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Aufgabe 17.(Galton-Watson-Verzweigungsprozefl, GWP)

Der GWP ist ein einfaches Modell fiir Populationswachstum. Zu Beginn - 0-te Generation -
besteht die Population aus X, Mitgliedern (oft Xy = 1). Die Anzahl der Nachkommen des
j-ten Individuums aus der (n—1)-ten Generation sei Y,, ;. Dann ist die Anzahl der Mitglieder

der n-ten Generation
an 1

= Z Yn,j,n > 1.
j=1

Die Anzahl der Nachkommen sei fiir jedes Individuum identisch verteilt und die Individuen
reproduzieren unabhéngig voneinander und unabhéngig von der Anzahl der Mitglieder der
eigenen und aller vorhergehenden Generationen, d.h.

(Y5 j)n,j>1 sind iid INg-wertige ZV,
X ist INo-wertige ZV
und Xo, (Y5,j)n,;>1 sind unabhéngig.
Ferner sei IF = (F,,)n>0 mit
Fp=0(Xo,Yis, 1<i<n, je IN),
EXy>0und a:= EY;; > 0. Zeigen Sie:

a) Der GWP X = (X,)5>0 ist ein JF-Markov-ProzeB mit Zustandsraum (INo, P(INo))

. POREW
und UK R(z,-) = P=  (R(0,-) = dy).

Hinweis: Satz 3.5

b) Die Funktion f : INg x INg — IR, f(n,x) = 2 ist harmonisch fiir X, falls a = EY;; <
oo, und (X, /a"),>o ist ein [F-Martingal, falls zusétzlich FX, < oo.
Hinweis: Satz 3.9.

c) Fiir die Aussterbewahrscheinlichkeit 7 := P(X,, — 0) gilt
n= (Z X, < o0) und daher:

a= EY1 1 < 1 (subkritischer Fall) und EXy < co = n = 1.

Hinweis: Teil b)



Aufgabe 18 (Markov-Prozesse)

a) Seien X = (X, )nen, €in IF-Markov-ProzeB mit Zustandsraum (2, <) und UK R,
(%, A) ein weiterer mebarer Raum und F : 2 — % eine bijektive, bimefSbare
(dh. F und F~! sind meBbar) Abbildung. Zeigen Sie, dass auch (F(X,))nen, €in
IF-Markov-ProzeB ist und berechnen Sie den UK.

b) Seien X = (X, )nen, eine [F-adaptierte Folge (27, &7 )-wertiger ZV und R ein Markov-
Kern auf 2. Zeigen Sie: Ist

n

vii=f(X,) - Z(Rf — [)(Xiz1),n € INg

i=1

fiir alle beschrénkten, mebaren f : 2" — IR ein IF-Martingal, so ist X [F'-Markov
mit UK R.



