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Aufgabe 47. (Reflektierte BM)
W = (Wt)t≥0 sei eine IF − BM . Zeigen Sie: |W | := (|Wt|)t≥0 ist ein IF -Markov-Prozeß mit
Zustandsraum X = IR+ und HG (Qt)t≥0, wobei Qt(x, ·) = ψ(t, x, ·)λIR+ ,

ψ(t, x, y) =
1√
2πt

[
exp(−(y − x)2

2t
) + exp(−(y + x)2

2t
)

]
, t > 0, x, y ≥ 0.

Hinweis: Qt(x, ·) = N(x, t)(· ∩ IR+) +N(−x, t)(· ∩ IR+), t > 0 und Satz 10.6.

Aufgabe 48. (OU-Prozeß)

a) X sei ein IF -Markov-Prozeß mit Zustandsraum (X ,A) und HG (Rt)t≥0. Y sei ein X -

wertiger Prozeß mit X
D
= Y . Zeigen Sie: Y ist ein IF Y -Markov-Prozeß mit HG (Rt)t≥0.

b) X = (Xt)t≥0 sei ein (stationärer) Ornstein-Uhlenbeck Prozeß mit Parametern α, β > 0.
(s. Aufgabe 38). Zeigen Sie: X ist IFX-Markov mit HG (Qt)t≥0,

Qt(x, ·) := N(e−αtx, β(1− e−2αt)).

Aufgabe 49. (Zeitumkehr)
X sei ein X -wertiger IF -Markov-Prozeß mit Markov-Halbgruppe (Rt)t≥0, f : X → IR meßbar
mit f ∈ ⋂

x∈X
s≤t

L1(Rs(x, ·)) und Rt−sf(Xs) ∈ L1(P ) ∀s ≤ t (z.B. f beschränkt). Zeigen Sie:

(Rt−sf(Xs))0≤s≤t ist ein (Fs)s≤t −Martingal.

Aufgabe 50. (Geometrischer Lévy-Prozeß)
X = (Xt)t≥0 sei ein reeller IF -Lévy-Prozeß und

Yt := Y0 exp (Xt), t ≥ 0,

mit einer Konstanten Y0 > 0. Zeigen Sie, dass Y = (Yt)t≥0 ein IF -Markov-Prozeß mit Zu-
standsraum Y = (0,∞) ist und beschreiben Sie die HG.


