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Aufgabe 43. (Filtrationen)
a) Es sei (Ω,F) = ([0, 1],B([0, 1])), f : IR+ → IR stetig mit f(t) = 0 für 0 ≤ t ≤ 1/2, f(t) > 0
für t > 1/2. Der Prozeß X = (Xt)t≥0 mit Xt(ω) := ωf(t) hat offenbar stetige Pfade. Zeigen
Sie: IFX ist nicht cad.

b) Z sei eine {+1,−1}-wertige ZV mit P (Z = +1) = p, P (Z = −1) = 1 − p, p ∈ (0, 1),
Xt = tZ für t ≥ 0, IF = IFX und

τ = inf{t ≥ 0 : Xt > 0}.

Zeigen Sie: IF ist nicht cad, τ ist eine IF+-Stoppzeit, aber keine IF -Stoppzeit.

Aufgabe 44
Im W -Raum (Ω,F , P ) sei B ⊂ F eine Unter-σ-Algebra, N = {N ∈ F : P (N) = 0},B∗ =
σ(B ∪N ) und IF eine Filtration Zeigen Sie:

a) Für F ∈ F gilt
F ∈ B∗ ⇔ ∃B ∈ B mit P (F4B) = 0.

b) Ist Y eine Modifikation des IF -adaptierten X -wertigen Prozesses X, so ist Y IF ∗-
adaptiert.

Aufgabe 45. (Lévy-Prozesse und Martingale)
X = (Xt)t≥0 sei ein f.s. cadlag IF -Lévy-Prozeß. Zeigen Sie:

a) (
eiaXt

EeiaXt
)t≥0 ist ein f.s. cadlag komplexes IF -Martingal, a ∈ IR.

b) E|Xt| <∞ ∀t ≥ 0 ⇒ (Xt − EXt)t≥0 ist ein IF -Martingal .
(Es folgt übrigens aus E|X1| <∞ schon E|Xt| <∞ ∀t und EXt = tEX1.)

Aufgabe 46. (Poisson-Prozeß und Martingale)
X = (Xt)t≥0 sei ein IF -Poisson-Prozeß mit Intensität c > 0 und Mt = Xt − ct, t ≥ 0. (M ist
dann nach Aufgabe 45 b) ein IF -Martingal mit [M ] = X nach Aufgabe 42.) Zeigen Sie:

a) (M2
t − ct)t≥0 und M2 − [M ] sind IF -Martingale.

b) exp(aM + b[M ]) ist ein IF -Martingal

⇔ a > −1 und b = −a+ log(1 + a)



Hinweis: Für Y ∼ Poi(λ) gilt

EeaY = exp[λ(ea − 1)], a ∈ IR,

EY = λ und EY 2 = λ2 + λ.


