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Stochastische Prozesse II

Übungen

Besprechungstermin: 10.7.14, 14.30 Uhr

Aufgabe 33. Zeigen Sie für die folgenden (deterministischen) DGLn:

a) dXt = X2
t dt,X0 = 1

hat eine eindeutige (lokale) Lösung auf [0, T ] für alle T < 1. Es gibt keine globale
Lösung auf R+; Bedingung (W) von Satz 6.2 ist nicht erfüllt.

b) dXt = 3X
2/3
t dt,X0 = 0

hat viele (globale) Lösungen auf R+. (L) ist nicht erfüllt.

Aufgabe 34. Bestimmen Sie die (f.s. eindeutige ) Lösung der stochastischen DGL
(d = 2, k = 1)

dX1
t = −1

2
X1

t dt−X2
t dWt,

dX2
t = −1

2
X2

t dt+X1
t dWt, t ≥ 0,

X0 = (X1
0 , X

2
0 ) = (1, 0).

(Es gilt ‖ Xt ‖= 1 für alle t ≥ 0. X ist eine "BM in {x ∈ R2 :‖ x ‖= 1}.")

Aufgabe 35. (Ornstein-Uhlenbeck Prozess)
Physikalische Erwägungen führen dazu, die Geschwindigkeit eines (kleinen) Teilchens in einer
Flüssigkeit als Lösung der stochastischen DGL

dXt = −αXtdt+ σdWt, t ≥ 0, X0 = ξ (Eξ2 <∞)

mit Parametern α > 0, σ > 0 einzuführen.
Bestimmen Sie die (f.s. eindeutige) Lösung X dieser Gleichung und zeigen Sie:

Xt
d→ N(0,

σ2

2α
) für t→∞.

Aufgabe 36. (Vasicek-Modell für die short rate)

drt = a(b− rt)dt+ σdWt, t ≥ 0

a, b, σ, r0 ∈ (0,∞), W E-BM (s. Beispiel 6.5). Der Prozess r = (rt)t≥0 ist ein Gaußprozess
und ein (homogener)E-Markovprozess (s. 6.9).



Bestimmen Sie den charakteristischen Operator von r und die Markov-Halbgruppe.
Berechnen Sie damit

E(rt | Fs)

und
Var(rt | Fs) := E(r2t | Fs)− (E(rt | Fs))

2 für s ≤ t.


