Exkurs F: Geometrische Lévy-Prozesse in Math. Finance

IF = (F)i>o sei eine Filtration in (2, F, P) und X = (X;)i>0 ein reeller cadlag
IF-Lévy-ProzefS. Mit A wird der geometrische Lévy-Prozef3

Ay = Age t >0
bezeichnet, Ay € (0,00). Natiirlich ist A [F-adaptiert.

F1 Satz A ist ein [F-Markov-Prozefl mit Zustandsraum (0, co) und HG
Ry(z,) = P = pri/o,

Beweis. Wegen Satz 10.5 ist X ein [F-Markov-Prozefl mit Zustandsraum IR und
HG K(x,) = P**Xt_ Durch Ry(x, ) := P™"" wird fiir jedes ¢ > 0 ein Markov-Kern
auf (0,00) definiert. Die Abbildung F' : IR — (0,00), F(z) := Ape” ist surjektiv,
mefbar, A; = F(X;) und es gilt

o+ Xy

Kt(xa )F = PF(x—’—Xt) = PAOe = PF(x)EXt = Rt(F(fE)v )

fiir alle t > 0,2 € IR. Damit folgt die Behauptung aus Satz 10.6. O

Sei
0 :={d€IR: Ee’* < 0oVt >0}

Die Eigenschaft endlicher exponentieller Momente ist nicht zeitabhéngig, das heifit
O ={YcIR:Ee"™ < 0}
([4], S. 165). Die Funktion
Y O — IR, (V) := log Ee’™
heift Kumulantentransformation von X; (unter P).

F2 Lemma © und ¢ sind konvex.

Beweis. Fiir ¥; € ©,a € (0,1) und ¥ := oy + (1 — a)vy gilt wegen der Holder-
Ungleichung mit v = 1/a,v = 1/(1 — )

Ee’&Xl — Eecxﬂlee(l—a)ﬂgXl
E(e’ﬂle)l/u(e’ﬂgXl)l/U
(Eﬁlxl)l/u<E€ﬁ2X1)1/u < 00
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und daher
Y = log Be"™ < Llog Ee"X1 4 Llog Fev>X1

= ayp(dy) + (1 — a)(da).

Also ist © eine konvexe Menge und 1 eine konvexe Funktion. a

F3 Lemma Es gilt
EeﬁXt — et’(ﬁ(ﬂ)

fir alle t > 0,49 € ©.

Beweis. Fiir ¥ € O sei
f=1" IRy — (0,00), f(t) = Ee"*.

Es gilt
fs+1t) = Ee?¥ort = FedXon=XitXy)
= Eeﬂ(Xert_Xt)EeﬁXt

et Be? = [(5) (1

fiir alle s,¢ > 0. Ferner ist f Borel-mefbar. Dazu betrachte man die Prozesse

X7 = Xty lig/n ey (), £ > 0,n € IN.
k=0

X™ ist offenbar produkt-mefibar, das heif3t
IRy xQ— IR, (t,w) — X['(w)

ist (B(IR+) ® F,#(IR))-mefbar. Da X cad ist, gilt lim X'(w) = X;(w) fiir alle
(t,w) € IR x 2 und somit ist auch X produkt-meBbar. Es folgt die Mefibarkeit von

f. Die eindeutige meBbare Losung f obiger Funktionalgleichung mit f(1) = e?™ ist
ft)=e" >0 ([2],S.5). O

F4 Lemma Fiir 9 € © ist der Prozef

619Xt

(oo )ez0 = (et

>0
ein [F-Martingal.

Beweis. Sei L; = Xt~ [ ist ein [F-adaptierter .Z'-ProzeB und fiir 0 <
s <t,F e Fsgilt nach Lemma F 3

[o LdP = [ "X, g p
= oI (Xe—=Xo)—tv(9) g p [ OXs d P
= elt=s)p(9)—ty (V) [p IXs g p

= [pLdP. O
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Es gibt ein wachsendes Interesse an geometrischen Lévy-Prozessen zur Modellie-
rung von Finanzmérkten. Sei 7' € (0, 00) und z.B.

By := Bye™,t € [0, T]
mit By € (0,00),7 > 0 und

S = ((By, At))reo,1)-

Die auf [0, T] eingeschriankte Filtration (F;)¢cpo,r) wird auch mit IF' bezeichnet. Das
BS-Modell erhélt man fir X; = oW, + (n — %Q)t und IF' = (IF")*. Lévy-Proze-
Marktmodelle (S, IF') sind unter gewissen Voraussetzungen arbitragefrei aber fiir
Lévy-Prozesse, die nicht stetig sind, typischerweise unvollstéindig (auch dann, wenn
IF = (IF¥)* gilt).

Wir beschreiben eine Methode zur Auswahl eines dquivalenten Martingalmafes.
Sei

P :={Q¢c M'(Q,Fr): Q= P|Fr, (BtAt)ieio,r) ist ein @ — Martingal}
wobei = 1/B und
IPr :={Q € IP : (Xy)teo,r ist ein IF — Lévy-Prozef unter Q}.
Fiir ¥ € O sei
L) = "0 e [0, 7]

und
Q" = LY(P|Fr).

Dann ist Q” ein W-Ma8 auf Fr mit Q¥ = P|Fr. QY heiBt Esscher-Transformation
von P unter 9. Ferner sei

P ={Q" :9,9+1€ 0,90 +1)=r+p¥)}

F5 Satz Es gilt [Pg;, C IPy.

Beweis. Sei QV € IPp;. Fir 0 < s <t <T,F € F, und A € B(IR) gilt nach
Lemma F4

Q{Xi— X, € AANF) = [pla(X; — X,)L7dP
= [o1a(X, — X,)LPdP
[ 1a(X, — Xo) expld(X; — X,) — 9X, — top(0)]dP
J14(Xy — Xs) exp[d( Xy — Xs) — t0(9)]|dP [ exp(VXs)dP
[ 14X, — X.) expld(X, — X,) — (t — $)0(@)]dP [ expldX, — sp(d)]dP
[ La(Xo) expld X, — (1 — $)0(I)]dP fy LIdP
J1a(Xy ) LY AP [p LidP
- QU(X L e HQU(F)

3



Fir F = Q folgt (Q”)*X: = (Q”)**—=. Daher ist (X;);c(o7 ein [F-Lévy-Prozef
unter V. (Dies gilt fiir alle 9 € ©.)
Der diskontierte Aktienpreisprozef3 5 A,

A
B A, = =Xt e 0,7,
By

ist wegen Lemma F 4 genau dann ein Q-Martingal, wenn Egs E~t = €™ fiir alle
t € [0,T] gilt. Diese Bedingung ist erfiillt, denn wegen Lemma F 3 gilt

Egoexp(X; —rt) = Epexp(X; —rt)LY

EpexplX; — rt + 90X, — ty(V9)]
Epexp[(¥ + 1) Xy — t(r +(1))]
expltg(V + 1) — t(r + ¢(9))]

= exp(0) = 1.

Es folgt QV € IP;,. O

F6 Beispiele (a) (BS-Modell). Sei X; = oW, + (u — %z)t,u € IR,o > 0 mit
einer IF-BM W und IF = (IF'"V)*. Dann gilt © = IR,
V2o o?

Moy — —
5 + 9 (u 2),

() =

v* = (r — u)/o? ist die eindeutige Losung der Gleichung ¥ (9 + 1) = r + ¢(d9)
in /R und L”" = E(=LW). Hier gilt [P = IP;, = IPg;, = {Q” } und die Esscher-
Transformation Q7" stimmt mit der Girsanov-Transformation iiberein (vgl. Korollar
11.4).

(b) (Poisson-Modell) Sei N ein (cadlag) Poisson-Prozefl mit Intensitit ¢ > 0 (s.
Beipiel 7.3) und X; = N; — put, p > 0. Dann gilt © = IR,

(0) = (e’ — 1) - o,

e log(c(’::“l)) ist die eindeutige Losung der Gleichung (9 + 1) = r + ¢ (1), falls
r+p > 0 (es existiert keine Lésung, falls r+u = 0) und LY = exp[9* N, —c(e”” —1)¢]
(vgl. Aufgabe 46). Man erhilt also [Pr;, = {Q”}, falls r + ¢ > 0 und P = 0,

falls r + pu = 0.

Das Poisson-Modell ist nicht sehr realistisch. Interessantere (und kompliziertere)
Modelle findet man in [1], [3], [5].

Sei Q € IP und C ein @-Claim, das heifit C ist eine positive Fpr-mefibare Zu-
fallsvariable mit C' € £*(Q). Dann ist

Vi = e "I EG(C|1F), t € [0,T)



ein arbitragefreier Preisprozefl des Claims C'. Fiir pfadunabhéngige Claims C' =
f(A7) mit einer meBbaren Funktion f : (0,00) — IR, und @ € [Py, folgt aus Satz
F1

Ve = e T Eg(f(Ar)|F) = V(E Ar)

mit der Preisfunktion
V(t,z) = e"™IRE f(x)

.
= 7T [ f(y)dQ™ " (y)
= "IN [ flxeXT-4)dQ,t € [0,T]),z > 0

(vgl. Satz 11.6). Fiir Q = Q” € [Py, gilt

Vt,x) = e T [ f(zeXT-)LY. . dP
= e T [ f(xe?) exp[dy — (T — t)(9)|dPX-(y)
= [ fze¥) exp[dy — (T — )y (I + 1)]dP*7(y).

Im BS-Modell (s. E 6, ¥ = %) ist

dPXT—t
) (y)

explly — (T — 1)y (V)]
die A-Dichte der N((r — %)(T —t),02(T — t))-Verteilung und man erhélt wieder

0.2
r — —

Vita) = e [ fwexployy/T =1+ (r = Z)(T = 0]aN(0,1)(y)

(s. Satz 11.6)
F7 Beispiel (Call) Sei C = (Ar — K)*, K > 0 und Py # 0,Q = Q¥ € IPgy.
Dann gilt

Vit,z) = [(ze! — K)*exp[dy — (T — ) (9 + 1)]dP*7(y)
= 2 fiog(/z) P+ 1)y — (T — 1) (I + 1)]dP¥m-(y)
—Ke "I 50 k1 exp[tly — (T — t)y(9)|dPXT=+(y),

t € [0,T],x > 0. Man beachte C' € £1(Q), denn wegen ¥ + 1 € O gilt

EQC S EQAT = EpAoeXTL%
= A()Ep exp[(fﬁ + I)XT — T'Lﬁ(ﬁ)] < Q0.
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