Exkurs E: Das Kolmogorov-Kriterium

LP-Holder-stetige stochastische Prozesse mit geeigneten Holder-Exponenten besit-
zen eine (pfad-)stetige Modifikation.

E1 Satz (Kolmogorov) X = (X});>0 sei ein reeller stochastischer Prozess mit
E|X, — X;|* < Ols — t|*

fiir alle s,t € IR, und reellen Konstanten a,b, C' > 0. Dann besitzt X eine stetige
Modifikation.

E2 Bemerkung (a) Sei zusétzlich X; € L*(P) fiir ein ¢ > 0. Unter obiger Re-
gularitdtsbedingung gilt dann X, € L*(P) fiir alle ¢ > 0. Sei

p: IRy — LYP),o(t) == X;.

Durch d(Y, Z) = (E|Y — Z|*)"/@) wird eine Metrik auf L?(P) definiert. Obige
Bedingung bedeutet also

d(p(s), p(t)) < Cys — ¢|@+0)/ (@)

fiir alle s,t € IR, mit C; = CU+Y/(eVD) "dag heifit ¢ ist Holder-stetig mit Exponent
(14+b)/(aV1). Falls P(X; # Xo) > 0 fiir ein ¢ > 0, gilt fiir den Holder-Exponent
(1+0b)/(aV 1) <1 (analog zum Fall reeller Funktionen), also

1+b<a.
(b) Fiir zentrierte Gauf-Prozesse X reicht die Bedingung
E|X,— X*?<Cl|s—tf

fir alle s, € IR, und Kostanten §,C > 0. Dazu sei 0? = E|X, — X;|> und
Z ~ N(0,1). Falls 5 < 1, wihle a > 2/3. Dann gilt

E|X, — Xi|* = (6)¥?E|Z|* < C?E|Z|*|s — t|?*/*

und fBa/2 > 1.

Beweis von Satz E 1 1. Wir konstruieren zunéchst eine stetige Modifikation von
(Xi)tepo- Fiir n € IN sei Dy, := {k/2" : k € {0,...,2"}}. Wir definieren Prozesse
X" = (XP)iepo,1) durch X := X, fiir t € D, und die Forderung nach stiickweise
affinen und stetigen Pfaden, also

XZL = >\Xk/2" + (1 — )\)X(k_l)/gn’



falls t = Mk27" + (1 = A)(k—1)27" mit A € [0,1],k € {1,...,2"}. Fiir t € [0,1] und
s € D, mit |t — s| < 27" gilt dann

’th—XS‘ S max ‘Xk/Qn —X(k_l)/Qn

1<k<2n

=:Z,.

”Chaining” liefert eine Abschitzung fiir sup;c(o 1) | X7 —X{"[. Fiirm > nund ¢ € [0,1]
withle man rekursiv s; € D;,j = m, ..., nmit [t—s,,| <27 und |s;—s; 4| < 270U~
fir n < j < m. Dann gilt |t — s,| < 27" und wegen der Dreiecksungleichung

|th - Xgn| < |th - Xsn’ + ZH |X8j_1 - Xs]-| + |Xsm - Xgn’
J=n
S Zn + Zm =+ Z |X3j,1 - XSj“
j=n+1

Ist 55 = k1277, 551 = ky27U~Y und ky gerade, so gilt s; = (k;/2)270"Y € D; 4, |k /2—
ky| < 1 und daher | X, | — X, | < Z; ;. Ist k; ungerade, s;_; = 2k9277 € Dy, so gilt
wegen |k; — 2ky| < 2 schon |k — 2ky| < 1 und daher | X, | — X, | < Z;. Es folgt

| X7 — X <2 in: Z; und weil diese obere Schranke unabhéngig von ¢ € [0, 1] ist,
j=n

sup sup | X — X" <2) Z;.

m>n t€[0,1] j=n

Wir zeigen jetzt, dass diese Reihenreste fast sicher gegen 0 konvergieren. Dies ist
eine Konsequenz der Regularititsvoraussetzung in D1. Sei dazu v € (0,b/a). Wegen
monotoner Konvergenz gilt

ES (27Z,) = 3 29mpze
n=1 n=1

IN

00 2"
=2 5 E| Xz = Xy

< C % 27an2n2—(1+b)n =C % 2—(b—'ya)n < 00
n=1

n=1
und daher % (27 Z,)* < oo f.s. Insbesondere gilt
n=1

2" 7, — 0fs., n— oo.

Die Konvergenz der Reihe > 277" impliziert also

Z Z; < oo fs.,

n=1
so dass die Reihenreste fast sicher gegen 0 konvergieren. Wir haben damit gezeigt,
dass fiir eine meBbare P-Nullmenge N und w € N°¢ die Folge (X" (w)),, eine Cauchy-
Folge in dem Banach-Raum C/([0, 1]) ist. Daher besitzt diese Folge einen Grenzwert

Y.(w) € C([0,1]), also

sup | X{'(w) = Yi(w)| — 0,1 — oo.
te(0,1]



Definiert man Y;(w) := Y;(w), falls w € N¢ und Yy(w) := 0, falls w € N, so ist
Y = (Y})icp,) ein stetiger stochastischer Prozef mit

sup | X' — Y — 0fs.
te(0,1]

Fir t € D,, und n > m gilt (D,, C D,, und) X;* = X; und daher Y; = X; f.s. fur
allet € D := G D,,. Ist schliellich ¢t € [0, 1] beliebig, so gibt es s,, € D mit s,, — t
m=1

und aus
P(X;, — X, | >¢) <e"BIX; — X, |* < Ce |t — s, =0

fiir e > 0 folgt Y;, = X, EiN X;. Wegen der Stetigkeit von Y gilt andererseits
Ys, (w) — Yi(w) fur jedes w € Q. Aus der f.s. Eindeutigkeit stochastischer Limiten
folgt Y; = X, f.s., das heifit Y ist eine stetige Modifikation von X.

2. Vollig analog kann man (X)o7 fiir 7" € (0, 00) stetig modifizieren.

3. Fiir n € IN sei Y™ = (Y")icjo,n) €ine stetige Modifikation von (X;)scpon). Fiir
m >mnund t € [0,n] gilt also V" = X; = Y™ f.s. und nach 7.10 sind daher Y™ und
(Y/™)tc[o,n) nicht unterscheidbar. Fiir ¢ > 0 setze man

Y=Y fallst € [n —1,n).

Dann ist Y offensichtlich eine f.s. stetige Modifikation von X und durch Abénde-
rung von Y auf einer mefibaren P-Nullmenge erhélt man eine stetige Modifikation. O

E3 Bemerkung Der Beweis von Satz E 1 gilt unveréndert, wenn X ein IR%-wertiger
ProzeB ist.



