Exkurs D: Unvollstindige Marktmodelle, Superhedging fiir europiische Optio-
nen

Im arbitragefreien, unvollstiandigen, N-Perioden Marktmodell ist nicht jeder Claim hedgebar.
Mit Hilfe der Idee des Superhedging léf3t sich die Preistheorie auf solche Claims erweitern.
Allerdings ist der Preis nicht-hedgebarer Claims nicht mehr eindeutig .

Gegeben sei ein N-Perioden Marktmodell, I = {0,..., N} mit IP # () und Fy, = {0, Q}.
C sei ein européischer Claim, also C' is Fy-mef3bar und C' > 0.

T(C) ;= inf{Vo(H) : H € SF, Vy(H) > C} (inf § := o)

heift oberer Deckungspreis (ask) von C'. Strategien H € SF mit Vy(H) > C heilen
Superhedgingstrategien fiir C'. Solche Strategien dienen der Absicherung des Verkéufers
des Claims.

I(C) :=sup{Wo(H) : H € SF, Vy(H) < C}

heifit unterer Deckungspreis (bid) von C. Fiir H := 0 gilt H € SF,Vy(H) =0 < C und
daher II(C) > 0.
I(C) - 11(C)

ist der bid-ask spread. Ziel ist eine Formel zur Berechnung von II(C) und II(C) analog
der Preisformel fiir hedgebare Claims. (s. Satz 4.14) und der Nachweis der Existenz von
Superhedgingstrategien mit minimaler Anfangsinvestition IT(C).

D1 Lemma Es gilt

0<I(C) < inf EQ<ﬁgC) < sup EQ(ﬁNc) < TI(C).

QeP 0 QeP Bo

Beweis. Zum Nachweis der Ungleichung

a(C) := sup EQ(BNC

QeP Bo ) = ﬁ(C’)

kénnen wir o.E. TI(C') < co annehmen. Dann existiert mindestens ein Superhedge fiir C'. Fiir
jeden Superhedge H fiir C gilt

BNVN(H) > BnC > 0.

Daher ist SV(H) nach Satz 4.8 ein universelles /P-Martingal, d.h. gV (H) ist ein Q-
Martingal fiir alle @ € IP. Die Martingaleigenschaft liefert

BoVo(H) = EqBnVNn(H) > Eq(BnC),

also

Vo(H) > EQ(BgC

0

) fiir alle Q € IP.

Es folgt TI(C) > @(C).
Zum Nachweis der Ungleichung




kénnen wir 0.E. a(C) < co annehmen, Dann gilt
IP:={Q¢c IP: Eq(AxC) < o0} # 0.
Fiir jedes H € SF mit Viy(H) < C gilt
0 < (BNVN(H))" < BnC.
Daher ist SV (H) nach Satz 4.8 ein universelles [P-Martingal. Dies liefert
BoVo(H) = EofnVn(H) < Eg(BnC),

also

Vi) < Bo(2C

0

(C). O

) fiir alle Q € IP.

Es folgt I1(C) <

D2 Satz (Preisformeln, Superhedging)
(a) Es gilt
— C
II(C) = sup EQ(ﬁN
QeP Bo

).

BnC

Insbesondere ist C' genau dann superhedgebar wenn supg.p Fg( i

Fall existiert ein Superhedge K fiir C' mit I1(C) = Vy(K).

) < oo und in diesem

(b) Sei supgep EQ(%V—OC) < 00. Dann gilt

C
(C) = juf Eo( "

)

und es existiert ein U € SF, Vy(U) < C mit I[I(C) = Vu(U).

Der Beweis basiert auf der optionalen (oder gleichméfiigen Doob-) Zerlegung von uni-
versellen /P-Supermartingalen, das sind ()-Supermartingale fiir alle Q) € IP.

D3 Satz (Optionale Zerlegung/gleichméfiige Doob-Zerlegung) Y = (Y, )ner sei ein posi-
tives universelles [P-Supermartingal. Dann existiert eine vorhersehbare, IR !-wertige Folge
H und eine adaptierte, reelle wachsende Folge D, Dy = 0 mit

Y =Y+ He(3S)—D.
Beweis. Follmer, Schied (2002), Theorem 7.5. O

Fiir den Anteil M := Y, + H o ((3S) in obiger Zerlegung von Y gilt My > Yy > 0 und
deshalb ist M ein universelles I[P-Martingal (s. Satz 2.10, 2.11). Der Martingalanteil M hat
eine spezielle Struktur: er ist Martingaltransformierte von 3S. Die von ) € IP-abhédngende
Doob-Zerlegung von Y liefert Y = N(@ — A@) wobei N@ ein Q-Martingal ist. Andererseits
ist die wachsende Folge D nur adaptiert, wihrend die wachsende Folge A@ in der Doob-
Zerlegung vorhersehbar ist.



D4 Lemma Z sei eine Fy-mef3bare ZV, Z > 0 mit Supgep L2 < o0 und
Y, = ess supgep EQ(Z | Fn),n € 1.
Dann ist Y ein (positives) universelles /P-Supermartingal.

Beweis. Follmer, Schied (2002), Corollary 7.4. O

Das essentielle Supremum der Familie Eg(Z | F,,),Q € IP ist dabei das verbandstheore-
tische Supremum in der Mengge der P-Aquivalenzklassen F,,-mefibarer, IR-wertiger ZV, d.h.

Y, ist F,-mefbar,

Y, > Eq(Z | F,) £s.VQ € IP,

fiir jede F,-meBbare ZV' Y, mit Y, > Eqo(Z | F,) £5.VQ € IP gilt Y, >Y,.
Zur Existenz des essentiellen Supremums s. Follmer, Schied (2002), S. 385.

Beweis von Satz D2. (a) Zum Nachweis von

_ C
(C) = a(C) := sup EQ<BZO

)

kann man nach Lemma D1 o0.E. @(C) < oo annchmen. Definiere
Y, = ess supgep Eq(BnC | Fr),n € 1.
Y ist nach Lemma D4 ein (positives) universelles I[P-Supermartingal. Sei
Y=Y+ He(3S)—D
die optionale Zerlegung von Y. Nach Lemma 4.9 existiert K € SF mit

Yo+ H e (3S) = BV(K).

Fiir Y gilt
Yo = ess supgep Eo(BnC) = 21611;3 Eq(BnC) = foa(C) < o0

und

Yy = ess supgep OnC = OnC.
Es folgt

BNVN(K) =Yy + Dy = nyC + Dy > BnC,
also
Vn(K) > C

und damit

TH(C) < () = 3 =a(0)



Zusammen mit Lemma D1 erhdlt man
I(C) = Vo(K) =a(C).
(b) Nach Teil (a) existiert ein Superhedge K fiir C' mit
a(C) = Vo(K).
Sei

C
a(C) = it Eo(”

).

Fiir den Claim

C:=Vy(K)—C>0
gilt

EQ(ﬁNC) = EQﬁNVN(K) - EQ(ﬁNO)
= BoVo(K) — Eq(BnC) < BoVo(K) < o0

fir alle @ € IP, da SV (K) ein universelles I[P-Martingal ist (s. Satz 4.8). Definiere

Y, = ess supge p Eo(BnC | Fo),n e 1.

Y ist nach Lemma D4 ein (positives) universelles [P-Supermartingal. Nach Satz D3 und
Lemma 4.9 148t sich Y zerlegen in der Form

V= BV(R) - D

mit K € SF und D adaptiert, wachsend, Dy = 0. Fiir Y gilt

Yo = supgep Eo(BnC) = BoVo(K) — infgep Eq(AnC)
= Bo(Vo(K) —a(C))

und 3 3

Yn = nC = By VN (K) — BnC.

Es folgt .
BnC = ByVn(K) =Yy

IV
Q@

=
=
S

fir U := K — K, also U € SF und
Ww(U) <C
Man erhélt .
H(C) = W) =V(K) - Vo(K)
= Vo(K) — 2 = V(K) — (V(K) — a(C))
= a(C).
Die Behauptung folgt damit aus Lemma D1. O

Es ist bekannt, daB fiir hedgebare Claims C' die Abbildung @ — EQ(Bg—OC) konstant und
endlich auf [P ist (s. Satz 4.14). Das folgende Korollar zeigt u.a., dal auch die Umkehrung
gilt.

D5 Korollar Es sind dquivalent:



)

)

(iii) @ — EQ(’BgOC) ist konstant und endlich auf IP.
)

EQ(ﬂNC) = sup EQ(ﬁNC) < 00.
Do QeP Do
(v) Es gibt ein @ € IP mit

BNC . pBnC

Bo(=3=) = duf, Ba(—=3 =)

und o

sup EQ(ﬁN ) < 0.
QeP Do

Beweis. (i) = (ii). Sei H ein Hedge fiir C'. Dann gilt

I(C) < Vo(H) < I(C)

und damit
T(C) = I(C) = Vo(H) < o0

nach Lemma D1.

(ii) = (iii) folgt sofort aus Lemma D1 (oder Satz D2) und (iii) = (iv) ist klar.
(iv) = (i). Nach Satz D2 existiert ein Superhedge K fiir C' mit

a(C) := sup EQ(ﬁNC
QeP Do

) = TI(C) = Vo(K).

Fiir @Q € IP geméf (iv) gilt wegen der ()-Martingaleigenschaft von SV (K)
Boa(C) = BoVo(K) = E(BnVn(K))
> Eq(BnC) = Boa(C),

also
BnVn(K) = BnC.
Damit ist K ein (exakter) Hedge fiir C.

(iii) = (v) ist klar
(v) = (i). Nach Satz D2 existiert ein U € SF, Vy(U) < C mit

C
a(C) i= inf, Eo(”y

Wihle @ € IP geméB (v). Wegen 0 < (ByVy(U))" < BnC ist fV(U) ein @Q-Martingal. Es
folgt

) = I(C) = Vo(U).

Boa(C) BoVo(U) = EgBnVn(U)

< Eqo(BxC) = foalC),
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also

BnVn(U) = BnC.
Damit ist U ein Hedge fiir C'. a

D6 Bemerkung (' sei ein Claim und

pnC
Do

Wegen der Konvexitit von IP (s. Satz 4.7) ist ®(C') ein Intervall in IR, . (Eventuell CID( ) =
0.) Falls C' hedgebar ist, gilt | ®(C') |= 1. Falls C' nicht hedgebar ist und supge p EQ( Ny <

o0, so gilt II(C) < TI(C) < co und

() = {Eo("27) :Q € PYN IR,

¢(C) = (I(C), I(C)).

Insbesondere ist ®(C') dann offen. Dies folgt aus Satz D2 und Korollar D5.
Schlielich stimmt ®(C') mit den arbitragefreien Preisen fiir C' iiberein. Dabei heifit x €
IR, arbitragefreier Preis fiir C, falls es einen (reellen) adaptierten Proze§ S+ mit

Sat = g,
S,‘f“ > 0 Vnel,
s = ¢

gibt und der um S%*! erweiterte Markt (S°, S, ..., S%1) arbitragefrei ist:
Fiir x = EQ(ﬁNC) € &(C) definiere

OnC
Bn

Damit ist x offenbar ein arbitragefreier Preis fiir C'. Wenn umgekehrt = € IR, ein arbitrage-
freier Preis ist, existiert nach Satz 4.10 ein dquivalentes Martingalmafl @) fiir das Marktmodell
(89, S, ..., 8. Es gilt Q € IP und

Box = BoS§H = Eq(BnSKT) = Eq(BnC),

S = Bo(5S—= | Fp),n € 1.

also z € ©(C).



