Exkurs B: Martingalkonvergenz
Es sei I = INg, IF = (F,)n>0 eine Filtration und F, = o( U F).
n>0

Satz B.1 (Doob) X = (X)n>0 sei ein [F-Submartingal mit sup,-,/EX,;” < oo. Dann
existiert eine F..-meBbare Zufallsvariable X, € Z' mit

X, — X f.s.

Beweis. Wegen | X,,| = Xt + X, =2X, — X, gilt E|X,| =2EX,f — EX,, <2EX; — EX,
und somit sup,,5o £|X,| < co. Das Submartingal X ist also .Z!-beschrénkt. Fiir

B :={lim X, existiert in IR}

n—oo

gilt B € Fi. Es reicht P(B) = 1 zu zeigen, denn

n—oo

lim X,(w) , weB
Xoo =
() { 0 , sonst

ist dann eine reelle F,-mebare Zufallsvariable mit X,, — X f.s. und

E|Xy| = FE lim |X,|

n—oo

< liminf, .o E|X,| < sup,s¢ B X,| < .

1. X sei ein % -beschrinktes Martingal. Nach 1.5 b) gilt fiir jedes n mit C' := SUP,,>0 EX?

EX;+ Y E(AX;)?=EX.<C

j=1
und daher
j=1
Fir m € INg sei Vi, 1= Sup; >, | X; — Xj| und Y, = Ykm) = Xpam — X, k > 0. Die Folge

Y™ ist ein IF™-Martingal mit [F™ = (Frt+m)r>0- Die Doob-Ungleichung 2.12 a) liefert
fire >0

4 4 m+n
P(sup Yy >¢/2) < SEY?=— Y E(AX;)?
0<k<n g2 g? j=m1

und damit
P(V,, > ¢)

IN

P(supjs,, | X; — Xl > €/2)
P(supyso |Y\™| > £/2)
;12 Y2 it E(AX;)? — 0,m — 0.

IA

Dies impliziert V,, = 0 (stochastisch). Da (V,,),, monoton fallend ist, folgt V,, — 0. f.s. und
daher P(B) = P({(X,)» ist Cauchy-Folge in IR}) = 1.

2. X sei ein positives #?-beschrianktes Submartingal. Sei X = M + A die Doob-Zerlegung
von X und Ay := sup,soA,. Man beachte, dass die vorhersehbare Folge A nach 1.13
wachsend ist. Es gilt mit C' := sup,,~, EX?,

EA, = EX, — EM, = EX,, — EMy = EX,, — EXy, < EX,, < \JEX2<VC
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und damit nach dem Satz von der monotonen Konvergenz

FA, =sup FA, < V0 < o0.

n>0

Es folgt A, < oo f.s. Man erhélt also
P({Jl_)ngo A, existiert in IR}) = 1.

Ferner ist M ein .#?-beschrinktes Martingal, denn wegen

E(AM,)? = E(X,— E(X,|F.-1))?

= EX?— FE(E(X,|F.1))?
< EX!-FEX?  ,<oo,n>1

und My = X € £ ist M ein £*Martingal und nach 1.5 b)
EM?=EX;+Y E(AM;)? <EX{+Y (EX!—EX’ ,)=EX}<(C <.
i=1 =1

Aus 1. folgt
P({lim M, existiert in IR}) =1

und damit P(B) = 1.

3. X sei ein positives Supermartingal. Nach 1.4 ist Y, := e~%».n > 0 ein Submartingal.
Y ist positiv und beschrinkt, insbesondere also .Z2-beschriankt. Aus 2. folgt

P({lim X, existiert in IR, }) = 1.

n—oo

Nach dem Fatou-Lemma gilt

Fliminf X, <liminf EX,, < EX, < 00

n—o0 n—oo

und damit folgt liminf X,, < oo f.s. Es folgt P(B) = 1.
4. Nun sei X ein Submartingal mit sup,,», £X,| < co. Sei
XtT=M+A

die Doob-Zerlegung des (positiven) Submartingals X+ = (XF),>. Nach 1.13 ist die vorher-
sehbare Folge A wachsend. Fiir A, := sup,,»¢ A, gilt

; sup,,so BX; + E|M| < co.
Definiere ein [F-Martingal Y durch
Y, := M, + E(Ax|F,),n > 0.
WegenY,, > M,+ A, = X,/ > X, ist Y positivund Z := Y — X ein positives Supermartingal.

Offensichtlich gilt
X=Y-Z.



(Dies ist die sogenannte Krickeberg-Zerlegung von X.) Aus 3. folgt P(B) = 1. 0

Die Aussage von Satz B.1 gilt ebenso fiir Supermartingale X mit sup,,~, £X,, < 0o, denn
—X ist dann ein Submartingal mit sup, -, E(—X,)* = sup, -, EX; < oco. Insbesondere ist
jedes positive Supermartingal f.s. konvergent. -

Das Problem der .#!-Konvergenz fiir Martingale wird durch den folgenden Satz gelost.

Satz B.2 X sei ein [F-Martingal mit sup, ., /EX; < co. Nach B.1 gilt also X,, — X
f.s. mit X € Z'. Es sind #dquivalent:

(i) {X,, : n > 0} ist gleichgradig integrierbar.

(i) X, Z X

(iii) X,, = B(Xw|Fn),n > 0.

Beweis. (i) < (ii) ist Konsequenz eines allgemeinen Resultats (s. WT 1I).
(ii) = (iii). Fur & > n gilt nach der Jensen-Ungleichung fiir bedingte Erwartungswerte

EE(lXoo - Xk||Fn)
E|Xo — X4 — 0,k — oo.

I IA I

(iii) = (i). Zu € > 0 existiert ein § > 0 mit
P(F)<§,FeF= / X |dP <.
F

Wiéhle a > 0 mit E|X,| < ad. Aus der Markov-Ungleichung und der Jensen-Ungleichung
folgt
P(X,|> @) < 1EIX,

< GEE(IX«|1F)

_ BXe| <

a

und daher

/ 1X,.|dP < E(|Xu||Fn) = / Xo|dP < &
{|Xn|>a} {|Xn|>a}

= J{Xn|>a}

fir alle n > 0. O

Korollar B.3 Sei Z € £! und X,, = E(Z|F,),n > 0. Dann gilt
X, — BE(Z|Fy) fs.und in £

Beweis. Nach 1.6 ist X ein [F-Martingal. Wegen F|X,,| < E|Z| ist X #'-beschrinkt. Ferner
ist {X,, : n > 0} gleichgradig integrierbar (s. Beweis von B.2, (iii) = (i)). Nach B.1 und B.2
existiert eine F,.-mefBbare Zufallsvariable X, € .#! mit

X,, — X f.s. und in Z*
und X,, = E(X|F,),n > 0. Das System & := | F, ist ein N-stabiler Erzeuger von F,
mit Q € £. Fir F € £, also F' € F, fiir ein n > O:ngoilt
Jo XoodP = [p E(Xoo| F)dP = [p X,dP
= [pE(Z|F,)dP = [p ZdP
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und damit (Dynkin-Argument) X, = E(Z|F) fs. O

Bemerkung B.4 Das positive Martingal X aus Aufgabe 1 erfiillt X,, — 0 f.s. und £X,, =1
fiir alle n > 0. Dieses Martingal ist also nicht #!-konvergent und damit nicht gleichgradig
integrierbar.



