
Exkurs B: Martingalkonvergenz

Es sei I = IN 0, IF = (Fn)n≥0 eine Filtration und F∞ = σ(
⋃

n≥0
Fn).

Satz B.1 (Doob) X = (Xn)n≥0 sei ein IF -Submartingal mit supn≥0 IEX+
n < ∞. Dann

existiert eine F∞-meßbare Zufallsvariable X∞ ∈ L 1 mit

Xn → X∞ f.s.

Beweis. Wegen |Xn| = X+
n +X−n = 2X+

n −Xn gilt E|Xn| = 2EX+
n −EXn ≤ 2EX+

n −EX0

und somit supn≥0E|Xn| <∞. Das Submartingal X ist also L 1-beschränkt. Für

B := { lim
n→∞

Xn existiert in IR}

gilt B ∈ F∞. Es reicht P (B) = 1 zu zeigen, denn

X∞(ω) :=

{
lim

n→∞
Xn(ω) , ω ∈ B

0 , sonst

ist dann eine reelle F∞-meßbare Zufallsvariable mit Xn → X∞ f.s. und

E|X∞| = E lim
n→∞

|Xn|
≤ lim infn→∞E|Xn| ≤ supn≥0E|Xn| <∞.

1. X sei ein L 2-beschränktes Martingal. Nach 1.5 b) gilt für jedes n mit C := supn≥0EX
2
n

EX2
0 +

n∑
j=1

E(4Xj)
2 = EX2

n ≤ C

und daher ∞∑
j=1

E(4Xj)
2 ≤ C <∞.

Für m ∈ IN 0 sei Vm := supj,k≥m |Xj −Xk| und Yk = Y
(m)
k := Xk+m −Xm, k ≥ 0. Die Folge

Y (m) ist ein IF (m)-Martingal mit IF (m) := (Fk+m)k≥0. Die Doob-Ungleichung 2.12 a) liefert
für ε > 0

P ( sup
0≤k≤n

|Yk| > ε/2) ≤ 4

ε2
EY 2

n =
4

ε2

m+n∑
j=m+1

E(4Xj)
2

und damit
P (Vm > ε) ≤ P (supj≥m |Xj −Xm| > ε/2)

= P (supk≥0 |Y
(m)
k | > ε/2)

≤ 4
ε2

∑∞
j=m+1E(4Xj)

2 → 0,m→∞.

Dies impliziert Vm
P→ 0 (stochastisch). Da (Vm)m monoton fallend ist, folgt Vm → 0. f.s. und

daher P (B) = P ({(Xn)n ist Cauchy-Folge in IR}) = 1.

2. X sei ein positives L 2-beschränktes Submartingal. Sei X = M+A die Doob-Zerlegung
von X und A∞ := supn≥0An. Man beachte, dass die vorhersehbare Folge A nach 1.13
wachsend ist. Es gilt mit C := supn≥0EX

2
n

EAn = EXn − EMn = EXn − EM0 = EXn − EX0 ≤ EXn ≤
√
EX2

n ≤
√
C
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und damit nach dem Satz von der monotonen Konvergenz

EA∞ = sup
n≥0

EAn ≤
√
C <∞.

Es folgt A∞ <∞ f.s. Man erhält also

P ({ lim
n→∞

An existiert in IR}) = 1.

Ferner ist M ein L 2-beschränktes Martingal, denn wegen

E(4Mn)2 = E(Xn − E(Xn|Fn−1))
2

= EX2
n − E(E(Xn|Fn−1))

2

≤ EX2
n − EX2

n−1 <∞, n ≥ 1

und M0 = X0 ∈ L 2 ist M ein L 2-Martingal und nach 1.5 b)

EM2
n = EX2

0 +
n∑

j=1

E(4Mj)
2 ≤ EX2

0 +
n∑

j=1

(EX2
j − EX2

j−1) = EX2
n ≤ C <∞.

Aus 1. folgt
P ({ lim

n→∞
Mn existiert in IR}) = 1

und damit P (B) = 1.

3. X sei ein positives Supermartingal. Nach 1.4 ist Yn := e−Xn , n ≥ 0 ein Submartingal.
Y ist positiv und beschränkt, insbesondere also L 2-beschränkt. Aus 2. folgt

P ({ lim
n→∞

Xn existiert in IR+}) = 1.

Nach dem Fatou-Lemma gilt

E lim inf
n→∞

Xn ≤ lim inf
n→∞

EXn ≤ EX0 <∞

und damit folgt lim inf Xn <∞ f.s. Es folgt P (B) = 1.

4. Nun sei X ein Submartingal mit supn≥0EX
+
n <∞. Sei

X+ = M + A

die Doob-Zerlegung des (positiven) Submartingals X+ = (X+
n )n≥0. Nach 1.13 ist die vorher-

sehbare Folge A wachsend. Für A∞ := supn≥0An gilt

EA∞ = supn≥1EAn = supn≥0(EX
+
n − EM0)

≤ supn≥0EX
+
n + E|M0| <∞.

Definiere ein IF -Martingal Y durch

Yn := Mn + E(A∞|Fn), n ≥ 0.

Wegen Yn ≥Mn+An = X+
n ≥ Xn ist Y positiv und Z := Y −X ein positives Supermartingal.

Offensichtlich gilt
X = Y − Z.
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(Dies ist die sogenannte Krickeberg-Zerlegung von X.) Aus 3. folgt P (B) = 1. 2

Die Aussage von Satz B.1 gilt ebenso für Supermartingale X mit supn≥0EX
−
n <∞, denn

−X ist dann ein Submartingal mit supn≥0E(−Xn)+ = supn≥0EX
−
n < ∞. Insbesondere ist

jedes positive Supermartingal f.s. konvergent.
Das Problem der L 1-Konvergenz für Martingale wird durch den folgenden Satz gelöst.

Satz B.2 X sei ein IF -Martingal mit supn≥0 IEX+
n < ∞. Nach B.1 gilt also Xn → X∞

f.s. mit X∞ ∈ L 1. Es sind äquivalent:
(i) {Xn : n ≥ 0} ist gleichgradig integrierbar.

(ii) Xn
L 1

→ X∞
(iii) Xn = E(X∞|Fn), n ≥ 0.

Beweis. (i) ⇔ (ii) ist Konsequenz eines allgemeinen Resultats (s. WT II).
(ii) ⇒ (iii). Für k ≥ n gilt nach der Jensen-Ungleichung für bedingte Erwartungswerte

E|E(X∞|Fn)−Xn| = E|E(X∞|Fn)− E(Yk|Fn)|
≤ EE(|X∞ −Xk||Fn)
= E|X∞ −Xk| → 0, k →∞.

(iii) ⇒ (i). Zu ε > 0 existiert ein δ > 0 mit

P (F ) ≤ δ, F ∈ F ⇒
∫

F
|X∞|dP ≤ ε.

Wähle a > 0 mit E|X∞| ≤ aδ. Aus der Markov-Ungleichung und der Jensen-Ungleichung
folgt

P (|Xn| > a) ≤ 1
a
E|Xn|

≤ 1
a
EE(|X∞||Fn)

= E|X∞|
a
≤ δ

und daher ∫
{|Xn|>a}

|Xn|dP ≤
∫
{|Xn|>a}

E(|X∞||Fn) =
∫
{|Xn|>a}

|X∞|dP ≤ ε

für alle n ≥ 0. 2

Korollar B.3 Sei Z ∈ L 1 und Xn = E(Z|Fn), n ≥ 0. Dann gilt

Xn → E(Z|F∞) f.s. und in L 1.

Beweis. Nach 1.6 ist X ein IF -Martingal. Wegen E|Xn| ≤ E|Z| ist XL 1-beschränkt. Ferner
ist {Xn : n ≥ 0} gleichgradig integrierbar (s. Beweis von B.2, (iii) ⇒ (i)). Nach B.1 und B.2
existiert eine F∞-meßbare Zufallsvariable X∞ ∈ L 1 mit

Xn → X∞ f.s. und in L 1

und Xn = E(X∞|Fn), n ≥ 0. Das System E :=
⋃

n≥0
Fn ist ein ∩-stabiler Erzeuger von F∞

mit Ω ∈ E . Für F ∈ E , also F ∈ Fn für ein n ≥ 0, gilt∫
F X∞dP =

∫
F E(X∞|Fn)dP =

∫
F XndP

=
∫
F E(Z|Fn)dP =

∫
F ZdP
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und damit (Dynkin-Argument) X∞ = E(Z|F∞) f.s. 2

Bemerkung B.4 Das positive Martingal X aus Aufgabe 1 erfüllt Xn → 0 f.s. und EXn = 1
für alle n ≥ 0. Dieses Martingal ist also nicht L 1-konvergent und damit nicht gleichgradig
integrierbar.
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