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Aufgabe 1 (Verschiebungsformel von Steiner)

Seien n € N und z1,...,7,,¢ € R. In der statistischen Praxis werden zur Auswer-
tung einer konkreten Stichprobe xi,...,z, vom Umfang n statistische Mafzahlen
herangezogen, die bestimmte Eigenschaften der Stichprobe durch einen Zahlenwert
kennzeichnen. Von besonderer Bedeutung sind dabei der Mittelwert 7 = % Yo T SO
wie im Fall n # 1 die empirische Streuung s? = ﬁ S (xi—T)? und die empirische
Standardabweichung ++v/s2. Zeigen Sie:

(b)n—12 Z

Aufgabe 2
Seien M und N Mengen, f : M — N eine Abbildung und A C M, B C N Teilmen-
gen.

(a) Vergleichen Sie A und f~1(f(A)).

(b) Vergleichen Sie B und f(f~'(B)).

(c) Berechnen Sie f~1(f(A)) fir M = N =R, A=[0,1] und f = 1.

(d) Berechnen Sie f(f(B)) fir M =N =R, B=Rund f = 1.

(e) Berechnen Sie f~Y(B) fir M = N =R, B = [1,4] und f(z) = (z — 1)%, 2 € R.

Aufgabe 3 (Satz 1.12, Eigenschaften der Indikatorfunktion)
Seien (2 eine nicht leere Grundmenge, A, B, A, C 2, n € N, und I C N eine nicht
leere endliche Teilmenge. Dann bestehen folgende Beziehungen:

1) 1y 1;

(1) ;
(2) 1anp =14 Alg =min (14, 15) =14 - 1p;

(3) laup =14V 1g =max(ly,1p) =14+ 15 —14-1p:
(4) 1

Ua, =1-Tle/1—-14)= X (—D7H Aj>
zEI 0£JCI j€J

4

(5) 1ayp =14+ 1p fiir disjunkte Mengen A und B;



6) Lap=(1Aa—1p)t =14 —14-1p;
(7) 1ae =1 -1y

(8) 1aap =14 —1gl;

9) 1 =inf 14

(12) 1 =~  =1lim1y,.
anmk:Jn m

Beweisen Sie Aussage (8).
Hinweis: Wegen (9)-(12) definiert man

inf A, = [ An, supA4,, = U An,
= n=1

n=1

liminf A,, = lim A,, = Ej ﬁ A, = Ej ﬁ Apin und

n—0oo n=1m=n n=1m=1

limsup A, =limA, = N U An= N U Amin.
n—00 n=1m=n n=1m=1
Aufgabe 4
Seien 2 eine nicht leere Grundmenge und A, C Q, n € N. Beweisen Sie folgende
Aussagen:

(a) lim A, = {w € Q:w € A, fiir fast alle n € N};
(

b) lim A, = {w € Q: w € A, fiir unendlich viele n € N};

)
)
(c) lim A, C lim A,;
(d) lim A, = (Tfm A5)e.
Aufgabe 5
Seien (2 eine nicht leere Grundmenge, A, A4, C 2, n € N, B = (2, 4, und C =

U2, A,. Die Folge (An)nen konvergiert gegen A (in Zeichen: A, — A oder lim,, ., A,
= A), wenn lim A, = lim A, = A gilt. Beweisen Sie folgende Aussagen:

(a) Ist die Folge (Ap)nen antiton, d. h. A, D A,11Vn € N (in Zeichen: A, |), so
konvergiert sie gegen B (in Zeichen: A,, | B).

(b) Ist die Folge (A, )nen isoton, d. h. A, C A,+1Vn € N (in Zeichen: A, 1), so
konvergiert sie gegen C' (in Zeichen: A, T C).



