Numerik der Differentialgleichungen (WS 2011/12)

Ubungsblatt 8 Abgabe: Mi, 18. Januar 2012, bis 8%° Uhr, Kasten E6
Sachs/Grof§ im Foyer des E-Gebédudes
Aufgabe 15: (10412 Punkte)

Betrachten Sie fiir Q := (a,b) C R? das Randwertproblem

(su")" — (pu') +qu=f auf (a,b)
u(a) =u'(a) = u(b) =u/'(b) =0
u € C4a,b], s € C?[a,b], p € Ca,bl, q, f € Cla,b].

i) Zeigen Sie, dass daraus als schwache Formulierung die Gleichung
b(u,v) =1(v) Yo eV :={veC?%a,b] : v(a)=1v'(a) =v(b) =2'(b) =0}

resultiert, wobei
b
b(u,v) = /(su”v”—i—pu’v’—i—quv)dw
b
l(v) = /fvda:.

ii) Betrachten Sie nun den Hilbertraum HO2 mit der zugehorigen Norm

1/2
[ollgz2 = (ol 72 + 1l 72 + 10"1I72) "

Untersuchen Sie nun ausfiihrlich, ob fiir Funktionen s, p,q € L>(a,b), f € L*(a,b) mit
s(t) >e¢>0, p(t) >0, g(t) >0 fast sicher auf [a, ]
eine eindeutige Losung u € HZ(a,b) der Variationsgleichung
b(u,v) =1(v) VYov € H(a,b)

mit Bilinearform b(+,-) und Funktional [(-) wie in i) existiert?

Programmieraufgabe 8: (8 Punkte)

Die Berechnung von Optionspreisen kann iiber die bekannte Black-Scholes Differentialgleichung
erfolgen. Bei einer européischen Call-Option sucht man zu gegebenem Strike-Preis B und gege-
bener Maturity 7" den Preis der Option C(¢, K) abhiingig von der Zeit t € [0,7] und dem Kurs
des Underlyings 0 < K € R durch Losung der Black-Scholes-PDE:

2
Cylt, K) = —%KQCKK(t, K)—rKCx(t,K)+rC(t,K) auf[0,T) x (0,00)

Endbedingung: C(T, K) = max{K — B,0} VK € (0,00)
Randbedingung: C'(¢,0) =0 Vt € (0,7



Die Variablentransformationen 7 = T'— ¢ und « = In(K) fithren zu einer numerisch geeigneteren
Form. Mit
o? o?
ur(r,z) = ?um(T,m) + (r - ?>uz(7', x) —ru(t,z) auf[0,T) x (—o0,0)
Anfangsbedingung: u(0, z) = max{e® —B,0} Vz € (—o00,00)

gilt dann C(t, K) = w(T — t,In(K)). Beschrinkt man nun [0,7") x (—o0,00) zur numerischen
Losung auf ein beschrianktes Intervall [0,7) x [—G, G|, so miissen hier neue Randbedingungen
eingefiihrt werden. Es gilt u(r, —G) ~ 0 und u(7,G) ~ % —B -e™".

Approximation der Ableitungen durch Differenzenquotienten fithrt dann mit Az = ﬁ: Schritt-
weite in z-Richtung , At = ﬁ: Schrittweite in 7-Richtung zu:
1 1 o2 1 o\ 1
A5 =) = G g = 20 ) + (7= ) g (6 — ) —

Diese liefert dann folgendes Gleichungssystem:

1 +1 1 1
= (am _amy — Am—i— 1— Au™ m+1 1— m
A () = 0 AW 4 (1= 6) S A 0™ (1 0)f
a? Az a? m
. (2% (1)
S 0
mit A= |7 und f = :
7o a? Az a? m
ﬁ(?JFT(T—?))UNH

Wobeia:02+Ax2r,B:—U—;—%(r—%),’yz—”é—l—%(r—%).

ug" = 0 sowie ujy, | = e¢ — B . e~ (™AD" werden mit Hilfe der Randbedingung gesetzt. Es gilt
A e RN fm e RN und ™ = (uf?,...,u)T mit ul> % u(m- A1, —G +j - Az). 6 € [0,1] in
der obigen Formulierung gibt das Diskretisierungsverfahren an.

1. Programmieren Sie obiges Verfahren zur numerischen Losung der Black-Scholes-PDE in
Matlab. Setzen Sie hierbei T = 0.5, ¢ = 0.3, r = 0.03, B = 50 und G = 5. Als Dis-
kretisierungsparameter wihlen Sie N = 200 und M = 10 und M = 100. Speichern Sie
alle Matrizen im sparse-Format und losen Sie das resultierende Gleichungssystem mit-
tels des \-Operators. Berechnen Sie dann die exakten Ergebnisse mittels der geschlossenen
Losungsformel (blsprice) und stellen Sie den Fehler zwischen numerischer und exakter
Losung in einer 3-dimensionalen Grafik dar (Matlab-Befehle meshgrid und surf). Plotten
Sie zusétzlich die numerische und exakte Losung.

2. Interpretieren Sie die Resultate bei Variation des Diskretierungsverfahrens (6 = 0,0, 5 und
1) und bei Variation der Schrittweiten.

Wir wiinschen euch Viel Gliick und Erfolg im neuen Jahr 2012!



