Numerik der Differentialgleichungen (WS 2011/12)

Ubungsblatt 5 Abgabe: Mi, 7. Dezember 2011, bis 8%° Uhr, Kasten E6
Sachs/Grof§ im Foyer des E-Gebéudes
Aufgabe 7: (8 Punkte)

Bildet der Raum C0, 1] der auf dem Intervall [0, 1] stetigen Funktionen mit dem Skalarprodukt
1 . .
< f,g >r2:= [y f(x)g(x)dx einen Hilbertraum?

Hinweis: Betrachten Sie zur Beantwortung der Frage die Funktionenfolge

0 ,x€(0,5—34)
)= ne— b+ d) wel-ih
1 ,x € [5,1].
Aufgabe 8: (12 Punkte)

Betrachten Sie fiir gegebenes B € R™*" und f € R™ die Bilinearform b : R” x R™ — R gegeben
durch b(z,y) = 27 By sowie das lineare Funktional [ : R® — R, I(y) := fTy.

i) Unter welchen Voraussetzungen ist das Lemma von Lax-Milgram auf das Variationspro-
blem

b(z,y) =1(y) YyeR" (1)

anwendbar? Interpretieren Sie ausfiihrlich die Voraussetzungen und Folgerungen des Lem-
mas fiir dieses spezielle Problem.

ii) Formulieren Sie fiir das Problem aus i) unter moglichst schwachen Voraussetzungen ein
Lemma, das die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (1) sicherstellt.



Aufgabe 9: (10 Punkte)
Seien u € C?(R" x R) eine Losung der allgemeinen Form einer partiellen Differentialgleichung
Az, t)Au+ b(x,t)Vu = F(u,z,t)

Fine solche Differentialgleichung heifit linear, falls gilt

F(u,z,t) = —f(z,t)u + f(x,t).

Im Falle von f = 0 nennt man die lineare partielle Differentialgleichung homogen, ansonsten
inhomogen.
Der homogenen Differentialgleichung 2. Ordnung in 2 Variablen (z,7) € R?
2 82 82
a(z, y)@“ + b(z, y)mu + c(z, y)aTﬂ“

0 0

wird die quadratische Form
. a(z,y) %b(x,y)> (5)
(Em = (& m) <§b(w,y) c(z,y) ) \n

zugeordnet. Eine solche Differentialgleichung heifit an der Stelle (x,y)

e clliptisch, falls die Eigenwerte der obigen Matrix entweder alle positiv oder alle negativ
sind.

e hyperbolisch, falls ein Eigenwert positiv und einer negativ ist.

e parabolisch, falls genau ein Eigenwert 0 ist.

Bestimmen Sie nun den Typ folgender partieller Differentialgleichungen:

1) Uy + Ugz — DUy + Uy +/u+y =0

i) ug —up +e*Vt24+1=0

)
)

i) Upe — Uzy + 2Uy + Uyy — 3Uyy +u =0
)

V) YUuze — 2Uzy + TUyy = 0



Programmieraufgabe 6: (8 Punkte)

Folgende vier Differentialgleichungen

Ti =X\ —diTy — (1 — €)1 ViTh

Tf = (1 — &)k ViTy — 6T} — mi ETY

Vi = NpoTy — vy
bpTy

T + Ky

dpT}

E=)\ —
B+ T + Ky

E—-4gFE

beschreiben zusammen mit einem Vektor der Anfangswerte (7%(0),75(0),V;(0), E(0))" € R*
ein einfaches HIV Modell als Anfangswertproblem. Dabei gibt T (¢) die Population der T-
Helferzellen, Ty (t) die Population der infizierten T-Helferzellen, V;(t) die Anzahl der Viren und
E(t) die Anzahl der Immunzellen zum Zeitpunkt ¢ wieder.

Verwenden Sie den Matlab ODE Loser ode23s um obiges System von DGLen zu l6sen.

Als Anfangswert wihlen Sie (1000,0,1,0.01)", als Zeitrahmen T = 15 Tage und verwenden
folgende konstante Parameter:

’ Parameter \ Wert \ Einheit H Parameter ‘ Wert Einheit
A1 0| 2 dy 0.01 Tog
k1 8-107* | yienmeg 6 0.7 Tes
my 0.01 | ZoffenTag Nr 100 SAren
c 13 Teg Ap 1-107% | “Zegen
bp 0.3 To Ky 0.1 Lelley,
0p 0.1 Tog Ky 0.5 Lelley,
dg 0.25 Tes

Variieren Sie ¢; € R zwischen 0 und 1 und beobachten Sie, wie sich das Verhalten der einzelnen
Zellpopulationen verédndert.

Hinweis: Hilfreiche Befehle: global



