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1 ANALYTISCHE UND HOLOMORPHE FUNKTIONEN 3

1 Analytische und holomorphe Funktionen

Bemerkung und Definition 1.1 Es sei ) C K offen, und es sei f: Q — C. Dann heifit
f analytisch an der Stelle zy € Q, falls ein R > 0 und eine Folge (a,) in C so existieren,
dass

o
f(2) =) a(z—2)" (2 €Ur(2))
v=0
gilt. In diesem Fall ist f insbesondere beliebig oft differenzierbar auf Ugr(zg) und es gilt

_ f(”)(zo)

v!

ay

(sieche Analysis). Weiter heifit f analytisch in Q, falls f analytisch an jedem Punkt zg € Q
ist. Man sieht leicht, dass Summen und Produkte analytischer Funktionen wieder analytisch
sind (im Fall des Produktes folgt dies aus Aussagen iiber das Cauchy-Produkt von Reihen).

Beispiel 1.2 1. Polynome, exp, sin und cos sind analytisch in C ([U]).
2. Wir betrachten fiir festes a € C die Funktion f : C\ {a} — C mit

1

a—z

f(z) =

Hier ist fiir alle zg # @ und alle z mit |z — zg| < |a — 20|
1 1 1 o0 1 )
f(Z)_a—Zo-l-Zo—z_a—zO'l_m _;W(Z_ZO) .

a—=zo

Damit ist f analytisch C\ {a}.

Bemerkung und Definition 1.3 Essei 2 C Koffen, und es sei f : 2 — C. Wir schreiben

Z(f) =120 € Q: f(20) = 0}

fiir die Nullstellenmenge von f. Ist f beliebig oft differenzierbar an der Stelle zg, so setzen
wir

ng(z0) = min{k € No : f*®)(2) # 0} € Ny U {0}
(mit minf) := o). Dann gilt ng(z9) > 0 genau dann, wenn zy € Z(f) ist, und in diesem
Fall heiit ns(zp) Ordnung der Nullstelle.
Ist f analytisch an der Stelle zg € Q, so gilt n = nys(zp) < oo genau dann, wenn eine an zg
analytische Funktion g :  — C existiert mit g(zp) # 0 und so, dass

[ =z —)"gz) (€.

(Denn: Zunichst gilt n = ny(zp) < oo genau dann, wenn

o0

F2) =3 aulz—20)" = (2= 20)" D Guin(z — 20)"

v=n pn=0
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fiir |z — zo| geniigend klein mit a,, # 0 (beachte: ar = f*)(2)/k! fiir alle k).
Ist also einerseits n = ns(zp) < 0o so setzen wir

) (=20)7"f(2) fiir 2 € Q\ {20}
9(2) =

an fir z = 2o
[e.e]
Dann ist g wie gefordert. Ist andererseits g wie gefordert mit g(z) = >~ b,(z — 20)*, so ist
pn=0

f(2)=(z=20)"9(2) = Y_ bunlz = 20)"

fiir |2 — zo| geniigend klein mit (™ (z0)/n! = by = g(20) # 0.)

Insbesondere sieht man damit (da g stetig an z ist), dass bei analytischen Funktionen
Nullstellen zy endlicher Ordnung stets isoliert sind, d. h. es existiert eine Umgebung von
20, in der keine weiteren Nullstellen liegen.

Bemerkung und Definition 1.4 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und M C X. Wir
schreiben M’ = MY fiir die Menge der Héufungspunkte von M (in X). Man sieht leicht
([0]), dass die Menge M’ stets abgeschlossen in X ist.

Satz 1.5 Es sei G C K ein Gebiet, und es sei f : G — C analytisch. Dann gilt: Entweder
ist f =0 oder (Z(f))e =0, d. h. Z(f) hat keinen Hiufungspunkt in G.

Beweis. Wir setzen A := (Z(f)). Da f stetig ist, gilt A C Z(f). Ist A # 0 und 2 € A,
so ist ny(29) = co nach B./D. 1.3 und damit schon f(z) = 0 auf einer Umgebung von z.
Also ist zg € A und folglich A offen. AuBerdem ist A auch abgeschlossen (in G = (G, d).)))
als Menge von Haufungspunkten. Da G zusammenhingend ist, gilt schon A = G. Damit
ist auch Z(f) = G, also f = 0. m|

Als Konsequenz erhalten wir unmittelbar folgendes wichtige Ergebnis, das zeigt, dass ana-
lytische Funktionen auf Gebieten schon vollstdndig durch ihre Werte auf einer Menge mit
Héufungspunkt in G festgelegt sind!

Satz 1.6 (Identititssatz fiir analytische Funktionen)
Es sei G C K ein Gebiet, und es seien f,g: G — C analytisch. Ezistiert eine Menge M in
G mit Hiufungspunkt in G und so, dass

fiir alle z € M gilt, so ist f =g in G.
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Beweis. Mit f und g ist offenbar auch f — g analytisch in G. Aus M C Z(f — g) ergibt
sich die Behauptung sofort mit S. 1.5. a

Der folgende Satz liefert eine Klasse analytischer Funktionen.

Satz 1.7 FEs sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, und es seien o, : [a,b] — K stetig.
Ferner sei Q := C\ ¢([a,b]). Wir definieren f:Q — C durch

b
_ o(t) s
)—a/w(t)zdt (zeQ).

Dann ist f analytisch in Q, und es gilt

b
FP(z k'/ o0 — e (z€Q,keN).

Beweis. Es sei zp € Q und R := dist(z0,9Q) = dist(z0,%([a,b])) (dann ist R > 0, da
¥([a, b]) kompakt ist). Aus

<1

z— 2 ‘ |z — 20|

’ '(/J — 20 R
fiir alle z € Ur(%0) und alle ¢ € [a, b] folgt, dass die Reihe

o0

(z — 20) B 1
2 T —=0p ™ v

(vgl. B. 1.2) fiir jedes feste z € Ugr(zg) gleichméBig auf [a, b] konvergiert (Weierstraisches
Majorantenkriterium). Also erhalten wir durch Vertauschung von Summation und Integra-

tion

b 0o 5 b
f(z):/gp(t)zmdt— (z — z0)"” / —zol’“dt

,7 p(t)
ag = / (’lb(t) — Zo)k""l dt (k S No)
gilt fiir alle 2z € Ugr(zo)

z) = Zay(z —20)”
v=0

Folglich ist f analytisch an der Stelle z5. Auflerdem erhalten wir fiir z = zg

b
£ (z0) = kla, = k! / W)@_@O)m it (keNy).

a
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Da zy € © beliebig war, gilt die Behauptung. a

Bemerkung 1.8 Der Beweis zu S. 1.7 zeigt, dass die Potenzreihenentwicklung
f(2) = au(z—2)"
v=0
fiir alle z mit |z — zo| < dist(zg, 00) gilt.

Beispiel 1.9 Es sei 2 :=C\ 'S, wobei
S:={zeC:|z] =1} = {e" : t €[0,27]}.

Weiter sei g : S — C stetig. Dann heifit Cg : Q — C, definiert durch

2 et —z

2 .
1 . ezt
(C9)(2) == 5= [ g(e")—dt,
/

Cauchy Transformierte von g. Nach S. 1.7 ist C'g analytisch in 2 und es gilt fiir z €

27
k! < et
(k) _ it
(Cg)*™(2) *%/g(e )7@“ oy dt .

(=)

Ist speziell g =1, so ist

2m
1 et 1 1 jor
(CV) 27 / (et — 2)2 27 eit — z1t=0 0
0

Also ist (C1)' =0 in Q. Da
D:={zeC:|z| <1}

ein Gebiet ist, gilt damit C1 = (C1)(0) =1 in D ([U]).

Definition 1.10 Es sei Q C C offen, und es sei f : Q@ — C. Dann heif3t f holomorph in €,
falls f’ auf Q existiert und stetig ist. Wir setzen

H(Q):={f:Q— C: f holomorph in Q} .

Wir wollen nun zeigen, dass jede holomorphe Funktion schon analytisch ist, also insbeson-
dere beliebig oft differenzierbar - eine Art mathematisches Wunder!

Entscheidend dafiir wird die Cauchysche Integralformel sein, die wir nun in einer ersten
Version fiir Kreise herleiten. Wir setzen

A:={f:D— C: f stetig und f|p holomorph}.
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Satz 1.11 (Cauchysche Integralformel — kurz CIF — fiir den Einheitskreis)
Es sei g € A. Dann gilt (Cg)lp = g|p, d. h.

27 .
() = i/ @—" gt (zeD)
I =50 ]9 it — 2 '
0
Beweis. Es sei z € D fest. Wir definieren ¢ : [0,1] x [0, 27] durch

ezt

o\ t) == g(z + e — z))eit — (A e0,1], t €]0,27))
und @ : [0,1] — C durch
2m
D(N) = /cp()wf) dt (A €[0,1]).
0

Nach S. B.1 und B. B.2 ist ® stetig auf [0, 1] und es gilt fiir A € (0,1)

2 2m
0 . . 1 . 2m
d'(\) = 87(5 (N t)dt = /g'(z + A(e" = 2)) e'tdt = =~ g(z+ A" = 2)) . 0.
0 0
Damit ist ® = const auf [0,1] und folglich
2 i 27 .
g et e’ B.1.9
2r(Co)) = [ (e") So—dt = 2(1) = 2(0) = 9(2) [ dt "2 g

0 0

Bemerkung 1.12 Man beachte: S. 1.11 zeigt insbesondere, dass die Funktionswerte in D
per Integration aus den Randwerten berechnet werden kénnen. Wahlt man speziell z = 0,

so ergibt sich die wichtige Mittelwertformel

Also: Der Funktionswert im Kreismittelpunkt ergibt sich als , Integralmittel” der Funkti-

onswerte am Rand des Kreises. -
Mit B. 1.8 und B. 1.9 ergibt sich weiter, dass g(z) = >_ a, 2" fir alle z € D gilt mit
v=0

2m

(k)

_ 970 _ 1/ ity —ikt

U = " = 5 g(e)e "t dt.
0
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Als Anwendung ergibt sich insbesondere die Analytizitéit holomorpher Funktionen.

Satz 1.13 Es sei Q C C offen, und es sei f € H(Q). Dann gilt fir alle zg € Q (mit
dist(zg, 0) := c0)

W) (y
f(z) = Z 1 (z0) (z —20)" (|2 — 20| < dist(zg,02)).

v!
v=0

Insbesondere ist f analytisch in Q.

Beweis. Es seien zp € Q und R < dist(zg, 0). Wir definieren g € A durch
g(w) = f(z0 + Rw)  (Jw[ <1).

Dann ist f*)(z) = ¢¥(0)/RY fiir v € Ny. Mit B. 1.12 ergibt sich

=g <zzo) g zfzo Zf )

fir alle z € Ugr(20). Da R < dist(zp,0) beliebig war, gilt die Darstellung in |z — zp| <
dist(zg, 02). Da zp € Q beliebig war, ist f analytisch in €. |

Bemerkung 1.14 Fiir alle zp € Q und R < dist(zg,0f2) ergibt sich aus der CIF fiir
f € H(Q) und z € Ug(zp)

27
1 it Re'
0
und insbesondere die Mittelwertformel
1 27
Fle0) = 5 /f(z0+Re“)dt. (1.1)

Die obigen Ergebnisse zeigen, dass holomorphe Funktionen sich in drastischer Weise von
reell differenzierbaren Funktionen unterscheiden. Wir wollen den Unterschied etwas genauer
beleuchten.

Bemerkung 1.15 Es sei @ C C (= R?) offen, und es sei f : @ — C. Ist f (komplex)
differenzierbar an der Stelle zy € , so existiert fiir alle v € C\ {0} die Richtungsableitung
Ov f(20) und es gilt

O f(z0) = f'(20) - v
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(Denn: Jeweils nach Definition gilt

0y f(20) = lim flo+tv) = f(z0) _ o flao+1v) = f(z)

—0 t t—0 vt

:V'f/(zo)-)

Also gilt insbesondere g(zo) = f'(20) sowie ?(zo) =if’(29) und damit auch
€ Y

o) =i+ 5 (e (1.2
(sog. Cauchy-Riemannsche Differenzialgleichung).

Ist umgekehrt f reell differenzierbar an zp und gilt (1.2), so ist f auch komplex differen-
zierbar an zg und es gilt f/(z) = %(zo).

(Denn: Da f reell differenzierbar an zo ist, existiert eine Funktion € : Q@ — {2} — C mit

e(h) = 0(h — 0) und so, dass mit h =t +is = (t,s)”

Flath) = flao) +grad”fGao) () + 01t

£+ 5 o) 1)1 + et

= Feo) + SL oph ot [hl ).

Nach der Zerlegungsformel ist f (komplex) differenzierbar an zyp mit f'(zg) = % (20)-)

Satz 1.16 Es sei ) C C offen. Fiir f : Q0 — C sind dquivalent
a) f ist holomorph in Q.
b) f€CHQ), und es gilt (1.2) fiir alle zo € 2.

Beweis.
a) = b): Ist f holomorph in Q, so ist f’ stetig auf Q und damit sind nach B. 1.15 auch die
partiellen Ableitungen stetig auf  (und es gilt (1.2)).

b) = a): Ist f € C}(Q), so sind die partiellen Ableitungen stetig auf Q. Dann ist f insbe-
sondere reell differenzierbar auf 2. Nach B. 1.15 ist f komplex differenzierbar an zy. Da
g—f stetig auf € ist, ist f holomorph. a

X

Bemerkung 1.17 Definiert man 0 : C*(Q2) — C(Q) durch
=, L [of  .Of
af = 5 <8x+28y> ,

so zeigt S. 1.16, dass f € C''(Q) genau dann holomorph ist, wenn 0f = 0 ist, mit anderen
Worten, H() ist der Kern des Differenzialoperators 0.
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2 Anwendungen der Cauchyschen Integralformel

Bemerkung und Definition 2.1 Eine in C holomorphe Funktion f heifit ganze Funkti-
on. Insbesondere sind Polynome und exp, sin, cos ganze Funktionen.

Ist f ganz und ist B C C beschrinkt, so f|p beschrinkt (Denn: ist B C Ugr[0], wobei
Urlzo] :={z: |z — 20| < R}, so ist f(Ug[0]) kompakt, also auch beschrinkt, und f(B) C
f(UR[0])).

Eine erste Folgerung aus der CIF ist

Satz 2.2 (Liouwille)
Ist f ganz und beschrinkt, so ist f konstant.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein M > 0 mit |f(z)] < M fiir alle z € C.
Es sei zp € C fest. Fiir R > 0 definieren wir g € A durch
g(w) := f(z0 + Rw)  (jw[ <1).

Dann ist ¢’(0)/R = f'(20) und mit B. 1.12 folgt

27
! 1 . M
£ =5 < o [lgeniar< 0 (R o0
0
Also ist f'(20) =0, d. h. f' =0. Da C ein Gebiet ist, ist f konstant. O

Beispiel 2.3 Ist f(z) = cosz, so gilt fir y € R

| cos(iy)| = cos(iy) = %(e‘y + e¥) = cosh(y) = o0 (y = +00).

Bemerkung 2.4 Als kleine Anwendung des Satzes von Liouville ergibt sich ein kurzer
Beweis zum Fundamentalsatz der Algebra. Der wesentliche Teil des Beweises besteht be-
kanntlich darin, zu zeigen, dass jedes nichtkonstante Polynom P eine Nullstelle besitzt. Wir

zeigen also:
Ist P nicht konstant, so P hat eine Nullstelle in C.

Denn: Angenommen, nicht, d.h. 1/P ist eine ganze Funktion. Dann existiert nach dem Satz
von Liouville eine Folge (z,) in C mit |1/P(z,)| — oo, also P(z,) — 0 (n — o). Nach
B./D. 2.1 gilt notwendig auch |z,| — oco. Dies widerspricht aber |P(z)| — oo fiir |z| — .
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Eines der zentralen Themen der reellen Analysis ist die Frage nach Extremstellen von Funk-
tionen (mit Werten in R). Da wir keine Ordnung in C haben, macht eine solche Fragestellung
fiir komplexwertige Funktionen keinen Sinn. Wir kénnen jedoch nach Extremstellen von
| | suchen. Bei holomorphen Funktionen bleibt diese meist erfolglos. Es gilt ndmlich

Satz 2.5 (Maximumprinzip; negative Formulierung)
Es seien G C C ein Gebiet und f € H(G). Hat |f]| ein lokales Mazimum, so ist f = const.

Beweis. Es sei zg ein lokales Maximum von |f|, d.h. es existiert ein r > 0 mit
[f(2)] < |f(20)] fiir alle z € U, (%0) .

Angenommen, es existiert ein z; € U,(2z0) mit |f(21)| < |f(20)|- Ist p = |21 — 20], so gilt
auf Grund der Stetigkeit von t — |f(20 + pe™)| auf [0,27] und | f(z0 + pei®)| < |f(z0)]

27 27
o [ 1160+ petlat < 11 ol 5 [ de=1fGo)l,
0 0

also mit der Mittelwertformel (1.1)

2

1

if/ (20 + pe)|dt < | (20)]
0

Widerspruch! Damit ist | f| = const auf U, (zp).
Hieraus folgt, dass auch f = const auf U,(zg) ist ([U]). Nach dem Identitétssatz (S. 1.6)
ist damit f = const auf G. a

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir

Satz 2.6 (Maximumprinzip; positive Formulierung)
Es sei G C C ein beschrinktes Gebiet, und es sei f : G — C stetig auf G und holomorph
i G. Dann existiert ein zg € G mit

|/ (20)| = max|[f(2)[.

zeG

Beweis. Da G beschrinkt ist, ist G = G U dG kompakt. Also existiert ein zg € G mit
|f(20)] = max|f(z)| (beachte: |f| stetig auf G). Ist f = const, so ist die Behauptung klar.
€a

Ist f # const, so ist zg € G nach S. 2.5, also zg € 0G. ]



2 ANWENDUNGEN DER CAUCHYSCHEN INTEGRALFORMEL 12

Bemerkung und Definition 2.7 Es seien A C C und f : A — C stetig. Ist » > 0 und
{z:|z| =7} C A, so setzen wir

M(r, f) := max | f(2)].

|z|=r

Ist f holomorph in Ug(0), so gilt mit dem Maximumprinzip (positive Form) fiir alle 0 <
r<R

M(r, f) =I£?3§\f(Z)I

und damit ist insbesondere M (r, f) monoton wachsend. Aus der negativen Form folgt, dass
M(r, f) streng monoton wichst, falls f # const ist. Ist f ganz und nicht konstant, so gilt
nach dem Satz von Liouville M (r, f) — oo fiir r — oo .

Beispiel 2.8 Wir betrachten wieder f(z) = cosz. Ist |z| = r, so folgt

5 z| = S (_1)VZQV - T = cosh(r) = cos(ir
| cos z| Vz::o )] S;@’/)’ h(r) (ir) .

Also ist M(r, f) = cosh(r).

Bemerkung 2.9 Ist G C C ein Gebiet und ist f € H(G), so gilt natiirlich fiir alle Null-
stellen zg von f

[fz) =0<[f(2)]  (2€G),
d.h. Nullstellen sind Minima von |f]. Ist aber f(z) # 0 fiir alle z € G (d.h. Z(f) = 0),
so hat f im Falle f # const auch kein lokales Minimum in G (Minimumprinzip; negative
Formulierung).
AuBlerdem existiert dann im Falle, dass G beschriankt ist, stets ein zy € G mit

|/ (20)| = min | f(z)]

z€G

(Minimumprinzip; positive Formulierung).
Beides ergibt sich unmittelbar durch Anwendung obiger Maximumprinzipien auf 1/ f.

Definition 2.10 Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rédume. Sind f,,f: X = Y, so
sagt man, die Folge (f,) sei lokal gleichmdfig konvergent gegen f (auf X), falls zu jedem
x € X eine Umgebung U von x existiert mit f, — f gleichmdf$ig auf U.

Bemerkung 2.11 Potenzreihen sind auf ihrem Konvergenzkreis lokal gleichméflig konver-
gent (siche Analysis).

Wir untersuchen nun Folgen holomorpher Funktionen. Ist g : S — C stetig, so gilt mit B.
1.9 (beachte: es ist |e® — z| > 1 —r fiir |z] =7 < 1)

k!
(1 —r)ktt

fiir alle 0 <7 < 1 und k € Ny (Cauchysche Ungleichung). Damit beweisen wir

M(r,(Cg)™) < M(1,g) (2.1)
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Satz 2.12 Es sei Q) C C offen und es seien f, : @ — C holomorphe Funktionen. Ferner
gelte fr, — f lokal gleichmdfig auf Q. Dann ist auch f holomorph in Q, und es gilt fiir alle
kEeN

fE = (n— oo)

lokal gleichmdifig auf §2.

Beweis. Ist zg € €, so existiert ein R > 0 mit f, — f gleichmifig auf Ug[z]. Wir
betrachten g,,g : D — C mit

gn(2) = fn(20+ Rz), g(2) = f(20 + Rz).

Dann gilt g, — g gleichmiBig auf D. Nach Voraussetzung ist g, € A. AuBerdem ist g stetig
auf S. Aus

2 i 2 .
w—1/<%eﬁm+1/@%étmﬂcw>m+m
gn T or gn et — z 2 g eit — 5 g
0 0

folgt glp = (Cg)|p. Also ist g analytisch in D und damit ist auch f holomorph in Ug(zp).
Weiter ergibt sich mit (2.1) fiir 0 <7 < 1 und k € Ny

k!
M(’/‘, g(k) - gv(zk)) <

_mM(l,g—gn)ﬁo (n — o).

Also gilt g — ¢® gleichmaBig auf U, [0] und folglich auch f¥) — f®) gleichmisBig auf

UTR[Z()]. Od

Beispiel 2.13 Die Riemannsche Zeta-Funktion ¢ : G — C ist fir G:={z € C: Rez > 1}

definiert durch - -
1 1
C(2):=) — (:ZW>

v=1 v=1

Dabei konvergiert die Teilsummenfolge s,(z) = Y. -% lokal gleichméBig auf G ([U]). Da
v=1
die Teilsummen holomorph in G (genauer sogar Einschrinkungen ganzer Funktionen) sind,

ist ¢ holomorph in G nach S. 2.12.



3 STAMMFUNKTIONEN UND CAUCHYSCHER INTEGRALSATZ 14

3 Stammfunktionen und Cauchyscher Integralsatz

Wir wenden uns nun der Frage nach der Existenz von Stammfunktionen im Komplexen
zu. Ist f stetig auf einer offenen Menge €2 in C und existiert eine Stammfunktion F' auf
Q, d. h. eine Funktion F mit F’ = f auf Q, so ist F' holomorph in 2 und damit auch f.
Umgekehrt gilt

Satz 3.1 Es sei G C C ein sternformiges Gebiet, und es sei f holomorph in G. Dann
existiert eine Stammfunktion F zu f in G.

Beweis. Ohne Einschriankung sei G sternférmig bzgl. 0. Wir definieren F' : G — C durch

F(z):= /z - f(=t)dt (z € G).
0

Dann gilt

% (2f(2t)) = f(2t) + zf'(2t)t (z € G,t€][0,1]).

Da f holomorph in G ist, ist die rechte Seite stetig auf G' x [0,1]. Nach B. B.2 ist F'
differenzierbar auf G mit

1 1

%(zf(zt))dt:/f(zt) dt+/t-zf’(zt) dt

0 0

F'(z) =

o—__

1

f(zt) dt+t-f(zt)y;—/f(zt) dt = f(2).

0

Il
o _

Als erste Anwendung wollen wir uns mit der Frage der Existenz von Logarithmen und
allgemeinen Potenzen in C beschéftigen. Im ersten Teil der Analysis hatten wir die reelle
Logarithmusfunktion als Umkehrung der (reellen) Exponentialfunktion definiert. Schon die
Tatsache, dass die Exponentialfunktion im Komplexen nicht mehr injektiv ist, deutet an,
dass die Situation hier komplizierter wird. Es gilt jedenfalls

Satz 3.2 Fs seien G C C ein Gebiet und g € H(G) mit Z(g) = 0. Dann gilt
1. Ist G sternformig, so existiert eine Funktion f € H(G) mit ef = g.

2. Sind f,f : G — C stetig, so gilt ef?) = e/ fir alle z € G genau dann, wenn ein
k € Z existiert mit

f(z) = f(z) + 2kmi (z€@G).
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Beweis. 1. Da G sternformig ist, existiert nach S. 3.1 eine Funktion f € H(G) mit f' =
g'/g. Dabei kann f so gewihlt werden, dass fiir ein vorgegebenes zp € G und g(zo) = roe’#°
zusétzlich f(zo) = In(rp) + ipo gilt (ggfs. addiere man zu f eine geeignete Konstante). Es
folgt

(ge Y =ge 4 ge I (—f)=0 inG.
Also existiert eine Konstante ¢ mit

g(z) = ce/® fiir alle z € G.

Aus ef(#0) = g(z;) ergibt sich ¢ = 1 und damit die Behauptung.
2. Sind f, f € C(G) mit ef = e/, so gilt

S =1(2) = (@ fef (D = 1in G,

Damit ist

fiir alle z € G. Da G zusammenhéngend und ¢ stetig auf G ist, ist p(z) = const auf G
nach S. A.5, d.h. es existiert ein k € Z mit

f(z) = f(z) + 2kmi (z €@G).

Die Umkehrung ist klar. O

Bemerkung und Definition 3.3 Esseien G C C ein Gebiet und g € H(G) mit Z(g) = 0.
Jede Funktion f € H(G) mit ef = g in G heiBt ein Zweig des Logarithmus von g in G. Ist
f ein solcher Zweig, so ist auch f mit f(z) = f(z) + 2kmi fiir ein k € Z ein Zweig. Nach S.
3.2.2 sind durch diese (abzéhlbar unendlich vielen) Funktionen alle Zweige gegeben. Weiter
heifit fiir m € N, m > 2 die Funktion ef/m ein Zweig der m-ten Wurzel von ¢g in G (man
beachte: es gilt (ef/™)™ = ef = g).

Beispiel 3.4 Es sei
C_:=C\ (—00,0].
und ¢(z) = z. Dann ist C_ sternformig (etwa bzgl. 1). Nach S. 3.2.1 existiert eine Funktion
f € H(C_) mit
ef) =, fiir alle z € C_.

(also ein Zweig des Logarithmus von z). Der Beweis zu S. 3.2 zeigt, dass f'(z) = 1/z auf
C_ gilt. Weiter kann f mit f(1) = 0 gewéhlt werden.

Ist z € C_, so existieren eindeutig bestimmte r > 0 und ¢ € (—m,7) (Polarkoordinaten)
mit z = re’?. Die Abbildung p : C_ — (0,00) x (—m,7) mit

pz)=(r,¢) (2=re¥€C.)
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ist stetig auf C_ (siehe Analysis). Damit ist auch f:C_ — C mit
f(z) =Inr +igp (zeC_)
stetig. Weiter gilt natiirlich auch

el () = elnrtiv _ ppie — (zeCo).

Da f(1) = 0 = f(1) gilt, ist f(z) = f(z) in C_. Fiir z = r > 0 haben wir insbesondere
f(r) = Inr, d.h. dieser Zweig setzt den ,reellen Logarithmus®In holomorph auf C_ fort.
Wir nennen f den Hauptzweig des Logarithmus (von z) in C_ und schreiben dafiir auch

f(z) =:logz (zeC_).
Nach S. 3.2.2 sind alle weiteren Zweige von der Form
z > logz + 2kmi = lnr +i(p + 2km)

fiir ein k € Z.
Ist a € C, so setzen wir damit

2% = e¥log= (zeC_).
Ist speziell @ = 1/m fiir ein m € N, m > 2, so schreiben wir auch %/z anstelle von 21m
und im Fall m = 2 auch kurz /z. Die Funktion z — %/z heilt Hauptzweig der m-ten
Wurzel von z in C_ (fiir m = 2 kurz Hauptzweig der Wurzel) von z in C_.

Wie sieht es mit der Giiltigkeit der Funktionalgleichung

log(zw) = log(z) + log(w)

fir z,w € C_ aus?
Ist z = re’?, w = pe'’ mit p,9 € (—m,7) und @ + 9 € (=7, 7), so ist zw = rpe’¥+?) Es
gilt also

log(zw) =In(rp) +i(e+9) =Inr+ip+Inp+id =logz + logw.
Ist jedoch etwa o + 10 > m, so ist zw = rpe’P+7=27) also
log(zw) = In(rp) +i(¢ + 9 — 27) = log z + log w — 273 .

Es kommt also ein ,, Korrekturterm* 274 hinzu. Im Falle ¢ + 19 = 7 ist log(zw) nicht einmal
definiert.
Die Beispiele zeigen, dass Vorsicht im Umgang mit komplexen Logarithmen angebracht ist!

Bemerkung 3.5 Fiir z € C_ und a, a3, as € C gilt
g1toz _ a1 az

Weiter ist z — 2% holomorph in C_ mit

Y =a-z
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Wir wollen nun das lokale Abbildungsverhalten einer holomorphen Funktion etwas genauer
beleuchten. Das Maximumprinzip wird sich dabei auch noch einmal als Konsequenz eines
allgemeineren Resultats ergeben.

Satz 3.6 Es sei Q C C offen, und es sei f € H(QY). Ferner sei zop € Q und wo = f(20),
wobei zy eine Nullstelle der Ordnung m von f —wq ist. Dann existieren eine offene Umge-
bung U wvon zg und eine in U holomorphe Funktion ¢ mit ¢(zg) = 0 sowie ¢'(z9) # 0 und
so, dass

f) =wo+o™(z)  (zEU).

Beweis. Es seien U := U,.(z9) und g € H(U) so, dass f(z)—wo = (z—20)™g(z) und g(z) # 0
fir alle z € U (existieren nach B./D. 1.3). Dann existiert nach S. 3.2 ein h € H(U) mit
el = g. Ist ¢ : U — C definiert durch

p(z) = (z = 20)e"D™  (zeU),
so gilt
P (2) = (2= 20) "D = (2 = 2)"g(2) = f(2) —wo (2 €U).

Dabei ist ¢(z9) = 0 und ¢’ (zg) # 0. O

Bemerkung 3.7 Es sei  C C offen, und es sei f € H(Q). Ist 2o € Q mit f'(z) # 0
(d. h. ist zp eine einfache Nullstelle von f — wg, wobei wg := f(29)), so existieren nach
dem Hauptsatz tiber Umkehrfunktionen offene Umgebungen U von zp in € und V von

wo = f(z0) in f(Q) so, dass fiy : U — V bijektiv ist mit f(z) # 0 in U ([U]). AuBerdem
ist dann g := (f‘U)’l : V' — U holomorph mit

o1 .
W= Fwy WY

(Umkehrregel).
Als unmittelbare Konsequenz aus den vorhergehenden Ergebnissen erhalten wir

Satz 3.8 FEs seien G C C ein Gebiet und f € H(G), f # const. Dann gilt
1. f ist offen, d. h. Bilder offener Mengen sind offen.

2. (Gebietstreue) f(G) ist ein Gebiet.



3 STAMMFUNKTIONEN UND CAUCHYSCHER INTEGRALSATZ 18

Beweis. 1. Es seien M C G offen und wg € f(M). Zu zg € M mit f(z9) = wg seien U C M
und ¢ wie in S. 3.6 (man beachte: jede Nullstelle von f —wg hat endliche Ordnung nach dem
Identitétssatz). Nach B. 3.7 kann dabei U so (klein) gewihlt werden, dass ¢ : U — Us(0)
fiir ein § > 0 bijektiv ist. Da das Polynom P mit P(w) = wo + w™ die Kreisscheibe Us(0)
auf Usm (wo) abbildet (Existenz komplexer Wurzeln; siche Analysis) ist

Usm(wo) = (Po@)(U) =wo +¢™(U) = f(U) C f(M).

Also ist f(M) offen.
2. Da f insbesondere stetig auf dem Gebiet G ist, ist nach S. A.4 und 1. auch f(G) ein
Gebiet. m]

Bemerkung 3.9 Es seien G C C ein Gebiet und f € H(G), f # const. Fiir alle 2y € G
und alle 7 > 0 mit U,(29) C G ist nach S. 3.8 die Menge f(U,(z0)) offen. Also existiert
insbesondere ein w € f(U,(z9)) mit |w| > |f(z0)|. Damit hat |f| kein lokales Maximum an
zo. Dies zeigt, dass S. 3.8 das Maximumprinzip umfasst.

Wir beschéftigen uns nun mit dem Konzept komplexer Wegintegrale.

Definition 3.10 1. Einen stetig differenzierbaren Weg v : [a, 5] — C nennen wir kurz
Cl-Weg. Ist v ein C'-Weg und ist f : v* — C stetig auf v*, so ist (f oy)7’ stetig auf [a, 3].
Wir definieren das (Weg-)Integral von f lings v durch

[ 1= [ 10ici= [ gar:= j (fory = i SO (Bt

Auflerdem setzen wir

B B
/ fldy] = / (fom)y| = / SO ()] dt

sowie L(v) := [ |dvy|. Dabei heifit L(v) die Linge von 7.
2. Fiir einen C'-Weg 7 : [, 8] — C sei der C1-Weg —7 : [a, 8] — C definiert durch
() =yB+a—t) (€ [xf]).

Dann ist —v* := (—v)* = * und fiir alle f € C(~*)

[r==[1 sowie [ fuacai= [ sl
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Bemerkung 3.11 1. Es seien a,b € C und v = v, : [0,1] — C definert durch

Yap(t) :=a+tb—a) (te€]0,1]).

[1-]r
a v
b 1
a/fz O/f a+t(b—a))dt.

Ist F' wie im Beweis zu S. 3.1, so ist damit F(z f f fir z € G.

Dann schreiben wir auch

Fir f € C(v*) gilt

2. Fiir v = 4.1 : [0,27] = C mit y(¢) = 2o + Re”, wobei zp € C und R > 0, und fiir f
stetig auf Kr(zg) =" ist

27 27
F(O)d¢ = | f(zo0+ Re™)iRedt und [ fldy| = [ f(z0 + Re™)Rdt,
v/ 0/ / 0/

also insbesondere auch L(y) = 2w R. Wir schreiben in diesem Fall meist

[ove [ s [

[(—z0|=R KRr(zo0) vy
Damit gilt fiir alle R > 0
2w
/ (Re™) L iRe dt =i / dt = 2mi.
C — 20
Kr(zo0) 0 0

Ist allgemeiner f holomorph auf einer offenen Menge (), so liest sich fiir zp € € und
R < dist(zg, 092) die Causchysche Integralformel (siehe B. 1.14) kurz

6 =5 | 1€ 4o (2 e Un(a)) -

KRr(20)

Es ist sinnvoll, die Definition von Pfadintegralen geeignet zu erweitern.

Bemerkung und Definition 3.12 1. Esseien I eine endliche Menge und v, : [a,, 8,] — C
Cl-Wege (v € I) mit Anfangspunkten a, und Endpunkten b,. Das Tupel v := (V,).er
heiBt dann ein Kette und v* := (J,.;7; die Spur von 7. Falls eine bijektive Abbildung
o:{l,...,n} — I so existiert, dass fiir j = 1,...,n — 1 die Endpunkte b, ;) von v,
mit den Anfangspunkten aq(j;1) von v,(j41) {ibereinstimmen, so sprechen wir von einem
Pfad. Der Pfad v heiit dann geschlossen, falls zusitzlich a,(1) = by (,) gilt. Weiter heifit
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ag(1) Anfangspunkt und b,(,) Endpunkt von -y (man kann zeigen, dass die Definition fiir
nichtgeschlossene Pfade unabéngig von der Wahl von o ist). Schlieflich setzen wir noch
- = (7’YL)L€I'

2. Ist v eine Kette, so definieren wir fiir f € C(v*)

[1=[r0a=% [

ely,
und
[ran=% [flanl. 2= [l
el
Unmittelbar aus der jeweiligen Definition ergibt sich (mit ||g|lco = ||glco,n := sup |g(¢)]
¢ceM

fiir g stetig auf M C C) eine einfache, aber oft sehr niitzliche Abschitzung fiir das Integral
von f lings ~:

[ 4] < [1a1 < sl L6

Der folgende Satz zeigt, dass bei Existenz einer Stammfunktion Integrale wegunabhéngig
sind.

Satz 3.13 Es sei G C C ein Gebiet, und es sei f : G — C stetig. Genau dann existiert
eine Stammfunktion F zu f in G, wenn fiir alle geschlossenen Pfade v in G

=

ist. In diesem Fall gilt fiir Pfade in G mit Anfangspunkt a und Endpunkt b

/f:F(b) — F(a).

Beweis. 1. Ist F eine Stammfunktion zu f und ist v = (v,),es ein Pfad in G mit Anfangs-
punkt ¢ und Endpunkt b, so gilt mit dem HDI und mit o wie in B./D. 3.12

Insbesondere verschwindet das Integral, wenn v geschlossen ist.
2. Es sei z, € G fest. Wie in B. A.11 sieht man, dass G auch pfadzusammenhéngend ist.
Durch

Fe)= [1 e
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wobei 7y, einen beliebigen Pfad in G mit Anfangspunkt z, und Endpunkt z bezeichnet, ist
eine Funktion F': G — C (wohl-)definiert.

(Wichtig: Der Wert ist unabhéngig von der Wahl des Pfades 7., denn ist 7, ein weiterer
solcher Pfad, so ist v := (7., —7.) ein geschlossener Pfad, also gilt

o= [r=[1-[1
v V= V=
Wir zeigen: F' = f auf G.

Denn: Ist zp € G und Ug(zp) C G, so gilt fiir z € Ur(z0) mit v := (V295 V20,25 —V2)

oz/f:/f+/zf—/f=F(20)+/Zf—F(z)-

Also folgt F(z) — F(z) = [, f und damit

F(z) = F(=)
zZ— 20

1
zZ— 20

—f(zo)’ 2’

00,7%, 2

[ @1 do| < 5= 0 (20

20

O

Beispiel 3.14 Es seien zp € C und + ein beliebiger Pfad in C\ {zp} mit Anfangspunkt a
und Endpunkt b. Dann gilt fiir m € Z, m # —1

[ amac=

m((b —20)™ — (0 —20))" ).

Also: Der Wert des Integrals hangt nur von den Anfangs- und Endpunkten von + ab!
Insbesondere gilt fiir jeden geschlossenen Pfad v in C\ {zo}

=i =o.

5
Andererseits ist nach B. 3.11 i
/ = 2mi,
C—20
Kr(z0)
d. h. fiir m = —1 verschwindet das Integral tiber geschlossene Pfade im Allgemeinen nicht.

S. 3.13 zeigt damit auch, dass z +— 1/(z — 2zg) in G = C\ {z0} keine Stammfunktion haben
kann!

Satz 3.15 (Cauchyscher Integralsatz fiir sternformige Gebiete)
Es sei G C C ein sternformiges Gebiet, und es sei f holomorph in G. Dann ist

=
v

fiir alle geschlossenen Pfade in G.
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Beweis. Nach S. 3.1 existiert ein F mit F’ = f in G. Also folgt die Behauptung aus S.
3.13 m|

Bemerkung 3.16 Es seien G = C\ {20} und f(z) = 1/(z — 2z9). Wieder zeigt B. 3.11,
dass die Aussage von S. 3.15 nicht fiir G und damit nicht fiir alle Gebiete gilt.
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4 Fourier- und Laurent-Reihen

Im ersten Abschnitt haben wir uns mit Taylor-Reihen bzw. Potenzreihen beschéftigt. Ist
g € A, so gilt nach B. 1.12

9(z) =Y a,z"  (z€D)
v=0

wobei die Taylor-Koeflizienten a; die Darstellung

2m

1 i
ap = %/g(e”)e kt dt
0

haben. Ist dabei > |a,| < oo, so konvergiert die Reihe auch gleichméBig auf dem Einheits-
v=0

kreis S mit g(z) = ioj a,z” auf S ([U]).
0

v=
Wir wollen nun Reihenentwicklungen dieser Bauart untersuchen, die den wesentlichen Vor-
teil haben, dass keine Ableitungen benétigt werden.

Bemerkung 4.1 Es sei v(t) = e fiir t € [0, 27]. Wir schreiben im Weiteren fiir f € C(S)

kurz
27 T
[ ami= o [ flari = o [ seae (= 5 [ ret).
0 —T

Damit sind durch
(9) = [ fgam  (f.g€C(s)

ein Skalarprodukt auf C(S) und durch

[fllz =A==V 1) (FeC(S)

eine Norm auf C(S) definiert.
Ist ferner ey, : S — C fiir k € Z definiert durch

ep(z) == 2" (z €8),

so gilt dabei

1 . 27
T = ikt -0 k# 3
1 » . gy
ejner) = [eseram = [ ¢ MG R
i

Damit ist (ex)rez ein Orthonormalsystem (ONS) in C(S). Ist

f(z) = Z a,z’ = nll)rrolo Z ayz gleichméBig auf S ,

v=—00 v=—n

so gilt f € C(S) und ar = (f, ex) fiir alle k.
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(Denn: Aufgrund der gleichméBigen Konvergenz ist

oo

(f,ex) :/( Z ayey) epdm = i ay/euﬁdm:ak.)

V=—00 V=—00

Definition 4.2 Es sei f € C(S). Dann heifit fir k € Z
1 2
Fio)i= (r00) = [ gerdm = o [ fe)e s
0

k-ter Fourier-Koeffizient von f. Auflerdem heifit die Abbildung C(S) > f — fec?
Fourier-Transformation. Fiir n € Ny heifit weiter s,, f mit

n

(saf)(z) = D f)2" = Y (felelz)  (2€9)

v=—n v=—n

n-te Fourier-Teilsumme von f und (s, f)nen, Fourier-Reihe von f.

Beispiel 4.3 1. Ist g € A, so ist g(k) = ¢ (0)/k! fiir k € Ny, d. h. fiir & > 0 stimmen
die Fourier-Koeffizienten und die Taylor-Koeffizienten iiberein. Auflerdem ist in diesem Fall
g(—k) = 0 fiir k > 0 (folgt aus der Mittelwertformel aus B. 1.12 mit z — g(z)z* anstelle
von g).

2. Wir betrachten f:S — R mit

fe =5 -1 (te(-m ),

Dann gilt fiir k£ # 0

™

o f(k) = — / |s| cos(—ks)ds — z/ |s| sin(—ks) ds = —2/scos(kzs) ds = %(1 — (=%,

0

=0
also 9
f(k) = 2 (k ungerade) , f(k)=0 (k gerade, k #0).
™

Auflerdem ist .
~ T 1
= - - — tldt =0.
foy =5 - 5 [ 1t =0
Folglich gilt fiir z = e € S

N 2 zr 2 ¥+
> W) =Y Z=s )

v=—00 v ungerade v>0 ungerade
4 Z Re(z¥) 4 Z cos(vt)
T V2 T v2
v>0 ungerade v>0 ungerade

Dabei ist die Konvergenz (auch fiir die mit den Absolutbetrigen gebildete Reihe) nach den
Weierstraschen Majorantenkriterium gleichméBig auf S.
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Bemerkung 4.4 Wir wollen im Weiteren zeigen, dass die Fourier-Transformation
CS)> fr feC?

injektiv ist, d. h. die Funktion f ist durch die Folge der Fourier-Koeffizienten vollstéindig
festgelegt. Dazu beweisen wir, dass

If =snflla=0  (n—00) (4.1)

fiir alle f € C(S) gilt, d. h. (s, f) konvergiert ,,im quadratischen Mittel“ gegen f.
Wir schreiben
T, :=linspan{ey : k € {—n,...,n}}

fiir die Menge der trigonometrischen Polynome vom Grad < n. Da (eg)krez ein ONS ist,
ergibt sich aus der Linearen Algebra

If = suflls = uin |If = Pllz = dist(£. )

Also: s, f € T, ist die beste Approximation an f beziiglich der || - ||>-Norm. Insbesondere
ist P = s, P fiir alle P € T,,.

Damit reicht es fiir (4.1) zu zeigen, dass eine Folge (P,) mit P, € T,, und ||f — Py]l2 = 0
(n — o00) existiert. Da fiir alle f € C(S)

) 1/2
17l = ([ 152 dm) " < 11
ist, reicht es dafiir wiederum zu zeigen, dass P,, € T,, existieren mit
IIf = Pulloc — 0 (n — o0),

mit anderen Worten, die Menge der trigonometrischen Polynome |J T, ist dicht in Raum

neN
(€)1 llso)-

Bemerkung und Definition 4.5 Es seien f,g € C(S). Wir definieren die Faltung f x g :
S — C von f und g durch

(F9)) = [ 109 dm(e) (2 €9).
Dann ist f * g stetig auf S, und es gilt
frg=gx/f
([0]). Ist dabei speziell P € Ty, so gilt P = s,, P und damit

=3P 02 [TCHOAm(O) = Y POIFw) (e

— v=—n

Also ist auch f * P € T;, und es gilt

fxP=f-P.
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Wir setzen fiir A C S so, dass t — 14(e®) eine Regelfunktion auf [0, 27] ist (hierbei ist 14
die Indikatorfunktion von A),

A/fdm: /f )1a(e)

Satz 4.6 (gute Kerne)
Fiir n € N seien Q,, € T,, mit folgenden Eigenschaften:

(i) Qn >0 aufS (n € N),
i) [Qndm =1 (n€eN),

(iii) Firalled >0 gilt [ Qnpdm—0 (n— o).
S\Us(1)

Dann gilt fiir alle f € C(S)
f*Qn— f gleichmdfig auf S.

Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Da f stetig auf der kompakten Menge S ist, ist f gleichméfig
stetig. Also existiert ein § > 0 so, dass

sup [f(20) — f(2)| <e

2€S, ceSNU5 (1)

(beachte: |2 — z| = |¢ — 1|). Mit (ii) und (i) ergibt sich fiir € S und n € N

Q) = 1) = | [0 = 1) Qu©)dm(0)] < [ 150~ F2)]Qulc) dm(c)

also wieder mit (ii)
1F % Qn — flloo < / £Qu dm + / 21110 @n dm < &+ 21| flloc / Qudm
SNUs(1) S\Us(1) S\Us(1)

Aus (iii) folgt fiir n geniigend grofl
1f = f* Qnlloo < 2e.

Bemerkung 4.7 Es stellt sich natiirlich die Frage nach der Existenz von Folgen wie in S.
4.6. Ein Beispiel ist

F.(z) = Z (1— id )z” (z€S,neN)
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(Fy, heiit n-ter Fejér-Kern). Es gilt dafiir: F,, € T,, und

/Fndm: 3 (1—n‘i|1)/eydm: :
. L

also ist jedenfalls (ii) erfiillt. Weiter ist fir z € S

n

niﬂzzjf - ni1(iz3)(iz]) -

=0 =0 =0

n n

1
- n+1z

J,k=0 v=-n

Fn(Z),

also F,, > 0 und fiir z € S\ Us(1)

P 1 4
nz:n+1|z J‘ n—|—1 z—1 Sn—l—l ﬁ_}O

Damit gilt F,, — 0 gleichméBig auf S\ Us(1). Also ist insbesondere auch (iii) erfiillt.
Nach S. 4.6 gilt also fiir alle f € C(S)

fxF,—=>f gleichméBig auf S.

Da die f x F,, trigonometrische Polynome von Grad < n sind, ergibt sich insbesondere
(siehe B. 4.4) fiir alle f € C(S)

If =snfllz < [If = FxFalla <|If = f % Fullo =0 (n— 00).
Dies bedeutet jedoch noch nicht, dass stets auch s,f(z) — f(z) fiir alle z € S gilt.
Tatséchlich gilt dies auch nicht fiir alle f € C(S) (was wir jedoch nicht zeigen werden).

Als Folgerung aus B. 4.7 erhalten wir

Satz 4.8 FEs sei f € C(S). Dann gilt

LIflE= X |f(u)\2 (Parsevalsche Gleichung).

2. Aus f: 0 folgt f =0, d. h. die Fourier-Transformation ist injektiv.
3. Konvergiert (s, f) gleichmdfig auf S, so gilt spf — f, d. h.

Z f(y)z” (z €8).

V=—00
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Beweis.
1. Es gilt s,,f € T), und f — s, f € T;* (— Lineare Algebra). Also ergibt sich aus dem Satz
von Pythagoras

A2 = [If = snfll2+|Isnfl3-

Nach B. 4.7 gilt ||f — s, f]|3 = 0(n — 00), d.h. ||s,f||3 — ||f]]3 (n — o0). AuBerdem ist
(wieder mit Pythagoras)

Snf2: .]?VeVQZ fAV2eV2: fVQ'
[Isn f13 ||U;n el V;n| @)I" llevll3 U;nl ()]
=1
Damit ergibt sich 1.
2. Ist f(v) =0(v € Z), so ist ||f||3 = 0 nach 1., also f = 0.
3. Aufgrund der gleichméfligen Konvergenz ist g : S — C mit
9(2) = lim s, f(z) = 3 Flw)e”
stetig auf S. AuBerdem gilt nach B. 4.1 dann § = f. Nach 2. ist f = g. |

Satz 4.9 (Fejér)

Es sei f € C(S). Dann gilt %ﬂ Z suf — f gleichmdflig auf S.
v=0

Beweis. Es sei F), der n-te Fejér-Kern. Dann gilt

1 1 n v N
Y wf) = — > Y Fw

v=0 v=0pu=—v

n

1 no_ n R
- n+1M;nf(M)Z# 2.1 =2 (1_n|i|1> ()"

- v=|ul p=-n
——
=n+1—|pl
= fxFu(2),
d.h. f*F, ist das arithmetische Mittel der Fourier-Teilsummen sqf, ..., s, f. Also folgt die
Behauptung mit B. 4.7. |

Wir kehren zuriick zu holomorphen Funktionen, jetzt auf Kreisringen: Ist K eine kompakte
Menge in C, so setzen wir

A(K) :={g € C(K) : g|go holomorph}.
Weiter sei fir 0 <r < R < o0

K. rp={2z€C:r<|z|] <R}
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der abgeschlossene Kreisring um 0 mit innerem Radius r und &duflerem Radius R. Wir
berachten Funktionen g € A(K, r) mit r <1 < R.

Satz 4.10 Sind r <1 < R und ist g € A(K, Rr), so gilt fir alle k € Ny

G(=k)| <" M(r,g) und [g(k)] < R™*M(R,g).

Beweis. Der gleiche Beweis wie zu S. 1.11 zeigt, dass fir h € A(K, gr) die Funktion

®: [r,R] — C mit
27

d(N) ::/h()\e”)dt (A€ [r,R))
0
konstant auf [r, R] ist. Damit ergibt sich fiir h(z) = g(z)z*

27 27
-~ 1 it\ ikt 1 it\,.k ikt k
-0 = 5| [ atee ] = | [gtretytetar] < raig)
0 0

und entsprechend mit h(z) = g(z)/2z* (wobei hier o. E. 7 > 0)

27 27
~ 1 ity —i 1 i —k, —i -
|g(k)|:g|/g(et)e M qt| :g|/g(Re DR Fe~ " dt| < RT"M(R, g).
0 0

Als unmittelbare Folgerung ergibt sich

Satz 4.11 Firr <1< R und g € A(K, ) gilt

V=—00

lokal gleichmiflig auf dem Inneren von K, r. Im Fall v = 0 ist dabei g(—k) = 0 fir k € N.

Beweis. Wir schreiben kurz ay := g(k). Nach S. 4.10 hat die Potenzreihe Y a,z” Kon-
v=0

o0

vergenzradius > R und die Potenzreihe ) a_,w" Konvergenzradius > 1/r. AuBlerdem
p=1

ist a—, = 0 im Falle r = 0 (wieder mit S. 4.10). Da Potenzreihen auf ihrem Konvergenz-

(o]
kreis lokal gleichmiflig konvergieren, konvergiert > a,z” lokal gleichmiflig auf Ug(0) und
v=0

> a_,z~* lokal gleichméfBig auf {z € C: |z| > r}. Also konvergiert
pn=1

h(z) == i a,z’ = ia,jz” + ia,#z_“
v=0 p=1

V=—0o0
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lokal gleichméflig auf dem Inneren V' von K, r und damit insbesondere gleichméBig auf S

([U]). Aus S. 4.8.3 folgt h|s = g|s. Da h nach S. 2.12 holomorph auf V' ist, ergibt sich mit
dem Identitétssatz auch h = g auf V. m|

Sind 0 <r < R < oo und zg € C, so setzen wir
Vir(z0) ={z€C:r <|z— 2| <R}

Wir zeigen, dass jede in einem offenen Kreisring V. g(20) holomorphe Funktion durch eine
Reihe in den Potenzen (z — 29)* (k € Z) dargestellt werden kann.

Satz 4.12 (Laurent-Entwicklung)
Es seien 0 <1 < R < 00 sowie zg € C, und es sei f € H(V, r(20)). Dann ezistiert genau

eine Folge (ax)kez so, dass
oo

fE= Y aulz—z0)

V=—00

lokal gleichmdpig auf Vi r(z0). Dabei gilt
_ 1 f(©)
=5 / (C—zo)kHdQ
[(—z0|=p

fiir beliebiges r < p < R.

Beweis. 1. Es sei p € (r,R) fest. Wir betrachten v/, R’ mit »r < ' < p < R’ < R und
defineren g € A(K,/, r/,) durch

g(w) = f(ZO + ,O’U)) (U} € Kr’/p,R'/p)'
Dann gilt nach S. 4.11

=g (222 - 3 T

p v=—00

lokal gleichméBig auf V,» r/(20). Auiderdem ist (siche B. 3.11.2)

2m

1 (¢ ! ke s = g

W o / @,i()i’““dézgﬂ/f(zwrpe Np~Fe Mt = p~ (k).
0

[¢—zol=p
Da die Konvergenz lokal gleichméBig auf jedem Kreisring V. r/(20) ist, liegt auch lokal
gleichméBige Konvergenz auf V,. r(zo) vor.
(e e}
2.Ist f(2) = > by(2—z0)" lokal gleichméfig in V;. r(z0), so gilt fir p € (r, R) und k € Z

V=—00

nach B. 3.14

1 £(Q) S vk
W= o / = 2 s /(c—zO> G = by

V=—00

I¢=z0l=p [¢=20l=p
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Also gibt es nur eine Folge (ay) wie in 1. O

Bemerkung und Definition 4.13 Unter den Bedingungen des vorhergehenden Satzes
oo

heiflen aj der k-te Laurent-Koeffizient von f und >, a,(z — 29)¥ Laurent-Reihe von
v=—00
o0

f bzgl. V. gr(20). Ferner heiflen die (Potenz-)Reihe Y a,(z — 2z0)” Reguldrteil (oder auch

v=0

(o)
Nebenteil) und die Reihe ) a_, (2 —20) ™" Hauptteil der Laurent-Reihe. Dabei konvergiert
p=1

(vgl. Beweis zu S. 4.11) der Hauptteil lokal gleichmiifig auf |z — zg| > r und der Regulérteil
auf |z — 29| < R.

Beispiel 4.14 1. Wir betrachten die Funktion f: C\ {1} — C mit

fe)= o #D.
Dann ist durch -
1 1 _
e =i =2s (B>

der Hauptteil der Laurent-Entwicklung in V4 (0) gegeben. Der Regulirteil ist dabei = 0.
2. Es sei f: C\ {1,2} — C definiert durch

(2 #1,2).

Dann ist durch
o oo ZV
_ —p
R RS pia
pn=1 v=0

die Laurent-Entwicklung in V3 2(0) gegeben. Der erste Summand ist der Hauptteil und der

-1

= > ZV""Z%;H

V=—00

1<z <2)

zweite der Regulédrteil.
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5 Isolierte Singularititen

Oft ist man interessiert am Verhalten holomorpher Funktionen bei Annidherung an Rand-
punkte des Definitionsbereiches. Der einfachste Fall eines solchen Randpunktes ist der eines
isolierten Punktes, mit dem wir uns jetzt genauer befassen.

Bemerkung und Definition 5.1 Es seien Q@ C C offen, a € Q und f € H(QQ\ {a}).
Dann heifit a eine isolierte Singularitit von f. Ist dabei R := dist(a,d9), so hat f in
Vo.r(a) = Ugr(a) \ {a} (genau) eine Laurent-Entwicklung

oo

&= alz-a)

v=—00 “w

M

a_,(z—a) "+ Z a,(z —a)”
1 v=0

gemiB S. 4.12. Dabei heifit a
1. hebbare Singularitdt, falls a_,, = 0 fiir alle p € N.
2. Pol der Ordnung p € N, falls a_, # 0 und a_, = 0 fiir alle p > p.

3. wesentliche Singularitdt, falls a_, # 0 fiir oo viele p € N.

Beispiel 5.2 1. Es sei f: C\ {0} — C definiert durch

e’ —1
fe) =5 #0).
Hier gilt
=Y ﬁ lokal gleichméBig in Vo o0 (0) ,
v=0 :

also ist a_, = 0 fiir alle p € N. Damit hat f an 0 eine hebbare Singularitét.
2. Fiir p e Nsei f: C\ {0} — C definiert durch

f(z):=¢e*/2* (z#£0).

Dann ist

| —

o

fz2) =3
k=0

lokal gleichméBig auf Vj o (0), also a_, = 1 und a_,, = 0 fiir 4 > p. Damit hat f an 0 einen

1
k—p __ v
2P = E z
! - p(y—f—p)!

v=—

Pol der Ordung p.
3. Essei f: C\ {0} — C definiert durch

flzy=¢€'*  (z#0).
Dann ist
oo
1 e
flz)=1+ E — 2" lokal gleichméBig in Vo, (0),
— !
=

also ist hier a_,, = 1/p! # 0 fiir alle u € N. Folglich hat f an 0 eine wesentliche Singularitét.
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Wir wollen nun fiir alle drei Typen isolierter Singularitéiten Charakterisierungen herleiten.

Satz 5.3 (Riemannscher Hebbarkeitssatz)
Es seien Q@ C C offen und f € H(Q\ {a}). Dann sind dquivalent

a) f hat an a eine hebbare Singularitit.

b) f st durch f(a) := ag zu einer auf Q holomorphen Funktion f fortsetzbar (die wir
auch f nennen).

¢) Es existiert eine Umgebung U von a so, dass f in U\ {a} beschrinkt ist.

Beweis. a) = b): Ist a eine hebbare Singularitit von f, so ist

F2) =Sz —a)”
v=0
holomorph auf Ug(a) mit R = dist(a, 92), und es gilt

f(z)=1(z) (2 €Vor(a)).

b) = c¢) ist klar
c) = a): Es sei M > 0 so, dass |f(z)| < M fiir z € U\ {a}. Nach S. 4.12 ist fiir k¥ € N und
p > 0 geniigend klein

ol = 5| [ O - @) ] < oML () < M

Kp(a)
Aus Mp* — 0 fiir p — 07 folgt a_, = 0. 0

Fiir Pole der Ordnung p gilt folgende Charakterisierung.

Satz 5.4 Es seien Q C C offen und f € H(Q\ {a}). Dann sind dquivalent:
a) f hat an a einen Pol der Ordnung p.

b) Es existiert eine Funktion g € H(Q) mit g(a) # 0 und so, dass

fr= 2 o,

¢) 1/f ist (definiert und) holomorph auf einer offenen Umgebung U von a mit Nullstelle
der Ordnung p an der Stelle a.
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Beweis. a) = b): Wir setzen g(z) := (z — a)P f(z) fir z € Q\ {a}. Ist

f(z)= Z a,(z—a)” in Vyr(a)

v=—p
mit a_, # 0, so ist
o0 o0
g(z) = Z a,(z —a)"tP = Z ay—p(z —a)”,
v=—p v=0

in Vp.r(a), also g holomorph fortsetzbar nach Q durch g(a) := a_, # 0. Dabei ist offen-
sichtlich

- oy e\,

b) = ¢): Es sei U eine offene Umgebung von a so, dass g(z) # 0 in U. Dann ist

o = (z—a) (zeU\{a}).

b
9(2)
Also ist 1/f (definiert und) holomorph auf U und hat nach B./D. 1.3 eine Nullstelle der
Ordnung p an a.

c¢) = a): Nach Voraussetzung gilt
71 = — p. z S U a

mit einer Funktion go € H(U) mit go(a) # 0. Dann ist auch go(z) # 0 auf einer offenen
Umgebung U von a. Also ist

flzy = 290G g (ay).

(z—a)p

Da 1/gp holomorph in U ist, hat 1 /go eine Potenzreihendarstellung
1/go(2) =Y by(z—a)” in Us(a)
v=0

fir ein 6 > 0. Damit ist

o0 o)
F@) =) b(z=a)"" =Y bp(z—a),
v=0 v=—p
mit lokal gleichméfiger Konvergenz in Vj s(a) und es gilt a_, = by = 1/go(a) # 0. O

Als Folgerung erhalten wir

Satz 5.5 Es seien Q C C offen und f € H(Q\ {a}). Dann hat f an a genau dann einen
Pol (irgendeiner Ordnung), wenn gilt

lim | f(2)] = .

z—a
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Beweis. Hat f an a einen Pol, etwa der Ordnung p, so gilt mit g wie in S. 5.4 (da g(a) # 0)

£l = A2

~le—alr

— 00 (z—a).

Gilt umgekehrt
|f(z)] 200 (z2—a0),

so existiert eine offene Umgebung U von a mit f(z) # 0in U \ {a} und

1
lim — =0,
z—a f(z)
also ist 1/f nach S. 5.3 holomorph fortsetzbar an der Stelle a mit Nullstelle, etwa der
Ordnung p. Dann hat f nach S. 5.4 einen Pol der Ordnung p. a

Beispiel 5.6 Es gilt
1
Z(sin) = {kr: k€ Z}, Z(cos) = {(k+ 5)7r ckeZ},

und alle Nullstellen sind von der Ordnung 1. Damit hat auch tan an den Stellen k7w Null-
stellen der Ordnung 1 und cot an den Stellen (k + 1/2)7w. Nach S. 5.4 hat cot = 1/tan
Pole der Ordnung 1 an den Stellen k7 und tan = 1/ cot Pole der Ordnung 1 an den Stellen
(k+1/2)m.

Nach S. 5.5 gilt fiir alle k € Z

lim |cotz| = lim [|tanz|=o00.
z—km Z—)(k-‘r%)ﬂ'

Bemerkung und Definition 5.7 (Riemannsche Zahlenkugel)
Es sei

5% .= {s =(&,n,¢) €R3: Hs— (0,&%)”2 = }

Dann ist durch
1
p(z) == gz +iy) :== LEE1 (z,y,121*)  (2€0)

eine bijektive Abbildung von C auf S2\ {(0,0,1)} definiert ([U]). Setzt man
Cy := CU {00}, p(o0) :=(0,0,1),

so ist ¢ : Coo — S? bijektiv. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch

§ .
P e = 1-C =T
00, falls ( =1

falls ( # 1



5 ISOLIERTE SINGULARITATEN 36

(so genannte stereographische Projektion). Weiter wird durch

x(z,w) = [lp(2) — p(w)ll2 (2,0 € Cx)

(Cso, X) zu einem kompakten metrischen Raum (Man beachte: Die Abbildung ¢ : (Cs, X) —

(52, dj.|,) ist eine Isometrie. Damit iibertréigt sich die Kompaktheit von S? auf Co.).

1 ..
Dabei gilt x(z,00) = 17”2 fiir z # oo ([U]), also ergibt sich fiir eine Folge (z,,) in C
+ |z

X(zn,0) =0 (n — o)

(d. h. z, = 00 in (Cw, x)) genau dann, wenn |z,| — oo (n — 00).

Da ¢ : (C,d))) = (S*\ {(0,0,1)},d).)j,) ein Homdomorphismus ist, gilt fiir z € C zudem
|z — 2| = 0 genau dann, wenn x(z,,z) — 0. Aulerdem ist M C C genau dann offen in
(C,dy.), wenn M offen in (Cy, x) ist.

Ist also a € Cund ist f : U\ {a} — C holomorph auf einer offenen Umgebung U von a mit
Pol an der Stelle a, so kann f durch f(a) := co zu einer stetigen Funktion f : U — Cy
fortgesetzt werden. (Man beachte: Nach S. 5.5 gilt

f(z) = o0 (z—a)

in (Ceo,x))-

Bemerkung und Definition 5.8 1. Es sei 2 C C offen. Eine Funktion f : Q@ — C heifit
meromorph in €, falls

P(f):={z € Q: f(z) = 00} = f ' ({o0})

keinen Haufungspunkt in Q hat, f € H(2\ P(f)) gilt und f an allen Stellen z € P(f) Pole
hat (d. h. f ist stetig auf ganz Q). Wir schreiben

M) :={f:9— Cu : f meromorph in Q}.

Ist A C Q ohne Haufungspunkt in ©Q und ist f € H(Q2\ A) mit Polen an allen a € A, so
kann man f durch f(a) := oo (a € A) (eindeutig) zu einer auf Q@ meromorphen Funktion
fortsetzen. Daher spricht man auch in diesem Fall von einer in €2 meromorphen Funktion.
2. Setzt man 1/00 := 0 und 1/0 := oo, so ist die Abbildung z +— 1/z eine Isometrie auf
(Cos, x) ([U]) und damit insbesondere stetig. Hieraus ergibt sich (wieder [U]): Ist G ein
Gebiet, so gilt

fe M(G)\{0} < 1/fe€M(G)\{0}

mit P(f) = Z(1/f) und Z(f) = P(L/f).

Beispiel 5.9 1. Die Funktionen cot und tan sind meromorph in C (vgl. B. 5.6). Man
beachte dabei: P(tan) = {(k + 1/2)7 : k € Z} und P(cot) = {kn : k € Z} haben keine
Héufungspunkte in C.



5 ISOLIERTE SINGULARITATEN 37

2. Es sei f € H(C\ {0}) definiert durch

f(z) =sin(1/2) (z e C\ {0}

Dann ist 1/f meromorph in C\ {0} mit Polstellenmenge

P(1/f) = Z(f) = {1/ (kn) : k € Z, k #0}.

Bleibt noch, das Verhalten in der Nihe von wesentlichen Singularititen zu charakterisieren.
Bitte schon:

Satz 5.10 (Casorati- Weierstrass)
Es seien Q C C offen und f € H(Q\ {a}). Dann sind dquivalent:

a) f hat an a eine wesentliche Singularitdt.
b) Fiir alle offenen Umgebungen U von a in Q) ist f(U \ {a}) (offen und) dicht in C.

¢) Zu jedem w € C existiert eine Folge (zy) in Q\ {a} mit z, — a und f(z,) = w fir
n — oo.

Beweis. a) = b): Nach S. 3.8 ist f(U \ {a}) offen. Angenommen, es existiert eine offene
Umgebung U von a mit

fU\A{a}) #C.

Dann existieren ein w € C und ein § > 0 so, dass |f(z) —w| > ¢ fiir alle z € U \ {a} gilt.
Wir definieren g : U \ {a} — C durch

1
9(z) = TG —w (z€U\{a}).

Dann ist g € H(U \ {a}) mit |g(z)| < 1/0 fir alle z € U,z # a. Also hat g an a eine
hebbare Singularitit nach S. 5.3 (wir schreiben auch fiir die Fortsetzung wieder g). Dann
ist 1/g € M(U) und damit auch f =w+1/g € M(U) (mit w+ oo := 0o0). Damit hat f an
a eine hebbare Singularitdt oder einen Pol. Widerspruch!

b) = ¢): Ist w € C, so existiert zu jeden n € N ein z, mit 0 < |z, —a| < 1/n und
|f(zn) —w| < 1/n. Damit gilt z, — a und f(z,) — w fir n — oc.

c) = a): Gilt die Bedingung c), so ist f unbeschrinkt in jeder Umgebung von a, und es
gilt sicher nicht |f(2)| — oo fiir z — a. Folglich hat f an a weder eine hebbare Singularitéit
noch einen Pol (S. 5.3 bzw. S. 5.5). Also hat f an a eine wesentliche Singularitét. |

Beispiel 5.11 Wir betrachten die Funktion f: C\ {0} — C

fy=e" (z#0).
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Fiir die Folge (—1/n) gilt f(=1/n) =e ™ — 0 (n = 00). Ist w € C,w # 0 und w = re*?
mit ¢ € (—m, 7|, so gilt fiir die Folge

zn = (InrT+i(p+ 2n7r))_1

zn — 0 (n — o0) und
f(zn) _ elnr+i(ga+2n7r) — reigo —w.

Also gilt hier sogar f(z,) = w fiir alle n € N (und damit natiirlich insbesondere f(z,) —
w (n — 00)). Es ist also hier tatsiichlich

fFUN{0}) = C\ {0}

fiir alle Umgebungen U von 0, d.h. in jeder (noch so kleinen) Umgebung von 0 wird jeder
Wert w € C\ {0} (unendlich oft) als Funktionswert angenommen!

Bemerkung 5.12 Eine ganze Funktion f heiflt transzendent, falls f kein Polynom ist.
Durch Ubertragung des Satzes von Casorati-Weierstrass sieht man: Ist f transzendent, so
existiert zu jedem w € C eine Folge (z,,) in C mit |z,| — oo und f(z,) = w (n — 00).

(Denn: Es sei f(z) = i a,z” (z € C). Dann hat g : C\ {0} — C,
v=0

902 =1(2)  (#0),

die Laurent-Entwicklung

g(z) =ap + Z apz” ! (z#£0).

p=1

Da a, # 0 fiir co viele p gilt (beachte: f ist kein Polynom), hat ¢ an 0 eine wesentliche
Singularitéit nach B./D. 5.1. Also existiert nach S. 5.10 zu jedem w € C eine Folge (¢,,) in
C\ {0} mit ¢, — 0 und ¢(¢,) — w(n — o0). Die Folge (z,) mit z, = 1/, erfiillt dann
|2n| = 00 und f(z,) = w(n — 00).)
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6 Cauchy Theorem und Residuensatz

In den vorherigen Abschnitten haben wir die Cauchysche Integralformel fiir Kreise und den
Cauchyschen Integralsatz auf sternférmigen Gebieten kennengelernt. Wir wollen nun eine

gemeinsame Verallgemeinerung herleiten.

Bemerkung und Definition 6.1 Es seien v = (7,),ecs eine Kette und f : v* — C stetig.
Dann heifit die Funktion C, f : C\ v* — C, definiert durch

ﬁ/.
06 =50 [ $ac(= 55 [ L0 v0a) e
5 LEIaL ¢

Cauchy-Integral von f bzgl. 7. Im Fall (¢) = € fiir t € [0, 27] ergibt sich dabei die Cauchy
Transformierte aus B. 1.9. Nach S. 1.7 ist C f € H(C \ v*). Aulerdem gilt fiir z ¢ ~*

1

(CNEN < gl ED) gz >0 (1 20).

Bemerkung 6.2 Ist y(t) = 2o + Re® (t € [0,27]), so gilt fiir alle f, die holomorph auf
einer Umgebung von Ug[z] sind,

f(z), falls |z — 2| <R

(Ckr(z0)f)(2) = (Cyf)(2) = {0, falls |z — 20| > R .

nach der Cauchyschen Integralformel fiir Kreise (B. 3.11) und dem Cauchyschen Integral-
satz (S. 3.15) (man beachte: fiir |z — 29| > R ist dann auch ¢ — f(¢)/(¢ — 2) holomorph
auf einer (o. E. sternformigen) Umgebung von Ug[z)).

Definition 6.3 Eine Kette v = (7,),er nennen wir einen Zyklus, falls eine Zerlegung
(I)kem von I so existiert, dass (7,),ez, fiir alle kK € M ein geschlossener Pfad ist. Weiter
hei3t fiir Zyklen ~

1 ¢

= omi (—=z
¥

ind,(z) := (C,1)(z) (€ C\v")

Index (oder auch Windungszahl) von z bzgl. .

Beispiel 6.4 Ist v wie in B. 6.2, so gilt

1, falls |z — 2| <R

indg (., (2) :==ind~(2) =
Kr(z0)(2) +(2) { 0, falls|z—2)|>R
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Der folgende Satz zeigt, dass allgemeiner der Index lokal konstant und ganzzahlig ist. Man
beachte dabei, dass fiir kompakte Mengen K C C die offene Menge C \ K genau eine
unbeschréinkte Zusammenhangskomponente hat.

Satz 6.5 Es sei v ein Zyklus. Dann ist ind,(C \ v*) = W(ind,) C Z. Auflerdem gilt
ind, = const auf jeder Komponente von C\ v* und ind, = 0 auf der unbeschrdinkten

Komponente von C\ v*.

Beweis.
1. Es sei zuniéichst v : [, 8] = C ein C'-Weg. Dann ist

B

(03

Fiir z € C\ v* definieren wir ¢ = ¢, : [a, 8] — C durch

©(t) := exp (/ md8> (t € [, ]).

Mit der Kettenregel ergibt sich

also

fiir alle ¢ € [«, 3]. Weiter ist

(=) -2

auf [a, B]. Also existiert eine Konstante ¢ mit

p(t)=cr(t) —2)  (telap]).
Aus p(a) =1 ergibt sich ¢ = 1/(y(a) — z), also

() —=
v(a) -z

o(t) = (t € o, A]).

2. Wir zeigen, dass ind, (z) fir alle z € C\ v* ganzzahlig ist. Es reicht, die Behauptung fur
geschlossene Pfade v = (7,),er zu beweisen. Dazu sei ¢, = ¢, . wie in 1. mit v, statt 7. Da
v ein geschlossener Pfad ist, gilt mit 1.

exp(2miind, (2)) = Hexp (/ %) = H@L(BL) = H %(&7)_2 =1

el el el FYL(OQ) o
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und damit ind,(z) € Z.
3. Es sei G eine Komponente von C \ v*. Da G zusammenhéngend und ind, stetig und
ganzzahlig auf G ist, ist ind,(z) = const in G nach S. A.5. Auflerdem gilt nach B./D. 6.1

ind,(2) = 0 (|z] = o0).

Also ist |ind,(2)| < 1 fiir |z| geniigend grof. Da ind,(z) = const auf der unbeschrinkten
Komponente von C\ v* ist, ist ind,(z) = 0 dort. O

Definition 6.6 Es sei v ein Zyklus. Dann heifit

Int(7y) :={z € C\ v" : ind,(2) # 0}

Inneres von v und
Ext(y) := {z € C\ v : ind,(z) = 0}

Auperes von 7. Ist Q C C offen und v ein Zyklus in €, so heiBt v nullhomolog in §, falls
ind,(z) = 0 fiir alle z € Q° = C\ Q ist, d. h. falls Q° C Ext(v).

Satz 6.7 (Cauchy Theorem)
Es sei QQ C C offen. Ist v ein Zyklus in Q, so sind folgende Aussagen dquivalent:

a) v ist nullhomolog in Q.

b) Fir alle f € H(Q) ist f-ind,|g\4+ = C f|9\7* d. h. fiir z € Q\ v* gilt

10 (o) = g 1 4= e

(Cauchysche Integralformel).
¢) Fir alle f € H(Q) ist

=

8!
Beweis. a) = b) Es seien ® wie in S. B.3. Fiir z € Q \ v* ist

1 _

5 - o [ L= / H g - fmd, () = (©00) - Find, 2).
8!

Also reicht es, ® = 0 zu zeigen.

Zunéchst ist C f holomorph in C \ v* nach B./D. 6.1 mit ®(z) = (C,f)(z) fiir alle z €

QN Ext(y). Weiter ist nach Voraussetzung 09 C Q¢ C Ext(y). Damit ist durch

D(2), z€Q

(CyN)(z), zeQr



6 CAUCHY THEOREM UND RESIDUENSATZ 42

eine ganze Funktion F' definiert. Aus F(z) = (C, f)(2) fiir z € Ext(7) ergibt sich zudem
(wieder mit B./D. 6.1)

F(z) = (Cyf)(z) 20 (2] = o0).

Mit dem Satz von Liouville folgt, dass F' konstant ist und damit auch F = 0 in C. Also
gilt fiir alle z €
O(z) =F(z)=0.

b) = ¢) Essei zg € 2\ ~4*. Dann gilt mit b), angewandt auf fy : @ — C mit fy(z) =
(2 —20)f(2):
0 = 2mifo(20) - ind, (20) = /CO—(CZ)O ¢ = /f
Bl g

c) = a) Folgt aus ( — Ciz € H(Q) fiir alle z ¢ Q. O

Bemerkung und Definition 6.8 1. Es sei 2 C C eine offene Menge. Beschréinkte (nicht-
leere) Komponenten von C \ Q heiflen Licher von Q. Ist v ein beliebiger Zyklus in Q so,
dass kein Loch von € in Int(7) liegt, so ist v nullhomolog in .

(Denn: ind,, ist stetig und ganzzahlig auf C\ v*, also insbesondere auf Q°. Da ind,, konstant
auf jeder Komponente A von Q¢ ist, liegt eine Komponente entweder ganz in Int(y) oder
ganz in Ext(y). Also liegen alle beschriankten Komponenten (falls existent) in Ext(y). Aus
ind,(z) — 0 fiir z — oo folgt ind, = 0 auch auf allen unbeschrénkten Komponenten.)

2. Ein Gebiet G heif3t einfach zusammenhdngend, falls G keine Locher hat. Dann ist nach
Definition jeder geschlossene Pfad in G auch nullhomolog in G.

Satz 6.9 Fs seien G ein einfach zusammenhingendes Gebiet und f € H(QG).

1. Fiir alle geschlossenen Pfade v in G gilt indy - flg\y» = Cyfle\y+ (Cauchysche
Integralformel) und /f = 0 (Cauchyscher Integralsatz).

Y

2. Die Funktion f hat eine Stammfunktion in G.

Beweis. Da jeder geschlossene Pfad in G nullhomolog in G ist, ergibt sich 1. aus dem
Cauchy Theorem. Mit S. 3.13 folgt damit auch 2. o

Wir wollen nun den Residuensatz beweisen, ein Ergebnis, das man wiederum als Verallge-
meinerung der Cauchyschen Integralformel und des Cauchyschen Integralsatzes auffassen
kann. Im Weiteren werden wir den Satz u. a. nutzen, um gewisse (z. T. reelle) Integrale
bequem zu berechnen. Zunéchst zum Begriff des Residuums.
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Definition 6.10 Es seien @ C C offen und a € Q. Ist R := dist(a,0Q) und ist f €
H(Q\ {a}), so heiit der (—1)-te Laurent-Koeffizient a_; der Laurent-Entwicklung von f
in Vo r(a) Residuum von f an der Stelle a. Wir schreiben

resy(a) == a_l(:ﬁ / f(©)d¢ fﬁr0<p<R).

I¢—al=p

Beispiel 6.11 (vgl. B. 5.2)
1. Hat f an a eine hebbare Singularitét, so gilt ress(a) = 0.
2. Fiir p € N sei f(z) =e*/2P (z € C\ {0}). Dann gilt

resy(0) = P

3. Fir -
Fz)=el/s =14 Zl %z_“ (eC\ {0})

gilt res;(0) = 1.

Satz 6.12 (Residuensatz)
Es seien Q C C offen und ~y ein nullhomologer Zyklus in Q. Ist f holomorph in Q\ A fir
eine Menge A C Q ohne Hiufungspunkt in Q und ist v* N A =0, so gilt

/f =27 Z ind, (w) - resg(w). (6.1)

weANInt(y)

Beweis. Es sei A, := ANInt(y). Dann ist A, endlich ([U]; man beachte: Int(y) U~* C Q
ist kompakt). Wir setzen Q. := (2\ A) UA,. Nach Voraussetzung und nach Definition von
A, ist v auch nullhomolog in .. O. E. kénnen wir A, # () annehmen (fiir A, = 0 ergibt
sich die Behauptung aus dem Cauchy Theorem).

Wir wihlen 6 > 0 so, dass Us(w) C Int(y) fiir alle w € A, und

|lw—w| > 2§

fir alle w,w € A,, w # @ gilt. Dann hat f fiir alle w € A, nach S. 4.12 eine Laurent-
Entwicklung
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konvergiert lokal gleichméBig auf Vp oo(w) = C\ {w} (vgl. D./B. 4.13) und ist damit
holomorph in C\ {w} nach S. 2.12. Weiter folgt fiir w € A,

/hw(C)dC = Z a—,(w) / (Ciiiu)“ = a_1(w) - 2mi ind, (w) = 27i ind, (w) - resy(w) .

vy - ol

(Man beachte dabei: Fiir g > 1ist [({ — w)~#d¢ = 0 nach B. 3.14.)
v
Die Funktion g : Q\ A — C

9z):=f(z) = Y hul(z)  (z€Q\A)

weAw

ist holomorph in Q\ A, und fiir w € A, gilt in V(w)

9() =Y aw)z-w)’ = Y ha(z).
v=0

WEA, wAD

Da die rechte Seite holomorph in Us(w) ist, hat g an w eine hebbare Singularitéit. Also ist
g holomorph fortsetzbar nach €2,. Da 7 nullhomolog in €, ist, ergibt sich

[o-0

3
aus dem Cauchy Theorem. Folglich ist

o:/f— > /hw:/f—Qm' > indy (w) - resy(w).

wEA 5 wEA

Bemerkung 6.13 1. Sind G ein einfach zusammenhéingendes Gebiet und f € H(G\ A) fiir
eine Menge A C G ohne Hiaufungspunkt in G, so gilt (6.1) nach B. 6.8 fiir alle geschlossenen
Pfade v in G'\ A.

2. Im Falle A = ) ergibt (6.1) wieder [ f = 0 fiir alle in © nullhomologen Zyklen v und

5
alle f € H(2). Auch die Cauchysche Integralformel ergibt sich als Spezialfall von (6.1)
(angewandt auf ¢ — f(¢)/(¢ — z) mit A = {z}; [U]).



7 ANWENDUNGEN DES RESIDUENSATZES 45

7 Anwendungen des Residuensatzes

Um den Residuensatz anwenden zu konnen, ist es wichtig, Techniken zur Berechnung von
Residuen zur Verfiigung zu haben. Fiir Pole gilt:

Satz 7.1 Es sei Q C C offen, a € Q und f € H(Q\ {a}).

1. Hat f an a einen Pol der Ordnung p, so ist

_ 1 . p g\ (P—1)
resg(a) = =) lim ((- —a)’f)" (2).

2. Euistieren eine offene Umgebung U von a und Funktionen g,h € H(U) mit h(a) =0,
W(a)# 0 und f=g/h in U\ {a}, so gilt

resf(a) = i/(((zl)) .

Beweis. 1. Es gilt fiir z € Vj r(a), wobel R := dist(a, 0%2),

oo oo

G=aPf() = Y als— a0 =3 a (- a) = ).

v=—p v=0

Dabei ist die rechte Seite ¢ holomorph in Ug(a). Also ist a,_, = ¢*)(a)/v! und damit

insbesondere =1
P~ (a) 1 . _
resf(a):ail = (p_l)l = (p_l)l ;I_I)T(ll SD(P 1)(2)

2. Ist g(a) # 0, so hat nach Voraussetzung h/g eine Nullstelle der Ordnung 1 an a, also hat

f einen Pol der Ordnung 1 an a. Nach 1. ist

. : , g(a)
vesla) = lim (z —a) > = lim 9(2) Iim 7oy = By

zZ—a

Ist g(a) = 0, so hat g/h eine hebbare Singularitéit an a, da h eine Nullstelle der Ordnung
1 an a hat ([U]). Also ist dann ress(a) = 0 (B. 6.11.1). O

Beispiel 7.2 1. Es sei f(z) = cotz = cosz/sinz (z € C\ {kn : k € Z}). Dann gilt mit
g(z) = cos z, h(z) =sinz nach S. 7.1.2

g(km) = (=1)*, h(km) =0, B (k) = cos(km) = (—=1)*

und damit
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2. Es sei f(z) =1/(1+ 2%) (2 € C\ {#i}). Dann gilt mit g(z) = 1, h(z) = 1 + 2% nach S.
7.1.2

1
+i)=+—.
res(+1) 5
Dies sieht man auch leicht direkt mittels Partialbruchzerlegung: Es gilt
1 1 1 1
1(z) = (z+1i)(z—1i) Z(z—z a z—|—i)’
also
11 a1
d = — — [
res; (i) = 27i F(Q)de 24 27 C—1 24
I¢—il=1 [¢—i]=1

(und entsprechend fiir —i).
3. Es sei f(2) =1/(1+ 22)? (2 # 4i). Dann hat f an +i Pole der Ordnung 2. Es gilt nach
S.7.1.1

resy (i) = lim (= — §)2f(2) = lim i((#) L S

z—i dz z—i (Z + Z)S 49

Wir werden nun zeigen, dass man den Residuensatz insbesondere dafiir nutzen kann, un-
o0
eigentliche Integrale der Form / f(x)dx zu berechnen. Allgemeiner betrachten wir soge-

— 00

nannte Cauchy-Hauptwerte solcher Integrale.

Bemerkung und Definition 7.3 Es sei f : R — C stetig. Existiert der Grenzwert ¢ :=
R 0o
Rlim [ f(z)dz, so heiit ¢ der Cauchy-Hauptwert des Integrals [ f(z)dxz. Man schreibt
ﬁooiR

C]Of:C /f

Aus den jeweiligen Definitionen folgt: Existiert f f, so gilt C' — f f= f f.

— 00

dann auch

Vorbereitend fiir den folgenden Satz betrachten wir geeignete geschlossene Pfade.

Bemerkung 7.4 Fiir R > 0 seien op(¢ ) t (t € [-R,R]), 7 := Re" (t € [0,7]) und
Th (1) == Re® (t € [—m,0]). Dann sind 74 = (7,0r) und 'yR : ( Tr, —0Rr) geschlossene
Pfade in C und fiir f stetig auf Kr(0) U [—R, R] gilt

Pl L

(Tg,O'R,Tg,—O'R) TR,TR) Kr(0)
Insbesondere ist fiir z € Ur(0) mit Im(z) > 0 (da z € Ext(vy))

indvg(z) = indg,0)(2) — indvg (z2)=1.



7 ANWENDUNGEN DES RESIDUENSATZES 47

Satz 7.5 Es sei E := {z € C : Im(z) > 0}, und es sei A C E° endlich. Ferner sei
fe H(Q\ A) fir eine offene Menge Q D E.

rodnfr

so existiert C — [ f(x)dz und es gilt

1. Existiert

C—_é f(z)dx = 27ri(1§4resf(w)) —qg.

2. Euistiert ein o > 1 mit |f(2)] = O(1/|z|%) fir |z] — oo, z € E, so ist f absolut
integrierbar auf R mit

o0

/f x—2eresf( ).

weA

Beweis.
1. Es sei Ry > 0 so, dass A C Ug,(0). Fiir R > Ry betrachten wir den geschlossenen Pfad
7% aus B. 7.4. Aus dem Residuensatz und B. 7.4 folgt (beachte: Q¢ C Ext(v}))

/f = 2mi Z ress(w fiir alle R > Ry.

weA

Also erhalten wir

/f /f /fﬂeresf ) -~

weA

fir R — oo.

2. Nach Voraussetzung existieren Konstanten M, Ry > 0 mit |f(z)] < M/|z| fir |z| >
Ry, z € E (und wieder A C Ug,(0)). Aus der Existenz des Integrals Td:z:/:ca folgt die
absolute Integrierbarkeit von f auf R (man beachte dabei: f ist stetig auflR). Insbesondere
existiert das uneigentliche Integral 70 f und stimmt mit dem Cauchy-Hauptwert iiberein.

— 00

Auflerdem gilt fiir R > Ry (vgl. B. 3.11.2 und B. 3.12.2)
}/f‘ g/m jdrj;| = /|f (Re™)|Rdt < TMR™ =0 (R — o0).
A

Also ist die Voraussetzung aus 1. mit g = 0 erfiillt. Damit ergibt sich 2. aus 1. O
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Bemerkung 7.6 Insbesondere lisst sich S. 7.5.2 bei Integranden der Form

P(z) P(z) P(z)

Q(x) Q(x) Q(x)

anwenden, wobei ¢ > 0 ist und P und @ (reelle) Polynome sind mit deg(Q) > deg(P) + 2

und Q(z) # 0 fir z € R.
(Denn: Es sei

icx

= cos(czx) + i sin(cz)

A:=Z(Q)NE°

die Menge der Nullstellen von Q in der oberen Halbebene E°.
Wir betrachten Q := (C\ Z(Q))U A und f € H(Q2\ A), definiert durch

R eicz P(Z) Py
Dann gilt
1P()| _ [P

2)| = e—cm= = 1 z 00, 2 .
161 =2 iy < o) = Op) (Ao ep

Also sind die Voraussetzungen von S. 7.5.2 erfiillt.)

Beispiel 7.7 Fiir ¢ > 0 sei f: C\ {£i} — C definiert durch

icz
e

fe =172

(z € C\ {£i}).

Dann ist f wie in B. 7.6. Also gilt nach S. 7.5.2 (man beachte, dass

o0

/ sin(cz)/(1 4+ 2?)dx =0

— 00

gilt, da der Integrand ungerade ist)

/ Cloj_(cjg) dx = / le—l-xg dx = 2miresy (i) .

Weiter ist (etwa nach S. 7.1.2)

icz

. e e
resg () = 5| = %
also -
cos(czx) _
/ T+ a2 dr = me™°.

— 00
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Eine weitere interessante Klasse von Integralen, die mittels des Residuensatzes oft leicht
berechnet werden kénnen, sind Integrale der Form

27 27
/f(cos t)dt bzw. /f(sin t)dt,
0 0
wobei f eine rationale Funktion ist. Wir definieren fiir z # 0
. 1 1 1 1
j(z) .—5(2—6—;), k(z) —i(z—;)

Dann ist cost = j(e'*) und sint = k(e') fiir t € [0,27]. Also ergibt sich, falls f stetig auf
[—1,1] ist,

] d¢ = i cos
K Z POV = / f(costydt (7.1)

bzw.

de _ i sin
|< |/ FRON T = / f(sint)dt (7.2)

Dies beweist schon im Wesentlichen folgenden

Satz 7.8 Es sei f eine rationale Funktion.

1. Hat f*(z) := f(j(2))/z keine Pole auf S, so gilt

2
/f(cos t)dt = 27 Z res g« (w) .
5 weP(f*)ND

2. Hat f**(z) := f(k(2))/z keine Pole auf'S, so gilt

2
/f(sint)dt =27 Z res pe (w) .
, weP(f*)ND

Beweis. Die Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus (7.1) bzw. (7.2) und dem Resi-

duensatz, angewandt (mit Q = C) auf f* bzw. f** sowie y(t) = €'’ (t € [0, 27)). O

Beispiel 7.9 1. Fiir 0 < p < 1 betrachten wir das Integral

2m

/ dt
1—2pcost+ p?°

0
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ISt 1
T =157
und 1 ./1 1 1 1 1
Fe=f(56E0) = 5 1= pzt1/) 42 (—pd—p2)’

so hat f* die beiden einfachen Pole p < 1 und 1/p > 1. Also gilt nach S. 7.8 und S. 7.1.1

27

dt 1 21
/1—2pcost—|—p2 m - resy-(p) = 2 1—pzle=p 1—p?
0

Fiir die Funktion

1—p?

Ppt)=—— L  (0<p<1,0<t<?2
(p,t) 1—2pcost + p? (0<p )
folgt also
27
1
— | P(p,t)dt =1
5 [ Pt
0

fiir alle p. Diese Funktion, der sogenannte Poisson-Kern, spielt eine wichtige Rolle in der
Theorie harmonischer Funktionen.
2. Fiir p € N und ¢ > 1 betrachten wir das Integral

2m

/ dt
(c+ cost)r
0
Hier ist ]
flu) = m )
also
() = 1 1 2Pz 1 20 P!

2 (et (z+1/2)/2p  (2+2c2+1)P  (z—w1)P(z — wa)?

mit wy = —c+ve2—1€ (=1,0) und wy = —c—vVe?2 — 1< —1.
Also ergibt sich aus S. 7.8 und S. 7.1.1

2m
/ dt 9 es - (1) 27 ar—1 ( 2pp—1 )
—_— = 47T T * =
(c+ cost)p i (p— 1! dzp=t \(z —we)P/ lz=u,
0

Fiir p = 1 erhalten wir

2

/ dt 2 2
= 9. - ,
¢+ cost w1 — Way 2 -1

0
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und fiir p = 2 folgt

2

/ dt _ 4 i ( 4z )
(c+cost)? "z (z — w9)?/ lz=uw,
0
_— —wi — Wo 2me
- 97-4. = .
(w1 — w2)3 C2 _ 13

Wir kommen zum Schluss dieses Abschnittes zu zwei interessanten funktionentheoretischen
Anwendungen des Residuensatzes.

Satz 7.10 (Argumentprinzip)
Es seien G C C ein Gebiet und v ein nullhomologer Zyklus in G. Ist f #£ 0 meromorph in
G und ist v* N A(f) =0, wobei A(f) := Z(f) U P(f), so gilt

ol D DI MRS

5 weA(f)NInt(y)

mit ny(w) := —p, falls w eine Polstelle der Ordnung p ist.

Beweis. 1. Ist a eine Nullstelle von f der Ordnung n := ny(a), so existiert eine in einer
offenen Umgebung U von a holomorphe Funktion g mit ¢g(z) # 0 in U und

fz) =(z=a)"g(z)  (z€U).

Also folgt
FE g
) = roa g UM

d.h. f’/f hat an a einen Pol der Ordnung 1, und es gilt

resy ¢(a) =n.

Ist a ein Pol der Ordnung p von f, so hat h := 1/f eine Nullstelle der Ordnung p an a.
Also ist resy /,(a) = p. Weiter gilt auf Q\ A(f)

W/h=-f/f,

also resy /¢(a) = —p.
2. Ist ~ ein nullhomologer Zyklus in G mit v* N A(f) = ), so gilt nach dem Residuensatz
und 1. (man beachte: A(f) hat keine Hiufungspunkte in G)

% f7 = Z ind,(w) - ny(w).

5 weA(f)NInt(vy)
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Bemerkung und Definition 7.11 Wir nennen einen geschlossenen Pfad ~ einfach ge-
schlossen, falls ind, (z) =1 fiir alle z € Int(7y). Es seien G ein einfach zusammenhéngendes
Gebiet und f # 0 holomorph in G. Fiir einfach geschlossene Pfade v in G\ Z(f) ergibt
sich aus dem Argumentprinzip

1 i
wi) 7T Y np(w) =Ny, (7.3)
5 weZ(f)NInt(y)

d.h. das Integral auf der linken Seite ,,z&hlt“ die Nullstellen von f in Int(y) (inkl. Vielfach-
heiten).

Als Folgerung aus dem Argument-Prinzip (bzw. (7.3)) erhalten wir

Satz 7.12 (Rouché)
Es sei G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet, und es seien f,g € H(G). Ferner
sei vy ein einfach geschlossener Pfad in G so, dass

1f(2) =g(2)| <[f(2)| fir alle z € ~".

Dann hat (neben f) auch g keine Nullstellen auf v* und es gilt Ny = Ny, d. h. f und g
haben die gleiche Anzahl von Nullstellen in Int(vy) (inkl. Vielfachheiten).

Beweis. Fiir ¢ € [0, 1] betrachten wir die Funktionen ¢; € H(G) mit

pri=f+tlg—f)=f—th

mit h:= f — g. Fir z € v* gilt
loe(2)] 2 |f(2)] = tlh(2)] = [f(2)] = [R(2)| > O,

so dass ¢y auf v* keine Nullstellen hat. Dies gilt also insbesondere fiir g = (.
Nach (7.3) gilt fiir ¢ € [0, 1]

1 a@, _ )
i ) o 0% = > o (w) = N(t).

5 weZ(p)NInt(y)

Die Funktion N : [0,1] — Ny ist stetig.
(Denn: Sind t4,t2 € [0,1], so gilt

=1 [ G =

S =f'h
(If1 = \hl Hoo o

|27 (N (t2) —

<ty — t1|‘

3

Dies zeigt die (Lipschitz-)Stetigkeit von N.)
Da [0, 1] zusammenhéingend ist, ist N(¢) = const auf [0, 1], also insbesondere

Ng,v = N(l) = N(O) = Nfﬁ'

Wir geben einige typische Anwendungsbeispiele zum Satz von Rouché.
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Beispiel 7.13 1. Wir beweisen noch einmal den Fundamentalsatz der Algebra. Also: Es
n

sei P(z) = > a,%” ein Polynom vom Grad n € N. Dann ist Y. np(w) =n, d.h. P hat
v=0 weZ(P)
n Nullstellen inkl. Vielfachheiten.

(Denn: Ist Q(2) := a,2"™, so gilt fiir R geniigend grof
n—1
P(2) = Q) = | > az’| < lan2"| = 1Q(2)] (I =R).
v=0

Also ergibt sich aus S. 7.12 (mit v(t) = Re®)

Y np(w) = Y. now) = ng(0)=n)

weZ(P)NUR(0) weZ(Q)NUR(0)
2. Wir betrachten die (transzendente) Gleichung
e =1+2z.

Wir suchen alle Losungen in D. Offensichtlich ist z = 0 eine Losung. Mit f(z) = 2z und
g(z) =142z —e* gilt fiir |2] =1

[f(z) = g(2)| = le* = 1] < 2=f(2)|
(beachte: fiir |z| < 1 gilt

le* —1| < Z% —efl_1<e—-1<2).

v=1

Also haben f und g die gleiche Anzahl von Nullstellen in D, namlich eine. Folglich ist z = 0
die einzige Losung der Gleichung in D.

Wir studieren zum Abschluss einige Auswirkungen des Satzes von Rouché auf Funktionen-
folgen.

Satz 7.14 Es sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, und es seien f,, € H(G)
mit fn — f lokal gleichmdfig auf G. Ist v ein einfach geschlossener Pfad in G\ Z(f), so
ist Ny, , = Ny, fir n geniigend grofs.

Beweis. Da f stetig auf der kompakten Menge v* ist, gilt
§ :=min |f(z)] >0
zey*
und da (fy,) gleichméBig auf 4* gegen f konvergiert, existiert ein ng = ng(d) > 0 so, dass

f(z) = fa(2)] <6

max
zey*

fiir alle n > ng gilt. Damit folgt die Behauptung aus dem Satz von Rouché (S. 7.12). O
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Beispiel 7.15 Es sei

‘ I

v
!

(z€C).

<

fRy=e =)
v=0

Dann gilt fiir die n-ten Teilsummen s,(z) = > z¥/v! nach S. 7.14, angewandt mit v(t) =
v=0
Re® (t € [0,2n]): Fiir alle R > 0 existiert ein no(R) so, dass s, fiir alle n > ng(R)

in |z| < R keine Nullstelle hat (d.h. die Nullstellen, die nach dem Fundamentalsatz der
Algebra ja existieren, riicken mit wachsendem n immer weiter ,, Richtung co*).

Bemerkung 7.16 Als Folgerung aus S. 7.14 erhalten wir insbesondere: Ist G ein Gebiet
und sind f,, f € H(G) mit f, — f # 0 lokal gleichmiflig auf G, so existiert zu jedem
zo € G ein g > 0 so, dass fiir alle 0 < r < ry die Funktionen f, fiir n geniigend grofl
(abhéngig von r) in U,(zo) genau ns(zo) Nullstellen (inkl. Vielfachheiten) haben.

(Denn: Nach S. 1.5 existiert ein 79 > 0 so, dass f(z) # 0 in Uy, [20] \ {#0}. Damit folgt die
Behauptung aus S. 7.14, angewandt auf v(t) = 2o + re®® fiir 0 < r < ro).

Satz 7.17 (Hurwitz)
Es seien G C C ein Gebiet und (f,) eine Folge in G holomorpher Funktionen mit f, — f
lokal gleichmdifig auf G.

1. Ist Z(fn) =0 fiir n € N, so ist entweder f =0 in G oder es ist Z(f) = 0.

2. Ist fy, injektiv fiir n € N, so ist entweder f = const oder f injektiv.

Beweis.

1. Ist f #0, so ist ng(2z9) = 0 fiir alle zp € G nach B. 7.16.

2. Es sei f nicht konstant. Wir betrachten wg € f(G) und zp € G mit f(z9) = wo, d. h.
20 € Z(f —wp). Zu zeigen ist f(z1) # wo fir alle 21 € G, 21 # zp.

Es sel also 21 # zp. Sind U; = Us(z;) C G (j = 0,1) mit Uy N Uy = 0, so existiert nach B.
7.16 ein ng mit Z(f, — woly,) # 0 fiir n > ng . Da f, injektiv ist, folgt Z(f, — wolu,) =0
fiir n > ng. Nach 1. ist dann auch Z(f — wply,) = 0, also insbesondere f(z1) # wy. O
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8 Konforme Abbildungen

In den vorherigen Abschnitten haben wir an verschiedenen Stellen durch Anwendung der
affin-linearen Abbildung w — zg + Rw Resultate vom Einheitskreis D auf beliebige Kreise
Ug(zp) iibertragen. Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass man mithilfe von bijektiven
holomorphen Abbildungen sogar beliebige einfach zusammenhéngende (echte) Teilgebiete
von C , konform“ zum Einheitskreis deformieren kann.

Zunichst betrachten wir dazu (noch einmal) das lokale Abbildungsverhalten holomorpher
Funktionen.

Bemerkung 8.1 Es seien Q2 C C offen und f € H(Q2). Ferner sei zy € Q.

Ist f'(20) # 0, so ist f lokal umkehrbar an zg, d. h. es existiert eine offene Umgebung U von
2o so, dass f|y injektiv ist (vgl. B. 3.7). Auerdem ist dann V = f(U) offen (S. 3.8) und
die auf V definierte Umkehrfunktion ist holomorph mit nichtverschwindender Ableitung.

Umgekehrt gilt: Ist f|y injektiv fiir eine Umgebung U von zg, so ist schon f/(zg) # 0.

(Denn: Nach S. 3.6 kann man U so wihlen, dass f(2) = wo + ¢™(2) = 0, wobei und m € N
und ¢ € H(U) mit ¢(z29) = 0, ¢’'(20) # 0. Angenommen, f’(z9) = 0. Dann ist m > 2. Da
¢(U) eine Umgebung von 0 ist (S. 3.8), existiert ein w € ¢(U) mit we>™/™ € (U). Sind
21,20 € U mit p(21) = w, p(22) = we>™/ ™, so ist f(z1) = f(22). Widerspruch.)

Bemerkung und Definition 8.2 Es seien G und D Gebiete in C.

1. Eine bijektive, holomorphe Funktion ¢ : G — D nennt man auch eine konforme Ab-
bildung von G auf D. Nach B. 8.1 ist dann Z(¢’) = § und ¢~ : D — G ist ebenfalls
konform.

2. Die Gebiete G, D heiflen konform dquivalent, falls eine konforme Abbildung ¢ : G — D
existiert. Nach 1. und der Kettenregel ist durch

G ~ D & G, D konform dquivalent

eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Gebiete in C definiert.

Beispiel 8.3 1. (Drehungen) Fiir ¥ € R sei ¢(2) = ¢y(2) = ¢z (2 € D). Dann ist
¢ : D — D konform mit ¢(0) = 0.

2. Esseien G ={z € C: |Im(2)| < 7} und D = C_ = C\ (—00,0]. Dann ist ¢ := exp|¢ :
G — D konform mit o~ = log (vgl. B. 3.4).

3. Es seien G =D* := C\ D und D := C\ [~1,1]. Dann ist durch

Lp(z):%(z—i—%) (ze@)

eine konforme Abbildung ¢ : G — D definiert (die sogenannte Joukowski-Abbildung; [U]).
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Bemerkung und Definition 8.4 Es sei

M= P) ez
c d

mit det M = ad — be # 0. Wir setzen /oo := 0, a/0 := 0o und «- 00 := oo fiir « € C\ {0}.
Dann heifit die Abbildung ¢ : Co, — Co, mit

az+b
fall —
ot d alls z € C\ {—d/c}
p(2) = wu(2) = oo, falls z = —d/c
a/ce, falls z = o0

eine Mdobius- Transformation. Jede Mébius-Transformation ¢ : (Coo,X) — (Coo, X) ist ein
Homd&omorphismus und es gilt

_dw—b

i) = 2 (= pua(w)  (we )

(nachrechnen; man beachte dabei auch: gy = p fiir A € C\ {0}). Weiter ist ¢|c
meromorph mit Pol der Ordnung 1 an —d/c.

Spezielle Klassen von Mobius-Transformationen ergeben wichtige konforme Abbildungen
auf die Einheitskreisscheibe:

Satz 8.5 1. Fir o € D st durch

p(2) = palz) = ——  (2€D)

eine konforme Abbildung oo : D — D definiert mit ¢o(a) = 0 und o, (w) =
1’1‘%"; (weD), d h ot =p_q4.

2. Figr 8 € H:= {Imz > 0} ist durch

z—p
0(z) == g(z) = = (z € H)
z=p
eine konforme Abbildung ¢s : H — D definiert mit pg(8) = 0 und @El(w) =
E=8w (w e D).

Beweis. Wir betrachten ¢ wieder als Mobiustransformation, definiert auf C.
1. Es gilt fiir |z| =1
lz—a|= |z| |1 —az]|=]|1—-az|,
—~
=1
also |p(2)| =1, d. h. ¢(S) C S. Weiter ist nach B./D. 8.4

w + «

Pl = 2 (weD),
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also von der gleichen Form. Damit ist auch ¢~(S) C S und folglich ¢(S) = S. Hieraus
folgt wiederum ¢(Coo \'S) = Coo \' S. Aus ¢(a) = 0 € D und der Gebietstreue von ¢
(beachte: ¢ ist als Homdomorphismus eine offene Abbildung) ergibt sich dann ¢(D) C D
und p(Cy \ D) C Co \ D und damit auch ¢(D) = D.

2. Fiir z € Rist [z — 3| = |z — B, d. h. (R) C S. AuBerdem ist p(c0) = 1, also ¢(Rs) C S
(wobei Ry := R U {o0}). Da ¢(Rs) zusammenhéngend ist und zglzltloo p(z) =1 gilt, folgt
P(Rs) =S. Aus () = 0 € D ergibt sich wie in 1. damit auch ¢(H) = D. O

Beispiel 8.6 (Cayley-Transformation) Durch

o) =12 (zem)

ist eine konforme Abbildung von H auf D definiert. Dabei gilt ¢(i) = 0 und

14w

o M w) =i - (w e D).

Ist f : C — D holomorph, so ist f nach dem Satz von Liouville bereits konstant. Da-
mit existiert insbesondere keine konforme Abbildung von C auf D, d. h. C und D sind
nicht konform &quivalent. Wesentliches Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des Riemann-
schen Abbildungssatzes, der besagt, dass jedes einfach zusammenhéngende Gebiet G # C
konform dquivalent zum Einheitskreis D ist. Der Satz zeigt, dass der Einheitskreis nicht
nur als ein Beispiel, sondern — in diesem Sinne — als ein Modell eines beliebigen einfach
zusammenhéngenden Gebiets angesehen werden kann.

Wir beweisen dazu zunéchst verschiedene Hilfsresultate, die auch fiir sich genommen von
Interesse sind. Einfach und gleichzeitig sehr niitzlich ist das sogenannte Schwarzsche Lem-
ma.

Satz 8.7 (Schwarz)

Es sei f € H(D) mit f(D) C D und f(0) = 0. Dann ist M(r,f) <r fir 0 <r <1 und
[7/(0)] < 1. Auferdem folgt aus der Gleichheit in einer der beiden Ungleichungen, dass f
eine Drehung ist, d.h. es existiert ein ¥ mit f(z) = ez fiir z € D.

Beweis. Aus f(0) = 0 folgt, dass g : D — C mit

f(2)/z, fallsz#0
9(2) =
F(0), fallsz=0

holomorph in D ist. Es sei 0 < r < 1 gegeben. Da M (-, g) monoton wachsend ist (nach dem
Maximimprinzip), gilt fir r < s <1

M(r,g) < M(s,g) =M(s,f)/s<1/s—1 (s —17).
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Also ist M(r,g) <1 und damit M (r, f) = rM(r,g) < r sowie |f'(0)] < 1.Ist M(r,f) =7
fiir ein 0 < r < 1 oder |f'(0)] = 1, so hat |g| ein Maximum in D. Nach der negativen Form
des Maximumprinzips (S. 2.5) ist dann g(z) = ¢ mit einem ¢ vom Betrag 1. Damit ist f
eine Drehung. m|

Wir werden nun den Satz von Arzela-Ascoli verwenden, um den wichtigen Satz von Montel
zu beweisen.

Satz 8.8 (Montel)

Es sei Q C C offen. Ist F C H(Q) beschrinkt auf jeder kompakten Teilmenge K von Q, so
ist F eine normale Familie in C(Q,C), d. h. jede Folge (f,) in F hat eine lokal gleichmdfig
konvergente Teilfolge.

Beweis. Nach B. C.6.2 reicht es zu zeigen, dass F gleichgradig stetig ist. Es sei 2y € €. Ist
Urlzo] C Q, so ist ¢ := sup || flloo,un[z] < 0. Ist 0 < r < R, so ergibt sich fiir f € F aus
feF

der Cauchyschen Ungleichung (2.1), wieder angewandt auf g(w) := f(zo + Rw),

1 o0 S s = s
Ul =1 r/R2R ™ (R—r)2 "
und damit fiir z € U,.(29) nach dem Schrankensatz
[£:) = £0)| < rmeegge- |2 = .
Also ist F gleichgradig (Lipschitz-) stetig an zg. O

Satz 8.9 (Riemannscher Abbildungssatz)

Es sei G C C, G # C ein einfach zusammenhingendes Gebiet, und es sei zg € G. Dann
existiert eine konforme Abbildung ¢ : G — D mit p(z9) = 0. Insbesondere sind G und D
konform dquivalent.

Beweis. Wir setzen
F:={y € H(G) : ¥(G) C D, injektiv, 1)(zy) = 0}.

Zu zeigen ist: Es existiert ein ¢ € F mit ¢(G) = D.

1. Wir zeigen F # (.

Denn: Es sei ¢ € C\ G. Dann existiert ein f € H(G) mit f2(z) = z —  fiir alle 2 € G
([U]; man beachte dabei: ist h € H(G) so, dass e"*) = z — (, so ist f = e"/? geeignet). Ist
f(z1) = £f(22), so ist 21 — ¢ = f2(21) = f?(22) = 22 — (, also auch z; = zy. Damit ist f

injektiv und aus w € f(QG) \ {0} folgt —w & f(G).



8 KONFORME ABBILDUNGEN 59

Da f(G) ein Gebiet ist (Gebietstreue holomorpher Funktionen), existiert ein Kreis U,.(a)
mit 0 € U,[a] C f(G). Dann gilt aber U.[—a] N f(G) = 0. Ist ¢ = r/(f + a), so ist ¢
injektiv und (G) C D (beachte: |f + a| > r). Die Funktionen ¢, aus S. 8.5.1 bilden D
konform auf D ab mit ¢, (a) = 0. Fiir @ := 9)(29) ist damit ¢, 0 ¢p € F.

2. Wir zeigen: Ist 1 € F mit ¢(G) # D, so existiert ein ¢y € F mit |4} (z0)| > [¢/(20)]-
Denn: Es sei @ € D\ ¢(G). Dann ist ¢, 09 € H(G) injektiv und (¢, 0 ¥)(G) € D\ {0}.
Wieder existiert ein g € H(G) mit g2 = ¢, 0. Wie in 1. sieht man, dass g injektiv ist. Ist
1:= g og, wobel 8 = g(zp), so folgt 1 € F und
Y =¢_a0g’=p_a0(p-p)’ ot

(beachte ¢_, = ¢, und entsprechend fiir B). Ist h 1= p_, o (p_p)?, so gilt A(D) C D mit

h(0) = ¢-a(g®(20)) = ¥(20) = 0

und h ist nicht injektiv. Nach dem Schwarzschen Lemma ist |A’'(0)] < 1. Also ergibt sich
mit der Kettenregel (beachte: ¢1(z9) = 0)

¥ (20)] = [R'(0)] - [¥(20)] < [¥}(20)].

3. Wir definieren ¢ : H(G) — R durch 4(f) = |f'(20)| (f € H(G)). Nach 2. reicht es, zu
zeigen: Es existiert ein ¢ € F mit

tp) = Uy) (Y €F).

Zunichst existiert eine Folge (¢,,) in F mit

Lpn) = n = sup L(¢) € [0, 0] (n — 00).
YeEF
Da ¢(G) C D fiir alle ¢ € F gilt, ist 7 normal nach S. 8.8. Also existiert eine Teilfolge
(¢n)ner von (¢n), die lokal gleichméBig auf G gegen eine Funktion ¢ konvergiert. Nach
S. 212 ist ¢ € H(G) und es gilt ¢, — ¢’ (n — 00, n € I) lokal gleichméBig auf G, also
insbesondere £(p,,) — £(p). Folglich ist £(¢) = n(< 00). Aus ¢, (G) C D und ¢ # const
(beachte 1 > 0) folgt mit dem Satz von Hurwitz, angewandt auf ¢, — wy fiir |wg| > 1, auch
»(G) C D. SchlieBlich folgt aus der Injektivitidt von ¢, auch die Injektivitdt von ¢, wieder
mit dem Satz von Hurwitz. Damit ist ¢ € F. a

Man kann sich (im Fall der Existenz) fragen, ,,wieviele“ konforme Abbildungen ¢ zwischen
G und D mit p(zp) = 0 existieren.

Bemerkung 8.10 1. Sind G ein Gebiet in C, 2y € G und @1, 2 : G — D konform mit

¢1(20) = 0 = pa(20),

s0 ist @ == @y 0 7' : D — D konform mit p(0) = 0. Also gilt nach dem Schwarzschen

Lemma, angewandt auf ¢~!

|2l = leT () <o) <12l (2 €D)

und ¢,
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und damit |¢(2)| = |z|. Wieder nach dem Schwarzschen Lemma ist ¢ eine Drehung, d. h.
p2(2) =eVoi(z)  (2€Q)

fiir ein ¥ € R.

Umgekehrt gilt natiirlich auch: Ist ¢; : G — D konform mit ¢;(z9) = 0 und ist 5 = ey
fiir ein ¥ € R, so ist 2 : G — D konform mit ¢2(2¢) = 0.

Durch geeignete Wahl von o ldsst sich ¢ also stets so normieren, dass ¢(zp) = 0 und
¢ (z0) > 0 gilt.

2. Ist G # C einfach zusammenhéingend und ist 29 € G, so existiert nach dem Riemannschen
Abbildungssatz und 1. genau eine konforme Abbildung ¢ : G — D mit ¢(zp) = 0 und

' (20) > 0.

Beispiel 8.11 Essei a € D. Nach S. 8.5.1 und B. 8.10 ist ¢ : D — D konform mit ¢(«) =0

genau dann, wenn ¢ von der Form
p(z) = e —— (zeD)

fir ein ¥ € R ist.
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A Zusammenhingende Mengen

Bemerkung und Definition A.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

1. X heilt unzusammenhdngend, falls offene Mengen U,V C X existieren mit
X=UUV,U#£0, V0, UNV=0.
Anderenfalls heist X zusammenhdngend.

2. M C X heiit unzusammenhdingend, falls (M, d|yrx ) unzusammenhéngend ist (d.
h. falls offene Mengen U,V C X existieren mit M C UUV,UNM # 0, VN M #
0, UNV N M = 0). Anderenfalls heilt M zusammenhdingend.

Aus der Definition ergibt sich leicht, dass einpunktige Mengen zusammenhingend sind,
und dass X genau dann zusammenhéingend ist, wenn aufler ) und X keine Teilmengen
gleichzeitig offen und abgeschlossen sind.

Beispiel A.2 Es sei (X,d) = (R,d).)).
1. Wir betrachten M = [0,1] U [2,3]. Dann gilt fiir die offenen Mengen U = (—3,3),V =
(3.3):

McUUV, UNnM#0, VAM#0 uwd UNVNM=0,

also ist M unzusammenhéingend.
2. Ist M = Q, so gilt fiir die offenen Mengen U = (—o0,v/2),V = (v/2,00):

QCcUUV, UnQ#0, VNQ#0  und UnvnQ=290,

also ist auch Q unzusammenhéngend.
In (R,d,) gilt allgemein

Satz A.3 FEine nichtleere Teilmenge M wvon R ist genau dann zusammenhdingend, wenn
sie ein (ggfs. einpunktiges) Intervall ist.

Beweis. ,=“: Es sei M C R kein Intervall. Dann existieren Punkte a,b,c mit a < ¢ < b
und a,b € M, ¢ ¢ M. Folglich gilt fiir U := (—o0,¢),V := (¢, 0)

McUUV, UnM=#0, VNM#0  und UnvnM=90,

also ist M unzusammenhéngend.

»<=“ Angenommen, M ist unzusammenhéingend. Dann existieren offene Mengen U,V in
Rmit McUUV, UNM#0,VNM#Qund UNVNM =0

Esseiena € UNM, be VN M. Dann ist a # b (und dann 0.E. a < b). Da M ein Intervall
ist, gilt [a,b] C M. Wir setzen & := sup(U N [a, b]).
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Da U offen ist, gilt £ > a. Damit ist £ ¢ V (Denn: angenommen £ € V. Da V offen ist,
existiert dann ein a < ¢ < € mit (¢, £] C V. Nach Definition des Supremums ist (¢, {]NU # ()
und damit auch U NV N M # (. Widerspruch.)

Da M C UUYV ist, folgt £ € U. Da U offen und & < b ist, widerspricht dies der Definition
von &. O

Der folgende Satz zeigt, dass der Zusammenhang einer Menge sich unter stetigen Abbil-
dungen auf die Bildmenge iibertrigt.

Satz A.4 FEs seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume und f : X — Y stetig. Ist
M C X zusammenhingend, so ist auch f(M) CY zusammenhdingend.

Beweis. Wir kénnen uns beim Beweis auf den Fall M = X und Y = f(M) beschriinken
(ansonsten betrachte g : M — f(M) mit g(x) := f(z) (x € M)).

Es sei B C Y offen und abgeschlossen. Dann ist auch f~1(B) C X offen und abgeschlossen.
Da X zusammenhiingend ist, ist f~1(B) = 0 oder f~}(B) = X. In ersten Fall ist B = ()
und im zweiten gilt Y = f(X) = f(f~'(B)) C B, also B = Y. Damit ist ¥ = f(X)
zusammenhéngend. O

Als Konsequenz aus S. A.3 und S. A.4 erhalten wir eine Verallgemeinerung des Zwischen-

wertsatzes:

Satz A.5 FEs scien (X,d) ein metrischer Raum und f : M — R stetig. Ist M C X
zusammenhdngend, so ist f(M) C R ein Intervall.

Beweis. Nach S. A4 ist f(M) C R zusammenhéngend, also ein Intervall nach S. A.3. O

Bemerkung A.6 Es sei (X,d) ein metrischer Raum.
Sind M, (« € I) zusammenhéngende Mengen in X mit (| M, # 0, soist |J M, ebenfalls

acl acl
zusammenhéngend.
(Denn: Wir setzen M := |J M,. Es seien U und V in X offene Mengen mit M C UUV,
acl
MNU#QPund MNV #0. Ist z € (| My, soist x € UUV. O. E. sei x € U. Weiter

ael
existiert ein o € I mit M, NV # 0. Aus z € M, NU folgt auch M, NU # 0. Da M,

zusammenhéingend ist, folgt M, NU NV # (). Damit ist auch M NU NV # (.)

Bemerkung und Definition A.7 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei M C X.
Fir z € M heifit

Zyp(z) = U{A C M :x € A, A zusammenhéngend }
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(Zusammenhangs-)Komponente von M (beziiglich ).

Nach B. A.6 ist Zy(x) zusammenhingend. Zudem gilt ([U]) fir x,y € M entweder
Zy(x) = Zpy(y) oder Zyr(z) N Zp(y) = O (also ist {Zpy(z) : © € M} eine Zerlegung
von M).

Bemerkung und Definition A.8 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

1.Ist vy : [a,b] — X stetig, so heifit v ein Weg (in X). Der Punkt y(a) heifit Anfangspunkt des
Weges und ~(b) heifit Endpunkt des Weges. Gilt v(a) = v(b), so heifit der Weg geschlossen.
Ferner heifit v ein Jordanweg, falls aus v(t) = y(s) schon ¢, s € {a, b} folgt. SchlieBlich nennt
man v* := y([a, b]) die Spur von . Nach S. A.4 und S. A.3 ist v* zusammenhéngend.

2. Eine Menge M C X heifit wegzusammenhdngend, falls zu allen Punkten z,y € M ein
Weg v in M existiert mit Anfangspunkt x und Endpunkt y.

Bemerkung und Definition A.9 Eine Menge M C K¢ heiBt sternformig (bzgl. zo), falls
Iz, z0] C M fiir alle x € M gilt, d.h. falls M = (J_ ¢, I[x, zo] (hierbei ist I]x, z0] = 7}, .,
wobei Yz, 2 (t) = zo+t(z—x0) fiir t € [0, 1]). Insbesondere sind konvexe Mengen sternformig.
Auflerdem ist jede sternformige Menge wegzusammenhéngend.

Satz A.10 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Ist M C X wegzusammenhdingend, so ist
M auch zusammenhdngend.

Beweis. Es sei g € M fest. Dann existiert zu jedem x € M ein Weg «y, in M mit An-
fangspunkt ¢ und Endpunkt 2. Damit ist M = |, ;74 Da 7, zusammenéngend ist und
xo € (e Vo gilt, ist M nach B. A.6 zusammenhéngend. O

Bemerkung und Definition A.11 1. Eine Menge G C K¢ heiBit Gebiet, falls G offen,
nichtleer und zusammenhéngend ist.

2. Ist G ein Gebiet, so ist G auch wegzusammenhéngend.

(Denn: Es seien zp € G fest und A die Menge aller 2 € G so, dass ein Weg v, in G existiert
mit Endpunkt 2 und Anfangspunkt xg. Ist € A, so existiert ein § > 0 mit Us(z) C G.
Ist y € Us(x), so lisst sich ~, durch ,Anhiingen“ einer Strecke zu einem Weg in G mit
Anfangspunkt o und Endpunkt y fortsetzen. Also ist A offen in G. Die gleiche Uberlegung
liefert auch die (Folgen-)Abgeschlossenheit von A in G. Da A # 0 ist (beachte: zg € A),
folgt A =G.)

3. Ist © C K? offen, so ist auch Zq(x) offen fiir alle = € Q ([U]). Also ist jede Kom-
ponente von {2 offen (und damit ein Gebiet). Auflerdem hat €2 hochstens abzihlbar viele

Komponenten ([U]).
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B Parameterintegrale
Satz B.1 Es seien M C K kompakt und I = [a,b] C R. Ferner sei ¢ : M x I — C so, dass
w(z,-) fiir alle z € M eine Regelfunktion ist. Wir definieren ® : M — C durch

b

D(z2) := /gp(z,t) dt (z € M).

a

1. Ist v stetig auf M x I, so ist auch @ stetig (auf M ).

2. Ist M konvex und ist o(-,t) fir alle t € I differenzierbar und g—i M x I — C mit
a“" = O1p stetig, so ist O (stetig) differenzierbar auf M mit

:/ba“’ (z € M).

Beweis. Es sei zg € M fest.
1. Da M x I kompakt ist, ist ¢ gleichméfig stetig auf M x I. Ist € > 0 gegeben, so existiert
ein § > 0 so, dass

p(2,t) = @(z0,8)] <& (]2 = 2| <6, t ).

Dann ist fiir |z — 2| < 0 auch

b

B(2) — D(20)] < / 02, t) — (20, 8)|dt < £(b — a)

a

2. Wir setzen fir t € 1

0
he(z) = (2, t) — a*f (z0,1) 2 (2 € M).
Dann ist h; differenzierbar auf M mit

W) =220~ 9 (0, t) (2 M),

Nun sei wieder € > 0 gegeben. Da g—f stetig auf M x I ist (und h}(zp) = 0 gilt), existiert
wie oben ein § > 0 so, dass

|hy(2)] < e (|2 — 20| < 6, t €1I).
Ist 0 < |z — 29| < §, so ergibt sich mit y(s) := zg + s(z — z9) fiir s € [0,1] nach dem HDI,

Teil 2 (beachte: hj ist stetig auf M) und der Kettenregel fiir alle ¢ € I

1 1
ha(2) = ha(z0) / By o)/ (s) ds = / K ((5))ds - (2 — 20)-
0 0
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Hieraus folgt fiir alle t € T

[0z01) = plz0,1) = B (20,1)(z ~ 20)]

:waafhxans/VWW@nd&v—wa<dzme
0

——
<e
also
/ 0
1B (2) — B(z0) — / 2 (aont) it - (=~ 20)]
z
b a
dp
< [ le(z,t) = @(z0,t) — o (20,1)(z — 20)| dt < g|z — 2[(b — a)
und damit ,
®(z) — P(20) /8@ ‘
il oAl S VA - < —a).
\ — o (0, t)dt| < (b - a)
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. m|

Bemerkung B.2 Da Stetigkeit und Differenzierbarkeit lokale Eigenschaften sind, gilt die
Aussage des Satzes auch fiir beliebige offene Mengen M (Man beachte: Ist M offen, so gilt
M =, cp Us. (2) fiir geeignete 6, > 0).

Der folgende Satz wird im Beweis zum Cauchy Theorem verwandt.

Satz B.3 Es seien Q C C offen, f € H(Q) und «y eine Kette in Q. Dann ist ® : Q — C,
definiert durch
L [ f(Q)—f(z)
P(z) =
(2)=35 =z ¢
¥

¢ (z€Q)
wobei der Differenzenquotient fiir z = ¢ als f'(2) interpretiert wird, holomorph in .

Beweis. 1. Wir definieren g : 2 x Q@ — C durch

1O -1E)
o0 =] o= 0 T
f'(2), 2=
Dann gilt )
(Q-1G) - JEC=2)
@ (2,¢) = (C—=2)
02 () .
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und g sowie dg/0z sind stetig auf Q x Q.

Denn: Ist (2q, (o) € 2 x Q mit {y # 2o, so gilt mit der Quotientenregel
dg ~ f(Go) = f(20) = f'(20)(Co — 20)

9. (207 CO) - 2 .
0z (Co — 20)

Ist (o = 2p, so gilt fiir z # zg

9(2,20) = 9(20,20) _ 1 (f(2) = f(20) = f'(20)(z — 20))

z— 2 (z — 20)?

:i f(y)(z()) (Z _ ZO)U72 N fN(ZO)

v! 2

(z = 20)-
v=2

Die Stetigkeit von dg/dz ist klar an allen Stellen (zg, (o) mit 2o # (o.
Es sei also zp = (p und 0 < R < dist (29, 9f). Dann ist nach dem Taylor-Satz fir Richtun-
gen (— Analysis) fiir 2, € Ug(z20),z2 A#(mit v:=(—z

1
f(Q) = flz+v)=f(z) +0Ouf(2 +/1—s )OZf(z+ sv)ds
0

— f&)+ F(2)- (- 22 [(1=s) (=4 sv) ds.
ol

Weiter ergibt sich aus der Stetigkeit von f” an zg
1

/(1 —8)f"(z+sv)ds — f"( / (1—23s) f”(;’o) ((z,¢) = (20,20))-
0 0

Also folgt fiir (z,¢) — (20, 20)

1
(1—35)f"(z+sv)ds, fallsz#( y P
@(%C) = o/ - ! (220) = éTZ(ZO’ZO)'

@, falls z = ¢

Eine analoge (einfachere) Argumentation unter Nutzung des Taylor-Satzes fiir n = 0 statt

n = 1 liefert auch die Stetigkeit von g auf 2 x Q.
2. Es sei g wie in 1. Dann ist mit v = (7,).ers

1
<I>(z):2m/ (szC Z/ g(z, v ()Y (¢ ) (z € Q).
v
Nach 1. und S. B.1 ist ® differenzierbar auf Q mit ®'(z) = % / a—g ¢)d¢ fiir z € Q.
v

Die Stetigkeit von dg/0z impliziert auch, dass @’ stetig ist (ergibt sich wieder aus S. B.1).
Damit ist ® € H(Q). O



C DER SATZ VON ARZELA-ASCOLI 67

C Der Satz von Arzela-Ascoli

Wir betrachten allgemeine metrische Rdume und Mengen stetiger Funktionen zwischen
diesen metrischen Réumen. Dazu seien (X,d = dx), (Y,d = dy) metrische Radume. Wir

setzen

CX,)Y):={f: X =Y : [ stetig}

und fiir X kompakt

doo(f, 9) == maxd(f(z),9(z))  (f.g € C(X,Y)).

reX

(Beachte: Aus
|d(u,v) — d(@,0)| < d(u, @) + d(v, D) (u,v,4,0€Y)

folgt
|d(f(x),g(x)) — d(f(Z),g(2))| < d(f(z), f (%)) + d(g(z), g(F))

fiir alle z,Z € X und damit aus der (gleichméfBiigen) Stetigkeit von f und g auch die
(gleichméBige) Stetigkeit von @ +— d(f(x),g(x)). Da X kompakt ist, existiert d ([, g).)
Ist speziell (Y,d) = (K,d|,), so ist

doo(f,9) = If —gles  (f.9 € C(X,K)).

Dabei sieht man wie in diesem Fall (— Analysis) ganz allgemein fiir X kompakt, Y
vollsténdig:

o (C(X,Y),dw) ist vollstandig.

e Ist X endlich und ist Y kompakt, so ist (C(X,Y) = Y*X d,) kompakt. (Ist X =
{x1,...,2m}, so entspricht YX dem Produkt Y™ =Y x...x Y. Wie im Beweis zum
Satz von Bolzano-Weierstrafl sieht man, dass Y™ kompakt ist.)

Im Allgemeinen ist jedoch im Falle Y kompakt der Raum C(X,Y") nicht kompakt. Ist etwa
X =Y =[0,1] (mit dx = dy = dj), so hat die Folge (f,) in C(X,Y’) mit

folz) =2" (z €[0,1])

keine in C'(X,Y") konvergente (also auf [0,1] gleichméfliig konvergente) Teilfolge, da jede
solche gegen f :[0,1] — [0, 1] mit

konvergieren miisste.



C DER SATZ VON ARZELA-ASCOLI 68

Definition C.1 Es seien (X, dx), (Y,dy) metrische Rdume. Eine Familie F C C(X,Y)
heif3t gleichgradig stetig an der Stelle zy € X, falls fiir alle ¢ > 0 ein § = d. > 0 so existiert,
dass

dy (f(z), f(zo)) <e fiir alle x € X mit dx(x,z9) < d und alle f € F.

F heifit gleichgradig stetig, falls F an allen zy € X gleichgradig stetig ist. Weiterhin schrei-
ben wir fiir Xo C X im Folgenden

]:|X0 = {f|X0 :fG.F}.

Satz C.2 (Arzela-Ascoli)
Es seien (X,dx) und (Y,dy) kompakte metrische Raume. Ist F C C(X,Y) gleichgradig
stetig, so ist F relativ kompakt.

Beweis. 1. Wir zeigen zunéchst ein Hilfsresultat, das auch fiir sich genommen von Interesse
ist.

Ist (M, d) ein metrischer Raum, so heifit eine Menge A C M prdkompakt, falls fiir alle e > 0
eine endliche Menge E C M so existiert, dass

AcC U Ue(x)

zeE

(dabei kann man stets £ C A withlen; [U])). Dann gilt:
A prikompakt < jede Folge in A hat eine Cauchy-Teilfolge.
und damit im Fall eines vollstdndigen metrischen Raumes
A prikompakt < A relativ kompakt.

(Denn:
,,=": Es sei (z,,) eine Folge in A. Da A, := A prikompakt ist, existiert eine endliche Menge
E; € X mit

Ay = U (Uy/2(y) N Ag).
yeE:

Da E; endlich ist, existiert ein y; € E; so, dass oo viele der Folgeglieder von (z,) in
Ar = Uya(y1) N Ao

liegen (d. h. {n € N:z, € A1}| = 00). AuBlerdem ist diam (A;) < 1.
Da A; C Ag prikompakt ist, existiert ein Fy C X endlich mit

Ay = | (Urja(y) 0 Ay).

yeE>
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Wieder existiert ein yo € Ej so, dass oo viele Folgeglieder von (z,,) in
Ay = Uy a(y2) N Ay

liegen. Dabei ist diam (As) < 1/2.

Induktiv erhélt man auf diese Weise eine Folge (A;)jen von Mengen mit A; C Aj_; und
diam (A;) < 1/j so, dass jedes A, unendlich viele Folgeglieder von (x,) enthilt. Setzt
man ng := 1 und wéhlt fiir jedes j € N ein n; > n;_; mit x,;, € Aj, so ist (v,,) eine
Cauchy-Folge in X.

»=":[0])

2. Nach 1. reicht es, zu zeigen: F ist prakompakt.
Dazu sei € > 0 gegeben. Fiir alle z € X existiert ein ;. > 0 mit

f(Us, (%)) C U(f(2)) fiir alle f € F.

Da X kompakt und (Us, )rex eine offene Uberdeckung von X ist, existiert eine endliche
Teilmenge E von X mit

X =] Us,. ()

reE
Da Y kompakt ist, ist auch (Y#(= C(E,Y)),d)) kompakt. Also ist F|g prikompakt (da
relativ kompakt), d. h. fiir eine endliche Menge £ C F gilt

Fle c [J Ucgle) (cYF).
ge€

Es sei f € F. Dann existiert ein g € £ mit f|g € U.(g|g).
Ist € X beliebig, so ist € U(;woya(xo) fiir ein xp € E. Fiir dieses ¢ gilt

d(f(2), f(z0)) <e und d(g(z),g(wo)) <e,

also
d(f(x),g9(x)) < d(f(z), f(z0)) + d(f(x0), g(x0)) + d(g(z0), g(x)) < 3e.
Folglich ist
doo(f,9) < 3¢

und damit

Fc | Use(g).
ges&

Bemerkung C.3 Aus Satz C.2 ergibt sich auch die folgende Variante des Satzes von
Arzela-Ascoli fiir K?-wertige Funktionen (wobei ¢ € N): Ist (X, d) ein kompakter metrischer
Raum und ist F C C(X,K?) beschrénkt in (C(X,K9),|| - |leo) und gleichgradig stetig, so
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ist F relativ kompakt.
(Denn: Ist || f|loo < R fiir alle f € F, so kann man F auch als Familie in C(X, Ur[0]), wobei
(it |- = | - [l auf K9)

Ugrly] :={z € K?: |z —y| < R} C K,

auffassen. Dabei ist (Ur[0],d,.|) kompakt. Also ergibt sich die Behauptung aus S. C.2.

Definition C.4 Esseien (X, dx) ein metrischer und (Y, dy) vollstandiger metrischer Raum.
Eine Familie F C C(X,Y) heifit normal, falls jede Folge in F eine Teilfolge besitzt, die
gleichmilig auf allen kompakten Teilmengen von X konvergiert, d. h. ist (f,) eine Folge
in F, so existieren eine Teilfolge (f,,) von (f,) und eine Funktion g : X — Y mit f,,, — g
(j = 00) in (C(K,Y),ds) fiir alle kompakten K C X.

Man sieht leicht, dass etwa F = {f,, : n € N}, f,(2) = 2" (n € N), normal in C'(D, C) ist.

Der Zusammenhang zum Satz von Arzela-Ascoli ergibt sich aus folgendem Resultat.

Satz C.5 Es seien p € N, Q C KP offen und (Y,d) ein vollstindiger metrischer Raum.
Fir F C C(Q,Y) sind folgende Aussagen dquivalent:

a) F ist normal.
b) Fiir alle kompakten K C Q ist F|g relativ kompakt in (C(K,Y), ds).

¢) Fiir alle x € Q existiert eine offene Umgebung U wvon x so, dass Fly normal in
CU,Y) ist.

Beweis. ¢) = b): Essei K C €2 kompakt. Fiir alle z € K existiert eine offene Umgebung
U, von z so, dass F|y, normal ist. Es seien §, > 0 so, dass Us, [z] C U, gilt. Dann ist

(U.

5 (x))zeK eine offene Uberdeckung von K. Also existieren x1,...,zy € K so, dass mit
Ly, :=Us,

[xm]

" N
Kc | Lm
m=1

Es sei nun (f,)nen eine Folge in F.

Wir setzen I := N. Nach Voraussetzung (beachte L; C U,, kompakt) existiert eine Teilfol-
ge (fu)ner, von (fn)ner,, die gleichméBig auf Ly konvergiert. Wieder nach Voraussetzung
existiert eine Teilfolge (fy)ner, von (fn)ner,, die gleichméBig auf Ly (und damit auch auf
K5, wobei K, := L1 U...UL,,) konvergiert. Induktiv ergibt sich fiir jedes m € {1,..., N}
eine Teilfolge (fn)ner,, vou (fn)ner,,_,, die gleichmifig auf K, konvergiert. Fiir m = N
ergibt sich gleichméflige Konvergenz auf Ky O K.

b) = a): Wir setzen
K, = Ky (Q) := U, [0 N {z € Q: dist (z,00) > 1/m}.

Dann gilt
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e K,, C Q kompakt (m € N),

e K, 1Q,d. h. U K,, =Qund K,,, C K1 (genauer ist sogar K, C (K;n4+1)°),

meN
e Fiir alle K C Q kompakt ist K C K, fiir m geniigend grof.
Wie im 1. Beweisschritt sieht man: Ist (f,,)nen eine Folge in F, so existiert (mit Iy := N) zu
jedem m € N eine Teilfolge (fn)ner,, von (fn)ner,,_,, die gleichméBig auf K, konvergiert.

Definiert man ng := 1 und wéhlt n; > n;_; mit n; € I;, so konvergiert die Folge (fy,);
gleichméBig auf allen K, und damit auch gleichméfig auf allen K C ) kompakt.

a) = ¢): Klar. O

Bemerkung C.6 Aus S. C.5 und dem Satz von Arzela-Ascoli (bzw. B. C.3) ergibt sich,

dass jede der folgenden Bedingungen hinreichend ist fiir die Normalitéit einer Familie F C
C(2,Y), wobei 2 C KP offen.

1. (Y,d) ist kompakt und F ist gleichgradig stetig.

2. F C C(Q,K9) ist beschrénkt auf allen kompakten Teilmengen K von Q (d. h. F|x
ist beschriankt in (C(K,K?),|| - ||oo)) und gleichgradig stetig.
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