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1 Analytische Funktionen und Cauchysche Integralfor-

mel

Bemerkung und Definition 1.1 Es sei ) C K offen, und es sei f: Q — C. Dann heifit
f analytisch an der Stelle zg € Q, falls ein R > 0 und eine Folge (a,) so existieren, dass

f(2) =) a(z=2)" (2 €Ur())
v=0

gilt. In diesem Fall ist f insbesondere beliebig oft differenzierbar an zg und es gilt

_ f(”)(zo)

V!

av

(siehe Analysis). Weiter heifit f analytisch in Q, falls f analytisch an jedem Punkt zo € Q
ist.

Beispiel 1.2 1. exp, sin und cos sind analytisch in C.
2. Wir betrachten fiir festes a € C die Funktion f : C\ {a} — C mit

1

a—z

f(z) =
Hier ist fiir alle zg # a und alle z mit |z — 2| < |a — 20|

f(2) : : : EOO e )
zZ) = = . = Z— Z .
a—20+2—2 a—z 1-—22% V:O(a—zo)l’“ 0

a—=zo

Damit ist f analytisch C\ {a}.

Bemerkung und Definition 1.3 Es sei () C K offen, und es sei f : & — C analytisch
an der Stelle zp € Q. Dann heifit zy Nullstelle der Ordnung m € N von f (oder m-fache
Nullstelle), falls fU)(z9) =0 fiir j =0,...,m — 1 und ™) (z) # 0 gilt.

In diesem Fall existiert eine Funktion g : Q@ — C, die analytisch an zq ist mit g(zg) # 0 und
so, dass

f2)=(z=-2)"g9() (2€9).

(Denn: Es sei

fir z € Ug(zp). Wir setzen

) G=z0)Tf(2) fiir 2 € Q\ {20}
9(z) =

am fir z = 2z
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Dann gilt f(z) = (z — 29)™g(z) fiir alle z € Q und

9() =D amp(z —2)" (2 € Ur(20))
v=0

also ¢ analytisch an zg. Auflerdem ist g(20) = a,, # 0.)
Hieraus folgt insbesondere, dass ein r > 0 so existiert, das f(z) # 0 fiir alle z
mit 0 < |z — zo| < 7.

Bemerkung 1.4 Ein entsprechendes Ergebnis gilt i. A. nicht fiir differenzierbare Funktio-
nen! Ist etwa f : R — R definiert durch

so ist f (stetig) differenzierbar auf R und in jeder Umgebung von 0 gibt es unendlich viele
Nullstellen. Noch etwas dramatischer ist die Situation etwa fiir

~Jatsin(l/z), 2 #0
fle) = {0, z=0

Dann ist f ebenfalls stetig differenzierbar und in jeder Umgebung von 0 liegen unend-
lich viele isolierte Nullstellen. Man kann auch Funktionen f € C'*°(R) mit entsprechnden
Eigenschaften finden.

Bemerkung und Definition 1.5 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und M C X. Ein
Punkt z € X heifit Hiufungspunkt von M, falls (Us(z) \ {z}) N M # 0 fiir alle 6 > 0. Man

sieht leicht ([U]), dass die Menge der Hiufungspunkte von M stets abgeschlossen in X ist.

Satz 1.6 FEs sei G C K ein Gebiet, und es sei f : G — C analytisch. Wir setzen

Z(f) =={20 € G : f(20) = 0}.

Dann gilt: Entweder ist Z(f) = G (d.h. f =0) oder Z(f) hat keinen Hiufungspunkt in G.

Beweis. Es sei zg € Z(f) fest, und es sei R = R(z9) > 0 so, dass
fz)=> a(z—2)" (2 € Ur(20))
v=1

(mit a, = f®(z)/v!) gilt. Nun sind zwei Fille moglich: Entweder ist a, = 0 fiir alle
v € Ny, also f(z) = 0 auf Ug(zp), oder es existiert eine kleinste Zahl m € N mit a,, # 0,
d. h. f hat eine Nullstelle der Ordnung m. In diesem Fall ist zy kein Haufungspunkt von
Nullstellen nach B./D. 1.3.
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Es sei A die Menge der Haufungspunkte von Z(f) im metrischen Raum (G,d).|). Da f
stetig auf G ist, gilt A C Z(f).

Also: Ist A # 0 und zg € A, so tritt notwendigerweise der erste Fall auf, d.h. f(z) = 0 auf
einer Umgebung von zy. Damit ist zy € A°, also A offen. Auflerdem ist A auch abgeschlos-
sen (in (G,d).|)) als Menge von Haufungspunkten. Da (G, d|.|) zusammenhéngend ist, gilt
schon A = G und damit auch Z(f) = G. Dies war zu zeigen. O

Als Konsequenz erhalten wir unmittelbar folgendes fundamentale Ergebnis.

Satz 1.7 (Identititssatz fir analytische Funktionen)
Es sei G C K ein Gebiet, und es seien f,g: G — C analytisch. Ezistiert eine Menge M in
G mit Haufungspunkt in G und so, dass

fiir alle z € M gilt, so ist f =g in G.

Beweis. Mit f und g ist offenbar auch f — g analytisch in G. Aus M C Z(f — g) ergibt
sich die Behauptung sofort aus S. 1.6. a
Der folgende Satz liefert eine Klasse analytischer Funktionen.

Satz 1.8 FEs seila,b] C R ein kompaktes Intervall, und es seien ¢, : [a,b] — K stickweise
stetig. Ferner sei Q := C\ ¢([a,b]). Wir definieren f: Q — C durch

b
_ ©() ;
z)a/w(t)_zdt (2 €Q).

Dann ist f analytisch in Q, und es gilt

FP(z) = k! dt  (z€Q, keN).

— )k

Q

\Q_

—~

<

—~

=
S
—~

~+

~—

Beweis. Es sei zp € Q und R := dist(z9,9Q) = dist(z0,%([a,b])) (dann ist R > 0, da
¥ ([a, b]) kompakt ist). Aus

<1

’ z— 2 ’ |z — zo|
’(ﬂ — 20 R
fir alle z € Ur(zp) und alle t € [a,b] folgt, dass die Reihe

o0

Z Z—ZO o 1
Y(t) — 20)v Tt Y(t) — 2

v=0
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(vgl. B. 1.2) fiir jedes feste z € Ugr(zg) gleichméBig auf [a, b] konvergiert (Weierstraisches
Majorantenkriterium). Also erhalten wir mit durch Vertauschung von Summation und In-
tegration

b b
= 3 M = N 2 — z0)Y - &
f(z)a/ A0 G = e [

gilt fiir alle 2z € Ug(zo)
) =3 anlz - 20)"
v=0

Folglich ist f analytisch an der Stelle zg. Auflerdem erhalten wir fiir z = zg

b
f(’“)(zo) = klag = k! / (zp(t)w—(tz)o)’”l dt (ke Np) .

a

Da zy € ) beliebig war, folgt die Behauptung |

Bemerkung 1.9 Der Beweis zu S. 1.8 zeigt, dass die Potenzreihenentwicklung
f(2) = au(z—2)"
v=0

fiir alle z mit |z — zo| < dist(zg, 00) gilt.

Beispiel 1.10 Es sei Q:=C\{z€ C: |z| =1} und es sei f: Q — C definiert durch

2m
eit
= - dt .
1) = [ —
0

Dann ist f nach S. 1.8 analytisch in Q und es gilt fiir z €

27
ett i 2
f'(2) :/(eit —2)2 dt = eit_z|t:0 =0.
0

Also ist f/ =0 in Q.
DaD:={z € C:|z| < 1} ein Gebiet ist, gilt damit f = £(0) = 27 in D ([U]).
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Definition 1.11 Es sei Q C C offen, und es sei f : @ — C. Dann heifit f holomorph in €,
falls f’ auf Q existiert und stetig ist. Wir setzen

H(Q):={f:Q— C: f holomorph in Q} .

Wir wollen nun zeigen, dass jede holomorphe Funktion schon analytisch ist, also insbeson-
dere beliebig oft differenzierbar - eine Art mathematisches Wunder!

Entscheidend dafiir wird die Cauchysche Integralformel sein, die wir nun (in einer ersten
Version) herleiten. Wiederum vorbereitend dazu gibt es ein Ergebnis iiber die Differenzier-
barkeit von Parameterintegralen.

Satz 1.12 Es sei U C K offen, und es sei I = [a,b] C R. Ferner sei ¢ : U x I — C so,
dass

1. o(z,-) fir alle z € U eine Regelfunktion ist,
2. (-, t) fur alle t € I differenzierbar und g—f U x I — C mit g—f = O1p stetig ist.
Dann ist ® : U — C, definiert durch

b
z) = /gp(zt) dt (ze€U),

differenzierbar auf U mit

b
:/g—f(z,t)dt (z€U).

Beweis. Es sei zg € U fest. Wir setzen fir t €

0
he(2) = (2, 1) — a*f (z0,t) -z (z€U).
Dann ist h; differenzierbar auf U mit

W) =220~ Loty (V).

Wir wihlen ein 7 > 0 so dass M := U,(z) in U liegt. Da 2 stetig auf M x I und ferner
M x I kompakt ist, 1st 2 gleichméfig stetig auf M x I.
Nun sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein d € (0,7) so, dass

|hy(2)] < e (|lz — 20| < 6, t €1I).

Ist 2 € U mit 0 < |z — 20| < §, so ergibt sich mit (s) := 29 + s(z — 2¢) fiir s € [0, 1] nach
dem HDI, Teil 2 (beachte: h} ist stetig auf U) und der Kettenregel fiir alle ¢t € T

1 1
ha(2) = halz0) = /hwv =/mm@m&w—m>
0 0
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Hieraus folgt fiir alle t € T

[o(z.1) = plz0,1) = B (20, 1)z — 20)] =

1
= |hi(z) — he(20)] / (v(9)] ds - |z — 20| < €|z — 2],
0

<e
also
/ 0
0(2) ~ @) ~ [ 52 Gty (2~ 20)|
b a
dp
< [ lp(z,t) = w(20,t) — o (20,t)(2 — 20)| dt < €|z — 20|(b — a)
und damit
®(z2) —
—_— , dt‘ <e(b-
‘ z— 2p /3 (20, eb—a).
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Beispiel 1.13 Es sei g € H(U,(0) \ {a}) fiir ein p > 1 und ein a € D. Ist

27 it
D(N) = /g(a—i—)\(eit —a)) e'e - dt 0<A<1),
0

so ist ®(A) = const auf (0, 1].
(Denn: Zunéchst ist ® definiert auf (0, \,) fiir ein A, > 1, und es gilt mit

(A1) := g(a + (et — a))

(A1) € (0,),) x [0,2n])

nach S. 1.12

2m

d'(\) = /g‘f(u :/g a+ e — a)) e'ldt = 1A (2 + Ale™ — 2))
0 0

Damit ist & = const auf (0,A,).)

Satz 1.14 (Cauchysche Integralformel fiir Kreise; kurz CIF)
Es seien Q C C offen und f € H(QY). Ferner seien zp € Q und 0 < R < dist(zg,9Q). Dann
gilt
2 .
Re't

f(Z) = iﬂ_/f(Zo + Reit)m dt (z (S UR(Z()))-
0
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Beweis. Wir setzen p := dist(zo, 2)/R und definieren g € H(U,(0)) durch

92) = feo + B2) (2] < ).
Dann gilt nach B. 1.13 mit a := (z — 29)/R fiir z € Ur(zp) und n € N

27 27
1 , Re't 1 < et
— Re?y ——— gt = — W~ dt
27r/f(20+ e)zo—kRe“—z QW/g(e)elt—a

0

(=)

et —a

2
BN N VN S (© e
= 0/g(a—|— ) ; dt — / dt —= f(Z) (n—)oo),

da g(a+ (" —a)/n) = g(a) = f(z) fir n — oo gleichméBig auf [0, 2]. O

Bemerkung 1.15 Man beachte: S. 1.14 zeigt insbesondere, dass die Funktionswerte in
Ugr(z) durch die Werte am Rand

Kg(z9) :={2z€C:|z— 2| =R}
durch Integration berechnet werden kénnen!

Wahlt man speziell z = zg, so ergibt sich die wichtige Mittelwertformel

2w

f(zo):% /f(zo—kRe”)dt. (1.1)

0

Also: Der Funktionswert im Kreismittelpunkt ergibt sich als ,, Integralmittel“ der Funkti-
onswerte am Rand des Kreises.

Satz 1.16 Es sei Q C C offen, und es sei f € H(Q). Dann gilt fiir alle zg € Q (mit
dist(z, 0) := 00)

fe =31

v=0

(v)
V('ZO) (z —20)" in |z — zo| < dist(zp,00).

Insbesondere ist f analytisch in €.

Beweis. 1. Es seien 2o € Q und R < dist(zg,992). Mit S. 1.14, S. 1.8 und B. 1.9, angewandt
auf
[a,b] = [0,27], ¥(t) = 20 + Re", o(t) = f(z0 + Re"*)Re™ /2r)

folgt

— W) (5
f(z) = E ay(z — z)" = E fi(o)(z_ZO)u
v=0

v!
v=0
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fiir alle z € Ug(z0). Da R < dist(zp, 02) beliebig war, gilt die Darstellung in |z — zg| <
dist(zg, 092). Da zp € 2 beliebig war, ist f analytisch in €. o

Bemerkung 1.17 Aus S. 1.16 ergibt sich insbesondere, dass jede Funktion f € H(Q)
beliebig oft differenzierbar auf €2 ist. Auflerdem gilt nach S. 1.8 folgende verallgemeinerte
Cauchysche Integralformel fiir die Ableitungen:

Fiir alle zg €  und R < dist(zg, dQ) ist

27 .
f®(2) = % /f(zo + Re't) Re* dt (2 €Ug(z)).

(20 + Re® — z)k+1
0

Die obigen Ergebnisse zeigen, dass holomorphe Funktionen sich in drastischer Weise von
reell differenzierbaren Funktionen unterscheiden. Wir wollen den Unterschied etwas genauer
beleuchten.

Bemerkung 1.18 Es sei Q C C (= R?) offen, und es sei f: Q — C. Ist f (komplex) dif-
ferenzierbar an der Stelle zo € €, so existiert fiir alle ¢ € C, || = 1 die Richtungsableitung
O¢ f(z0) und es gilt

9¢f(20) = f'(20) - . (1.2)

(Denn: Jeweils nach Definition gilt

f(z0 +tC) — f(20) f(z0 +t¢) — f(20)

=11 = . = !
Oel o) = iy = oMt )
.. . af 8f .
Also existieren insbesondere - (z0) = 9;f(20) und %(zo) =01 f(20), und es ist
of .y . Of

(sog. Cauchy-Riemannsche Differenzialgleichung).

Ist umgekehrt f reell differenzierbar an zp und gilt (1.3), so ist f auch komplex differen-
zierbar an zg und es gilt f/(z) = %(zo).

(Denn: Da f reell differenzierbar an zo ist, existiert eine Funktion € : Q — {2} — C mit
g(h) — 0 (h — 0) und so, dass mit h =t +is = (t,s)T

Foth) = )+ grad” ) (1) + bl

)+ 5 o) - (1) () + 1)

= 7o)+ 9 ol Il <(h)

Nach der Zerlegungsformel ist f (komplex) differenzierbar an zp mit f/(z9) = % (20)-)
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Satz 1.19 Es sei Q) C C offen. Fiir f: Q — C sind dquivalent
a) f ist holomorph in Q.

b) feCYQ), und es gilt (1.3) fiir alle zo € 2.

Beweis.
a) = b): Ist f holomorph in €, so ist f stetig auf  und damit sind nach B. 1.18 auch die
partiellen Ableitungen stetig auf  (und es gilt (1.3)).

b) = a): Ist f € C1(Q), so sind die partiellen Ableitungen stetig auf 2. Dann ist f insbe-
sondere reell differenzierbar auf 2. Nach B. 1.18 ist f komplex differenzierbar an zy. Da
g—f stetig auf € ist, ist f holomorph. o

x

Bemerkung 1.20 Definiert man 0 : C1(Q2) — C(Q) durch

gp.— L(0F 0f
af'_2(8x+28y>’

so zeigt S. 1.19, dass f € C*(£2) genau dann holomorph ist, wenn df = 0 ist, mit anderen
Worten, H() ist der Kern des Operators 0.
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2 Anwendungen der Cauchyschen Integralformel

Eine erste Folgerung aus der CIF ist

Satz 2.1 Fs sei Q C C offen, f € H(QY), und es seien zg € Q und R < dist(z9, Q). Dann
st fir 0 <r < R

B () < —ME

(R - T)kJrl Cerlr(lgéo)

und damit insbesondere fiir r =0

|f(k) (20)]

IO (keNo, [z =2 <)

k!
< — ke N
< 7 Cer}ggéo)\f(ol ( 0)

(Cauchysche Ungleichung) .
Beweis. Nach B. 1.17 gilt fiir [z — 29| <7 (da |20 + Re® — 2] > R— |z — 20| > R—7)

k!

27
k! : R
(k) v 1t —
PO g [ 1o+ R s de < i 17O =y
0

also die Behauptung. m|

Bemerkung und Definition 2.2 Eine in C holomorphe Funktion f heifit ganze Funkti-
on. Ist f ganz, so gilt nach S. 1.16 fiir alle zg € C (da dist(zg, }) = o)

() (,
f(Z)ZZf (0)(2—20)” (z€C).

Beispiel 2.3 Polynome und exp, sin, cos sind ganz.

Satz 2.4 (Liouville)
Ist f ganz und beschrinkt, so ist f konstant.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein M > 0 mit |f(z)| < M fiir alle z € C. Mit der
Cauchyschen Ungleichung gilt fiir alle £k € N, R > 0

|f(’“)(0)\§]];—LM—>O (R — o).

Also ist £ (0) = 0 fiir alle k € N, d.h.

X r(v)
1= L0 e e
v=0 :

14
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Bemerkung 2.5 Ist f ganz und nicht konstant, so existiert eine Folge (z,) in C mit
|zn| = 0o und | f(z,)| — oo fiir n — co.

(Denn: Nach dem Satz von Liouville ist f unbeschrénkt. Damit existiert eine Folge (z)
so, dass |f(z,)| = oo. Fiir diese gilt auch |z,| — oo, da ansonsten nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrass eine Teilfolge z,, mit z,, — z existieren wiirde. Fiir diese wiirde dann
aber auch f(z,) — f(z) gelten. Dies widerspréiche aber |f(z,)] — 00.)

Beispiel 2.6 Ist f(z) = cosz, so gilt fir y € R

| cos(iy)| = cos(iy) = %(e‘y +e¥) = cosh(y) — oo (y — 00).

Bemerkung 2.7 Als kleine Anwendung des Satzes von Liouville ergibt sich ein kurzer
Beweis zum Fundamentalsatz der Algebra. Wesentlicher Teil des Beweises war der Nachweis
der Tatsache, dass jedes nichtkonstante Polynom P eine Nullstelle besitzt. Wir zeigen noch
einmal:

P hat eine Nullstelle in C.

Denn: Angenommen, nicht, d.h. 1/P ist eine ganze Funktion. Dann existiert nach B. 2.5
eine Folge (z,,) in C mit |z,| — oo und |1/P(z,)| = oo (n = 00), also P(z,) — 0(n — o).
Dies widerspricht aber |P(z)| — oo fiir |z] — oco.

Eines der zentralen Themen der reellen Analysis ist die Frage nach Extremstellen von Funk-
tionen (mit Werten in R). Da wir keine Ordnung in C haben, macht eine solche Fragestellung
fiir komplexwertige Funktionen keinen Sinn. Wir kénnen jedoch nach Extremstellen von
| /| suchen.

Bei holomorphen Funktionen bleibt diese meist erfolglos. Es gilt ndmlich

Satz 2.8 (Maximumprinzip; negative Formulierung)
Es seien G C C ein Gebiet und f € H(G). Hat |f]| ein lokales Mazimum, so ist f = const.

Beweis. Es sei zg ein lokales Maximum von | f|, d.h. es existiert ein r > 0 mit

[7(2)] < |f(20)] fir alle z € Uy(20) .
Angenommen, es existiert ein z; € U,(2z0) mit |f(21)] < |f(20)|- Ist p = |21 — 20], so gilt
auf Grund der Stetigkeit von t — f(z9 + pe't) auf [0,27] und |f(z0 + pe)| < |f(z0)]

27

——/um+mnm<WQW—/ﬂ Gl

0

also mit der Mittelwertformel (1.1)

2

1

éf/ (20 + pe™)|dt < |(20)]
0
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Widerspruch! Damit ist |f| = const auf U,(zp).
Hieraus folgt, dass auch f = const auf U,(zp) ist ([U]). Nach dem Identititssatz (S. 1.7)
ist damit f = const auf G. m|

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir

Satz 2.9 (Maximumprinzip; positive Formulierung)
Es sei G C C ein beschrinktes Gebiet, und es sei f : G — C stetig auf G und holomorph
i G. Dann existiert ein zg € G mit

|/ (20)| = max|[f(2)[.

zeG

Beweis. Ist f = const, so ist die Behauptung klar.

Es sei f # const. Da G beschriinkt ist, ist G = G'U G kompakt. Also existiert ein zg € G

mit |f(20)] = max|f(z)| (beachte: |f| stetig auf G). Dabei ist zg ¢ G nach S. 2.8, also
z€G

2o € 0G. o

Bemerkung und Definition 2.10 Es sei f: C — C ganz. Wir setzen

My(r) := max | f(2)] (r>0).

|z|=r

Dann gilt mit dem Maximumprinzip fiir alle » > 0

My (r) = max | f(2)|

|z|<r

und M(r) ist (streng) monoton wachsend (gegen oo nach dem Satz von Liouville falls f
nicht konstant ist).

Beispiel 2.11 Wir betrachten wieder f(z) = cos z. Ist |z] = r, so folgt

> (_1)1/Z2u
Z (2v)!

v=0

< Vz::o (;V)! = cosh(r) = cos(ir) .

|cosz| =

Also ist My (r) = cosh(r).

Bemerkung 2.12 Ist G C C ein Gebiet und ist f € H(G), so gilt natiirlich fiir alle
Nullstellen zy von f

[f(20) =0<|f(2)]  (2€G),

d.h. Nullstellen sind Minima von |f]|. Ist aber f(z) # 0 fiir alle z € G (d.h. Z(f) = 0),
so hat f im Falle f # const auch kein lokales Minimum in G (Minimumprinzip; negative
Formulierung).



2 ANWENDUNGEN DER CAUCHYSCHEN INTEGRALFORMEL 15

Auflerdem existiert dann im Falle, dass GG beschrinkt ist, stets ein zg € 0G mit

|/ (20)] = min [ f(z)]

zeG

(Minimumprinzip; positive Formulierung).
Beides ergibt sich unmittelbar durch Anwendung obiger Maximumprinzipien auf 1/f.

Definition 2.13 Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rédume. Sind f,,,f: X = Y, so
sagt man, die Folge (f,) sei lokal gleichmdfig konvergent gegen f (auf X), falls zu jedem
x € X eine Umgebung U von x existiert mit f, — f gleichmdf$ig auf U.

Bemerkung 2.14 Potenzreihen sind auf ihrem Konvergenzkreis lokal gleichméfig konver-
gent (siehe Analysis).

Wir untersuchen nun Folgen holomorpher Funktionen. Es gilt

Satz 2.15 Es sei 2 C C offen, und es seien f, : Q@ — C holomorphe Funktionen. Ferner

gelte fn, — f lokal gleichmdfig auf Q. Dann ist auch f holomorph in Q, und es gilt fiir alle
keN
f9 5 B (o o0)

lokal gleichmdfig auf 2.

Beweis. Ist zg € 2, so existiert ein R > 0 mit f,, — f gleichméBig auf Ur(z). Nach der
Cauchyschen Integralformel folgt fiir z € Ugr(20)

it zt it it
- /fn (z0 + Re™)Re fzo—i-Re )Re dt (n - 0o).
™

20 + Reit — z 271' 20 + Reit — 2

Damit gilt

dt (z € Ur(20))

/f 20 + Re')Re't
~or 2o + Re®t — 2

und folglich ist f analytisch in Ur(zp) nach S. 1.8 (vgl. Beweis zu 1.16).
Aus der Cauchyschen Ungleichung folgt weiter fiir alle festen k € N

K12k
Lmax (0@ - Y6 < e max (£ = Q=20 (n—o0).

Also gilt fr k) ) lokal gleichmifig auf Q. |
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Beispiel 2.16 Die Riemannsche Zeta-Funktion ¢ : G — C ist fir G:= {2 € C: Rez > 1}
definiert durch

<(z):=§jlylz (=§efm)~

Dabei konvergiert die Teilsummenfolge s,(z) = Y. -% lokal gleichméBig auf G ([U]). Da
v=1
die Teilsummen ganze Funktionen sind, ist ¢ holomorph in G nach S. 2.15.
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3 Stammfunktionen und Cauchyscher Integralsatz

Wir wenden uns nun der Frage nach der Existenz von Stammfunktionen im Komplexen zu.

Satz 3.1 FEs sei G C C ein sternférmiges Gebiet, und es sei f holomorph in G. Dann
existiert eine Funktion F : G — C mit F' = f (also eine Stammfunktion zu f in G).

Beweis. Ohne Einschriankung sei G sternférmig bzgl. 0. Wir definieren F' : G — C durch

F) = /z-f(zt)dt (€ Q).
0

Dann gilt

% (zf(2t)) = f(zt) + zf'(2t)t (z € G, te0,1]).

Da f holomorph in G ist, ist die rechte Seite stetig auf G x [0,1]. Nach S. 1.12 ist F
differenzierbar auf G mit

F'(z) =

z

1 1
(zf(zt))dt:/f(zt) dt+/t-zf’(zt) dt
0 0

O\H
Qv‘ >

1

f(zt) dt+t~f(zt)|(1)f/f(zt) dt = f(2).

0

Il
o _

Als erste Anwendung wollen wir uns mit der Frage der Existenz von Logarithmen und
allgemeinen Potenzen in C beschéftigen. Im ersten Teil der Analysis hatten wir die reelle
Logarithmusfunktion als Umkehrung der (reellen) Exponentialfunktion definiert. Schon die
Tatsache, dass die Exponentialfunktion im Komplexen nicht mehr injektiv ist, deutet an,
dass die Situation hier komplizierter wird. Es gilt jedenfalls

Satz 3.2 Es seien G C C ein Gebiet und g € H(G) mit Z(g) = (0. Dann gilt
1. Ist G sternformig, so existiert eine Funktion f € H(G) mit ef = g.

2. Sind f,f : G — C stetig, so gilt e/(?) = el fiir alle z € G genau dann, wenn ein
k € Z existiert mit

f(z) = f(z) + 2kmi (z€@).
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Beweis. 1. Da G sternformig ist, existiert nach S. 3.1 eine Funktion f € H(G) mit f' =
g'/g. Dabei kann f so gewihlt werden, dass fiir ein vorgegebenes zp € G und g(zo) = roe’#°
zusétzlich f(zo) = In(rp) + ipo gilt (ggfs. addiere man zu f eine geeignete Konstante). Es
folgt

(ge Y =ge 4 ge I (—f)=0 inG.
Also existiert eine Konstante ¢ mit

g(z) = ce/® fiir alle z € G.

Aus e/(%0) = g(z,) ergibt sich ¢ = 1 und damit die Behauptung.
2. Sind f, f € C(G) mit ef = e/, s0 gilt

el =) = ef(3) el () = 1 in G,

Damit ist -
-1

€7
211

o(2)

fiir alle z € G. Da G zusammenhiingend und ¢ stetig auf G ist, ist p(z) = const auf G
nach S. A.6, d.h. es existiert ein k € Z mit

f(z) = f(z) + 2kmi (z€q).

Die Umkehrung ist klar. O

Bemerkung und Definition 3.3 Esseien G C C ein Gebiet und g € H(G) mit Z(g) = 0.
Jede Funktion f € H(G) mit e/ = g in G heifit Zweig des Logarithmus von g in G. Ist f
ein solcher Zweig, so ist auch f mit f(z) = f(z) + 2kmi fiir ein k € Z ein Zweig. Nach S.
3.2.2 sind durch diese (abzéhlbar unendlich vielen) Funktionen alle Zweige gegeben.

Beispiel 3.4 Es sei
C_:=C\ (—00,0].

und ¢(z) = z. Dann ist C_ sternformig (etwa bzgl. 1). Nach S. 3.2.1 existiert eine in
Funktion f € H(C_) mit
ef) = 4 fiir alle z € C_.

(also ein Zweig des Logarithmus von z). Dabei kann f mit f(1) = 0 gew&hlt werden.
Ist z € C_, so existieren eindeutig bestimmte r > 0 und ¢ € (—m,7) (Polarkoordinaten)
mit z = re’?. Die Abbildung p : C_ — (0,00) x (=, ) mit

p(z) = (r,p) (2=re?eC.)
ist stetig auf C_ (siche Analysis). Damit ist auch f : C_ — C mit

f(z)=Inr+ip (zeC_)
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stetig. Weiter gilt natiirlich auch

ef () = elnrtiv — poiv — (zeCo).

Da f(1) = 0 = f(1) gilt, ist f(z) = f(z) in C_. Fiir z = r > 0 haben wir insbesondere
f(r) = Inr, d.h. dieser Zweig setzt den ,reellen Logarithmus“In holomorph auf C_ fort.
Wir nennen f den Hauptzweig des Logarithmus (von z) in C_ und schreiben dafiir auch

f(z) =:log 2 (zeC).
Nach S. 3.2.2 sind alle weiteren Zweige von der Form
z > logz + 2kmi = lnr +i(p + 2km)

fir ein k € Z.

Wie sieht es mit der Giiltigkeit der Funktionalgleichung
log(zw) = log(z) + log(w)

fir z,w € C_ aus?
Ist z = re’?, w = pe'’ mit p,9 € (—m,7) und @ + 9 € (=7, 7), so ist zw = rpe’¥*+?) Es
gilt also

log(zw) =In(rp) + i(e+¥) =lnr+ip+Inp+ i =logz + logw .
Ist jedoch etwa ¢ + 9 > 7, so ist zw = rpe’*T9=2™) also
log(zw) = In(rp) + i(¢ + ¥ — 2w) =log z + logw — 27i.

Es kommt also ein , Korrekturterm® 27r¢ hinzu. Im Falle ¢ 4+ = 7 ist log(zw) nicht einmal
definiert.
Die Beispiele zeigen, dass Vorsicht im Umgang mit komplexen Logarithmen angebracht ist!

Wie im Reellen definieren wir allgemein Potenzen mit Hilfe von Logarithmen. Wir be-
schranken uns dabei auf Potenzen, die unter Verwendung des obigen Hauptzweiges definiert
sind.

Definition 3.5 Es sei C_ = C\ (—00,0], und es sei b € C. Wir setzen
2P = elloez (zeC_).

Ist speziell b = 1/k fiir ein k € N,k > 2, so schreiben wir auch {/z an Stelle von 21k,
und ist k& = 2, so schreiben wir kurz /z. Die Funktion 2 — /z heiflt Hauptzweig der
k-ten Wurzel (fiv k = 2 Hauptzweig der Wurzel) (von z) in C_. Ist z = re'¥ € C_ mit
@ € (=, ), so gilt ¥z = &re?/* (und damit auch (¥/z)* = 2). Fiir z = r > 0 stimmt
die neu definierte Wurzel mit der reellen Wurzel iiberein.

Andere Zweige der k-ten Wurzel erhédlt man durch Verwendung anderer Zweige des Lo-
garithmus. Auflerdem kann man allgemeine Potenzen auch fiir allgemeinere Funktionen
betrachten, fiir die Logarithmen existieren.
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Bemerkung 3.6 Fiir z € C_ und by,b, € C gilt

Shitbz _ b b
Weiter ist z — 2° holomorph in C_ mit

(z°) =b- 271,

Wir wollen nun das lokale Abbildungsverhalten einer holomorphen Funktion etwas genauer
beleuchten. Das Maximumprinzip wird sich dabei auch noch einmal als Konsequenz ei-
nes allgemeineren Resultats ergeben. Zunéchst ergibt sich i.W. aus dem Hauptsatz iiber
Umbkehrfunktionen ([U]):

Satz 3.7 Es sei Q C C offen, und es sei f € H(Q). Ist zo € Q mit f'(z0) #0 (d. h. ist zg
eine einfache Nullstelle von f —wy), so existieren offene Umgebungen U von zg in Q und
V von wo = f(z0) in f(Q) so, dass fiy : U =V bijektiv ist mit f'(z) # 0 in U. Auferdem
ist dann g := (fiy)~' : V. — U holomorph mit

(Umkehrregel).

Beispiel 3.8 Wir betrachten f(z) = 22 (2 € C). Dann gilt f/(z) = 22 # 0 fiir alle z # 0. Ist
also 2 # 0, so existieren offene Umgebungen U von zy und V' von 22 so, dass S U=V
bijektiv ist.

Man beachte jedoch: f ist nicht injektiv auf C\ {0} (da f(z) = f(—=z) fiir alle z € C gilt).

Satz 3.9 Es sei Q C C offen, und es sei f € H(QY). Ferner sei zo € Q und wo = f(20),
wobei zg eine Nullstelle der Ordnung m von f —wq ist. Dann existieren eine offene Umge-
bung U von zo und eine in U holomorphe Funktion ¢ mit ¢(z9) = 0 sowie ¢'(z9) # 0 und
so, dass

f) =wo+¢m(z) (D).

Beweis. Es seien U := U, (z9) und g € H(U) so, dass f(z)—wo = (2—20)"g(z) und g(z) # 0
fir alle z € U (existieren nach B./D. 1.3). Dann existiert nach S. 3.2 ein h € H(U) mit
el = g.Ist ¢ : U — C definiert durch

w(z) = (2 — zo)eh(z)/m (zeU),

so gilt
P (2) = (2 = 20)"e"P) = (2= 20)"g(2) = f(z) —wo (2 €U).
Dabei ist ¢(z9) = 0 und ¢'(29) # 0. O

Als unmittelbare Konsequenz erhalten wir
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Satz 3.10 Ist G C C ein Gebiet und ist f € H(G), f # const, so ist [ offen (d. h. Bilder
offener Mengen sind offen).

Beweis. Es seien M C G offen und wy € f(M). Zu zg € M mit f(z9) = wp seien U C M
und ¢ wie in S. 3.9 (man beachte: jede Nullstelle von f —wg hat endliche Ordnung nach dem
Identitétssatz). Nach S. 3.7 kann dabei U so (klein) gew#hlt werden, dass ¢ : U — Us(0)
fiir ein 6 > 0 bijektiv ist. Da w — w™ 4 wy die Kreisscheibe Us(0) auf Usm (wg) abbildet
(Existenz komplexer Wurzeln; siehe Analysis) ist

Usm (wo) = wo + Usm (0) = wo + ™(U) = f(U) C f(M) .

Also ist f(M) offen. m|

Bemerkung 3.11 Es seien G C C ein Gebiet und f € H(G), f # const.

1. Fiir alle wy € f(G) und alle » > 0 mit U, (z) C G ist die Menge f(U,(%0)), wobei zg so,
dass f(z9) = wo, offen. Also existiert insbesondere stets ein wy € f(U,-(2¢)) mit |wy| > |wol.
Damit hat |f| keine lokalen Maxima in G. Dies zeigt, dass S. 3.10 das Maximumprinzip
umfasst.

2. (Gebietstreue holomorpher Funktionen) Da f insbesondere stetig auf dem Gebiet G ist,
ist nach S. A.5 und S. 3.10 auch f(G) ein Gebiet.

Wir beschéftigen uns nun mit dem Konzept komplexer Wegintegrale. Wir werden uns dabei
auf Integrale ldngs Pfaden beschréinken.

Definition 3.12 Ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg ~ : [, 5] — C heifit ein Pfad
(Dabei ist ~ stiickweise stetig differenzierbar, falls 4/ bis auf endlich viele Punkte existiert
und zu einer stiickweise stetigen Funktion fortgesetzt werden kann). Ist f : v* — C stetig
auf v*, so ist f oy -+’ eine Regelfunktion auf [, 3]. Wir definieren das (Weg-)Integral von

/f¢:/f(C)dC :—7f07~7'—7f(7(t))’7'(t)dt~

Auflerdem setzen wir

f lings v durch

B
/ FO) ¢ = / SO ()] dt

sowie L(7) := [ |d(|. Dabei heiit L(v) die Linge von 1.
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Bemerkung 3.13 Fiir v : [0,27] — C mit y(¢) = 2o + Re'’ wobei 29 € C und R > 0, und
fiir f stetig auf Kpr(zo) = v* ist

2m 27
F(O)d¢ = | f(z0+ Re)iRedt und | £(¢)|d¢| = | f(zo + Re*)Rdt
frox-] from- ]

v

Wir schreiben in diesem Fall auch

[ oo [ st [

[(—20|=R Kr(z0) Rl
Damit gilt fiir alle R > 0
27
/ (Re™) Y iRe™ dt =i / dt = 2mi.
C — 20
Kr(zo0) 0 0

Ist allgemeiner f holomorph auf einer offenen Menge €2, so liest sich fiir zp € € und
R < dist(zg, 02) die Causchysche Integralformel kurz

fz) = = / Cf@)zdg (= € Unl=0) -

Kr(20)

Bemerkung 3.14 1. Esseien 7 : [@, 3] — C und 7 : [a, 8] — C Pfade, und es sei ¥ = oo,
wobei ¢ : [a, 3] = [, (] stetig differenzierbar mit ¢’ > 0 und @(@) = a, ¢(3) = 4. Dann
ist v* = 4%, d.h. die Spuren stimmen tiberein, und es gilt mit der Substitutionsregel

/f=/Bfw-ﬁ'=/gfovw-w’os0-<p’=/ﬁfov-w'=/f~
E? & & o 5

Dies zeigt, dass die Pfadintegrale im Falle der Existenz einer Funktion ¢ wir oben iiberein-
stimmen. Wir schreiben 4 ~ ~ falls eine Abbildung ¢ mit obigen Eigenschaften existiert.
Offensichtlich ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Pfade in C. Wir kénnen
damit insbesondere zu jedem Pfad 7 : [a, 3] = C und zu jeden Intervall [&, 3] einen #qui-

valenten Pfad 7 : [&, 3] — C finden (p(t) = a + 6~ - (f(t — «) ist geeignet).

Fiir die zu v gehorige Aqulvalenzklasse ] ist

/ f e / ;ofecty
wohldefiniert.

2. Es seien a,b € C und 7 : [0,1] — C definert durch

y(t):=a+tb—a) (t€]0,1]).
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Dann schreiben wir auch

ot

Ist () := b+ t(a — b) so ergibt sich

b

jf=—/f-

a

Man beachte, dass die Spuren v* und 7* iibereinstimmen.

)

3. Unmittelbar aus der jeweiligen Definition ergibt sich (mit || f||co = || f|lM,00 := sup | f(¢)
ceM

folgende einfache, aber oft sehr niitzliche Abschétzung fiir das Integral von f lings +:

| [ 4] < [15©01adl <l - L6

Der folgende Satz zeigt, dass bei Existenz einer Stammfunktion Integrale wegunabhéngig
sind.

Satz 3.15 Es sei G C C ein Gebiet, und es sei f : G — C stetig. Existiert eine Funktion
F e HG) mit F' = f in G (d.h. F ist eine Stammfunktion zu f in G), so gilt fir alle
Pfade v in G mit Anfangspunkt a und Endpunkt b

/f:F(b) — F(a).

[

~

Insbesondere ist damit

fiir alle geschlossenen Pfade in G.
Beweis. Es sei v : [a, f] = G mit y(«) = a und v(8) = b. Dann gilt

B8 B8
/f=/fwwM=/www%dwmm—me»=ﬂw—F@

nach dem HDI. O
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Beispiel 3.16 Es seien zp € C und v : [a, 5] = C\ {20} ein beliebiger Pfad. Dann gilt fur
m € Z, m# —1

/(C - Zo)de = %ﬂ((b — Zo)m+1 _ (a _ ZO))m+1) ’

wobei v(«a) = a,v(8) = b. Also: Der Wert des Integrals héngt nur von den Anfangs- und
Endpunkten von 7 ab, nicht aber vom Weg ~!
Insbesondere gilt fiir jeden geschlossenen Pfad v in C\ {z0}

/(C — Z())mdc = 0 .
~

Ist m = —1, so ist dies nach B. 3.13 im Allgemeinen falsch.
S. 3.15 zeigt dariiber hinaus, dass z — 1/(z — z9) = (z — 20) "' in G = C\ {20} keine
Stammfunktion haben kann!

Satz 3.17 (Cauchyscher Integralsatz fiir sternformige Gebiete)
Es sei G C C ein sternformiges Gebiet, und es sei f holomorph in G. Dann ist

[
7

fiir alle geschlossenen Pfade in G.

Beweis. Nach S. 3.1 existiert ein F' mit F’ = f in G. Also folgt die Behauptung aus S.
3.15 |

Bemerkung 3.18 Es seien G = C\ {z} und f(z) = 1/(z — 2z9). Wieder zeigt B. 3.13,
dass die Aussage von S. 3.17 nicht fiir G und damit nicht fiir alle Gebiete gilt.

Bemerkung 3.19 Sind Q C C offen und f € H(Q), so gilt nach S. 3.17 insbesondere fiir
jeden Kreis U = Ug(zp) in 2 und jeden geschlossenen Pfad « in U

=0

Ist A = A(a, b, ¢) das Dreieck mit Ecken a, b, ¢, so gilt also insbesondere

C a

[re(f ]+ e

b c
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falls A C Ugr(zo). Tatséchlich gilt auch folgende Umkehrung (Satz von Morera):
Ist f € C(Q) und existiert zu jedem zo € Q ein r > 0, so dass

Jr-

fiir alle Dreiecke A = A(a,b,¢) in U, (z0), so ist f € H(Q).
(Denn: Es sei F': U := U,(z9) — C definiert durch

F(z) ::/Zf (z€U).

Dann gilt fiir z,w € U

w

F(w) - F(:) = (/+7)f=(

z0 z

LoDl

also fiir h # 0 geniigend klein

z+h
UGN LNCE ﬁ | / (FO=F )| || F =)z aayoe =0 (B —0).

Damit ist F differenzierbar auf U mit F’ = f auf U. Da f stetig ist, ist ' holomorph auf
U und folglich auch f. Da zy beliebig war, ist f holomorph auf .)



4 FOURIER- UND LAURENT-REIHEN 26

4 Fourier- und Laurent-Reihen

Im ersten Abschnitt haben wir uns mit Taylor-Reihen bzw. Potenzreihen beschiftigt. Wir
wollen nun eine andere Art von Reihenentwicklungen untersuchen, die den wesentlichen
Vorteil hat, dass keine Ableitungen von f bendtigt werden. Dazu stellen wir zunéchst
einige Voriiberlegungen an.

Bemerkung 4.1 Wir schreiben im Weiteren kurz
S:={z€C:|z| =1} (= K1(0) = 0D) .
Dann sind durch

<hg>= o [FQFQIE (fg€C(s)
S

ein Skalarprodukt auf C(S) und durch

Illz = £l := (< £, f >)2 (FeC(S)

eine Norm auf C(S) definiert.
Ist ferner e : S — C fur k € Z definiert durch

er(z) = 2" (z€9),

so gilt dabei

T

1 — 1 (hmi

_ g —- z gt

27T/CC|dC| 27r/€ dt
S

—T

< ek, e >

T

1

b itk
2mi(k — j)

—T

1 k=3

Damit ist (ex)gez ein Orthonormalsystem (ONS) in (C(S), < -, - >).
Ist - .
flz)= VZ_:OO ayz’ = nh—>12<> V;n ayz gleichméifig auf S ,
so gilt f € C(5) und ar =< f,ex > fiir alle k.
(Denn: Es ist

1 T 4 o 1 n ‘
_ i(v—k)t _ i(v—k)t _
< f,ex >= o / 2 a,e dt = V:E_Ooal’ o /e dt = ay,.)

V=—00

Dies ist nach dem Weierstrassschen Majorantenkriterium insbesondere dann der Fall, wenn
o0

> Jau] < oo gilt.

v=—00
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Definition 4.2 Es sei f € C(S). Dann heifit fiir k € Z

F) =< > o= o [ 1T 1 = o [ senreioas = oL [ 8 ac
S - S

k-ter Fourier-Koeffizient von f. Fiir n € Ny heifit weiter s,, = s, f mit
n

$n(2) := (snf)(z Z flv Z < fre, > e, (2) (z €9)

v=—n v=—n

n-te Fourier-Teilsumme von f und (s, f)nen, Fourier-Reihe von f.

Beispiel 4.3 1. Ist (ap)nen, eine Folge in C mit Z la,| < o0, so ist die Reihe Z ayz
n=0

gleichmiilig konvergent auf D. Also ist f: D — C, deﬁnlert durch

)= az’  (]2|<1),
v=0

stetig auf D und holomorph in . Nach B. 4.1 ergibt sich f(k) = ax = f*)(0)/k! fiir k > 0
und f (k) = 0 fir £ < 0. Also stimmt die Taylor-Reihe von f auf S mit der Fourier-Reihe
von f (oder genauer f|g) iiberein.
2. Wir betrachten f:S — R mit

JE) =51 (temm),
d. h f(2) = w/2 — | arg(z)| wobei Im(log z) =: arg(z) fiir z € S\ {—1} (und arg(—1) := 7).
Dann gilt fir k£ # 0

o f (k /| | cos(—ks) dsfz/\ |sin(—ks) d /scos(ks)ds:%(lf(fl)k),

=0

also
f(k) = (k ungerade) , f(k)y =0 (k gerade, k #0).

Auflerdem ist

k2

#(0) g / Itldt =0 .
Folglich gilt fiir z = e € S
= . 2 X2 P A
o = 2y =2 )
v=—00 v ungerade v>0 ungerade
4 Re(z”) 4 cos(vt)
R Z 2 Z V2
v>0 ungerade v>0 ungerade

Dabei ist die Konvergenz (auch fiir die mit den Absolutbetrigen gebildete Reihe) gleichméifig
auf S.
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Bemerkung 4.4 Bisher wissen wir nur wenig dariiber, unter welchen Bedingungen die

Fourier-Reihe die Funktion f darstellt, d.h. wann (und in welchem Sinne)
f= lim s,f
n—oQ

gilt.
Da (ex)rez ein ONS ist, ergibt sich (siche Lineare Algebra)

”f - 5nf||2 = diSt(fa Tn)a

wobei
T, := linspan{e; : k € {—n,...,n}}

die Menge des trigonometrischen Polynome vom Grad < n bezeichnet.

Also: s, f € T, ist die beste Approximation an f beziiglich der || - ||2-Norm.

Wenn wir also nach Konvergenz bzgl. || - ||2 fragen, so folgt, dass

If =snfllz—=0  (n—o0)

fir alle f € C(S) schon dann gilt, wenn nur dist(f,7,) — 0 erfiillt ist, m.a.W., wenn
U T (die Menge der trigonometrischen Polynome) dicht in (C(S), || - ||2) ist. Da fiir alle

neN

fec(s) . "
171l = (55 [ 1#)PIact) " < 15
S

gilt, reicht es dafiir zu zeigen, dass |J T, dicht in (C(S),]| -
neN

) ist.

Bemerkung und Definition 4.5 Es seien f,g € C(S). Wir definieren die Faltung f * g :

S — C von f und g durch

(F o)z /fzc il = 5 [ 1G:1090F G es)
S

Dann ist f * g stetig auf S, und es gilt

fxg=gxf.

([0]). Ist dabei speziell f € T, so gilt

und damit

v=—n

U0 = Y f o [To0ci= Y fwie Ges).
S

Also ist auch f * g € T,, mit
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Wir setzen fiir A C S so, dass t — ya(e!) eine Regelfunktion auf [—m, x| ist (hierbei ist
x4 die Indikatorfunktion von A),

FQldl = [ fe")xale™)dt.
[raw=]

Satz 4.6 Firn € N seien Q,, € T,, mit folgenden Figenschaften:
(i) @n >0 auf S (n € N),

(i) 57 [ QulQldc =1 (e ),
S

(iii) Firalled >0 gilt [ Qn(¢)]d¢] = 0 (n — o).
S\Us(1)

Ist f € C(S), so gilt
f*Qn— f gleichmaifig auf S.

Beweis. Mit (ii) ergibt sich zunichst

(f*Qu)(z) — f(2) = — /<f<zz>—f<z>>@n<<>|d<| (z€8neN),

T o
5
also mit (i)

(£+@u)E) ~ £ < 5= [ 170 - F@IRuOl] (2 € Sime)
S

Es sei nun € > 0 gegeben. Da f stetig auf der kompakten Menge S ist, ist f gleichméfig
stetig. Also existiert ein § > 0 so, dass

f(z0) = f()l <e  (z€8[C-1]<0).

Hieraus folgt wieder mit (ii)

Us(1) Us(1)
Mit (iii) gilt zudem

swos [ GO - S@IROM <2l 5 [ @uOldc] 0 (0 o0)

zeS 2w
S\Us (1) S\Us (1)

Folglich ist fiir n geniigend grof3
1 Qn = flloo < 2e.



4 FOURIER- UND LAURENT-REIHEN 30

Bemerkung 4.7 Es stellt sich natiirlich die Frage nach der Existenz von Folgen wie in S.
4.6. Ein Beispiel ist

F.(z) = Z (1—%)2’” (z€ S,neN)

vV=—n

(Fy, heifit n-ter Fejér-Kern). Es gilt dafiir: F,, € T,, und

= [ Fu©lacl = > (- /<"|d<|—1
/ =,

750 v

also ist jedenfalls (ii) erfiillt. Weiter ist fir z € S

n41-1|zzj|2 n—1r1<§:zj><zn:zj>:

Jj=0 Jj=0 Jj=0

n

1 n
= i _n+1 2, (1= = Fu(a),
J,k=0 v=-n

also F,, > 0 und fiir z € S\ Us(1)

"+1—12 1 4
nz:n—i—l‘Z ]{ n—|—1 z—1 ’§n—|—l.ﬁ_>

Damit gilt F,, — 0 gleichméBig auf S\ Us(1). Also ist insbesondere auch (iii) erfiillt.
Nach S. 4.6 gilt also fiir alle f € C(5)

fxF,—f gleichméBig auf S.

Da alle f x F), trigonometrische Polynome (von Grad < n) sind, ist insbesondere |J T}, dicht

in (C(S)7 H ’ ”oo)

Wie bereits in B. 4.4 erldutert, impliziert dies insbesondere, dass fiir alle f € C(5) gilt
lf =snflla=0  (n—00)
d.h. s, f — f ,im quadratischen Mittel“. Dies bedeutet jedoch noch nicht, dass stets auch
snf(2) = f(2)

fiir alle z € S gilt. Tatséichlich gilt dies auch nicht fiir alle f € C(S) (genauer ist (s, f(2))n
noch nicht einmal fiir alle z unf f beschrénkt, was wir jedoch nicht zeigen werden).

Satz 4.8 (Fejér)
Es sei f € C(S). Dann gilt

I Z suf = f gleichmafig auf S.
v=0
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Beweis. Es sei F), der n-te Fejér-Kern. Dann gilt

n

1
n—&—lzl’f _n—i-lzzf

v=0 v=0 pu=—v
LY g 1= (1 )
1 n+1
p=—n v=|pl p==—n

——

=n+1—|u|
d.h. f* F,, ist das arithmetische Mittel der Fourier-Teilsummen sqf, ..., s, f. Also folgt die
Behauptung mit B. 4.7. m|

Als Folgerung aus B. 4.7 erhalten wir

Satz 4.9 Es sei f € C(S). Dann gilt

LflIE= S |fw)? (Parsevalsche Gleichung).

2. Gilt f(l/) =0 fir allev € Z, so ist f = 0.

3. Konvergiert (s, f) gleichmdfig auf S, so gilt

snf — f.

Beweis.
1. Es gilt s,,f € T), und f — s, f € T;- (— Lineare Algebra). Also ergibt sich aus dem Satz
von Pythagoras

1115 = 11f = safll3 + lIsafll3-

Nach B. 4.7 gilt ||f — s, f]|3 = 0(n — o), d.h. ||s,f]|3 = ||f]]3 (n — 00). AuBerdem ist
(wieder mit Pythagoras)

(e Z fwels = Z FOP e 3= > 1F @)

vV=—n vV=—n vV=—n

Damit ergibt sich 1.
2. Ist f(v) =0 (v € Z), so ist ||f]||? = 0 nach 1., also f = 0.
3. Aufgrund der gleichmBigen Konvergenz ist ¢ : S — C mit

g(z) := nhm snf(z Z fw

stetig auf S. Auflerdem gilt nach B. 4.1
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also auch (f — ¢gJ{k) = 0. Nach 2. ist f —g =0. O

Wir untersuchen nun Funktionen f, die holomorph sind in einem Kreisring
Ver(zo) ={z€C:r<|z—2)| <R},

wobei 0 <r < R < o0.

Bemerkung 4.10 Es sei (a,),ez eine Folge in C. Ist
1

Vh_)r{)lo la,| = = und Vlgrolo la_,| =r,
(oo}
so konvergiert die Potenzreihe 3 a,(z — zg)” gleichmiBig auf jeder kompakten Teilmenge
v=0

o)

von |z — zp| < R (siehe Anaysis) und ) a_,(z — z9) " gleichméfig auf jeder kompakten
v=1

Teilmenge von |z — zg| > r (Potenzreihe in 1/(z — 2p)). Also ist im Falle » < R die Summe

> a,(z—2zp)" der beiden Reihen gleichméfig konvergent auf jeder kompakten Teilmenge

V=—00

des Kreisringes V;. g(z). Ausserdem ist

f(z) = Za,,(z —20)" + Z a—y(z—2z9)7"
v=0 v=1

holomorph in V;. g(20).

Beispiel 4.11 Fiir a, :=1/|v|! (v € Z) gilt
VILH;O la,| =0 und Vll)r{)lo Vie—,| =0,

also r = 0 und R = oco. Hier ist

) o v g
f(z) = Z auZVZZ;—FZV'ZV =e*+el/* -1
v=0 "~ v=1 "

V=—00

holomorph in Vp o (0) = C\ {0}.

Wir zeigen nun, dass jede in einem Kreisring holomorphe Funktion durch eine solche Reihe
dargestellt wird.

Bemerkung und Definition 4.12 Es sei f € H(V), wobei V = V,. r(20), und es sei fiir
kelZ

ak()\) = L / (C_f«(ZE;kHdC (>\ € (Tv R)) .
[C—zol=A
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Dann ist A — ag(\) konstant auf (r, R).

(Denn: O.E. kénnen wir zg = 0 und 7 < 1 < R annehmen (ansonsten: f(z) = f(zo + pz)
fiir ein p € (r, R) auf V,.;, r/,(0) betrachten).

Der gleiche Beweis wie in B. 1.13 zeigt, dass fiir g € H(V;. g(0)) und @ : (r, R) — C mit

d(N) ;:/g(Ae”)dt (A€ (r, R))

gilt: @ ist konstant auf (r, R).
Damit folgt mit g(z) := if(z)/2" fiir alle A € (r, R)

, f Aeit)idet r if(Ne')
2miak(X) = / Ck+1 d¢ = )\k+161t G W= | g At =2
[CI=A -
Also ist ai(\) unabhingig von A.)
Wir setzen
fv(k) = ak()\) (k S Z) .

Dann heiBen fy (k) k-ter Laurent-Koeffizient von f bzgl. V und > fu(v)(z — 20)”

Laurent-Reihe von f bzgl. V. Ferner heiBen die (Potenz-)Reihe 3 fy (v)(z — z)” Re-
v=0
-1 S
gulirteil (oder auch Nebenteil) und die Reithe > fy(v)(z—20)" = > fu(—v)(z—20)7"
v=—00 v=1

Hauptteil der Laurent-Reihe.

Satz 4.13 Es seien 0 <r < R < oo sowie zy € C, und es sei f € H(V, r(z)). Dann gilt

o0

@)= > h)z—2)"
v=—00
mit gleichmdffiger Konvergenz von Reguldr- und Hauptteil auf allen kompakten Teilmengen
von Vi r(%0).
Auferdem ist die Darstellung eindeutig, d.h. ist f(z) = > b,(z—20)" mit glokal leichmdifsi-

ger Konvergenz auf Vy. g(20), so ist by, = fy (k) fir alle k € Z.

Beweis. 1. O. E. sei wieder zp = 0 und r < 1 < R. Wir setzen zur Abkiirzung a, := fy (v).
Es gilt firr < A< R

L 2mA [ f11 K (0,00
|”|*‘2m / v C’—g wrillflloe === (veZ).

ICI=A

Also folgt

N 1 -
fm {/ja,[ <5 und  Tim la_u] <.
V—r 00

vV—00
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Da X € (r, R) beliebig war, ist

N 1 _
lim /]a,| < = und lim /]a_,| <7r.

V—r00 V—r 00

Aus B. 4.10 ergibt sich die Konvergenzaussage.
Essei g(z) :== > ay,2” fir z € V, g(0). Dann ist g € H(V,. g(0)) nach B. 4.10. Aus

V=—00

f‘;(k) _ % / f(s)e_iksds = ZLﬂ'Z/ gk(—éi:z d¢ = ay, (keZ)
-7 S

folgt g5 = li_>rn 5n(f|s). Dabei ist die Konvergenz gleichméBig auf S. Also ist nach S. 4.9.3

gis = fis -

Nach dem Identitéitssatz gilt g = f (beachte: beide sind holomorph in V,. g(0)).
2.Ist f(z) = >, bu(2—20)" lokal gleichmiBig in V;. g(z0), so gilt fiir A € (r, R) und k € Z

V=—00

nach B. 3.16

R el B e =L S DIF S ISP

- 20
[(—20|=A [(—z0|=A

V=—00

Bemerkung 4.14 1. Es seien 2 C C offen und f € H(Q\ {z0}) fiir ein 2o € Q. Ist f
beschrénkt bei zg, d. h. beschfankt auf 0 < |z — 2| < ¢ fiir ein 6§ > 0, so gilt fir alle v € N
und 0 < A <6
) < A =0 A—=0
fr(-nl < _max_IFOW 20 (A =0
(vgl. Beweis zu S. 4.13). Also ist fy (—v) = 0 fiir » € N und damit nach S. 4.13

f(z) = fv(¥)(z = 20)"
v=0

fir 0 < |z — 20| < R := dist(z0,09). Also ist f zu einer in © holomorphen Funktion
fortsetzbar und die Potenzreihenentwicklung gilt auf Ug(zo).

2. Eine kleine Modifikation des Beweises zu S. 4.10 zeigt, dass aus S. 4.9.3 auch gk, o) =
J1x,(0) fiir alle p € (r, R) folgt. Damit kommt man im Beweis zu S. 4.10 auch ohne den
Identitétssatz aus. Ist f € H(2) in 1., so ist natiirlich f beschrénkt bei zg. Also haben
wir damit einen weiteren Beweis zu S. 1.16. AuBerdem gilt in diesem Fall auch fy (v) =
FW)(20) /0! fiir v > 0.
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5 Isolierte Singularititen

Bisher haben wir uns mit dem Verhalten holomorpher Funktionen f : 2 — C in der Menge
Q beschiftigt. Oft ist aber das Verhalten holomorpher Funktionen bei Anniherung an
Randpunkte von §2 besonders interessant. Der einfachste Fall eines solchen Randpunktes
ist der eines isolierten Punktes, mit dem wir uns jetzt genauer befassen.

Bemerkung und Definition 5.1 Es seien  C C offen und f € H(Q). Ist a € 9 ein
isolierter Punkt von Q° (d.h. Us(a) \ {a} C Q fiir ein § > 0) so heifit a eine isolierte
Singuarlitit von f. Ist dabei R := dist(a, 92\ {a}), so hat fin V :=Vy r(a) = Ur(a) \ {a}
die Laurent-Entwicklung

o0

f@)= 3 fG-a'= Y alz-a)"

V=—0Q V=—00

geméB S. 4.13. Damit heifit a
1. hebbare Singularitit falls a_, = 0 fiir alle v € N.
2. Pol der Ordnung p € N falls a_,, # 0 und a_, = 0 fiir alle v > p.

3. wesentliche Singularitit falls a_,, # 0 fiir co viele v € N.

Beispiel 5.2 1. Es sei f: C\ {0} — C definiert durch

e*—1

fz) = (z#0).

z

Hier gilt

oo v

f(Z):ZOm in Vb,oo(o)a

also ist a_,, = 0 fiir alle v € N. Damit hat f an 0 eine hebbare Singularitiit.
2. Fir pe Nsei f: C\ {0} — C definiert durch

f(z):=¢e*/2? (z#£0).

Dann ist
=1 = 1
— o 2y k
f(2) UZ:Oy!z k;pi(kij)!z ,

also a_, =1 und a_, = 0 fiir v > p. Damit hat f an 0 einen Pol der Ordung p.
3. Essei f:C\ {0} — C definiert durch

flz)=e*  (z#0).
Dann ist

f(z)=1+ Z JZ_V in Vu,r(0),
v=1 '

also ist hier a_, = 1/|v|! # 0 fiir alle v € N. Folglich hat f an 0 eine wesentliche Singularitét.



5 ISOLIERTE SINGULARITATEN 36

Wir wollen nun fiir alle drei Typen isolierter Singularitéiten Charakterisierungen herleiten.

Satz 5.3 (Riemannscher Hebbarkeitssatz)
Es seien ) C C offen und a eine isolierte Singularitit von f € H(QY) . Dann sind dquivalent

a) f hat an a eine hebbare Singularitit.

b) f st durch f(a) := fuv(0) = ag zu einer auf QU {a} holomorphen Funktion f fort-
setzbar (die wir auch f nennen).

b) Es existiert eine Umgebung U von a so, dass f in U\ {a} beschrinkt ist.

Beweis. a) = b): Ist a eine hebbare Singularitit von f, so ist

o) =3 a0y
v=0
holomorph auf U := Ugr(a) mit R = dist(a, 02\ {a}), und es gilt
f(2)=1(z)  (zeU\{a}).
b) = ¢) ist klar und b) = a) ergibt sich aus B. 4.14.1. m|
Fiir Pole der Ordnung p gilt folgende Charakterisierung.

Satz 5.4 Fs scien  C C offen und a eine isolierte Singularitit von f € H(Q). Dann sind
dquivalent:

a) f hat an a einen Pol der Ordnung p.

b) Es existiert eine Funktion g € H(Q U {a}) mit g(a) # 0 und so, dass

fe) =2 e

c) 1/f ist (definiert und) holomorph auf einer offenen Umgebung U von a mit Nullstelle
der Ordnung p an der Stelle a.

Beweis. a) = b): Wir setzen g(z) := (z — a)? f(2) fiir z € Q. Ist

o0

f(z) = Z ay,(z—a)’ in Vyrg(a)

v=—p
mit a_, # 0, so ist

o0 o0

9(z) = Z ay(z — a)"*P = Z ay—p(z — a)”

v=—p v=0
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holomorph auf QU {a} mit g(a) = a_, # 0 und

i =29 cq).

(z —a)

b) = ¢): Es sei U eine offene Umgebung von a so, dass ¢g(z) # 0 in U. Dann ist

1 1
=(z—alf — zeU\{a}).
=G GeU\ )
Also ist 1/f (definiert und) holomorph auf U und hat nach B./D. 1.3 eine Nullstelle der
Ordnung p an a.

¢) = a): Nach Voraussetzung gilt

1 P, z z a
ﬁz):(zfa) go(2) (2 €U\ {a})

mit einer Funktion go € H(U) mit go(a) # 0. Dann ist auch go(z) # 0 auf einer offenen
Umgebung U von a. Also ist

_ 1/g0(2)
(z—a)p

Da 1/go holomoroph in U ist, hat 1/go eine Potenzreihendarstellung

f(2) (=€ U\{a}).

l/go(z)zz:by(z—a)” in Us(a)
v=0

fir ein § > 0. Damit ist

f(z) = Zbu(z —a)’ P = Z bu+p(z —a)”,
v=0

v=—p

in Vp s(a) mit gleichméBiger Konvergenz auf allen kompakten Teilmengen, d. h.

1 p
Mo = 3 bz —a) =3 by u(z— )
v=—p v=1
ist der Haupttteil der Laurent-Reihe, und es gilt a_, = by = 1/go(a) # 0. O

Als Folgerung erhalten wir

Satz 5.5 Fs seien Q) C C offen und a eine isolierte Singularitit von f € H(Q). Dann hat
f an a genau dann einen Pol (irgendeiner Ordnung), wenn gilt

tim /()] = oo

Beweis. Hat f an a einen Pol, etwa der Ordnung p, so gilt mit g wie in S. 5.4 (da g(a) # 0)

l9(2)]

|2 —al?

If(2)l =

— 00 (z—a).
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Gilt umgekehrt
()] =00 (2= 00),

so existiert eine offene Umgebung U von @ mit f(z) # 0 in U \ {a} und
1

lim —— =0.

= f(2)
also ist 1/f nach S. 5.3 holomorph fortsetzbar an der Stelle a mit Nullstelle, etwa der
Ordnung p. Dann hat f nach S. 5.4 einen Pol der Ordnung p. a

Beispiel 5.6 Es gilt
1
Z(sin) = {km: k € Z}, Z(cos) = {(k+ i)ﬂ ckeZ},

und alle Nullstellen sind von der Ordnung 1. Damit hat auch tan an den Stellen k7w Null-
stellen der Ordnung 1 und cot an den Stellen (k + 1/2)m. Nach S. 5.4 hat cot = 1/tan
Pole der Ordnung 1 an den Stellen k7 und tan = 1/ cot Pole der Ordnung 1 an den Stellen
(k+1/2)7.

Nach S. 5.5 gilt fiir alle k € Z

lim |cotz| = lim [|tanz|=o00.
z—km z—(k+3)m

Bemerkung und Definition 5.7 Es sei

52 .= {8: (&,m,¢) €R3: ’s—(0,0,%)‘ = %}

Dann ist durch

P(2) == Pz + iy) = IZP% (@, |22 (z€C)

eine bijektive Abbildung von C auf S2\ {(0,0,1)} definiert ([U]). Die Umkehrabbildung ist

gegeben durch

_ & .
P 1(57"77()_1_<~+7’1_<

(so genannte stereographische Projektion).

Setzt man
Coo := CU {00}, P(0) :=(0,0,1),

so ist P : Coo — S? bijektiv, und durch
X(z,w) :=|P(z) — P(w)] (z,w € Cxo)

wird (Co, x) ein kompakter metrischer Raum (die so genannte Riemannsche Zahlenkugel).
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1

V122

Dabei gilt x(z,00) = fiir z # oo, also ergibt sich fiir eine Folge (z,) in C

X(zn,0) = 0 (n — o)

(d. h. z, = 00 in (Cw, X)) genau dann, wenn |z,| — oo (n — 00).

Da P:C — 8%\ {(0,0,1)} und P! : S§2\ {(0,0,1)} — C stetig sind, ist M C C genau
dann offen in (C, d).), wenn M offen in (Co, x) ist. Fiir 2,, z € C folgt zudem |z, —z| — 0
genau dann, wenn x(zn,z) — 0.

Ist also a € C und ist f : U \ {a} — C holomorph fiir eine offene Umgebung U von a mit
Pol an der Stelle a, so kann f durch f(a) := co zu einer stetigen Funktion f : U — Cy
fortgesetzt werden. (Man beachte: Nach S. 5.5 gilt

f(z) 5 (z = a)

in (Coo, X))

Definition 5.8 Es sei (2 C C offen. Eine Funktion f : Q@ — Cy heiflit meromorph in €,
falls

P(f):={2€Q: f(z) = 00} = f7!({o0})
keinen Héufungspunkt in €2 hat, f € H(Q\ P(f)) gilt und f an allen Stellen z € P(f) Pole
hat (d. h. f ist stetig an allen z € P(f)).

Beispiel 5.9 1. Die Funktionen cot und tan (durch den Wert oo an den Polstellen definiert)
sind meromorph in C (vgl. B. 5.6). Man beachte dabei: P(tan) = {(k+1/2)7 : k € Z} und
P(cot) = {km : k € Z} haben keine Hiufungspunkte in C.

2. Es sei f: C\ {0} — C definiert durch

1

1
)= gy (FEC U ke k£01U{0])

(und f(1/(km)) = oo fir k € Z, k # 0). Dann ist f meromorph in @ = C\ {0} mit
Polstellenmenge P(f) = {1/(kw) : k € Z, k # 0}).

Bleibt noch, das Verhalten in der Nihe von wesentlichen Singularititen zu charakterisieren.
Bitte schon:

Satz 5.10 (Casorati-Weierstrass)
Es seien Q C C offen und a eine isolierte Singularitit von f € H(Y). Dann sind dquivalent:

a) f hat an a eine wesentliche Singularitdt.

b) Fiir alle offenen Umgebungen U von a gilt

fU\{a}) =C,
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¢) Zu jedem w € Cy existiert eine Folge z, in Q mit z, = a und f(z,) = w fiirn — oo.

Beweis. a) = b): Angenommen, es existiert eine offene Umgebung U von a mit

fU\{a}) #C.
Dann existieren ein w € C und ein 6 > 0 so, dass |f(z) —w| > § fiir alle z € U \ {a} gilt.
Wir definieren g : U \ {a} — C durch

o0 = s CEUN.
Dann ist g € H(U \ {a}) mit |g(z)| < 1/6 fiir alle z € U, z # a. Also hat g an a eine hebbare
Singuarlitét nach S. 5.3 (wir schreiben auch fiir die Fortsetzung wieder g).
Ist g(a) # 0, so ist f(z) = w + 1/g(z) beschrénkt in einer Umgebung von a, also hat f
wieder nach S. 5.3 eine hebbare Singuarlitdt. Widerspruch!
Ist g(a) = 0, so gilt .

|f(Z)*w|*m%OO (z = a),
also auch

|f(z)| = o0 (z—a).

Damit hat f an a einen Pol nach S. 5.5. Widerspruch!
b) = ¢): Ist w € C, so existiert zu jeden n € N ein z, mit 0 < |z, —a| < 1/n und
|f(zn) —w|] < 1/n. Damit gilt z, — a und f(z,) = w fir n — co. Ist w = oo, so existiert
entsprechend fiir alle n ein z, mit 0 < |z, —a| < 1/nund |f(z,) —n| < 1, also | f(z,)| — 0.
c) = a): Gilt die Bedingung c), so ist f unbeschriankt in jeder Umgebung von a, und es
gilt sicher nicht |f(z)| — oo fiir z — a. Folglich hat f an a weder eine hebbare Singularitéit
noch einen Pol (S. 5.3 bzw. S. 5.5). Also hat f an a eine wesentliche Singuarlitét. O

Beispiel 5.11 Wir betrachten die Funktion f: C\ {0} — C

[ == (5 4£0).
Fiir die Folge (1/n) gilt f(1/n) — oo (n — o) und fiir die Folge (—1/n) gilt f(—=1/n) —
0 (n— 00). Ist w e C,w # 0 und w = re’? mit p € (—m,n], so gilt fiir die Folge
Zp = [Inr +i(p 4 2nm)] 7!

zn — 0 (n — 00) und
f(Zn) — elnr+i(<p+2n-rr) — ,reigo —w.

Also gilt hier sogar f(z,) = w fiir alle n € N (und damit natiirlich insbesondere f(z,) —
w (n — 00)). Es ist also hier tatséchlich

fFUN\{0}) =C\ {0}

fiir alle Umgebungen U von 0, d.h. in jeder (noch so kleinen) Umgebung von 0 wird jeder
Wert w € C\ {0} (unendlich oft) als Funktionswert angenommen!
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Bemerkung 5.12 Eine ganze Funktion f heiflt transzendent, falls f kein Polynom ist.
Durch Ubertragung des Satzes von Casorati-Weierstrass sieht man: Ist f transzendent, so
existiert zu jedem w € Co, eine Folge (z,) in C mit z, — oo und f(z,) = w (n — 00).

(Denn: Es sei f(z) = > a,2” (¢ € C). Dann hat g : C\ {0} — C,
v=0

1
die Laurent-Entwicklung

a

9 a0+ 3 (2 £0).

Da a, # 0 fiir oo viele v gilt (beachte: f ist kein Polynom), hat g an 0 eine wesentliche
Singularitét nach B./D. 5.1. Also existiert nach S. 5.10 zu jedem w € Co, eine Folge ((,)
in C\ {0} mit ¢, — 0 und ¢(¢,) — w (n — o). Die Folge (z,) mit z, = 1/, erfiillt dann
zn — 0o und f(z,) = w(n — 00).)
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6 Cauchy Theorem und Residuensatz

In den vorherigen Abschnitten haben wir die Cauchysche Integralformel fiir Kreise und den
Cauchyschen Integralsatz auf sternférmigen Gebieten kennengelernt. Wir wollen nun eine

gemeinsame Verallgemeinerung herleiten.

Bemerkung und Definition 6.1 Es seien v : [a, 8] — C ein Pfad und f € C(y*). Dann
heifit die Funktion C'f = C, f : C\ v* — C, definiert durch

B
N6 =g [ a0 [Ty ma ey

Cauchy-Integral von f bzgl. v. Weiter heifit im Falle eines geschlossenen Pfades ~

1 d
2l

Index (oder auch Windungszahl) von z bzgl. .
Nach S. 1.8 ist C'f € H(C\ v*). Auflerdem gilt fiir z & v*

(CHEN < gl el oy 20 (=00

d. h. mit (Cf)(o0) := 0 ist C'f stetig auf C \ v*.

Beispiel 6.2 Ist y(t) = zg+Re® (t € [~m,7]), so gilt nach der Cauchyschen Integralformel
fiir Kreise und dem Cauchyschen Integralsatz fiir alle f, die holomorph auf einer Umgebung

von Ug(z) sind,
f(z), falls |z —z| < R
C = (C Z) = ’
(Cka(e) F)(2) = (C1f)(2) {07 falls [z — 20| > R

(man beachte: fiir |z — zp| > R ist dann auch ¢ — f(¢)/(¢ — z) holomorph auf einer (o. E.
sternformigen) Umgebung von Ug(2)).

Insbesondere ist

1, falls|z— 2| <R
indg () (2) =ind,(z) =
Kin(eo) (2) = indy (2) { 0, falls |z — 2| > R
Der folgende Satz zeigt, dass der Index lokal konstant und ganzzahlig ist. Man beach-
te dabei, dass fiir kompakte K C C die offene Menge C \ K genau eine unbeschrinkte
Zusammenhangskomponente hat.

Satz 6.3 Es seiy : [o, 8] = C ein geschlossener Pfad. Dann ist ind,(C\ ~*) C Z. Au-
Berdem gilt ind,(z) = const auf jeder Komponente von C\ v* und ind,(z) = 0 auf der
unbeschrinkten Komponente von C\ v*.
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Beweis. 1. Es gilt

B
_ L 7'(s)
2t ) ~(s) — =

[e%

ind, (z) ds (ze C\~v").
Fir w € C gilt e” = 1 genau dann, wenn w/2mi € Z. Also ist die Aussage, dass ind,
ganzzahlige Werte hat, dquivalent dazu ¢ = ¢, : [, 5] — C mit

t

o) = ( [ f(‘s’ds) (t € o B)

J A==

fir alle z € C\ v* die Bedingung () = 1 erfiillt.
Die stetige Funktion ¢/(y — 2) ist eine Stammfunktion zu

p'(r—2)— ¢y
(("y—)z)Q auf [CE, 6]
Weiter gilt

also auch

@' (O (v(t) — =) — o)y (t) =0
fiir alle t € [a, (] bis auf eine endliche Ausnahmemenge. Hieraus folgt, dass eine Konstante
c existiert mit

pt) =c(y(t) —z)  (telopf]).
Aus v(a) = v(B) ergibt sich
p(B) =) =1.
2. Es sei G eine Komponente von C \ v*. Da G zusammenhéngend und ind, stetig und
ganzzahlig auf G ist, ist ind,(z) = const in G nach S.A.6. AuBlerdem gilt fiir z in der
unbeschrinkten Komponente G

lind, (z)| — 0 (z = 00).

Also ist |ind,(2)| < 1 fiir |z| geniigend grof. Da ind,(z) = const auf der unbeschrénkten
Komponente von C \ v* ist, ist ind,(z) = 0 dort. O

Definition 6.4 Es sei « ein geschlossener Pfad in C. Dann heifit

Int(y) :={z € C\ v : ind,(z) # 0}
Inneres von v und
Ext(y) := {z € C\ v : ind,(z) = 0}
Auperes von 7. Ist G C C ein Gebiet und 7 ein Pfad in G, so heifit v nullhomolog in G,

falls
Int(vy) C G.
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Satz 6.5 (Cauchy Theorem; Homologieversion)
Es sei G C C ein Gebiet. Ist v ein geschlossener Pfad in G, so sind folgende Aussagen

dquivalent:
a) ~v ist nullhomolog in G.

b) Fir alle f € H(G) und z € G\ v* ist

£(2) - indy (2 %/
J

(Cauchysche Integralformel).

= (G N)()

¢) Fir alle f € H(G) ist

fren

Y

Beweis. a) = b)
1. Wir zeigen: Fiir die Funktion g : G x G — C, definiert durch

fQ-1)
g(z.0) =5 C—z 7
f'(2), z=(
gilt )
" (GELCECEL I
(2.¢) =
0z & (=2
2 N

und dg/0z ist stetig auf G x G.
Denn: Ist (29, (o) € G x G mit o # 20, so gilt mit der Quotientenregel

f(¢o) — f(20) — f'(20)(Co — 20)
(Co — 20)? '

dg

92 (20,C0) =

Ist (o = 2o, so gilt fiir z # zg

0“0 2) - L (1)~ fz0) - £/ z0)(z ~ 20)

z— 2o (z — 20)?

OO (v) Py "y
:Z ! 1/(! ) (z—2)" 2= ! (20) (z = 20).

Die Stetigkeit von dg/dz ist klar an allen Stellen (zg, (o) mit 2o # (o.
Es sei also zg = (p und 0 < R < dist (29, 9G). Dann ist nach dem Taylor-Satz fiir Richtun-
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gen (— Analysis) fiir z,{ € Ugr(z0),2z # ¢ mit w:= (( — 2)/|¢ — z| und t = | — 2|
t

f(Q) = f(z+tw) = f(2) + 0w f(2) -t+/(t— )02 f(z + sw) ds

0

o2l

=fz)+ f'(2)-((-2) t2/t—s "(z 4 sw) ds.
0

Weiter ergibt sich aus der Stetigkeit von f” an zg

t
1 1
7 (t—38)f"(z+sw)ds — f"(20) —Q/t—s
0 0
—_—
—1/2

fiir (z,¢) — (20, 20). Also folgt fiir (z,¢) — (20, 20)

t

1
= [(t—35) f”(z + sw) ds, falls z # ¢ 1"
o 0
2e0=1" o/ B = G
f2(z)7 falls z = ¢

Eine analoge (einfachere) Argumentation unter Nutzung des Taylor-Satzes fiir n = 0 statt
n = 1 liefert auch die Stetigkeit von g auf G x G.
2. Wir definieren ¢ : G X [«, 8] = C durch

o(z,t) = g(z,91) (1) (t€[ep)).

O. E. sei v/ stetig auf [a, 5] (ansonsten: geeignete Zerlegung von [«, 8] betrachten). Dann
ist nach S. 1.12 und 1. die Funktion ® : G — C mit

B
:/go(z,t)dt (2 € Q)

differenzierbar auf G' mit

B
_ [9¢
_/E(z,t)dt (2 € Q).

Die Stetigkeit von d¢p/0z impliziet, dass auch @’ stetig ist (Stetigkeit von Parameterinte-
gralen; [U]), d. h. ® € H(G). Fiir z € G und z ¢ v* ist

B
®(2) :/Q(Z’V(Z))v’(t) dt—/g(z,C)dC—/Wdc

= / Cf(—oz d¢ — 2mi f(z) ind, (2) = 2mi(C,, f)(2) — 2mi f(z) ind, (2).

~
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Also reicht es, & = 0 zu zeigen.
Zunéchst ist Cy f holomorph in C\ v* nach B./D. 6.1 mit ®(z) = 27i(C, f)(z) fiir alle
z € GNExt(y). Aus Int(y) Uy* C G folgt 0G C G° C Ext(y). Damit ist durch

D(2), zeqG
2mi(Cyf)(2), z€G°

eine ganze Funktion F' definiert. Aus F'(z) = 27i(C, f)(z) fiir z € Ext(y) ergibt sich zudem
(wieder mit B./D. 6.1)

|F(2)] = [2mi(Cy f)(2)[ = 0 (2 = o0).

Mit dem Satz von Liouville folgt, dass F' konstant ist und damit auch F = 0 in C. Also
gilt fiir alle z € G
®(z) = F(2)=0.

b) = ¢) Esseizg € G\ v*. Dann gilt mit b), angewandt auf f : G — C mit fo(z) =
(z = 20) f(2):
d¢ = /f
v

¢) = a) Folgt aus ¢ — Ciz € H(G) fiir alle z ¢ G. O

0(¢)
¢— 20

0= 2mif(z) - ind, (z0) = /

Bemerkung und Definition 6.6 Es sei G C C ein Gebiet. Beschrinkte Komponenten
von C\ G heilen Licher von G. Weiter heifit G einfach zusammenhdingend, falls G keine
Locher hat. Insbesondere ist jedes sternformige Gebiet in C einfach zusammenhéngend.
Ist v ein beliebiger geschlossener Pfad in G so, dass Int(y) keine Locher von G enthilt, so
ist 4 nullhomolog in G.

(Denn: ind, ist stetig und ganzzahlig auf C\ ~*, also insbesondere auf A := C\ G. Da ind,
konstant auf jeder Komponente von A ist, liegt eine Komponente entweder ganz in Int(~)
oder ganz in Ext(7y). Also liegen alle beschréinkten Komponenten von A (falls existent) in
Ext(7y). Aus ind, (c0) — 0 fiir z — oo folgt ind,, = 0 auf allen unbeschrénkten Komponenten
von A. Folglich ist Int(y) C G.)

Insbesondere ergibt sich damit: Ist G einfach zusammenhéngend, so ist jeder geschlossene
Pfad in G nullhomolog in G. Nach dem Cauchy Theorem gilt folglich der Cauchysche Inte-
gralsatz auch fiir allgemeine einfach zusammenhéngende Gebiete anstelle von sternférmi-
gen!

Wir wollen nun den Residuensatz beweisen, ein Ergebnis, das man als wiederum Verallge-
meinerung der Cauchyschen Integralformel und des Cauchyschen Integralsatzes auffassen
kann. Im Weiteren werden wir den Satz u. a. nutzen, um gewisse (z. T. reelle) Integrale
bequem zu berechnen. Zunéchst zum Begriff des Residuums.
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Definition 6.7 Es sei 2 C C offen und a eine isolierte Singularitéit von f € H (). Dann
heif3t

Res(f,a) = fug n(a)(—1) ( = zim / F(O)dC¢ fitr 0 < 7 < R := dist(a, 90\ {a}))
[¢—al=r

Residuum von f an der Stelle a.

Beispiel 6.8 (vgl. B.5.2)
1. Hat f an a eine hebbare Singularitét, so gilt

Res(f,a) =0.
2. Fiir p € N sei f(z) =e*/2P (z € C\ {0}). Dann gilt

1 .
(-1

Res(f,0) =

3. Fiir
f(z)zel/zzlJer.Ziu (z € C\ {0})

gilt Res(f,0) = 1.

Satz 6.9 (Residuensatz)
Es seien G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und f holomorph in G\ A fir eine
Menge A C G ohne Hdiufungspunkt in G. Dann gilt fiir alle geschlossenen Pfade v in G\ A

/f:27ri > indy(w) - Res(f,w).

weANInt(y)

Beweis. Es sei Ay := ANInt(y). Dann ist A endlich, da ansonsten Ay nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrass einen Haufungspunkt in G hétte (man beachte Int(y)U~* ist kompakt
in C).

O. E. kénnen wir Ag # () annehmen (fiir Ag = @ ergibt sich die Behauptung aus B. 6.6).
Wir wihlen 6 > 0 so, dass Us(w) C Int(v) fiir alle w € Ap und

|lw—w| > d

fiir alle w,w € Ag, w # @ gilt. Dann hat f fiir alle w € Ag nach S.4.13 eine Laurent-
Entwicklung
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konvergiert dann gleichmé#Big auf allen kompakten Teilmengen von Vj o (w) = C\{w} (vgl.
B. 4.10). Also folgt fiir w € Ay

/m@w::iﬁmFW/@fW

8! - 8!
= fvw)(=1)-2mi ind,(w) = 27 ind, (w) - Res(f, w).
(Man beachte dabei: Fiir v > 1 ist [(z — w) "dz = 0 nach B.3.16.)
Die Funktion g : G\ A — C

9z)=f(2) = Y hu(z)  (z€G\A)

wEAp

ist holomorph in G\ 4, und fiir w € A gilt in V(w)

9(2) =Y fraw@WE-w’ = > hal2).
v=0 WEAg, WAW

Da die rechte Seite holomorph in Us(w) ist, hat g an w eine hebbare Singularitit. Also ist
g holomorph fortsetzbar nach (G\ A) U Ag. Da v nach B. 6.6 nullhomolog in (G'\ A) U Ag
ist (man beachte: (G \ A) U Ay hat keine Locher in Int(7y)), ergibt sich

[a=0

v
aus dem Cauchy Theorem. Folglich ist

O:/f— Z /hw:/f—Qm' Z ind, (w) - Res(f,w).
5 weEAg 5 y weEAg

O

Um den Residuensatz anwenden zu kénnen, ist es wichtig, Techniken zur Berechnung von
Residuen zur Verfiigung zu haben. Fiir Pole gilt:

Satz 6.10 Es sei Q C C offen und a eine isolierte Singularitit von f € H(S).

1. Hat f an a einen Pol der Ordnung p, so ist o(z) := (z—a)? f(z) holomorph fortsetzbar
nach QU {a}, und es gilt

0= (a) 1 qp—1

Res(f.a) = * =7 = =y I e (G =)/ (2).

2. Euistieren eine offene Umgebung U von a und Funktionen g,h € H(U) mit h(a) =0,
W(a) # 0 und f=g/h in U\ {a}, so gilt

Res(f,a) = 9(a) .
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Beweis. 1. Es gilt fir z € V := V) g(a), wobei Ug(a) C QU {a},
p(z) = (z—a)’f(z Z o)z =)™ =3" fv(v-p)(z—a)".
v=—p v=0
Also ist (da die rechte Seite holomorph in Ug(a) ist)

(r=1)(q ar—1
festd o) = w(p - 1()!> N (pf1 1 28 Zor T ((z =)’ 7(2).

2. Ist g(a) # 0, so hat nach Voraussetzung h/g eine Nullstelle der Ordnung 1 an a, also hat
f einen Pol der Ordnung 1 an a. Nach 1. ist

L 9(z) _ . ; 1 _ gl
Res(f,a) = lim (z —a) 5 = lim 9(2) lim 7oy = ey

Ist g(a) = 0, so hat g/h eine hebbare Singularitit an a, da h eine Nullstelle der Ordnung
1 an a hat ([U]). Also ist dann Res(f,a) = 0. O

Beispiel 6.11 1. Es sei f(z) = cotz = cosz/sinz (z € C\ {kn : k € Z}). Dann gilt mit
g(z) = cos z, h(z) = sin z nach S.6.10.2

g(km) = (=1)*, h(km) =0, B (k) = cos(km) = (—=1)*

und damit

g(k)
W (k)
2. Es sei f(2) = 1/(1 4 22) (2 € C\ {&i}). Dann gilt mit g(z) = 1, h(z) = 1 + 22 nach
S.6.10.2

Res(f, km) = =1 (keZ).

1 i
+i)=4— = F—.
Res(f, £1) 5 = T3

Dies sieht man auch leicht direkt mittels Partialbruchzerlebung: Es gilt

o) = = s = — 2 —
VT T )e—0) 2240 2z2-4
also
i1 dz )
Reshi) = 5z [ Sds=—gn [ 1=
|z i|=1 |z—i]=1

(und entsprechend fiir —1).
3. Essei f(2) =1/(1+ 22)? (2 # 4i). Dann hat f an #i Pole der Ordnung 2. Es gilt nach
S.6.10.1
) .d . .
Res(f,i) = lim — ((z —4)*f(2)) = lim — ((7

z—1 A2 z—i dz
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7 Anwendungen des Residuensatzes

Wir werden nun zeigen, dass man den Residuensatz insbesondere dafiir nutzen kann, unei-

7f(:£)da:

zu berechnen. Vorbereitend betrachten wir geeignete geschlossene Pfade.

gentliche Integrale der Form

Bemerkung 7.1 Fiir R > 0 seien

Vi) = (B te (O
Rcost, te(—m,0]

und

_ Re,  te (—m0)
Vg (1) =
Rcost, te (0,7

Dann sind 'ﬁ; geschlossene Pfade in C und nach der Substitutionsregel gilt

/Ofw;s(t) ) dt = /f und /f i () () (8) dt = /f

Also ergibt sich fiir f stetig auf Kr(0) U [-R, R]
Jrfr |
Kr(0)
Insbesondere ist fiir z € Ur(0) mit Im(z) > 0 (da z € Ext(vy))
indy;(z) = indg,0)(2) — ind%; (z)=1.
Satz 7.2 Es sei E := {z € C : Im(z) > 0}, und es sei A C E° endlich. Ferner sei

f € H(G\ A), wobei G ein einfach zusammenhingendes Gebiet mit E C G ist, und so,
dass Konstanten Ry, M > 0 und o > 1 existieren mit

()] < f‘f ( € |2l > Ro).

Dann existiert [ f(x)dz, und es gilt

—0o0

/f )dz = 2mi Y Res(f,w)

weA
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Beweis. Zunichst folgt aus |f(z)| < M/|z|* fir z € R,|x| > Ry und der Existenz der
0 -1 [ee) 0
Integrale [ dx/z*und [ dx/|z|* auch die Existenz der Integrale [ f(z)dz und [ f(z)dz

1 —0o0 0 —00

(man beachte dabei: f ist stetig auf R).
O.E. kénnen wir davon ausgehen, dass |w| < Ry fiir alle w € A gilt. Fiir R > Ry betrachten
wir den Pfad 7} aus B. 7.1. Dann folgt aus dem Residuensatz und B. 7.1

weA

/f =2mi »_ Res(f,w) fiir alle R > Ro.
a
Tr

Weiter gilt

™

. . M Mmr
ity it
‘/f(Re )iRe dt‘gRa-sz pat 0 (R o).
0

Also erhalten wir
R R x
27 Z Res(f,w) — / f= /f — /f = /f(Reit)iReitdt =0
weEA “R ’YE —R 0

fiir R — oo, woraus die Behauptung folgt. O

Bemerkung 7.3 Insbesondere ldsst sich S.7.2 bei Integranden der Form

(z) P(z) P(x)

() Q(x) Q(x)

anwenden, wobei a > 0 ist und wobei P und @ Polynome sind mit deg(Q) > deg(P) + 2

und Q(z) # 0 (x € R).
(Denn: Es sei

)

flw) = e

= cos(ax) + 4 sin(ax)

O

A:=2Z(Q) NE°
die Menge der Nullstellen von @ in der oberen Halbebene E°. Dann ist
P(z)
Q(2)

holomorph in Gj \ A, fir G5 := {z : Im(z) > —J} mit einem § > 0. AuBlerdem gilt fiir
Im(z) > 0,z = x + iy mit einem M >0

f(z) 1= i

e PGL _ IPGQL M
HEI= a6 = 1ee) = T

fiir |z| geniigend grofl. Damit sind alle Voraussetzungen von S.7.2 erfiillt.)
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Beispiel 7.4 Fiir a > 0sei f: C\ {£i} — C definiert durch

iaz

6=

Dann ist f wie in B. 7.3. Also gilt nach S.7.2 (man beachte, dass

(z € C\ {£i}).

o0

/ sin(az)/(1 4+ 2?)dx =0

— 00

gilt, da der Integrand ungerade ist)

T cos(ax) T er : .
/ 1+ 22 de = / T2 dx = 2miRes(f,1).
Weiter ist (etwa nach S.6.10.2)
eiaz e~ @
R 1) = =
S =5~
also -
cos(ax) u
/ T2 doe =me™* .

Eine weitere interessante Klasse von Integralen, die mittels des Residuensatzes oft leicht
berechnet werden kénnen, sind Integrale der Form
2 o
/R(cost)dt bzw. /R(sint)dt,
0 0
wobei R eine rationale Funktion ist. Beachtet man, dass
cost:%(z+%), sint:%(z—é)

fiir z = e gilt, so ergibt sich mit
y 1 1 1 o 1 1 1
R(z)=-R(5(+3)) v R7()=-R(5(:-7))

dabei (falls R* bzw. R** stetig auf |z| = 1 sind)

/R*(z)dz = z/R(%(z—&-%))% = i7R(cost)dt (7.1)
|z|=1 |z|=1 0
bzw.
/R**(z)dz - i/R(%(z—é))% - i/R(sint)dt (7.2)
[z]=1 |z|=1 0

Dies beweist schon im Wesentlichen folgenden
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Satz 7.5 FEs sei R eine rationale Funktion.
1. Ist 1 1 1
R'(z) = —R(5(:+ 7))
(2) z 2 (Z + z)

holomorph in U,.(0) \ A* fiir eine endliche Menge A* C D und ein r > 1, so gilt

27
/R(cos t)dt =27 Z Res(R*,w) .
0 weA*

2. Ist 1 1 1
R*™(z) == R<2—l(z - 7)>

z z
holomorph in U,.(0) \ A** fiir eine endliche Menge A** C D und ein r > 1, so folgt

27

/ R(sint)dt =2r Y Res(R™,w).

0 weA**

Beweis. Die Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus (7.1) bzw. (7.2) und dem Resi-
duensatz, angewandt auf R* bzw. R** und G = U,.(0) sowie v(t) = €% (¢ € [0, 27]). O

Beispiel 7.6 1. Fiir 0 < p < 1 betrachten wir das Integral

2m
/ dt
1—2pcost+ p2~
0
Ist
R(cost) = .t
1 —2pcost + p?
und
1 1 1 1

R <Z)_;R(§(Z+;)) Tz 1-p(z+1/2)+p2  (z—p)1—pz)’

so hat R* die beiden einfachen Pole p < 1 und 1/p > 1. Also gilt nach S.7.5 und S.6.10.1

2

dt 1 2
/—zQﬂ-Res(R*,p):%’- =T
1 —2pcost + p? L—pz,_, 1-p?
Fiir die Funktion
P( t)~—i (0<p<1,0<t<2n)
P " 1—2pcost + p2 P N = = AT
folgt also
27
1 /P( Bt =1
o Py =
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fiir alle p. Diese Funktion, der sogenannte Poisson-Kern, spielt eine wichtige Rolle in der
Theorie harmonischer Funktionen.
2. Fiir p € Nund a > 1 betrachten wir das Integral

2
/ dt
(a+ cost)P

0

Hier ist 1
R(cost) = ————
(cost) (a+cost)p’
also
1 1 PPl 2P Pl

R(z) = z (a+ (z+1/2)/2)P - (22 4+2az+1)P B (z —w1)P(z — wg)P

mit wy = —a+va?—-1€ (-1,0) und wy = —a —Va? —1 < —1.
Also ergibt sich aus S.7.5 und S.6.10.1

27

dt 2 ar=1 2P zp—1
/ ————— =27 -Res(R*,w;) = T T ( i ) .
) (a + cost)P (p—1)! dzPr=t \ (2 — w2)P/ |z=w,
Fiir p = 1 erhalten wir
2
/ dt 9 2 2m
_—_— T . = ,
a+ cost a2 -1 Va2-1
0
und fiir p = 2 folgt
2
/ dz d 4z
T = or.= (7)
(a + cost)? dz \(z — wg)?/ |z=w,
0
_ 9.4 —wl—w23: 2ma .
(w1 — ’LUQ) a2 —1

Wir kommen zum Schluss dieses Abschnittes zu zwei interessanten funktionentheoretischen
Anwendungen des Residuensatzes.

Satz 7.7 (Argumentprinzip)
Es sei G C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet, und es sei f meromorph in G. Ist
v ein geschlossener Pfad in G\ (Z(f) U P(f)), so gilt

% J;j = Z ind, (w) - n(w) — Z ind, (w) - p(w),

5 weZ(f)NInt(y) weP(f)NInt(y)

wobei n(w) = ny(w) die Ordnung der Nullstelle w von f und p(w) = py(w) die Ordnung
der Polstelle w von f bezeichnet.
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Beweis. 1. Ist a eine Nullstelle von f der Ordnung n(a), so existiert eine in einer offenen
Umgebung U von a holomorphe Funktion g mit ¢g(z) # 0 in U und

f2)=(-a"Yg() (z€U).

Also folgt
f'z) _ nla) 4Gz
= + inU\{a}.
o) " z-a g M
d.h. f'/f hat an a einen Pol der Ordnung 1, und es gilt

Res(J;l, a) =n(a).

2. Ist a ein Pol der Ordnung p(a) von f, so existiert ein in einer Umgebung U von a

holomorphe Funktion g mit g(z) # 0 in U und

fo) = 29 v ().

(z — a)P(a)
Aus

o 90 ol (€U (o)

folgt
OO O R
f(Z) - g(z) s—a ( GU\{ })7
d.h. f’/f hat wieder einen Pol 1. Ordnung an a mit

/

Res(?,a) = —p(a).

3. Ist 7y ein geschlossener Pfad in G\ (Z(f) U P(f)), so gilt nach S. 6.9 und 1. und 2. (man
beachte: Z(f) U P(f) hat keine Hiufungspunkte in G)

LMl Y b oaw - Y mdw)opw). O

2me f
v weZ(f)NInt(y) weP(f)NInt(v)

Bemerkung und Definition 7.8 Fiir geschlossene Pfade v mit ind,(z) = 1 fiir alle z €
Int(vy) (wir nennen solche Pfade einfach geschlossen) ergibt sich unter den Voraussetzungen

von S. 7.7
1 I
%/ff - Yoo onw) — Y pw). (7.3)

weZ(f)NInt () wEP(f)NInt(y)

d.h. das Integral auf der linken Seite gibt die Differenz zwischen der Anzahl der Nullstellen
und der Polstellen von f in Int(y) (inkl. Vielfachheiten) an.

Ist unter den Voraussetzungen von S. 7.7 zusitzlich f holomorph in G (m. a. W. P(f) = 0)
und ist 7 ein einfach geschlossener Pfad in G \ Z(f), so erhalten wir aus (7.3)

1 [ f
%/7 = Z n(w) . (7.4)

weZ(f)NInt(y)
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d.h. das Integral auf der linken Seite ,,z&hlt“ die Nullstellen von f in Int(vy) (inkl. Vielfach-
heiten).

Als Folgerung aus dem Argument-Prinzip (bzw. (7.4)) erhalten wir

Satz 7.9 (Rouché)
Es sei G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet, und es seien f,g € H(G). Ferner
sei vy ein einfach geschlossener Pfad in G so, dass

[f(2) =9 < [f(2)] fiir alle z € v" .

Dann haben f und g die gleiche Anzahl von Nullstellen in Int(vy) (incl. Vielfachheiten), d.

h.
Nooonpw)y = > ng(w).

weZ(f)NInt(y) weZ(g)NInt(y)

Beweis. Fiir ¢ € [0, 1] betrachten wir die Funktionen ¢, € H(G) mit
pri=f+ilg=f)=f—th
mit h:= f — g. Fiir z € v* gilt

[pe(2)] = [f(2)] = th(2)] = [f(2)] = |[h(2)] > O,

so dass ¢; auf v* keine Nullstellen hat. Nach (7.4) gilt fiir ¢ € [0, 1]

L[ ¢i(2)
el dz = =: N().
2w ot (2) : Z ) "
5 weZ(pe)NInt(7y)
Die Funktion N : [0,1] — Ny ist stetig.
(Denn: Sind ty,t2 € [0,1], so gilt

) (t2 —t1)( flh fr') fH =

e |- | SN F LSS

ari(vies - )| = | [ G o | < el =il 20
Dies zeigt die (Lipschitz-)Stetigkeit von N.)
Da [0, 1] zusammenhéingend ist, ist N(t) = const auf [0, 1], also insbesondere

Y. ng(w) =N(1)=N(0) = Y nyw).
w€EZ(g)NInt(y) weZ(f)NInt(y)
O

Wir geben einige typische Anwendungsbeispiele zum Satz von Rouché.
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Beispiel 7. 10 1. Wir beweisen noch einmal den Fundamentalsatz der Algebra. Also: Es
sei P(z) = Z a,z¥ ein Polynom vom Grad n € N. Dann ist >, n(w) =n, d.h. P hat

weZ(P)
n Nullstellen 1nk1. Vielfachheiten.
(Denn: Ist Q(2) := a,2"™, so gilt fiir R geniigend grof
n—1
P(2) = Q) = | > az’| < lan2"| = 1Q(2)] (I =R).
v=0

Also ergibt sich aus S. 7.9 (mit y(t) = Re®)
Y np(w) = Y. now) = ng(0)=n)

weZ(P)NUR(0) wEZ(Q)NUR(0)

2. Wir betrachten die (transzendente) Gleichung
e =1+2z.

Wir suchen alle Losungen in D. Offensichtlich ist z = 0 eine Losung. Mit f(z) = 2z und
g9(z) =142z —e* gilt fiir |2| =1

1f(2) =9(z)] = |e* = 1] < 2=[f(2)|
(beachte: fiir |z| < 1 gilt

le” — 1] SZ%:e‘Z‘—lge—l<2).

Also haben f und g die gleiche Anzahl von Nullstellen in I, ndmlich eine. Folglich ist z = 0
die einzige Losung der Gleichung in D.

Wir studieren zum Abschluss einige Auswirkungen des Satzes von Rouché auf Funktionen-
folgen.

Satz 7.11 Es sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, und es seien f,, € H(G)
mit f, — f lokal gleichmdfig auf G. Ist v ein einfach geschlossener Pfad in G und ist
f(z) # 0 fir alle z € v*, so haben f und f, fir n geniigend grof die gleiche Anzahl von
Nullstellen (inkl. Vielfachheiten) in Int(v).
Beweis. Da f stetig auf v* ist, gilt
d := min |f(z)| > 0.

zey*
Da v* C G kompakt ist, existiert ein N = N(§) > 0 so, dass
(2) = ful2)] <6

fiir alle n > N gilt. Damit folgt die Behauptung aus dem Satz von Rouché (S. 7.9). m|

max
zey*
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Beispiel 7.12 Es sei

v

‘ I

! (z€C).

<

fRy=e =)
v=0

Dann gilt fiir die n-ten Teilsummen s,(z) = > z¥/v! nach S. 7.11, angewandt mit v(t) =
v=0

Re® (t € [0,27]): Fiir alle R > 0 existiert ein N = N(R) so, dass s, fiir alle n > N

in |z| < R keine Nullstelle hat (d.h. die Nullstellen, die nach dem Fundamentalsatz der

Algebra ja existieren, riicken mit wachsendem n immer weiter ,, Richtung co*).
Als Folgerung aus S. 7.11 erhalten wir insbesondere

Satz 7.13 (Hurwitz)

Ist G C C ein Gebiet und ist (f,) eine Folge in G holomorpher Funktionen mit f, — f
lokal gleichmdfSig auf G und Z(f,) = 0 fiir oo viele n, so ist entweder f =0 in G oder es
ist Z(f) = 0.

Beweis. Es sei f # 0 in G. Angenommen, f habe eine Nullstelle zp, etwa der Ordnung
m € N. Ist r > 0 so, dass f(z) # 0 in U.(20) \ {20} gilt, so folgt aus S. 7.11 (angewandt
auf y(t) = z9 + re®), dass f, fiir n geniigend gro in U,.(zy) ebenfalls m Nullstellen hat.

Widerspruch! o
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8 Harmonische Funktionen und Dirichlet Problem

Ist f € C1(£2), wobei 2 C C offen ist, so wisssen wir bereits, dass f genau dann holomorph

in  ist, wenn
of _,of
oy Oz

gilt, also genau dann, wenn f die homogene partielle Differenzialgleichung 0f = 0 mit

._l(iﬁ_ﬁ)_l(ﬁﬂﬂ)
T2V ox oyl 2'0x Oy

Ql

16st. Wir betrachten jetzt Losungen einer anderen homogenen partiellen Differenzialglei-
chung, der sog. Laplace-Gleichung.

Definition 8.1 Es sei Q2 C R? offen. Eine Funktion f € C?(Q,K) heifit harmonisch, falls

~

d 92 d
Af=Y" = 0f=0aufQ
j=1

L=
T

o)

j=1
gilt. Wir setzen

Har(Q?) := Har(Q,K) := {f : @ —» K: f harmonisch}.

Wir werden uns im Folgenden auf den Fall d = 2 (also Q@ C R? = C) beschriinken. Hier
gibt es enge Verbindungen zu holomorphen Funktionen:

Bemerkung 8.2 Es sei (2 C C offen. Dann gilt
1. H(Q?) C Har(Q).
2. Ist f € Har(92), so ist
of .of

3. Ist f = u+iv mit u,v € C?(,R), so sind Aquivalent
a) f € Har(Q),
b) f € Har(9),
¢) u,v € Har(Q, R).

Dies zeigt, dass man sich (anders als im Falle holomorpher Funktionen) im Wesent-
lichen auf die Untersuchung reellwertiger harmonischer Funktionen beschrénken kann.
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(Denn:
1. Ist f holomorph in €, so gilt nach S. 1.19
of .0 o
= = f Q.
3y i o if’ au
Da auch f’ holomorph ist, erhdlt man wieder mit S. 1.19
R P
oy Oy - 0x 0x%
2. Es gilt g£7 gi € C1(Q) und
. of Z@f 82f+32f ——i&+82f— 87f_ of
896 Ox Oy * 922 oxdy  Oy?  Oydxr Oy \Ox 0y
Also 1st = af € H(f2) nach S. 1.19.

Als Folgerung erhalten wir

Satz 8.3 Es sei G C C ein Gebiet, und es sei u € Har(G,R). Dann sind dquivalent:
a) u=Ref firein f € HG).

b) 8—U — 8— hat eine Stammfunktion in G.
Ox 5y

In diesem Fall ist f aus a) eine Stammfunktion.

Beweis. Zuniichst gilt fiir beliebiges f € H(G)

ORef of ,
or ~ Regy ~Re/
und
ORef . Of _ N ,
9y —Reay—Re(zf)_ Im(f").
a) = b): Ist u = Ref, so folgt
ou ou
£—za—y—Ref +ilmf = f'.

b) = a): Ist f eine Stammfunktion zu % —1 gZ auf G (ohne Einschrinkung so, dass

Ref(z0) = u(zo) fur ein zp € G), so gilt
Ref' +ilmf = f' = % —ig—z,
1
ae ORef du  ORef du
oxr  ox’ oy oy’
und damit ist (siehe Analysis) u — Ref = const = u(zg9) — Ref(zp) = 0. O
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Bemerkung 8.4 1. Ist G C C ein sternférmiges Gebiet, so hat % —1 %Z € H(G) nach S.
3.1 eine Stammfunktion, also ist u = Ref fiir ein f € H(G).

2. Im Allgemeinen ist nicht jede Funktion u € Har(G,R) von der Form u = Ref fiir ein
f € H(G). Ist etwa G = C\ {0}, so ist u : G — R mit

u(z) :=1In|z| (2 #0)
harmonisch in G' mit o o )
uw . Ou 1

Bekanntlich hat z — 1/z keine Stammfunktion in G, und damit existiert kein f € H(G)
mit u = Ref.

Satz 8.5 Es sei G C C ein Gebiet, und es sei f € Har(G).

1. (Mittelwert-Formel)
Ist zg € G, so gilt fiir alle 0 < r < dist(z0,9G)

2m

f(z0) = %/f(zo + rett)dt. (8.1)

0

2. (Identititssatz)
Ist g € Har(G) und gilt fiy = gu fiir eine offene Menge U C G, so ist f = g.

Beweis.

1. Es sei u = Ref, und es sei zp € G. Da U,(z9) mit p := dist(z0,0G) sternférmig ist,
existiert eine Funktion h € H(U,(z9)) mit u = Reh auf U,(z) (B. 8.4). Also ergibt sich
nach der Mittelwert-Formel (1.1) fiir 0 <r < p

2w

u(z0) = Re(h(z0)) = Re (% /h(zo + re“)dt) = % /Re h(zo + re't)dt.
0

™

Eine entsprechende Argumentation gilt fiir Im f. Zusammensetzen liefert dann die Behaup-
tung fiir f.

2. Ohne Einschriankung sei g = 0 (ansonsten betrachte man f =f-9).

Wieder sei u := Ref. Dann ist nach B. 8.2.3

Da U offen ist, folgt aus fjy = 0 auch hjyy = 0. Nach dem Identitétssatz fiir holomorphe
Funktionen ist h = 0 auf G, also ist
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und damit (siehe Analysis) u = const auf G. Aus u(z) = 0 auf U folgt u = 0.
Entsprechendes gilt wieder fiir Im f. o

Bemerkung 8.6 Fiir analytische — und damit fiir holomorphe — Funktionen gilt bekannt-
lich eine stéirkere Version des Identitdtssatzes (S. 1.7). Ein entsprechendes Resultat ist im
Allgemeinen nicht giiltig fiir harmonische Funktionen. So gilt etwa fiir v, v € Har(C) mit

u(z) = Rez, v(z) =0 (€ C)

zwar fiir u(z) = v(z) fiir z € iR, aber u # v.

Satz 8.7 (Maximum-Prinzip)
Es sei G C C ein Gebiet. Dann gilt:

1. Istu: G = R harmonisch und hat u ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum,

S0 1st u = const.

2. Ist G beschrinkt und ist u € C(G,R) harmonisch in G, so existieren *, (. € OG mit

u(¢") = maxu(z) und u(C.) = minu(z) .
zeG zeG

Beweis.

1. Wie im Beweis zu S. 2.8 sieht man unter Verwendung der Mittelwert-Formel (8.1): Hat
u ein lokales Maximum an zp € G, so gilt u(z) = u(zo) auf U, (zo) fiir ein r > 0. Nach S.
8.5.2 ist dann u(z) = u(zp) auf G.

Da mit u auch —u harmonisch ist, gilt dies auch im Falle der Existenz eines lokalen Mini-
mums.

2. Wie Beweis zu S. 2.9. O

Bemerkung 8.8 Ist G sei beschrinktes Gebiet und ist f € C(G) harmonisch in G, so
folgt aus flag = 0 schon f =0.

(Denn: Ist u := Ref, so ist w = 0 auf JG. Damit ist nach S. 8.7.2 auch v = 0 auf G
Entsprechendes gilt fiir Im f.)

Eine der zentralen Fragestellungen ist die nach der ,,harmonischen Fortsetzbarkeit® stetiger
Funktionen.
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Definition 8.9 Es sei G C R? ein Gebiet, und es sei ¢ : 0G — K stetig. Unter dem
Dirichlet-Problem D(G, ¢) versteht man die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit

von Funktionen f € C(G) mit
Af=0 auf G

und
floc =¢

(also f harmonisch in G mit Randwerten ¢).

Wir betrachten wieder nur den Fall d = 2. Die Frage der Eindeutigkeit l4sst sich — jedenfalls
fiir beschrénkte Gebiete — leicht kldren.

Satz 8.10 Ist G C C ein beschrinktes Gebiet, so existiert fiir alle ¢ € C(0G) hdchstens
eine Losung von D(G, ).

Beweis. Es seien f1, fo Losungen. Dann ist f; — fo € C(G) mit f; — fo € Har(G) sowie
(f1 — f2)|aG = 0. Also ist f; — fo = 0 auf G nach B. 8.8. O

Bei der Suche nach Losungen werden wir (aus Zeitgriinden) sehr bescheiden. Wir betrachten
speziell den Fall G = . Wie konnte eine Losung aussehen?
Wir betrachten eine Folge (ay,)nez in K mit

lim {/|a,| <1 und lim {/|a_,| <1.

vV—0o0 vV—00

Dann haben die beiden Potenzreihen
o0
Ot (2) = Z a,z”

v=0
und

o0

D7 (2) := Zﬂz"

v=1

Konvergenzradius > 1, d.h. es gilt ®+, &~ € H(D). Setzt man
$:=0" + D,

so ist ® € Har(D) nach B. 8.2, und es gilt
Oz) =Y a2’+» a7  (2€D)
v=0 v=1

mit gleichmafBiger Konvergenz der Reihen auf kompakten Teilmengen von D.
Konvergiert die Reihe

oo oo o0
p(w) = Z a,w’ = Za,,w” + Z a_,w”’
v=0 v=1

v=—00
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fiir gewisse w € S = 0D, so kann man zumindest die Hoffnung hegen, dass fiir solche w gilt
D(2) = o(w) (z = w).

Dies wollen wir genauer untersuchen.

Bemerkung und Definition 8.11 1. Wir setzen
R(S) :=R(S,K) :={¢: S =5 K:t+ ¢(e") € R|-m, 7]}

und betrachten — etwas allgemeiner als frither — fiir ¢ € R(S) die Fourier-Koeffizienten
A(V) o i (C)Zu|d<‘ . i f ( it) 7’£tht
pw) =g [ ¢ =5 | wlef)e .

Es gilt dabei

d.h. die Folge (p(v )) ist beschrinkt.
2. Es seien f € C(D) und g € R(S). Dann setzen wir

(f *9)(= /fzc OldC| (2 D).

(Man beachte: Fiir z € D fest ist
t f(ze™")g(e") € R[-m,],

also existiert das Integral.)
Weiter betrachten wir P : D — C mit

oo oo
z) = Z 2¥ + ZE”.
v=0 v=1

Dann ist P € Har(D) (nach der Vorbemerkung mit a,, = 1 fiir alle n € Z), und es gilt fur
@ € R(S) und fiir z € D

(Psi)(z) = <Zz”<> |d<+/<§jz”<) ¢)ldc|
(8.2)

= ) 2¢(v) Zz p(—

(da S 2*¢" und 3. 7¥¢¥ gleichmiBig auf S konvergieren.)
v=0 =1

Wie in der Vorbem:erkung gesehen ist damit auch P * ¢ € Har(D).
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Satz 8.12 Es sei ¢ € R(S). Ist ¢ stetig an w € S, so ist

lim (P * ¢)(z) = p(w).

zZ—rw

Insbesondere ist im Falle ¢ € C(S) die Funktion P x ¢ Lésung des Dirichlet-Problems
D(D, ).

Beweis.
1. Es gilt zunéchst

(i) P(z) = |11__j2 >0 (zeD),

(i) 5 / PO =1 (s€D),

S

(iii) Fiir allew € S und § >0 gilt lim sup P(z() = 0.

EOWC—w]>6

Zu (i): Fur z € D ist

= (1 12
Ple) = 112 el : Z|1+—Z;E|l2 o |11—z:2 >0
Zu (ii): Es gilt mit p(z) =1 und (8.2) (da ¢(v) = do.»)
or [ PO = (Prp)) =1
5
Zu (iii): Ist |z — w| < /2, so folgt fiir alle ¢ mit |( —w| > ¢
|l A el 1— |22 1— |2

P(z() = 1z =22 " (C—wl—Jw—2))2 = 0°/4

und damit

-0 (z = w).
2. Es sel nun ¢ stetig an w, und es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein § > 0 mit
lp(C) — p(w)| <& fiir alle ¢ € S mit | —w| < 6.

Fiir z € D erhalten wir

(Pre)e) - pw)] 2[5 [ PEOC) - otw)ldd|

S

f\
INZ
=

2 / P(0)|(C) — plw)|dC]-
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Dabei ist fiir A e D

% / P(2C) |(¢) = p(w)] (] < e
—

[¢—w|<é <e

Auflerdem existiert nach (iii) ein ¢’ > 0 mit

sup P(z() <e fir alle z € D mit |z —w| < ¢'.
[(—w[>6

Also gilt fiir |z —w| < ¢

o [ PERe0) - elw)]dd] < 2 el
s S— N —————

IC-w|28 < <2[¢llo.s

Insgesamt ist damit fiir z € D mit |z — w| < §’

[(Px ¢)(2) = p(w)] < e(1+2[[¢loo.s) -

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. m]

Bemerkung 8.13 1. Ist z = pe’” € D und ¢ = €%, so ist

= o 1P 1-p
T— P L= pe0 0P

= L= =: P(p,9 — t)
 1-—2pcos(d—t)+p> P ’

wobei )
_ 1—p

P =

(p:5) 1 —2pcos(s) + p?

als Poisson-Kern bezeichnet wird (vgl. B. 7.6).

2. Es sei G C C ein beschrinktes Gebiet. Ist & : G — D holomorph und bijektiv und so,
dass h zu einer stetigen und bijektiven Funktion von G nach D forgesetzt werden kann, so
ist fiir p € C(9G) mit ¢ := o (hy)

(Pxip)oh

die Losung des Dirichlet-Problems D(G, ).
(Denn: 1 ist stetig auf S. Nach S. 8.12 ist P o ¢ Losung von D(D, ). Da h holomorph in
G ist, ist (P %) o h harmonisch in G ([U]). AuBerdem gilt

(P ) (h(2)) = ¥ (h(w)) = p(w) (2 —w)

fiir alle w € OG, da h stetig auf G ist.)
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Ist speziell G = U, (z) fiir z9 € C,r > 0, so hat h mit

hz) = =2 (2 €T (20))

r

offenbar obige Eigenschaften. Ist also ¢ € C(K,(20)), so ist durch

o) = 5 [ P(S220) el +r0)ldCl (= € Unlao)

S

die Losung von D(Ur(zo), <p) gegeben.

3. Ist f stetig auf U, (zp) und harmonisch in U, (zp), so gilt nach 2.

1) = 5z [P(E220) e +70lde] (2 € Urlea) (83)

T o
5
da beide Seiten Losungen von D (U, (20), f, (z)) sind. Die Darstellung (8.3) heiBt Poisson-
Integralformel fiir f.
Wie im Beweis zu S. 2.15 ergibt sich damit auch: Ist (f,,) eine Folge in Har(Q2) mit f, — f
lokal gleichmiiBig auf ©, so ist auch f € Har(Q). ([U])
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A Zusammenhingende Mengen

Definition A.1 Es sei (X,d) ein metrischer Raum.
1. X heiflt unzusammenhdngend, falls offene Mengen U,V C X existieren mit
X=UUV,U#0, V), UNV=0.
Anderenfalls heist X zusammenhdngend.

2. M C X heifit unzusammenhdngend, falls (M, d|y;x ) unzusammenhéngend ist (d.
h. falls offene Mengen U,V C X existieren mit M Cc UUV,UNM # 0, VN M #
0, UNnV N M = (). Anderenfalls heiit M zusammenhdingend.

Beispiel A.2 Essei (X,d) = (R,d).)).
1. Wir betrachten M = [0,1] U [2,3]. Dann gilt fiir die offenen Mengen U = (—3,3),V =
2.3

McUUV, UnNM#0, VNM#0 und UNnvnM=10,

also ist M unzusammenhéingend.
2. Ist M = Q, so gilt fiir die offenen Mengen U = (—00,v/2),V = (v/2,00):

QCcUUV, UnQ#0, VNQ#D und UunvnQ=2>0,

also ist auch Q unzusammenhéngend.
3. Fiir alle a < b ist M = [a, b] zusammenhéngend.
(Denn: Es seien U und V' in ([a, b], d|.|) offene Mengen mit

@b =UUV, U#0, V#0.

Dann sind U = [a,b] \ V und V = [a,b] \ U auch abgeschlossen (in [a, b], aber damit auch
in R). Also gilt
E:=supU €U, n:=supVeV.

Da U,V offen in ([a,b], d).|) sind, muss { = n = b gelten. Alsoist be UN V)

Bemerkung A.3 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Aus obiger Definition ergibt sich
leicht

1. Die einpunktigen Mengen sind zusammenhéngend.

2. X ist zusammenhingend genau dann, wenn () und X die einzigen Teilmengen sind, die
offen und abgeschlossen sind.

3. Sind M, (a € I) zusammenhingende Mengen in X mit (| M, # 0, so ist |J M,
acl acl
ebenfalls zusammenhéngend.

(Denn: Wir setzen M := |J M,. Es seien U und V in X offene Mengen mit M C U UV,
MNU#Qund MNV £ 0. Ist z € (Mg, soist 2 € UUV. O. E. sei x € U. Weiter
existiert ein o € I mit M, NV # 0. Aus z € M, NU folgt auch M, NU # 0. Da M,
zusammenhéngend ist, folgt M, NU NV # (). Damit ist auch M NU NV # (.)



In (R7d||) gilt

Satz A.4 FEine nichtleere Teilmenge M wvon R ist genau dann zusammenhdingend, wenn
sie ein (ggfs. einpunktiges) Intervall ist.

Beweis. ,=“ Es sei M C R kein Intervall. Dann existieren Punkte a,b,c mit a < b < ¢
und a,c € M,b ¢ M. Folglich gilt fiir U := (—o0,b),V := (b, 00)

McUUV, UnM#0, VNM#0 und UnvVnM=0,

also ist M unzusammenhéingend.
»<=“ Essei M ein Intervall. Ist o € M, so gilt

M = U Iz, xo] .

zeM

Also ist M nach B. A.2.3 und A.3.3 zusammenhéingend.
O

Der folgende Satz zeigt, dass der Zusammenhang einer Menge sich unter stetigen Abbil-
dungen auf die Bildmenge iibertrigt.

Satz A.5 FEs seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume und f : X — Y stetig. Ist
M C X zusammenhingend, so ist auch f(M) CY zusammenhingend.

Beweis. Wir kénnen uns beim Beweis auf den Fall M = X und Y = f(M) beschrénken.
Angenommen, Y ist unzusammenhéingend. Dann existieren offene Mengen Vi, Vo C M mit

Y=VUV, Vi#£0, VoD, VinVy=10.
Da f: X — Y stetig ist, sind
Ur=f"(Vi)  Us=f""(Ve)
offen (in (X, d)). Es gilt dafiir
Ut #0, Us#0, UnUs=f"(VinVa)=f"(0) =0

und
UiUls = fH(ViUVe) = fTH(Y) =X,

also ist X unzusammenhingend. Widerspruch! O

Als Konsequenz aus S. A.4 und S. A.5 erhalten wir eine Verallgemeinerung des Zwischen-

wertsatzes:
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Satz A.6 FEs seien (X,d) ein metrischer Raum und f : M — R stetig. Ist M C X
zusammenhdngend, so ist f(M) C R ein Intervall.

Beweis. Nach S. A.5 ist f(M) C R zusammenhéngend, also ein Intervall nach S. A.4. O

Bemerkung und Definition A.7 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei M C X.
Fiir x € M heifit

Zy(x) = U{A C M :x € A, A zusammenhéngend}

(Zusammenhangs-)Komponente von M (beziiglich x). Nach B. A.3.3 ist Zp(z) zusam-

menhiingend. Zudem gilt ([U]) fiir x,y € M entweder Zy(z) = Zp(y) oder Zyr(z) N
Zn(y) =0 (also ist {Za(z) : @ € M} eine Zerlegung von M).

Definition A.8 Es sei (X,d) ein metrischer Raum.

1.Ist 7y : [a,b] — X stetig, so heifit v ein Weg (in X). Der Punkt y(a) heifit Anfangspunkt des
Weges und () heift Endpunkt des Weges. Gilt vy(a) = v(b), so heifit der Weg geschlossen.
Ferner heifit v ein Jordanweg, falls 7|, 4 injektiv ist. Schlieflich nennt man v* := 7([a, b])
die Spur von 7.

2. Eine Menge M C X heifit wegzusammenhdingend, falls zu allen Punkten z,y € X ein
Weg ~ : [a,b] — M existiert mit Anfangspunjkt = und Endpunkt y.

Satz A.9 Fs sei (X,d) ein metrischer Raum. Ist M C X wegzusammenhdingend, so ist M
auch zusammenhdngend.

Beweis. Es sei zg € M fest. Dann existiert zu jedem z € M ein Weg v, : [a,0] — M
mit v, (a) = o und 7, (b) = x. Damit ist M = {J,.,,vs- Nach S. A.5 und B. A.2.3 ist 7}
zusammenéngend. Da zg € (), ¢y, 7 gilt, ist M nach B. A.3.3 zusammenhéngend. O

Bemerkung und Definition A.10 Eine Menge M C K% heiBt sternformig (bzgl. o),
falls I[x, o] C M fiir alle x € M gilt, d.h. falls M = (J, ¢, I [z, o] (hierbei ist ]z, 20] = v,
wobel y(t) = xg + t(x — xo) fiir ¢ € [0, 1]). Insbesondere sind konvexe Mengen sternférmig.
Nach S. A.9 ist jede sternférmige Menge (weg-)zusammenhiingend.

Bemerkung und Definition A.11 1. Eine Menge G C K¢ heiBit Gebiet, falls G offen,

nichtleer und zusammenhéngend ist.
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2. Ist 2 C K% offen, ist Zg(x) offen fiir alle x € Q ([U]). Also ist jede Komponente von
Q offen (und damit ein Gebiet). Auflerdem hat 2 hochstens abzihlbar viele Komponenten
([0]).

3. Ist G ein Gebiet, so ist G auch wegzusammenhéngend.

(Denn: Es seien zp € G fest und A die Menge aller 2 € G so, dass ein Weg v, in G existiert
mit Endpunkt 2 und Anfangspunkt z.

Ist * € A, so existiert ein 6 > 0 mit Us(z) C G. Ist y € Us(x), so laBt sich v, durch
Anhé#ngen einer Strecke zu einem Weg in G mit Anfangspunkt zg und Endpunkt y fortset-
zen. Also ist A offen in G. Die gleiche Uberlegung liefert auch die (Folgen-) Abgeschlossenheit
von A in G. Da A # () ist (beachte: zy € A), folgt A = G nach B. A.3.2.)
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