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1 Banachraume, Hilbertraume und beschrankte Opera-
toren

Im Folgenden sei stets K € {R, C}.

Definition 1.1 Es sei X = (X, +,) ein linearer Raum iiber K.
1. Eine Abbildung || - || : X — [0, c0) heifft Halbnorm (auf X), falls

(i) (Homogenitét) ||Az|| = |A|||z] (z € X, € K),
(ii) (Dreiecksungleichung) ||z +y| < ||z| + |ly]| (z,y € X).

Gilt zusétzlich [|z|| > 0 fiir alle  # 0 (Definitheit), so heift || - || eine Norm (auf X).
Der Raum X = (X, || - ||) heifst entsprechend halbnormierter Raum bezichungsweise
normierter Raum.

2. Sind A,B C X, XA € K, so schreiben wir A+ B := {z4+y:xz € Ay € B} sowie
M = {\zx :x € A}. Ist || - || eine Halbnorm auf X, so heifit Bx := {z € X : ||z]| < 1}
die Einheitskugel in X und damit M C X beschrinkt, wenn ein r > 0 existiert mit
M C rByx. Insbesondere ist rBx beschrinkt.

Bemerkung und Definition 1.2 Ist (X, ] - ||) ein normierter Raum, so ist durch

Ay (,y) = lle -yl (2,y € X)

eine Metrik auf X definiert (man spricht von der durch die Norm induzierten Metrik). Im
Weiteren soll (X, || -||) stets — wenn nicht anders gesagt — durch d).;| metrisiert sein. Ist die
Metrik dj.| vollstdndig, so heift X = (X, ||-|) Banachraum. Wir verwenden im Weiteren
folgende Aussagen ([U]): Sind (X,d) ein metrischer Raum und A C X, so gilt A° =
U{U : U c A offen} und A = {B : B D A abgeschlossen}. Da beliebige Vereinigungen
offener Mengen offen und beliebige Schnitte abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind,
sind insbesondere A° offen und A abgeschlossen. In normierten Réumen ist der Abschluss
eines Teilraumes wieder ein Teilraum.

Beispiele 1.3 1. Es seien S # @ eine Menge, (E, |- |g) ein normierter Raum und
B(S,E):={f:8 — E: f(S) C E beschrénkt}.
Dann ist (B(S7 E),| - ||OO) mit
[flloo == [[flloc,s == tt‘»lelglf(t)\E

ein normierter Raum und im Falle, dass F ein Banachraum ist, auch ein Banachraum.!

Fiir (E,|-|g) = (C,| ) schreiben wir B(S) := B(S, C). Speziell setzen wir

ls := B(N) = {z = (z,) : {n : n € N} beschrankt}.

lsiehe etwa https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Analysis_So0S2021.pdf, Satz 1.21


https://www.math.uni-trier.de/~mueller/EinfMathe/Analysis_SoS2021.pdf

2. Es sei p € [1,00). Fiir p € [1,00) sind (£p, || - ||p) mit

pi={o= (@) €€ foyl < oo}, ol = (D Jasl)
j=1

j=1

Banachraume. Ist I = [a,b] mit a < b ein kompaktes Intervall, so ist durch

= ([ W@ra)” gecm

eine Norm auf C(I) gegeben. Der Raum (C(I),| - ||p) ist kein Banachraum. Ist jedoch
(Q,%, 1) ein Mafraum, so ist auf .Z,(n) := {f : @ — C : f messbar, /\f|p dp < oo}
durch )

= U= ([100 )™ (7€ %)

eine Halbnorm gegeben (siche Anhang) und mit N := {f € Z,() : f = 0 p-fast iiberall}
wird L,(p) = %,(p)/N mit ||[f H = ([ |f? du)'/? ein Banachraum.?

Bemerkung 1.4 Es sei (X, || - ||) ein normierter Raum. Dann gilt:
1. Ist dim(X) < oo, so ist (X, - ||) ein Banachraum.?

2. Ist X ein Banachraum und ist L C X ein Teilraum, so ist (L, || - ||) ein Banachraum
genau dann, wenn L C X abgeschlossen ist ([U]).

Bemerkung 1.5 1. Sind (5,d) ein metrischer Raum und (E,| - |g) ein Banachraum, so
setzen wir

C(S,E):={f:5— E, f stetig} und CB(S,E) :=C(S,E)n B(S, E).

Dann ist CB(S, E) C B(S, E) abgeschlossen, also (CB(S, E),|| - ||oo) ein Banachraum.* Ist
(S, d) kompakt, so gilt C(S, E) = CB(S, E) (warum?).

2. Die Rdume ¢ := {(xn) € loo : (T4) konvergent} und ¢ := {(xn) €Elog : Ty — 0} sind
abgeschlossene Teilrdiume von £, also Banachrdume ([U]).

Satz 1.6 Es sei (X,|-||) ein normierter Raum. Dann sind dquivalent:

a) X ist ein Banachraum.

b) Ist (z;) eine Folge in X mit Z lz;]| < o0, so existiert Z xj = h_)m Z xj.
=1 n—oo iT]

2Ein Grund fiir die Entwicklung der Maﬁtherorle liegt in diesem wesentlichen Vorteil gegeniiber dem
Raum der Regelfunktionen oder dem Raum der Riemann-integrierbaren Funktionen. Mehr zu Eigenschaften
der LP-Raume findet man etwa unter https://de.wikipedia.org/wiki/Lp-Raum.

3Siehe etwa Werner, D., Funktionalanalysis, 5., erw. Auflage, Springer, Berlin, 2005, S. 26.

4siehe etwa https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Analysis_SoS2021.pdf, Satz 1.19

5Kurz: Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz.



https://de.wikipedia.org/wiki/Lp-Raum
https://www.math.uni-trier.de/~mueller/EinfMathe/Analysis_SoS2021.pdf

o0
Beweis. a) = b): Es sei (z;) eine Folge in X mit ) ||z;|| < co. Da X ein Banachraum
n =
ist, geniigt es zu zeigen: ( > xj) ist eine Cauchy-Folge.
j=1
Ist € > 0 gegeben, so existiert ein N € N mit

n

> lmll<e  (n>n'>N).
j=n'+1

Also ist nach der Dreiecksungleichung auch
n n’ n n
H Sy - ijH - H S xJH < Y Jgl<e  (m>n'=N).
j=1 j=1 j=n'+1 j=n’'+1

b) = a): Es sei (y;) eine Cauchy-Folge in X. Dann existiert eine Teilfolge (yx, )nen, mit
vk, = yro || <1/2%  (n€N).

Setzt man ; := Yy, — Yk;_,, SO ist

ke = Yko + O (Wk — Uk, 1) =Yk + Y2 (nEN).
i=1 i=1

) ) ) n
Aus X flz;]] < 3 1/29 =1 < oo folgt, dass (Y xj)n und damit auch (yg,) in X
j=1 j=1 j=1
konvergiert. Da (y;) eine Cauchy-Folge ist, ist auch (y;) konvergent.5 m|

Definition 1.7 Es seien X,Y lineare Rdume iiber K.

1. Ein (linearer) Operator T von X nach Y ist eine lineare Abbildung 7' : D(T) — Y
(genauer: das Tupel (X,Y, T, D(T)), wobei D(T) ein linearer Teilraum von X ist. Ist ¥ =
K, so nennt man 7" auch ein (lineares) Funktional. Der K-lineare Raum X* aller linearen
Funktionale T : X — K heifst algebraisches Dual von X.

2. Sind (X, |-l = llx) und (Y;] - || = || - |ly) halbnormiert und 7' : X — Y linear, so
heifst T' (lokal) beschrénkt, falls T(Bx) C Y beschrénkt ist.

Satz 1.8 Es seien X,Y normierte Riume und T : X — Y linear. Dann sind dquivalent:
a) T ist beschrinkt.
b) Es existiert ein ¢ > 0 mit ||Tx|| < c||z|| fir alle x € X.
¢) T ist (Lipschitz-)stetig auf X.

d) T ist stetig an 0.

6siehe etwa https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Analysis_So0S2021.pdf, Bem. 1.9



https://www.math.uni-trier.de/~mueller/EinfMathe/Analysis_SoS2021.pdf

Beweis. Man beachte: Da T linear ist, ist stets T0 = 0.

a) = b): Mit c:= sup ||Tu| gilt fiir z #0
u€EBx

X
Il = ol - |7 (55 )| < ellell

[l
b) = ¢): Fiir 2,y € X gilt
1Tz — Tyl = | T(z — y)|| < cllz —yll.

Damit ist T Lipschitz-stetig auf X (also insbesondere stetig).
c) = d): Klar.
d) = a): Nach Voraussetzung existiert ein § > 0 mit |Tz| <1 fiir ||z|| < §. Damit folgt
fir x € Bx \ {0}
]l 8

= Bl )] <1

Bemerkung und Definition 1.9 Es seien X ein halbnormierter und Y ein normierter
Raum iiber K. Wir setzen

L(X,Y):={T: X — Y : T linear und beschrinkt}

und L(X) := L(X, X). Da die Abbildung L(X,Y) 5 T — T|p, € B(Bx,Y) lincar und
injektiv ist, ist durch
IT] == 1T lloo = sup [[T|
xEBx

eine Norm auf L(X,Y") definiert. Nach Satz 1.8 gilt
a) |Tal| < |7 o] fiix z € X,
b) 7)) = minfe > 0 : | Ta]| < clz] fiir = € X}.
Sind (Z, ]| - ||) eine weiterer normierter Raum und S € L(Y, Z), so gilt
1S 0T < IISI|- ||
AuRerdem ist {T'|g, : T € L(X,Y)} abgeschlossen in B(Bx,Y).

Denn: Ist (7},) eine Folge in L(X,Y) mit T,,|g, — f in B(Bx,Y), so gilt fir
alle z € X \ {0}

x T

T(e) = el () = el £ (g

[

) (n — 00).

]

Aus der Linearitét von T), folgt, dass durch 70 := 0 und T := ||z||f(z/||z])
fir  # 0 ein Operator T' € L(X,Y") definiert ist mit T'|p, = f.



Ist Y ein Banachraum, so ist damit nach Beispiel 1.3 und Bemerkung 1.4 auch L(X,Y) ein
Banachraum. Insbesondere ist der Raum

X' :=L(X,K)={T: X — K: T linear und beschrinkt}

stets ein Banachraum. X’ = (X, || - ||)’ heift Dualraum oder kurz Dual von X.

Beispiel 1.10 Es sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall mit a < b. Dann ist durch

1 flle0 = Ifllee + 1 e (f € CHI))

eine Norm auf C'(I) gegeben, mit der (C'(I),| - ||1.00) zum Banachraum wird ([U]). Ist
T : CY(I) — C(I) definiert durch

Tf=f  (feC'(D),
so ist
ITflloo =11l < Ifl1ee  (f€CHD)).

Damit ist T' beschrankt mit ||T'|| < 1 (tatséchlich gilt [|T']] = 1; [U]). Betrachtet man
jedoch T als Operator von (C(I),]| - ||eo) nach (C(I),] - ||)oo) mit D(T) = C1(I), so ist T
unbeschrénkt!

Denn: Ohne Einschrankung sei 0 € I. Ist f,,(t) = sin(nt), so ist || fn]lec < 1 und
Tf,(t) =ncos(nt), also ||T frlloo = |Tfn(0)] =n — 0o (n — ).

Definition 1.11 Es sei X ein linearer Raum iiber K. Eine Abbildung (-,-) : X x X - K
heifst Skalarprodukt auf X, falls gilt

(i) Fir alle y € X ist (-,y) € X™*.

(i) Fir alle z,y € X ist (z,y) = (y, x).
(iii) Fir z #01ist (z,z) >0.

In diesem Fall heifst X = (X, (-, --)) unitdrer Raum oder Préhilbertraum. Weiter heifsen
z,y € X orthogonal, falls (z,y) = 0 gilt. Wir schreiben dann = L y. Ist A C X, so
schreiben wir x | A, falls # L y fiir alley € A und At :={z € X : 2 L A}

Bemerkung und Definition 1.12 Es sei (X, (-,-)) ein unitdrer Raum. Dann gilt (siehe
Lineare Algebra)
1. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung): Fiir alle z,y € X ist

[, 9| < (@) (y, ).

Daraus ergibt sich, dass durch ||z| := \/{z, z) fiir € X eine Norm auf X definiert ist. Ist
damit (X, || - |) ein Banachraum, so nennt man X = (X, (-,--)) einen Hilbertraum.



2. (Parallelogrammgleichung): Fiir alle 2,y € X ist
2(llz)1* + llyl?) = llz +ylI* + llz — yII*.
3. (Satz des Pythagoras) Sind z,y orthogonal, so gilt

e+l = [l + llyl1* -

Beispiel 1.13 Mit

@) =S 0y, (myeh)
j=1
ist (la,(-,-)) ein Hilbertraum. Allgemeiner ist fiir jeden Mafraum (€2, %, 1) mit

(f,9) ::/fﬁdu (f.9 € La(p))

(L2(p), (-,+)) ein Hilbertraum. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung entspricht hier der
Holder-Ungleichung fiir p = ¢ = 2. Der Raum (C(I), (-,)) ist ein Préhilbertraum, aber
kein Hilbertraum.

Satz 1.14 Es seien (X, (-,-)) ein unitdrer Raum und C C X konvex und so, dass (C,d|.|)
vollstindig ist. Dann existiert in jedem x € X genau ein y € C mit |z — y|| = dist(z, C).”
Auferdem ist y dadurch charakterisiert, dass Re(x — y,u —y) <0 fir alle uw € C gilt.

Beweis. 1. Wir setzen d := dist(z, C'). Aus der Parallelogrammgleichung folgt fiir beliebige
u,v € C wegen ||z — (u+v)/2|| >d

2w —ull® + llz = ol*) = |22 —u—v* +|lv —ul?

= Alle — (u+0)/2 + llv - ul|* > 4d® + [Jv — ul]?,

also
lv — u||2 < 2(Hx — uH2 — d2) + 2(||x — v||2 — d2). (L.1)

Es sei nun (y,,) eine Folge in C' mit ||z — y,|| — d fiir n — oco. Mit u := yy, v := y, in
(1.1) sieht man, dass (y,) eine Cauchy-Folge in C ist. Da (C,d).|) vollsténdig ist, existiert
ein y € C mit y, = y (n — 00). Wegen

d< |z =yl <lz=yall +llyn —yll =d (0= o0)

folgt ||l — y|| = d. Ist z € C mit ||z — z|| = d, so ergibt sich y = z aus (1.1), also auch die
Eindeutigkeit von .

2. Fiir zyu € Cund ¢t € [0,1] ist z + ¢t(u — 2) € C und

I

|z — (z+tu—2))|" = llz— 2||> = =2t Re(z — z,u — z) +£*|lu— 2. (1.2)

"Sind (X, d) ein metrischer Raum, A C X und = € X, so heift dist(z, A) := inf{d(z,a) : a € A} der
Abstand von x und A.




Ist einerseits z € C' so, dass Re{x — z,u — z) <0 fiir alle u € C, so ergibt sich mit ¢ =1 in
(1.2)
lz = ull® = ll= — 2]|* > 0.

Damit ist dist(z, C') = ||z — z||, also z = y. Andererseits ist fiir z = y die linke Seite in (1.2)
fir alle u € C nichtnegativ. Also ist fiir ¢ € (0, 1] auch

—2 Re(zr —y,u —y) +t|lu—y|* > 0.

Fiir t — 0% folgt Re(z — y,u — y) <O0. O

Definiert man man in der Situation von Satz 1.14 Pc : X — X durch
Po(z) =y

fiir y € X, so gilt Po(X) = C und Pg o P = Po. Wir betrachten jetzt spezieller Teilrdume
L statt konvexer Mengen.

Satz 1.15 (Projektionssatz) FEs sei (X, (-, -)) ein unitirer Raum, und es sei L C X ein
vollstindiger Teilraum. Ist x € X, so gilt

l2]* = llz = P ()|* + || Pr(x)]* (1.3)
und y = Pr(x) firy € L genau dann wenn
(x —y) L L. (1.4)
Auperdem ist Pr, linear mit || Pr| < 1.8
Beweis. 1. Wir zeigen zunéchst die 2. Aussage.
=: Es sei y = P(z). Ist u € L, so gilt nach Satz 1.14
0> Re{x —y,tu —y) =t Re{x —y,u) — Re{z — y,y)

fiir alle t € R. Dies impliziert Re(z — y,u) = 0. Ist K = C, so ergibt sich mit it statt ¢ auch
Im(z — y,u) = 0.

<:Ist (x —y) L L, soist (x —y,u —y) =0 fiir alle u € L. Aus Satz 1.14 folgt Pr(x) = y.
2. Wegen Pp(x) € L ist nach dem Satz des Pythagoras und (1.4)

1> = llz = Pr(z) + Pr(@)l* = llo = Po(@)* + [ Po(2)]*.
Sind z,z’ € X und A € K, so ist z := AP (z) + Pr(z') € L und mit (1.4) gilt
A +2' —z= XNz — Pp(z))+ (y — Pp(2')) L L.

Wieder mit (1.4) ist Pr(Ax + z') = z, also Pr, linear. Wegen (1.3) ist ||Prz| < ||z| und
damit || P|| < 1. |

8Man nennt P, die Orthogonalprojektion auf L.
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Definition 1.16 Es sei (X, (-,--)) ein unitdrer Raum. Eine Menge M C X heifit Ortho-
normalsystem, falls (e, f) = d. ¢ (Kronecker-Symbol) fiir e, f € M gilt. Fiir z € X und
e € M nennt man die Zahlen Z, := (z, e) die Fourier-Koffizienten von x (beziiglich M).
Ist span(M) dicht in X,% so heikt M eine Orthonormalbasis.

Beispiel 1.17 Es sei S := {z € C: |z| = 1}. Fiir f € C(S) schreiben wir'®

/fdm ::/f(z)dm(z) ::% if(eit)dt.
()= [ fgdm (f9<CE)

ist (C(S), (-,-)) ein unitirer Raum. Weiter setzen wir ey(z) := 2* fiir € S und k € Z und

Abbildung 1: Re(z*) = cos(4t) mit z = e fiir t € [, 7.

M := {e}, : k € Z}. In Polarkoordinaten z = e ist z¥ = k! = cos(kt) + isin(kt). Daher
spricht man auch vom trigonometrischen System M. Wegen

1 (", k) lekt T — 0 k40
/ek dm = /Zk dm(z) = 7/ elkt dt = (Z ) € |7ﬂ_ 7§
2 J_ . 1, k=0

gilt (e, e;) = [ex—jdm = §;; fiir j,k € Z (beachte: Z = 2! fiir z € S). Also ist M ein
Orthonormalsystem in (C(S), || -||2). Man kann zeigen, dass span(M) dicht in (C(S), || - ||co)
ist'! also wegen || - |2 < || - [l auch in C(S) versehen mit der Integralnorm || - ||o. Damit
ist M eine Orthonormalbasis in (C(S), || - [|2)-

Bemerkung 1.18 Es seien X ein unitdrer Raum und M C X ein Orthonormalsystem.
1. Sind F C M endlich und L := span(F’), so gilt fir z € X und f € F

<1'*Z/=T\e'€7f>:<maf>7z<x7e><6’f>:0'

ecF ecF

9st (X, d) ein metrischer Raum, so heift M C X dicht in X, falls zu jedem = € X und jedem & > 0
ein y € M existiert mit d(z,y) < €.

10 Aus Sicht der Maftheoroie: m ist das normierte Bogenmaf auf S.

1Weierstrafscher Approximationssatz; Satz von Fejér; siche etwa https://www.math.uni-trier.de/
“mueller/Fourier_und_Laplace/FTFR_WS2122.pdf, Satz 1.13


https://www.math.uni-trier.de/~mueller/Fourier_und_Laplace/FTFR_WS2122.pdf
https://www.math.uni-trier.de/~mueller/Fourier_und_Laplace/FTFR_WS2122.pdf
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Nach Satz 1.15 ist damit

Prx = Z Z. - e. (1.5)

ecF

Auferdem folgt aus dem Satz des Pythagoras

Dol =D T el =11 e el = || Pral, (1.6)

ecF eeF ecF
also mit (1.3)
ol = 37 Bl =l — Pral? = dist? (s, L), (1.7
eceF

2. Ist (¢ )aers eine Familie in [0, 00), so setzen wir > ¢4 1= sup{ e FCI endlich}.
acl aEF
Nach (1.7) gilt damit die Besselsche Ungleichung: Fiir alle z € X ist

D1 < . (1.8)
ecM

12

Zudem liegt x, wieder nach (1.7), genau dann im Abschluss von span(M),'* wenn die

D [T =l (1.9)

ecM

Parsevalsche Gleichung

erfiillt ist. Also ist M genau dann eine Orthonormalbasis, wenn (1.9) fiir alle x € X gilt.

Beispiel 1.19 Es sei (ex)rez wie in Beispiel 1.17, d. h. ex(z) = 2* fiir z € S und k € Z.
Dann ist fiir f € C(S)

Fro=Jeop = (frex) = /f )z~ *dm(z 27T/ flee *tar  (kez).

Da {eyj, : k € Z} eine Orthonormalbasis von (C(S), (-, --)) ist, gilt die Parsevalsche Gleichung

1 dm =111 = S 1Rl

kEZ

Als passend zur Hilbertraumtheorie erweist sich das Konzept der Summierbarkeit:

Bemerkung und Definition 1.20 Es sei (X, | - ||) ein normierter Raum. Eine Familie
(a)aer in X heifit summierbar (in X), falls ein € X und fiir alle ¢ > 0 eine endliche
Menge F. C I so existieren, dass

|l — ZxaH <e

acl

128ind (X, d) ein metrischer Raum und A C X, so nennt man die Menge A := {z € X : dist(z, A) = 0}
den Abschluss von A in X. Damit ist A genau dann dicht in X, wenn A = X gilt. AuRerdem heifen die
Menge A° := {z : = innerer Punkt von A} das Innere von A und 9A := A\ A° der Rand von A.
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fiir alle endlichen Mengen F C I mit F. C F gilt. In diesem Fall ist {a € I : 2, # 0}
abzihlbar ([U]) und der Wert
T =: Z To

eindeutig bestimmt. Es gilt folgendes Cauchy-Kriterium fiir Summierbarkeit: Ist X ein

Banachraum und ist (z,) eine Familie in X, so ist (x,) genau dann summierbar, wenn

fiir alle ¢ > 0 eine endliche Menge F, C I existiert mit H > xaH < ¢ fiir alle endlichen
aeG

Mengen G C I\ F.. Man sieht damit leicht (vgl. Satz 1.6): Ist X ein Banachraum und ist

> llzall < 00, s0 ist (z4) summierbar mit || > o] < D ||2al|-
aecl ael ael

Satz 1.21 Es seien X ein unitdrer Raum und M C X ein Orthonormalsystem. Firz € X
sind folgende Aussagen dquivalent:

a) x erfillt die Parsevalsche Gleichung.

b) (Te€)eenr ist summierbar und es gilt v = . ZTee.t?

ee M

Beweis. Nach (1.5) und (1.7) ist fiir F C M endlich und L := span(F)

Izl = D 1@l = llz = Y Feell®.

ecF ecl

Aus der Definition der Summierbarkeit ergibt sich damit die Aquivalenz von a) und b). O

Beispiel 1.22 1. In der Situation von Beispiel 1.19 gilt nach Satz 1.21 in (C(S), || - ||2)

F=Y fer (feCO).

kEZ

Ist L, := span{ey : |k| <n} fir n € N, so nennt man die Folge (S, f) mit

Suf =Y frexn=Pr.f

k=—n

die Fourier-Reihe von f. Es gilt damit [ |f — S, f|*dm — 0 fiir n — oo.

2. Ist I = [—m, 7] und setzt man Cpe () == {f € C(I) : f(m) = f(—m)}, so ist fur
[ € Cper(I) die Funktion f, : S — C, definiert durch f.(e®) := f(t) fiir t € (—m, 7], stetig
auf S. Versieht man Cpe,(I) mit dem Skalarprodukt

Fogyi= | fg=2n / £.3, dm

—T

13Man spricht von der Fourier-Entwicklung von z.
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und setzt man g := exp(ik-) fiir k € Z , so ist (gx)s = ex und (f, gr)sr = 27(f2)s, also

nach 1.
1

T or

f > (f.gk)1 gn (1.10)

keZ

in (Cper(I), ||-||2)- Damit ist durch {(27)~'/2g, : n € Z} eine Orthonormalbasis von Cpe, (1)
gegeben und (1.10) die Fourier-Entwickung von f beziiglich dieser Basis.

Abbildung 2: g1,...,94.

Zum Abschluss diskutieren wir kurz die Frage nach der Existenz von Orthonormalbasen.

Bemerkung 1.23 Es sei X # {0} ein unitdrer Raum. Ist A C X abzéhlbar, so existiert
zunéchst eine linear unabhéngige Menge B C A mit span(A) = span(B) und dann nach
dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren (siehe Lineare Algebra) ein abzdhlbares
Orthonormalsystem M mit span(A) = span(M). Existiert also eine abziéhlbare Menge A
so, dass span(A) dicht in X ist, so existiert eine abzdhlbare Orthonormalbasis in X.

Wir wollen zeigen, dass in Hilbertrdumen stets Orthonormalbasen existieren. Der Beweis
beruht auf einer Anwendung des Zornschen Lemmas (sieche B.1).

Satz 1.24 Sind X # {0} ein Hilbertraum und N C X ein Orthonormalsystem, so existiert
etne Orthonormalbasis M von X mit N C M. Insbesondere existiert eine Orthonormalba-
S18.

Beweis. Ist 0 # a € X, so ist {a/||al]|} ein Orthonormalsysten. Also reicht es, die erste
Aussage zu zeigen. Wir setzen o/ := {A C X : A Orthonormalsystem mit N C A}. Dann
ist C eine Halbordnung auf .o7. Ist & eine Kette in <7, so ist S := (J,.4 A ein Ortho-
normalsystem und damit obere Schranke von %. Nach dem Zornschen Lemma existiert
ein maximales Element M. Wir zeigen: M ist eine Orthonormalbasis. Angenommen, nicht.
Dann ist der Abschluss L von span(M) ein abgeschlossener Teilraum von X und L # X. Ist
x ¢ L, so ist nach dem Projektionssatz 0 # (z — Prz) L L. Mit e := (z — Pra)/||z — Pra||
ist M U{e} # M ein Orthonormalsystem, im Widerspruch zur Maximalitit von M. O
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2 Hauptsitze fiir Operatoren auf Banachraumen

Wir beweisen in diesem Abschnitt verschiedene zentrale Sitze iiber lineare Abbildungen
auf Banachrdumen. Die wesentlichen laufen unter den Namen:

e Satz von Banach-Steinhaus,
e Satz von der offenen Abbildung,
e Satz vom abgeschlossenen Graphen.

Als Ausgangspunkt fiir die Hauptsétze dient ein Ergebnis der Analysis, das in vielen Si-
tuationen duferst niitzlich ist:

Satz 2.1 (Baire) Es sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum. Ist (U,) eine Folge
offener Mengen so, dass Uy, dicht in X ist fiir alle n € N, so ist auch (), ey Un dicht in X.

Beweis.!! Es seien a € X, ¢ > 0. Zu zeigen ist: B.(a) N (,eyUn # . Wir setzen
Ap := B:(a). Da U; dicht in X ist, ist Uc(a) N Uy # @ und offen. Also existieren b € X,
0 <d<1/2mit Ay := Bs(b) C Ag N U;. Dabei ist diam(A;) < 2§ < 1. Da U, dicht in
X ist, ist Us(b) N Uz # @ und offen. Mit gleicher Argumentation wie vorher existiert eine
abgeschlossene Kugel Ay C A1 NU; mit diam(A3) < 1/2. Induktiv erhélt man so eine Folge
(An)nen abgeschlossener Kugeln mit

AnCAn,lﬁUnCAOOUn

und diam(A4,) < 1/n. Wa&hlt man z; € A;, so ist (z;) wegen diam(A4;) — 0 eine Cauchy-
Folge. Da X vollstdndig ist, existiert ein x € X mit z; — x fiir j — oo. Ist n € N, so
gilt 2; € A; C A, fiir j > n, also x € A, C Ag NU,, da A,, abgeschlossen ist. Damit ist
xEAomﬂneNUn' a

Bemerkung und Definition 2.2 In vollstindigen metrischen Rdumen (X, d) sind nach
dem Satz von Baire abziihlbare Schnitte offener, dichter Mengen dichte Gs-Mengen.'® Ent-
halt M C X eine dichte G5-Menge, so nennt man M residual in X. Der Satz von Baire
zeigt, dass abzithlbare Schnitte residualer Mengen wieder residual sind ([U]).

Bemerkung 2.3 Es seien (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum und F C C'(X). Wir
setzen flir z € X

s*(x) := sup | f(z)| € [0, 0]
fer

14Sind (X,d) ein metrischer Raum, a € X und r > 0, so schreiben wir Uy(a) := {z € X : d(z,a) < 7}
fiir die offene Kugel um z mit Radius r und By (a) := {z € X : d(z,a) < r} fiir die abgeschlossene. Fiir
A C X ist diam(A) := sup{d(z,y) : ,y € A} der Durchmesser von A.

15Einen abzihlbaren Schnitt offener Mengen bezeichnet man als Gs-Menge.
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Da Urbilder offener Mengen unter stetigen Abbildungen offen sind, ist

Voi={zeX:s"(x)>n}= ] [ ((n,0))

fer

fiir n € N offen. Also ist die Menge

A={re X :s"(x) =00} = ﬂVn
neN

eine Gs-Menge. Dabei gilt: Entweder ist A dicht in X und damit residual, oder es existiert
eine nichtleere offene Menge U C X mit sup s*(z) < oco.
zeU
Denn: Ist V,, dicht in X fiir alle n, so ist A nach dem Satz von Baire dicht in
X. Ist V,, nicht dicht in X fiir ein n € N, so ist U := X \ V,, nichtleer und offen.
Fiir alle z € U ist s*(x) < n, also auch sup,¢y; s*(x) < n.

Satz 2.4 (Banach-Steinhaus; Prinzip der gleichmiRigen Beschrénktheit)
Es seien X ein Banachraum, Y ein normierter Raum,  C L(X,Y) und

A:={zxe X : sup |Tz| = oo}
TeT

Dann ist A entweder residual in X oder leer. Im zweiten Fall ist  beschrinkt, d. h.

sup || T < oo.
TeT

Beweis. Wir wenden Bemerkung 2.3 auf die Familie F := {z — ||Tz| : T € Z} an. Ist die
erste Alternative nicht gegeben, so existieren nach Bemerkung 2.3 ein @ € X und d,¢ > 0
mit | Tu|| < ¢ fiir alle w € Bs(a) und T € . Fir T € & und = € Bx gilt dz + a € Bs(a),
also

o Tz|| = ||T(6x 4+ a) — Ta|| < c+ ||[Tal < 2¢c.

Damit ist suppc o [|T|| < 2¢/6 =: d und fiir alle € X folglich auch sup;¢ & |Tz|| < d||z|,
also A leer. O

Es seien S,, wie in Beispiel 1.22. Wir haben dort gesehen, dass S, f — f in (C(S), ||-]|2) gilt.
Es dréingt sich die Frage nach der punktweisen Konvergenz von (S, f) auf. Wir zeigen als
Anwendung des Satzes von Banach-Steinhaus, dass stetige Funktionen f existieren, deren
Fourierreihe nicht {iberall punktweise konvergiert.

Satz 2.5 Fiir eine residuale Menge von Funktionen f € C(S) ist die Folge ((Snf)(1))n
unbeschrdinkt.
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Abbildung 3: Dirichlet-Kern Ds.

n

Beweis. Mit dem n-ten Dirichlet-Kern D,, := Y e gilt

k=—n
SN0 =Y Fi= Y [rerdm= [ £Didm =1,
k=—n k=—n
Dabei ist T, € (C(S). | - llno)’ mit [T = [Dally ([U]). Nach dem Satz von Banach-

Steinhaus, angewandt auf .7 = {T,, : n € N}, geniigt es, sup,cy ||Dnll1 = 00 zu zeigen.
Fiir t € [, 7] gilt nach dem Schrankensatz |e®® — 1| < [t], also fiir 2 = € # 1 mit der
geometrischen Summenformel

2n+1 _ 1 (2n+1)it __ 1 1— ) 1t
Da(2)] = |7 Da(2)] = 'Z| : |5 Rele Z ) COS<|<t|"+ 1)
z—

und damit (da der Integrand gerade ist)

i dt (2n+1)w d
7| Dl > / (1—cos((2n—|—1)t)? > / (l—cosu)—u
0 1 u

(2n+1)m
= ln(2n—|—1)—|—ln7r—/ O
1 u

Da das uneigentliche Integral [ u ™! cosu du existiert,' folgt || Dy [y — oo (n — o0). O

Wir befassen uns jetzt mit der ,Vererbung“ von Konvergenz bei beschriankten Familien in
L(X,Y).

Satz 2.6 Es seien X ein normierter Raum, Y ein Banachraum, I C R nach oben unbe-
schrinkt und (Ty,)aer eine Familie in L(X,Y) mit

sup [T, || < oo.
a€cl

Ezistiert lim Tox fir alle x aus einer in X dichten Menge D, so existiert lim T,x =: Tx
a—00 a—00
fir alle x € X. Dabei ist T € L(X,Y) und ||T|| < supues |Tall-

16siche etwa https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Analysis_S0S2021.pdf, Bem. 2.36
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Beweis. Es seien x € X und € > 0 gegeben. Dann existiert ein y € D mit ||z — y|| < e.
Weiter existiert ein R > 0 mit | Toy — Tory|| < € fiir a, 0’ > R. Also gilt fiir o, ¢’ > R auch

[ To = Torz|| < Tz = y)| + [ Tay = Taryll + [ Ter (y — 2) || < (2 Sup I Tsl + 1)e.

Da Y ein Banachraum ist existiert lim T,z.'” Da die Abbildungen T}, linear sind, ist 7'

a—00
ebenfalls linear. Fiir x € By gilt zudem ||Tz| = lim ||[Thz| <sup||Toz| <sup|Tn|. O
Q=00 acl acl

Bemerkung 2.7 Da konvergente Folgen in normierten Rdumen beschrankt sind, ergibt
sich aus dem Prinzip der gleichméfigen Beschranktheit und Satz 2.6 insbesondere: Sind
X,Y Banachrdume und ist (7, )nen eine Folge in L(X,Y), so sind dquivalent:

a) Fiir alle 2 € X ist die Folge (T,,x),, konvergent in Y.

b) Es gilt sup, ¢y [|[Tn|| < oo und es existiert eine dichte Teilmenge D von X so, dass
(Thz)y fir alle € D konvergiert.

AuRerdem ist in diesem Fall der punktweise Grenzwert T' € L(X,Y) und schon festgelegt
durch die Werte auf D, d. h. ist S € L(X,Y) mit S|p = T|p so, ist T = S.

Beispiel 2.8 (Quasi-Monte Carlo Integration) Es seien § € R\ Q und ¢ := ¢*™ ¢ S.
Dann ist ¢* # 1 alle k € Z\ {0}.®

Abbildung 4: ¢* = €2¢7% fiir k = 0,...,50 und 0 = (v/5 —1)/2.

Die Idee ist, fiir f € C(S) arithmetische Mittel der Form

1 &,
Qnf :=n+1j§f(éj)

als Néherung fiir [ f dm zu wihlen. Wir wollen zeigen, dass dies gerechtfertigt ist:

17Cauchy-Kriterium fiir Familien; vgl. https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Einf_
Mathe_GW_WS2020-21.pdf, Bemerkung 5.25
18Die Zahlen ¢* verteilen sich quasi zufillig auf S.


https://www.math.uni-trier.de/~mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_GW_WS2020-21.pdf
https://www.math.uni-trier.de/~mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_GW_WS2020-21.pdf
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Zunichst ist @, : C(S) — C linear mit |Qnf| < || flloo, also @n € (C(S),|| - ||oo)’ und
|Qnll < 1. Wgen Q,1 =1ist |Q,| = 1. Fur 0 # k € Z erhélt man mit der geometrischen
Summenformel

1 nooo 1 1_<—k(n+1)
- ik —
Daher gilt
1 2
neg] < ————— =0 — 00),
Querl < g 20 (1)

also (vgl. Bem. 1.17) Quer, — 0= [ e dm fiir n — oo. Wegen Qrep = Q,1 =1= [egdm
ergibt sich fiir p € span{ey : k € Z} aus Linearititsgriinden

an%/pdm (n — o).

Da span{ey, : k € Z} dicht in (C(S), || - ||so) ist (Bem. 1.17), gilt nach Bemerkung 2.7

an%/fdm (n — o)

fiir beliebige f € C(S).

Sind X, Y metrische Rdume, so heiflt f : X — Y offen, falls fiir alle offenen Mengen U C X
auch f(U) C Y offen ist. Wir wenden uns nun der Frage nach der Offenheit stetiger linearer
Abbildungen zu.

Bemerkung 2.9 Es seien X,Y lineare Rdume und 7' : X — Y linear. Wir verwenden in
Weiteren dass T(AA) = AT(A) und T(A+ B) = T(A) + T(B) fir A,BC X und A € K
gilt. Auberdem ist Us,(a) = a + rUs(0) fiir « € X und 7,6 > 0. Sind X, Y normiert, so
ergibt sich

1. Ist T(Bx) eine Nullumgebung,? so ist T offen.

Denn: Es sei § > 0 so, dass Us(0) C T(Bx). Ist U C X offen und ist y € T'(U),
so existieren ein x € U mit y = Tx und ein p > 0 mit x + pBx C U. Also folgt
TWU)>T(x+pBx)=y+pT(Bx) Dy+ pUs(0) = Usy(y).

2. Ist T offen, so ist T surjektiv.

Denn: Es sei § > 0 mit T'(Bx) D T(U1(0)) D Us(0). Dann ist

T(X) = T( U nBX) = |JnT(Bx) > | Uus(0) = V-

neN neN neN

Satz 2.10 Es seien X ein Banachraum, Y normiert und T € L(X,Y). Ist T(Bx) eine
Nullumgebung, so ist T schon offen.?°

19Ist E ein normierter Raum, so heift A C E Nullumgebung, falls 0 € A° gilt.
20Die Aussage wird auch als Schauder-Lemma bezeichnet.
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Beweis. Es sei § > 0 so, dass Us(0) C T(Bx). Dann gilt fiir » > 0 auch?!

Us-(0) = rUs(0) C rT'(Bx) = T(rBx). (2.1)
Nach Bemerkung 2.9.1 reicht es also,
T(2-'Bx) C T(Bx)

zu zeigen. Dazu sei y € T(2-1Bx ). Dann existiert ein x; € 271 Bx mit ||y — Ta1|| < 6/4,
also y — Ty € Us4(0) C T(4-!' By ). Entsprechend existiert ein z; € 4! Bx mit

Yy — T(.%‘1 + .%‘2) = (y - Tafl) —Txy € UJ/S(O)'

Induktiv erhdlt man eine Folge (x,,) mit x,, € 27" Bx und
n
Yy — T( Z Z‘k) € Usjan+ (0).
k=1

Aus Y ||zk|l € 32 27% =1 folgt mit Satz 1.6 die Existenz von z := Y x;, € X. AuRerdem
k=1 k=1 k=1

ist ||z|]| <1, also z € Bx. Da T stetig ist, folgt y = lim T( > xj) =T(x) e T(Bx). O

Bemerkung und Definition 2.11 Es sei (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum. Eine
Menge A C X heifit von erster Kategorie oder mager in X, falls A = X \ A residual
ist. Andernfalls heiflt A von zweiter Kategorie in X. Insbesondere sind offene nichtleere
Mengen von zweiter Kategorie. Auflerdem gilt: A ist genau dann von erster Kategorie, wenn
eine Folge abgeschlossener Mengen B, existiert mit By, = @ und A C {J,,cy Ba-

Denn: A€ ist genau dann residual, wenn eine Folge (U,,) offener, dichter Men-
gen existiert mit A° O (), ey Un. Mit B, = (U,)° ist dies dquivalent zu A C
Unen Bn, wobei By, abgeschlossen und B;, = @ sind.

Satz 2.12 (von der offenen Abbildung)
Es seien X, Y Banachrdume und T € L(X,Y). Dann sind dquivalent:

a) T ist offen.
b) T ist surjektiv.

¢) T(X) ist von zweiter Kategorie in'Y .

Beweis. a) = b) folgt aus Bemerkung 2.9.2 und b) = ¢) aus Bemerkung und Definition
2.11. Es bleibt also lediglich, ¢) = a) zu zeigen.

218ind E ein normierter Raum, A, B C E und X\ € K, so gilt A\A=XA und A+ B C A + B.
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Mit E,, := T(nBx) ist T(X) = U,,en T(nBx) C U, cn £n- Da nach Voraussetzung T'(X)
nicht von erster Kategorie ist, existiert nach Bemerkung 2.11 ein n € N mit E; # &, d. h.
es existieren ein y € E,, und ein § > 0 mit y + Us(0) = Us(y) C E,,. Wegen —nBx = nBx
ist —y € —E,, = T(—nBx) = E,. Also ergibt sich mit nBx + nBx = 2nBx

Us(O)CE,—yCE,+E,CTnBx)+T(nBx)=T(2nBx)

und damit Us(2,,)(0) C T(Bx) wegen (2.1). Nach Satz 2.10 ist T" offen. O

Bemerkung 2.13 Eine wichtige Folgerung aus dem Satz von der offenen Abbildung ist die
sautomatische” Stetigkeit von Inversen: Sind X, Y Banachridume und T' € L(X,Y") bijektiv,
soist (T71)~1(U) = T(U) offen in Y fiir alle offenen Mengen U C X. Also ist 7! stetig??
und damit 7~! € L(Y, X). Ist Y kein Banachraum, so kann 7! unstetig sein: Betrachtet
man etwa die identische Abbildung id : (C[a, b, - [[) = (Cla, b, || - |l1), so ist id stetig
(da ||f|l1 < (b= a)||f]lec), aber id™" nicht, wie etwa die Folge f,(t) = 1/(1 + n?t?) fiir
[a,b] = [—1,1] zeigt ([U]).

Bemerkung und Definition 2.14 Es seien (X, | - || x) und (Y, | - ||y) normierte Rdume.
1. Durch

1@ o)l = [z 9)lle = llzllx + lylly  ((z,9) € X xY)

ist eine Norm auf X x Y gegeben. Wir schreiben fiir den entsprechend normierten Pro-
duktraum X @Y. Damit gilt (z,,y,) — (2,y) in X &Y genau dann, wenn z,, — = und
Yn — y. Aulerdem ist X @ Y genau dann ein Banachraum, wenn X und Y Banachridume
sind.

2. Ist T ein Operator T" von X nach Y, so ist der Graph

G(T) :={(z,Tz) :z € D(T)} C X xY

ein linearer Teilraum. T heift abgeschlossen, falls G(T) in X &Y abgeschlossen ist.

Bemerkung 2.15 Es seien X,Y normierte Rdume. Ein Operator 7' von X nach Y ist
genau dann abgeschlossen, wenn gilt: Ist (z,,) in D(T) mit z, — « und Tz, — y, so ist
x € D(T) und Tx = y.

Denn: Ist G(T') abgeschlossen und (z,) in D(T') mit z, — « und Tz, — vy,
so gilt (xn,Txy) — (z,y). Also ist (z,y) in G(T) und damit y = Tz. Ist
umgekehrt die Konvergenzbedingung erfiillt und (z,,,Tz,) eine Folge in G(T)
mit (zn, T2,) = (z,y), so gilt z, = z und Tx,, — y, also Tz = y und damit
(2,9) € G(T).

228ind X, Y metrische Riime, so ist f : X — Y genau dann stetig, wenn Urbilder offener Mengen offen
sind.
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Damit sieht man ([U]): Ist T stetig, so ist 7' genau dann abgeschlossen, wenn D(T') abge-
schlossen in X ist. Insbesondere ist jeder Operator T' € L(X,Y’) damit abgeschlossen.

Beispiele 2.16 1. Es seien I = [a,b], X =Y = (C(I), | - ||oc) und T als Operator von X
nach Y definiert durch D(T) := C*(I) und T'f := f'. Ist (f,,) in CY(I) mit f,, — f in C(I)
und Tf, = f!, — g in C(I), so ist f € CY(I) mit g = f' ([U]). Nach Bemerkung 2.15 ist T
abgeschlossen. Man beachte: Nach Beispiel 1.10 ist 7" nicht beschrankt.

2. Nicht jeder Operator ist abgeschlossen. Sind etwa [ = [-1,1], X =Y = (La(I),] - ||2)
und 7' als Operator von X nach Y wieder definiert durch T'f := f fiir f € D(T) := C(I),

so gilt ([U])
fa(t) = Vt2+1/n%2 = |t| = f(¢) (n — o0)
gleichmiifig auf I, also auch in Ly(I), und f/ — sign in Lo(I). Allerdings ist f ¢ D(T).%?

Abbildung 5: fa, f4, f¢ und | - |. Abbildung 6: f5, f1, f& und sign.

Satz 2.17 (vom abgeschlossenen Graphen; Graphensatz)
Es seien X,Y Banachriume. IstT : X — Y linear und abgeschlossen, so istT € L(X,Y).%*

Beweis. Da G(T') abgeschlossen im Banachraum X @V ist, ist G(T') ein Banachraum. Wir
definieren Px : X XY — X und Py : X xY — Y durch

Px(z,y) =z, Py(zy) =y ((z,y)€XxY).
Dann sind Px € L(X @Y, X) und Py € L(X @ Y,Y). Wir betrachten
S = PX|G(T) S L(G(T),X),

also S(x,Tz) = z fir v € X = D(T). Dann ist S injektiv (da T eine Funktion ist) und
surjektiv. Also ist S~ € L(X,G(T)) nach Bemerkung 2.13. Wegen

(Py 0o S™Y)(2) = Py(x,Tx) = Tx (x € X)

ist T € L(X,Y). u]

23Die Argumentation ist etwas fishy, da man es bei Objekten in Lo mit Aquivalenzklassen von Funktionen

zu tun hat. Jede solche enthéalt aber hochstens eine stetige Funktion.
24Dje wesentliche Botschaft: Sind X,Y Banachriume, so ist jeder einigermafRen verniinftige Operator

T : X — Y stetig, denn die Bedingung der Abgeschlossenheit bedeutet hier lediglich, dass aus x, — = und
Txn — y schon Tx = y folgt.
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3 Kompaktheit und kompakte Operatoren

Bemerkung und Definition 3.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann heifit X

1. folgenkompakt oder kurz kompakt, falls jede Folge in X eine konvergente Teilfolge
hat.

2. priakompakt oder auch total beschrinkt, falls zu jedem £ > 0 ein endliche Menge
F C X mit X =J,cp U:(z) existiert.

Weiter heiftt M C X kompakt bzw. prikompakt, falls (M, d|rsx ) kompakt bzw. pré-
kompakt ist. Schlieklich heiftt M relativ kompakt, falls jede Folge in M eine in X kon-
vergente Teilfolge besitzt. Es gilt damit ([U]): M ist relativ kompakt genau dann, wenn M
kompakt ist. Auferdem ist jede kompakte Teilmenge abgeschlossen in X.

Da Cauchyfolgen mit konvergenter Teilfolge konvergieren, sind kompakte Rdume vollstén-
dig. Praziser gilt

Satz 3.2 Ein metrischer Raum X ist genau dann kompakt, wenn er vollstindig und prd-
kompakt ist.

Beweis. = Angenommen, es existiert ein ¢ > 0 so, dass X # (J, ¢ p U () fiir alle endlichen
Mengen F' C X. Wir definieren induktiv eine Folge (2, )neny in X so, dass d(xj,2r) > €
fiir alle 7,k mit j # k gilt. Dazu wahlen wir z; € X beliebig und nehmen an, dass wir
Z1,...,&n € M mit d(xzj,x,) > ¢ fiir j,k =1,...,n,j # k bereits definiert haben. Nach
Annahme existiert dann ein z € X\U?:1 Ues(x;). Mit 2,41 = x ist also d(zp41, ;) > € fiir
j=1,...,n. Damit ist (z,,) wie gewiinscht. Die Folge (x,,) hat keine konvergente Teilfolge,
also Widerspruch.

< Da X priakompakt ist, existiert zu jedem n € N eine endliche Menge F;, C X mit

X=J Uyuly).
yEF,

Es sei () en eine Folge in X. Da F; endlich ist, existiert ein y; € Fy so, dass
I = {j eN: T; € Ul(yl)}
unendlich ist. Entsprechend existiert ein y» € F» so, dass

L={jelz; €Uy}

unendlich ist. Induktiv erhdlt man auf diese Weise eine Folge (y,) und eine Folge (1)
unendlicher Mengen mit I,,;1 C I,, C N mit z; € Uy, (y,) fiir j € I,,. Setzt man jo := 1
und wihlt fiir jedes k € N ein jj, € I}, mit jg > jr_1, so ist jr. > k und x5, € Uy (yx) fiir
m >k, also d(z;,,,x; ,) < 2/k fiir m,m’ > k und damit (z;, ) eine Cauchy-Folge in X. Da
(X, d) vollstandig ist, ist (xj,) konvergent. O
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Bemerkung 3.3 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Als Folgerung aus Satz 3.2 ergibt
sich: Jede relativ kompakte Teilmenge ist prakompakt und im Fall, dass X vollsténdig ist,
sind relative Kompaktheit und Prakompaktheit dquivalent.

Denn: Ist M C X relativ kompakt, so ist M kompakt, also auch prakompakt.
Ist &€ > 0, so existiert eine endliche Menge F € M mit M C J,cp Us/a(z).2
Wihlt man zu x € F ein y € M mit d(z,y) < /2, so ist Uc(y) D Ue o(2).
Damit kann M mit endlich vielen e-Kugeln mit Mittelpunkten in M iiberdeckt
werden. Ist X vollstindig, so ist M fiir alle M C X vollstindig. Ist dabei M
prakompakt, so ist auch M prakompakt, also dann auch kompakt.

In normierten Raumen sind priakompakte Teilmengen stets beschrénkt, da |J, . Ui(z) =
F + U, (0) fiir endliche F' beschrankt ist. Ist X endlich-dimensional, so ist umgekehrt auch
jede beschriankte Teilmenge pra- und damit relativ kompakt (Satz von Bolzano-Weierstraf,
[U]), also eine Teilmenge genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist
(Satz von Heine-Borel). Im Fall dim(X) = oo ist die Situation dramatisch anders:

Satz 3.4 Es sei (X, | -||) ein normierter Raum. Dann sind dquivalent:
a) Bx ist kompakt,
b) Bx ist prikompakt.

¢) dim(X) < oo,

Beweis. c¢) = a) folgt aus dem Satz von Heine-Borel und a) = b) aus Satz 3.2.
b) = ¢): Es sei F' C By endlich mit

Bx C | J Ujala) = F+271U1(0) C F+27 "By .
zeF

Wir setzen L := span F. Wegen L + 27 'L = L gilt
BxCL+2'BxcL+2 ' (L+2'Bx)=L+4 "By,

also induktiv Bx C L+ 27 %Byx fiir alle k¥ € N. Ist z € By, so existiert damit eine Folge
() in L mit ||z — 2] < 1/2% fiir k € N, also x;, — 2. Da L endlich-dimensional und
damit ein Banachraum ist, ist L abgeschlossen in X. Also folgt x € L und damit Bx C L.
Folglich ist X = J,.,rBx C L, also X = L. |

Bemerkung 3.5 1. Sind X und Y metrische Rdume, f : X — Y stetig und M C X (re-
lativ) kompakt, so ist die Bildmenge f(M) ebenfalls (relativ) kompakt ([U]); eine Aussage,
die fiir die gesamte Analysis von fundamentaler Bedeutung ist.

25Die Kugeln Us(z) werden hier in X betrachtet.
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2. Es seien X ein normierter Raum und A, B C X (relativ) kompakt. Aus der Stetigkeit
von X 5z — Az € X fiir A € K folgt mit 1., dass auch A (relativ) kompakt ist. Auferdem
ist A x B (relativ) kompakt in X @ X ([U]). Da die Addition X ® X > (z,y) —» x+y € X
stetig ist, folgt wieder mit 1., dass auch A + B (relativ) kompakt ist.

Bemerkung und Definition 3.6 Es seien X, Y normierte Rdume und 7' : X — Y linear.
Ist X endlich-dimensional, so ist Bx kompakt und T stetig. Damit ist auch das Bild T'(Bx)
der Einheitskugel kompakt. Fiir allgemeine X heiftt 7" kompakt, falls T'(Bx) C Y relativ
kompakt ist. Wir setzen

K(X,Y):={T: X =Y : T linear und kompakt}

und K(X) := K(X, X). Da relativ kompakte Mengen in normierten Réumen beschrénkt
sind, ist K(X,Y) C L(X,Y). Ist dim(X) = oo, so ist nach Satz 3.4 die identische Abbildung
idx € L(X) nicht kompakt.

Satz 3.7 Es seien X,Y normierte Riume. Dann gilt
1. K(X,Y) ist ein Teilraum von L(X,Y).

2. IstY ein Banachraum, so ist K(X,Y) abgeschlossen in (L(X,Y),| - ).%%

Beweis. 1. Esseien T, S € K(X,Y) und A € K. Dann gilt (T+5)(Bx) C T(Bx)+S(Bx)
und (AT)(Bx) = A(T(Bx)). Nach Bemerkung 3.5 sind (T'+ S)(Bx) und (AT)(Bx) relativ
kompakt.

2. Es sei (T},) eine Folge in K(X,Y) mit 7,, —» T in L(X,Y). Da Y ein Banachraum ist,
reicht es nach Bemerkung 3.3 zu zeigen, dass T'(Bx) prakompakt ist. Ist € > 0 gegeben, so
existiert ein N € N mit | T — Tn|| < €. Fiir z € Bx folgt

Ter = (T —Tn)x+ Tnx € U.(0) + Ty(Bx).

Da Tn(Bx) relativ kompakt und damit nach Bemerkung 3.3 auch prikompakt ist, existiert
eine endliche Menge F' C'Y mit Ty(Bx) C U, ep U-(y). Hieraus folgt

T(Bx) C U-(0) + Tn(Bx) C U-(0) + | U=(y) € | Ua:(v).
yeF yeF

Satz 3.8 Fs seien X,Y, Z normierte Riume. Sind T € L(X,Y), S € L(Y,Z) und S oder
T kompakt, so ist auch ST kompakt.?”

26Nach Bem. 1.4 und Bem. und Def. 1.9 ist also (K(X,Y),| - ||) ein Banachraum.
27Wir schreiben im Weiteren oft kurz ST statt S o T.
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Beweis. Ist T kompakt, so ist T(Bx) C Y relativ kompakt. Da S : Y — Z stetig ist, ist
auch (ST)(Bx) = S(T(Bx)) relativ kompakt. Ist S kompakt, so ist S(rBy) = rS(By)
relativ kompakt fiir alle r > 0. Da T € L(X,Y) ist, existiert ein r > 0 mit T (Bx) C rBy.
Damit ist auch S(T(Bx)) C S(rBy) relativ kompakt. O

Ist (S,d) ein kompakter metrischer Raum, so ist (C(S),| - ||s) nach Bemerkung 1.5 ein
Banachraum. Wir wollen eine wichtige Aussage iiber die Kompaktheit gewisser Teilmengen
von (C(S),]] - ||eo) beweisen.

Definition 3.9 Sind (S, d) ein metrischer Raum und F C C(S), so heiflt F gleichgradig
stetig an ¢t € 5, falls fiir alle ¢ > 0 ein & > 0 so existiert, dass |f(s) — f(t)| < e fir
alle s € Us(t) und alle f € F. Ist F gleichgradig stetig an allen ¢ € S, so heifst F kurz
gleichgradig stetig.

Satz 3.10 (Arzela-Ascoli) Es seien S ein kompakter Raum und F C C(S). Ist F gleich-
gradig stetig und sup ;e z | f(s)| < oo fiir alle s € S, so ist F relativ kompakt in (C(S), ||[|oc)-

Beweis. Nach Bemerkung 3.3 geniigt es, zu zeigen, dass F prakompakt ist. Dazu sei € > 0
gegeben. Fiir alle ¢ € S existiert ein 6, = 0, > 0 so, dass |f(s)— f(t)| < € fur alle s € Us, (t)
und f € F gilt. Da S kompakt ist und S = (J,c g Us, (t) gilt, existiert eine endliche Menge
T C S mit?®

S=JUs,®.

teT

Da T endlich ist, ist der Raum X := Abb(T,C) endlich-dimensional. Wir betrachten auf
X die Maximumnorm || - ||c und definieren p : F — X durch

p(f)=flr  (feF).

Da {f(t) : f € F} fiir alle t € S beschrénkt ist, ist auch p(F) C X beschriankt und damit
prakompakt. Folglich existiert eine endliche Menge F' C p(F) mit

p(F) C | Ue(h).
heF
Wir wihlen G C F endlich mit p(G) = F. Ist nun f € F, so existiert ein g € G mit
Ip(f) —plg)||, <e also |f(t)—g(t)] <efirallet € T. Ist s € S beliebig, so ist s € Us, (t)
fiir ein t = t, € T. Fiir dieses ¢ gilt

[f(s)—ft)] <e und  |g(s) —g(t)] <&,

28Fin metrischer Raum X heifit iiberdeckungskompakt, falls zu jeder Famile {Uy : o € I} offener Mengen
mit X = UaeI U, eine endliche Menge J C [ existiert mit X = UaeJ Uq. Wir verwenden hier, dass
Kompaktheit Uberdeckungskompaktheit impliziert; siehe etwa Miiller, J., Konzepte der Funktionentheorie,
Springer Spektrum, 2018, Satz 6.1.7
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also
[£(s) = g(s)| < [f(s) = FO] + | () = g()| + [g(t) — 9(5)| < 3e.
Folglich ist [|f — glloc < 3¢ und damit F C U e g Use(9)- O

Bemerkung 3.11 Es seien S ein kompakter metrischer Raum, X ein normierter Raum
und 7' € L(X,C(S)). Dann ist sup,cp, |T2(s)| < sup,ep, [|[T2]|e = ||T| fiir s € S. Ist
T(Bx) gleichgradig stetig, so ist nach dem Satz von Arzela-Ascoli T'(Bx) relativ kompakt,
also T' kompakt.

Beispiel 3.12 Es seien S C C kompakt, I = [a,b] und k € C(S x I). Dann ist durch

b
(K)(s) = / fOk(s.tydt (s €S, fe L))

ein kompakter linearer Operator K : Ly (I) — C(S) definiert.

Denn: Es sei € > 0 gegeben. Da S x I kompakt ist, ist k gleichméfig stetig.
Also existiert ein 6 = d. > 0 mit

|k(s,t) — k(s',t)| < e (]s—=s'|<é,tel).

Hieraus folgt fiir alle f € Li(I) und alle s, s’ mit |s — s'| < §

[K f(s) = K f(s")] S/ [F(O] |k(s,t) = k(s )| dt < e[| f]]1-

Dies zeigt zunéchst K f € C(S) und dann auch, dass K(By, 1)) C C(S) gleich-
gradig stetig ist. Offensichtlich ist K linear. Schlieflich gilt fiir f € By, (1)

b
[Kf(s)] S/ [F@] k(s )| dt < |[Elloo - [[flln < [Ik]loc (s €5).

Damit ist K stetig mit || K| < ||k|/co. Nach Bemerkung 3.11 ist K kompakt.
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4 Dualitat und Satze von Hahn-Banach

Schon der Name deutet darauf hin, dass in der Funktionalanalysis Funktionale eine zentrale
Rolle spielen. Wir wollen zunéchst der Frage nachgehen, wie die Dualrdume der von uns
meist betrachteten Banachrdume aussehen.

Bemerkung und Definition 4.1 Es seien (X,dx), (Y, dy) metrische Rdume. Eine Ab-
bildung j : X — Y heift isometrisch, falls dy (j(x),j(2’)) = dx(x,2') fir z,2’ € X gilt.
Insbesondere sind isometrische Abbildungen stetig und injektiv. Existiert eine Isometrie j,
so sagt auch, dass X (vermittels j) isometrisch eingebettet in Y ist. Sind (X, || - || x),
(Y, |l lly) normierte Rdume, so heift j : X — Y normerhaltend, falls ||j(z)||y = ||z| x fiir
alle z € X gilt. Normerhaltende Abbildungen mit j(z) — j(y) = j(x — y) sind isometrisch.

Oft kann man relativ leicht natiirliche Vertreter linearer Funktionale ausmachen. Das Pro-
blem besteht dann meist darin, zu zeigen, dass man damit alle erfasst. Wir betrachten als
Ausgangspunkt unitdre Rdume X. Ist | - | die induzierte Norm, so folgt aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung (-, y) € X’ fiir y € X und

19l = 1yl

([0]). Damit ist die Abbildung j : X — X', definiert durch j(y) := (-, y) fiir y € X,
normerhaltend und nach Definition des Skalarproduktes antilinear??, also auch isometrisch.
Folglich ist X vermittels j antilinear isometrisch in sein Dual X’ eingebettet. Ist X ein
Hilbertraum, so ist X in diesem Sinne sogar zu sich selbst dual, denn es gilt

Satz 4.2 (Rieszscher Darstellungsatz fiir Hilbertrdume)
Ist X ein Hilbertraum, so ist die Einbettung j surjektiv, d. h. zu jedem x’' € X' existiert
einy € X mitx' = (-, y).

Beweis. Es sei 2’/ € X'. Ist 2/ = 0, so ist j(0) = 2. Ist 2’ # 0, so ist 2’ surjektiv. Wir
wihlen ein z € X mit 2/(z) = 1. Dann ist fiir alle x € X

o (x -2 (x)z) = 2'(z) — 2’ (z) =0,
d. h. x—2'(z)z € ker(z') =: L. Da a’ stetig ist, ist L C X ein abgeschlossener Teilraum, also
(L,|-|) ein Banachraum. Nach dem Projektionssatz (Satz 1.15) ist 0 # 2z, := 2z — Prz L L
und mit « := (z,z1,) dann
0= (z—2'(x)z,21) = (x,21) — az'(z),
also
ar'(z) = (z, zL) (x € X).

Fiir z = zp, ergibt sich aa’(zr) = (zr,21) > 0. Also ist a # 0 und damit j(y) = ' fiir
y = (1/@)zL. O

297 : X — Y heift antilinear, falls T(z) + T(y) = T'(z + y) und T(\z) = AT () fiir z,y € X, ) € K gilt.
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Bemerkung 4.3 Ist (2, %, 1) ein Mafraum, so ist fiir p,q € (1,00) mit p + ¢ = pg und
jedes h € Ly(u) durch

§0) = [ fhdn (€ L)
ein Funktional j(h) € L,(n)" gegeben mit ||5(h)|| = || k||

Denn: Es sei h € Ly(u). Zunéchst ist (-, h) linear. Die Holder-Ungleichung
besagt, dass
(R A < MRllgll o (f € Lp(w))

gilt. Damit ist j(h) beschrénkt mit Operatornorm < ||A||,. Fiir A # 0 und
e ) D
rechnet man | f||, = 1 und [ fhdu = ||hl|y nach ([U]). Also ist [|5(h)| = [|All-

Damit ist L,(p) vermittels j linear isometrisch eingebettet in L,(u)". Im Fall p = 2 ist
g =2und (f,h) — [ fhdu das iibliche Skalarprodukt in Lo (4). Also ist in diesem Fall j
nach Satz 4.2 surjektiv. Unter Verwendung weitergehender Hilfsmittel aus der Mafstheorie
(insbesondere dem Satz von Radon-Nikodym) kann man mit einiger Anstrengung zeigen,
dass j auch fiir beliebige 1 < p < oo surjektiv ist.3°

Bemerkung 4.4 Es sei (S,d) ein kompakter metrischer Raum. Sind  ein endliches Maf
auf Z(S) und h : S — C messbar mit |h| = 1, so ist durch

()= [ ndn (4 2(5))

ein komplexes MaR?! gegeben. Wegen

| [han] < [171dn < w1 (7€ COS)
definiert
§) (1) = [ fhn (€ Cs))

ein Funktional j(hu) € (C(S), ] - lloo)’ mit [|7(hu)|| < p(S). Man kann wieder zeigen, dass
ll7(h)|l = w(S) gilt und dass jedes stetige Funktional auf C(S) von der Form j(hu) ist.
Dies ist die zentrale Aussage des (tiefliegnden) Rieszschen Darstellungssatzes fiir C/(S).32

Wir beschéftigen uns jetzt mit der Fortsetzbarkeit linearer Funktionale.

Definition 4.5 Es sei X ein linearer Raum iiber K. Eine Abbildung p : X — R heifit
sublinear, falls p(z + y) < p(z) + p(y) fir z,y € X und p(az) = ap(z) fir « > 0 und
z € X gilt. Insbesondere sind Halbnormen sublinear.

30Ein Beweis findet sich etwa in D. Werner, Funktionalanalysis, 5. Aufl., Springer, 2005, Satz II 2.4
31lein komplexes MaR ist eine o-additive Mengenfunktion.
32siehe wieder etwa D. Werner, Funktionalanalysis, 5. Aufl., Springer, 2005, jetzt Satz II 2.5
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Satz 4.6 (Fortsetzungssatz von Hahn-Banach)

Es seien X ein linearer Raum tber K und p : X — R sublinear. Weiterhin seien L C X
ein Teilraum und f € L* so, dass Re f < p auf L. Dann ezistiert ein F € X* mit F|, = f
und Re F' < p auf X. Sind p eine Halbnorm und f € L', so ist F € X' mit ||F|| = | f]].

Beweis. 1. Wir setzen
o ={ge (D(g)" :D(g) D L,glL = f, Reg < p}

und definieren eine Relation C auf &7 durch g; C go, falls D(g1) C D(g2) und g2|p(g,) = 91,
also G(g1) C G(g2), gilt. Man sieht leicht, dass C eine Halbordnung auf < ist. Es sei %
eine Kette in &7. Dann ist durch

D(g):= |J D)

he%
und g(z) := h(x) fir z € D(h) eine Funktion g : D(g) — K wohldefiniert.

Denn: Ist z € D(hl) N D(hg) fir hy, ho € %, so ist hy C hy oder hy C hy. Gilt
etwa hy C hg, 5o ist D(h1) C D(h2) und ha|pn,) = h1, also hi(z) = ha(z).

Ahnlich sieht man, dass D(g) ein linearer Teilraum von X ist und dass g : D(g) — K linear
ist. Aufierdem gilt Re g < p auf D(g). Schlieklich ist D(h) C D(g) und g|p)y = h fiir alle
h € %. Damit ist g obere Schranke von %. Nach dem Zornschen Lemma besitzt & ein
maximales Element F'.

Wir zeigen: U := D(F) = X. Dann ist F wie gewiinscht, da F' € &/. Den Beweis fiihren wir
nur flir K = R. Der Fall K = C 14ft sich relativ leicht darauf zuriickfithren. Man verwendet
dabei: Ist g ein C-lineares Funktional, so ist Reg ein R-lineares Funktional, und es gilt
g=Reg—iReg(i-).

Angenommen, es ist U # X. Wir fixieren ein a € X \ U. Dann gilt fiir z,u € U

F)+Flu)=F(z+u)=F(x+a+u—a) <px+a)+plu—a),

also
F(u) - p(u— a) < pla + a) — Fla).
Mit

c:= ilellz (F(u) — p(u— a))

ergibt sich ¢ < p(x + a) — F(z) und F(x) — p(x — a) < ¢, also
F(z)+c<plx+ta) (x €U). (4.1)

Wir setzen U, := U @ (R - a)** und definieren F, = F, . : U, — R durch

Fy(x +ta) := F(z) + tc (x €U, teR).

33Ist X ein linearer Raum und sind U,V C X Teilrdume, so schreibt man U @V, falls die Summe U + V
direkt ist, also U NV = @ gilt.
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Dann ist F, linear mit F,|;, = F. Aus (4.1) folgt fiir ¢t # 0
Fo(z +ta) = |t| Fy(|t| 'z + sign(t) a) < |t p(|t| "z + sign(t)a) = p(z + ta).

Also ist F,, € o mit F C F, sowie U, # U, was der der Maximilitéit von F' widerspricht.
2. Ohne Einschrénkung sei f # 0 und || f|] = 1 (sonst betrachte man f/||f]|). Dann ist
Re f < |f| < p. Da p sublinear ist, existiert nach 1. ein F € X* mit F|r, = f und Re F' < p.
Ist € X, so existiert ein v € K mit |y| = 1 und |F(x)| = vF(x), also

|F(2)| = 7F(2) = F(yz) = Re F(yzx) < p(yz) = [vlp(z) = p(z).
Damit ist | F|| < 1. Klar ist, dass ||F|| > || f]| = 1 gilt. |

Wir schreiben im Weiteren fiir normierte Raume und 2’ € X’ oft (-, 2’) statt ’. AuRerdem
schreiben wir 2’ 1 L, falls 2’|, = 0 gilt.?!

Satz 4.7 (Trennungssatz von Hahn-Banach)
Es seien (X,| - ||) ein normierter Raum und x € X. Ist L C X ein Teilraum, so existiert
ein ¥’ € Bx: mit (x,2') = dist(x, L) und 2’ L L. Auferdem gilt 3°

_ !
el = max |(z.a)].

Beweis. Ist d := dist (z,L) = 0, so ist 2’ = 0 passend. Es sei also d > 0. Wir betrachten
L, := L& (K- z) definieren f, : L, — K durch

flu+Az) =X\ (ue L, € K).
Dann ist f linear mit f(x) =dund f L L. Fiir A # 0 und u € L gilt
lu+ Xzl = XA e+ 2l = A fla = (=27l > [Ald = [ f(u + Az)].

Also ist || f]| < 1. Aus Satz 4.6 folgt damit die erste Behauptung. Nach der Definition der
Operatornorm ist ||z| > sup,.cp , [(z,2")]. Wegen [|z| = dist(z,{0}) ergibt sich = und
max statt sup aus der ersten Aussage mit L = {0}. O

Bemerkung 4.8 Es seien (X, || - ||) ein normierter Raum und L ein Teilraum. Nach Satz
4.7 existiert zu jedem ¢ L ein 2’ € X’ mit (x,2) # 0 und 2’ L L. Insbesondere ist damit
L dicht in X, wenn aus 2’ € X’ und 2’ L L schon x’ = 0 folgt. Wegen der Stetigkeit von z’
ist die Bedingung auch notwendig dafiir, dass L dicht ist, was aber weniger prickelnd ist.

34Die an das Skalarprodukt angelehnten Schreibweisen erweisen sich als recht suggestiv. Man spricht bei
(X, X’) von einer dualen Paarung; siehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Duale_Paarung.

35Nach Definition der Operatornorm ist ||z’|| = sup,ep, [(x,2')|. Hier hat man die ,duale“ Aussage,
sogar mit max statt sup !


https://de.wikipedia.org/wiki/Duale_Paarung

31

Interessante Anwendungen ergeben sich etwa in der Approximationstheorie. Ein typisches
Beispiel ist der folgende Spezialfall des Satzes von Mergelyan, der eine wesentliche Verall-
gemeinerung des Weierstrafischen Approximationssatzes fiir (algebraische) Polynome dar-
stellt:

Satz 4.9 FEs sei S C C kompakt mit A2(S) = 0 und zusammenhingendem Komplement
C\ S.36 Dann ist die Menge der Polynome span{s + s : k € Ng} dicht in (C(S),] - [|lo)-

Beweisskizze. Wir schreiben ey (s) := s* fiir s € S, k € Ny. Nach Bemerkung 4.8 reicht
es, zu zeigen: Ist 2’ € C(S)" mit z'(e) = 0 fiir k € Ny, so ist 2’ = 0.
Die Cauchy-Transformierte ¢ = ¢;» : C\ S — C von 2/ ist definiert durch

c(z) :==2'(1/(z — e1)) (zeC\8)

(man beachte s — 1/(z — s) ist stetig auf S). Fiir |2| > max,ecg |$| gilt mit geometrischer
Reihe wegen e, = el
1 11 — 1
—_ - f— 76
z—e1 zl—e/z kZ:()Zk+1 F

in C(S) und damit ¢(z) = > 27%712'(ex) = 0. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz fiir
k=0
C(S) existiert ein komplexes Mak hy mit [ fhdp = (f,2') fiir f € C(S), also insbesondere

h(s)d
c(z):/M (zeC\ S).
z—s

Mit Differenziation von Parameterintegralen kann man zeigen, dass ¢ stetig komplex dif-

ferenzierbar ist. Nach den Identititssatz®” gilt dann ¢ = 0 auf C\ S. Mit A\2(S) = 0 folgt
daraus, dass hu = 0, also =’ = 0 ist.?® O

Wir kommen jetzt zu einer weiteren Version eines Hahn-Banach-Satzes, bei dem es um die
Trennung konvexer Mengen geht.

Bemerkung und Definition 4.10 Es sei X ein linearer Raum iiber K, und es sei A C X.
Dann heift die Abbildung p4 : X — [0, 00| mit

pa(z) :=inf{r >0:z € rA} =inf{r > 0:z/r € A} (x € X),

wobei inf @ := co, Minkowski-Funktional von A. Aus der Definition ergibt sich sofort:
Aus B C A folgt pa < pp und fir a > 0 ist pa(ax) = apa(x) (mit aoo := 00). Ist X
normiert, so gilt py, (o) (x) = [|2[|/6 und damit im Fall Us(0) C A auch pa < || - /4.

36Ein metrischer Raum heifit zusammenhéingend, falls X und @ die einzigen offen und abgeschlossenen
Mengen sind.

37siehe etwa https://www.math.uni-trier.de/ mueller/Funktionentheorie/Funktionentheorie2014.
pdf, Abschnitt 1

38siehe etwa https://www.math.uni-trier.de/~mueller/Funktionentheorie/HFT_2019.pdf, Satz 8.8.
Der Beweis ist also kurz, aber keineswegs elementar, da er neben dem Satz von Hahn-Banach in Form
von Bemerkung 4.8 den Rieszschen Darstellungssatz fiir C(S) und die Aussage iiber die Eindeutigkeit von
Cauchy-Transformierten nutzt.


https://www.math.uni-trier.de/~mueller/Funktionentheorie/Funktionentheorie2014.pdf
https://www.math.uni-trier.de/~mueller/Funktionentheorie/Funktionentheorie2014.pdf
https://www.math.uni-trier.de/~mueller/Funktionentheorie/HFT_2019.pdf
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Bemerkung 4.11 Sind X normiert und C' C X eine konvexe Nullumgebung, so gilt:
1. Das Minkowski-Funktional p¢ ist sublinear.

Denn: Wegen po(0) = 0 reicht es nach Bemerkung und Definition 4.10, die
Subadditivitdt zu zeigen. Dazu seien z,y € X und ¢ > 0. Dann existieren
r,s > 0mit x/r € C, y/s € C und r < po(z) + € sowie s < pa(y) +e. Also
folgt
(r4+s) Y e+y)=r(r+s)to/r+s(r+s)ty/seC
und damit pc(x +y) <7+ s < pc(z) + pc(y) + 2¢. Da € > 0 belicbig war, ist
po(r +y) < pol(r) +pe(y).
2. Ist C offen, soist C = {z € X : po(z) < 1}.

Denn: Es sei 2 € C. Da C offen ist, existiert ein r < 1 mit 2/r € C. Also ist
po(x) < 1. Ist umgekehrt pe(z) < 1, so existiert ein » < 1 mit z/r € C. Mit
0eCistauch x =rx/r+ (1—7r)0 € C.

Satz 4.12 FEs sei X ein normierter Raum. Ist U C X konvex und offen mit 0 ¢ U, so
existiert ein ' € X' mit Re(z,2') <0 fir allex € U.

Beweis. Wir fithren den Beweis wieder nur fiir K = R. Der Fall K = C lasst sich wie beim
Beweis zu Satz 4.6 darauf zuriickfiihren. Wir fixieren ein a € —U und setzen C := U + a.
Dann ist C offen und konvex mit a ¢ C und 0 € C. Nach Bemerkung 4.11.1 ist p := p¢
sublinear. Wir definieren f € (R - a)* durch

f(ta) = tp(a)  (t €R).

Dann gilt f < p, dennist ¢t < 0,soist f(ta) < 0 < p(ta), und ist t > 0, soist f(ta) = tp(a) =
p(ta). Nach dem Fortsetzungssatz von Hahn-Banach (Satz 4.6) existiert ein ' € X* mit
2'|re = fund 2’ < p. Ist 6 > 0 mit Us(0) C C, so gilt p < || - ||/6 nach Bemerkung und
Definition 4.10 und damit £z'(z) < p(£z) < ||z||/6 fir alle x, also 2’ € X' mit ||z| < 1/4.
Ist nun z € U, so ist ¢ := 2+ a € C. Aus Bemerkung 4.11.2 folgt z'(c) < p(¢) < 1 und
wegen a ¢ C zudem 2/(a) = f(a) = p(a) > 1. Damit ist 2'(z) = 2/(¢) — 2'(a) < 0. O

Als Folgerung ergibt sich

Satz 4.13 (Trennungssatz von Hahn-Banach fiir konvexe Mengen)
Es seien X ein normierter Raum und D,C C X disjunkte konvexe Mengen. Ist D offen,
so existiert ein ' € X' mit Re(z,z') < Re(y,z’) fir allex € D und y € C.

Beweis. Es sei U := D — C. Dann ist U konvex und aus U = J, (D — y) folgt, dass U
auch offen ist. Auferdem ist 0 ¢ U. Also existiert nach Satz 4.12 ein 2’ € X’ mit

Re(x,2") — Re(y,2') = Re(z —y,2") <0 (xre D,yeC).
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5 Resolvente und Spektrum

Kurze Erinnerung an die lineare Algebra: Sind X ein linearer Raum iiber K und 7 : X — X
linear, so heift A € K Eigenwert von T, falls A\I — T (mit I := idx) nicht injektiv ist, also
ein x € X mit z # 0 und Tx = Az existiert. Man nennt

op(T) :={\ € K: X Eigenwert von T'}

das Punktspektrum von 7.

Definition 5.1 1. Es seien 2 C R? offen und C?(Q) der Raum der zweimal stetig differen-
zierbaren Funktionen auf 2. Ist L ein Unterraum von C?((2), so ist der Laplace-Operator
A=A :L— C(Q) definiert durch

d
Au:=> 0fu  (ueC*Q)).
k=1
2. Es seien I C R ein offenes Intervall und Q C R< offen. Ist u : I x Q — C mit u(t.-) €
C?(Q), so schreiben wir (A u)(t,z) := Au(t,-)(z). Damit heiRen
Ou—Azu=0

Warmeleitungsgleichung und
O2u— Ayu =0

Wellengleichung.

Bemerkung 5.2 Oft versucht man, Lésungen u # 0 der Form
u(t,z) = v(t)w(zx) (tel,ze)

mit w € C?(Q2) zu finden. Bei einem solchen Ansatz spricht man von Trennung der Varia-
blen. Im Falle der Warmeleitungs- und der Wellengleichung fiihrt Trennung der Variablen
auf Eigenwertprobleme fiir den Ableitungsoperator und den Laplace-Operator:

1. Ist v € CY(I), so ist u Losung der Wirmeleitungsgleichung genau dann wenn ein
A € C existiert mit v = Av und Aw = Aw.

2. Ist v € C?(I), so ist u Losung der Wellengleichung genau dann wenn ein A\ € C
existiert mit v = v und Aw = lw.

Denn: 1. Fiir (t,x) € I x Q gilt
(Oyu — Agu)(t,z) = v' (H)w(z) — v(t) Aw(z). (5.1)

Ist also w mit v, w wie angegeben, so erfiillt nach (5.1) u die Warmeleitungsgleichung.
Erfiillt v = vw umgekehrt die Warmeleitungsgleichung und ist (s,y) so, dass u(s,y) # 0,
also v(s) # 0 und w(y) # 0, so folgt aus (5.1) zunichst

V() = v(t)Aw(y)/wly) = M(t) (L€
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mit A := Aw(y)/w(y) und damit wiederum

Aw(z) = v (s)w(z)/v(s) = Mw(z) (z € Q).
2. Hier gilt

(02u — Ayu)(t, ) = v (H)w(z) — v(t) Aw(x).

Mit entsprechender Argumentation wie in 1. erhélt man die zweite Aussage.

Beispiel 5.3 Es seien [ = [—7, 7] und T : C°(I) — C°°(I) definiert durch T'f := f’ fur
f € C(I). Dann ist T%f = . Fiir n € Z und g,, := exp(in-) gilt

gn(T) = gn(=7) = (=1)"

und T'g,, = in g, sowie
gn =T?gn = —1%gn.
Setzt man C39.(I) := C*(I) N Cper(I) und versieht C39.(I) mit dem Skalarprodukt aus

per per

Beispiel 1.22, so ist {(27)~1/2g,, : n € N} eine Orthonormalbasis von CS,(I). Also hat man

per

eine Orthonormalbasis aus Eigenfunktionen des Laplace-Operators A : Ce (1) — C*(I)
2

mit Eigenwerten —n~.

In Anwendungen stellt sich oft die Frage nach Eigenfunktionen w des Laplace-Operators,
die die Dirichlet-Randbedingung w|so = 0 erfiillen.

Beispiel 5.4 Mit Q@ = (0, 7) und g,, wie in Beispiel 5.3 betrachten wir
fn :=sin(n-) = Im(gy,) (n €N).

Dann ist

Auferdem gilt wegen gy = g_x
1 1
fnfm = _Z(gn - gfn)(gm - gfm) = _i(gner — Jn—-m — gm-n *+ g—(n+m))

und wegen g_(t) = gp(—t) damit

/7r Fofom = _1(/7r elntm)t gy /7T giln—m)t dt) _ 0, n#*m .
0 i), - e

Also ist {(2/m)'/2f, : n € N} ein Orthonormalsystem in Lo (€2). Tatséchlich ist M eine Or-
thonormalbasis von Ly (£2), wie man unter Verwendung von Beispiel 1.22 und der Tatsache,
dass die Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Triiger dicht in Ly () ist,3” zeigen
kann ([U]). Also haben wir eine Lo-Orthonormalbasis aus Eigenfunktionen des Laplace-
Operators A : C°(Q) — C*°(Q) gefunden. Man beachte, dass die f,, hier (anders als im
Fall von Beispiel 5.3) die Dirichlet-Randbedingung erfiillen.

39siehe etwa J. Elstrodt, Mak- und Integrationstheorie, 7. Aufl. Springer, 2011, Satz 2.31.
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PR
VLY,

Abbildung 7: fi,..., fa.

Beispiel 5.5 Es seien d = 2, Q = (0,7)? und fiir jedes (k,m) € N2

fom(t,s) :=sin(ks) sin(mt) = fr(t)fm(s) ((s,t) € Q).

Hier ist

Afknn = —(k}2 + mz)flc,m (k’, m e N)
und wieder (fim)o € H'(R?) und damit f ,, € Ho(£2). Aus Beispiel 5.4 und dem Satz von
Fubini ergibt sich, dass {(2/7) fx,m : k,m € N} eine Orthonormalbasis von Ly () ist. Also

haben wir auch hier eine Ly-Orthonormalbasis aus Eigenfunktionen des Laplace-Operators
A C®(Q) — C*(Q) und wieder verschwinden die Funktionen am Rand von .40

Abbildung 9: fs 3.

Definition 5.6 Es seien X ein Banachraum und 7" ein abgeschlossener Operator in X.4!
Dann heift
p(T):={AeK: X —-T:D(T)— X bijektiv}

40Man kann fr,m(t, ) auch als Losung der Wellengleichung fiir I = (0,7) und © = (0, 7) interpretieren.
Halso T : X D D(T) — X abgeschlossen
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Resolventenmenge von 7. Die Menge o(T') := K\ p(T) D 0,(T) heift Spektrum von
T. Weiterhin nennt man die Abbildung R = Rr : p(T) — Abb(X, D(T)) mit

RN = =T)"" (e p(T)),

Resolvente von T

Bemerkung 5.7 Ist dim(X) < oo und T : X — z linear, so ist AI — T injektiv genau
dann, wenn AI — T surjektiv ist und dies ist genau dann der Fall, wenn det(Al —T') # 0
ist. Also gilt hier o(T) = 0,(T) und da A — det(Al — T) ein Polynom ist, ist nach dem
Fundamentalsatz der Algebra im Fall K = C das Spektrum stets nichtleer. Im Fall K = R
ist die Situation anders. So hat etwa die Drehung

0 —1
Tx = x
1 0
auf R? wegen det(\] — T) = A2 + 1 keine (reellen) Eigenwerte und damit leeres Spektrum.

Im Fall dim(X) = oo kann 0,(T) # o(T) sein: Ist etwa X = C0, 1] mit der Max-Norm
Il - lloc und V : C[0,1] — C[0, 1] der Volterra-Operator, definiert durch

V) = / foo(tep, fech,),

so gilt V € K(X) mit 0 € o(V) \ o, (V) ([0]).

Satz 5.8 FEs seien X ein Banachraum, T ein abgeschlossener Operator in X. Ist \ kein
Eigenwert, so ist (A\I —T)~! : Bild(A\Il — T) — X abgeschlossen. Im Fall X € p(T) ist
RT()\> S L(X)

Beweis. Ist (z,,) eine Folge in D(T') mit x,, = x und (A — Tz, — y, so gilt
Tx, =Ax, — (M —T)x, = \x —y.

Da T abgeschlossen ist, folgt x € D(T) und Tz = Ax—vy, also (\[—T)x = y. Damit ist auch
A — T abgeschlossen. Ist nun A\I — T injektiv, so existiert (\[ — 7)1 : Bild(Al — T) — X.
Mit G(AI —T) C X x X ist auch G((AI —T)~1) abgeschlossen.*? Ist A € p(T'), also A\I — T
sogar bijektiv, so ist (A\I —T)~! : X — X abgeschlossen. Nach dem Graphensatz (Satz
2.17) ist (A —T)~ € L(X) 0

st j: X ® X — X © X definiert durch j(z,y) := (y,x), so ist j stetig und G(S~1) = j~1(G(S)) fir
invertierbare S.
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Bemerkung und Definition 5.9 Es seien X ein Banachraum und 7' € L(X). Wegen
1T < 17" gilt

7(T) :=inf{s > 0 : |T"||*/™ < s fiir n geniigend grok} < ||T.

Die Zahl r(T') heikt Spektralradius von 7. Ist T' normerhaltend, so gilt [|7"] = 1 fiir
alle n € N und damit »(7) = 1. Fiir den Volterra-Operator V' rechnet man ||V|| = 1 und
7(V) = 0 nach ([U]). Hier ist der Spektralradius also echt kleiner als die Operatornorm.

Bemerkung 5.10 Sind X ein Banachruam und 7' € L(X), so ist I — hT fiir |h| < 1/r(T)
invertierbar in L(X) mit

(I—=hT)~"=> " hFT*.
k=0
Diese Version der geometrischen Reihe nennt man Neumannsche Reihe.
Denn: Es sei s > (T so, dass |h|s < 1. Nach Voraussetzung ist ||(hT)"||*/" <

|h|s fiir n geniigend grof. Nach dem Wurzelkriterium®?® und Satz 1.6 ist damit

die Reihe S := Y h*T* konvergent in L(X). Aus*
k=0

S(I = hT) « (Y _R*T*)(I = hT) =1 —h" T T (n = ),
k=0

folgt S(I — hT) = I. Entsprechend sieht man (I — hT)S = I.

Bemerkung und Definition 5.11 Sind Q2 C K offen, E ein Banachraum und f : Q2 — F,
so heiflt f analytisch an a € 2, falls ein § > 0 und eine Folge (¢x) in E existieren mit

o0

fla+h)=> her (|0 <0).

k=0

In diesem Fall ist f beliebig oft differenzierbar auf Us(a) mit ¢, = f(a)/n! fiir alle
n € No.*> Wie iiblich heift f analytisch, falls f analytisch an allen a €  ist.

Satz 5.12 FEs seien X ein Banachraum und T ein abgeschlossener Operator in X. Dann
sind p(T) offen und Ry analytisch.*S Ist T € L(X), so gilt zudem {\: |\ > r(T)} C p(T)
und

Re) =3 T (N> r(T).
k=0

43etwa https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_GW_WS2020-21.pdf, S. 5.17

44Man beachte: Die Multiplikation L(X)®L(X) > (A, B) — AB ist stetig wegen der Submultiplikativitit
der Operatornorm.

45siehe etwa https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Analysis_SoS2021.pdf, Satz 1.26
und Bem. 1.33, wobei zu beachten ist, dass das Ergebnis auch fiir E-wertige Funktionen gilt.

46falls p(T) # @



https://www.math.uni-trier.de/~mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_GW_WS2020-21.pdf
https://www.math.uni-trier.de/~mueller/EinfMathe/Analysis_SoS2021.pdf
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Beweis. Es sei p(T) # @ und a € p(T). Nach Satz 5.8 ist S := R(a) € L(X). Ist
|h| < 1/7(S), so ist I + hS nach Bemerkung 5.10 invertierbar in L(X) mit

(I+hS)"" = i(q)khksk.

k=0

Weiter ist wegen S~' =al — T
(I+h8)S =S4+ hl=(a+h)I-T,

also (a + h)I — T : D(T) — X bijektiv und damit a + h € p(T). Aulerdem ist

i(—nkhks’f“ =S(I+hS) = ((a+h)I—-T)""=R(a+h).
k=0

Damit ist a ein innerer Punkt von p(7') und R analytisch an a. Ist T € L(X) und |A| > »(T'),
so ist nach Bemerkung 5.10 zudem

M —T=\I-\"'T)

(&)
invertierbar mit R(\) = (\ —T)~1 = A~1 3 A7*Tk O
k=0

Bemerkung 5.13 1. Es seien X ein Banachraum und 7" ein abgeschlossener Operator in
X. Satz 5.12 zeigt, dass das Spektrum o (7T') stets abgeschlossen ist, und dass fir T' € L(X)
zudem

o(T) Cc{\: |\ <r(T)} =r(T)Bxk

gilt und damit o(T") insbesondere kompakt ist. Aufierdem kann man zeigen: Ist dim X = oo
und T € K(X), so ist stets 0 € o(T) ([U]). Ist T unstetig, so kann o(T) = C und damit
p(T) = @ sein: Ist etwa T : C[0,1] D C'0,1] — C[0,1] der Ableitungsoperator, also
Tf := f', so ist T abgeschlossen nach Beispiel 2.16 und Texp(A-) = Aexp(X-) fiir alle
A€ C,also o(T) =0,(T)=C.

2. Schon die Drehung T aus Bemerkung 5.7 zeigt, dass im Fall reeller Banachrdume das
Spektrum leer sein kann. Das Punktspektrum kann auch in Fall K = C leer sein: Ist etwa
V' der Volterra-Operator aus Bemerkung 5.7, so ist (V') = 0 nach Beispiel 5.9 und damit
o(V) = {0} nach 1. und Bemerkung 5.7. Da 0 ¢ o,(V) gilt, ist o,(V) = 0.

Wir zeigen abschlieftend, dass im Fall komplexer Banachrdume X das Spektrum stetiger
Operatoren stets nichtleer ist. Dabei verwenden wir ein Ergebnis der Funktionentheorie,
das einen wesentlichen Unterschied zur reellen Analysis markiert:?” Es seien (E, || - ||) ein

47Beide Aussagen ergeben sich als Folgerung aus der Cauchyschen Integralformel fiir Kreise; siche etwa
https://wuw.math.uni-trier.de/ mueller/Funktionentheorie/Funktionentheorie2014.pdf, Seiten 6-8.
Auch hier ist zu beachten, dass die entsprechenden Aussagen fiir E-wertige f gelten.


https://www.math.uni-trier.de/~mueller/Funktionentheorie/Funktionentheorie2014.pdf
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Banachraum und f : Us(0) — E stetig komplex differenzierbar. Dann ist f ist analytisch
an 0 mit

=3 e (<)
k=0
und ¢, =" [ f(r{) dm(¢) fiir n € Ng, 0 < r < 4, also

lex | §r*"‘m‘zix|\f(z)|\ (n €Ny, 0 <r<9).

Mit § = oo ergibt sich der Satz von Liouville: Ist f : C — FE stetig differenzierbar und
beschrankt, so gilt |c,| < 77 "||flloc = 0 (r — o0) und damit ¢, = 0 fiir alle n # 0. Also
ist f konstant = ¢y = f(0).

Satz 5.14 Es seien X # {0} ein komplexer Banachraum und T € L(X). Dann ist o(T)
nichtleer und

T)= Al
() = max N

Beweis. 1. Wir zeigen zunéchst die zweite Aussage. Dazu sei

M := max |}
A€o (T)
(mit max & := 0). Nach Bemerkung 5.13 ist jedenfalls #(T") > M. Aus Satz 5.12 folgt, dass
f Ui (0) — L(X), definiert durch f(z) := R(1/z) fiir z # 0 und f(0) = 0, analytisch
und damit stetig differenzierbar ist mit

DT (2] < 1/n(T)).
k=1

Die Vorbemerkung impliziert, dass dies sogar fiir 2| < 1/M gilt und dass fir s > M

T < o max FEDY (e
erfiillt ist. Wegen ¢/ — 1 fiir n — oo und ¢ > 0 folgt r(T") < M.
2. Ist p(T) = C, so ist 1/M = co. Da R analytisch an 0 ist, ist f : C — L(X) beschrénkt.
Nach dem Satz von Liouville ist f = f(0) = 0, also auch R = 0. Insbesondere ist dann
0 = —R(0) = T~. Dies impliziert X = {0}. O
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6 Selbstadjungierte Operatoren

Wir wollen nun eine wichtige Klasse von Operatoren auf Hilbertrdumen untersuchen.

Bemerkung und Definition 6.1 Es seien X,Y Hilbertrdume und 7' ein Operator von
X nach Y. Ist T dicht definiert, also D(T') C X dicht, so setzen wir

D(T*):={yeY: (,y) oT e DT}

Ist y € D(T™*), so existiert nach dem Fortsetzungssatz von Hahn-Banach (Satz 4.6) ein
' € X' mit (,y) oT = 2’| p(r) und nach dem Rieszschen Darstellungssatz (Satz 4.2) ein
w€ X mit 2’ = (-,u). Da D(T) C X dicht ist, existiert nur ein solches u € X. Dies zeigt,
dass durch
T(y):=u  (y€D(T"))
eine Abbildung T : D(T*) — X definiert ist. T* heifst Adjungierte von T. Nach Defini-
tion gilt damit
(Tw,y) = (=, T"y)  (z € D(T),y e D(T7)).

Aufserdem ist T* linear, also ein Operator von Y nach X.

Satz 6.2 Es seien X,Y Hilbertraume und T ein dicht definierter Operator von X nach Y .
Dann ist T* abgeschlossen und es gilt Bild(T)* = Kern(T*).

Beweis. Es sei (y,,) eine Folge in D(T*) mit y, — y und 7%y, — u € X. Dann gilt fiir
alle z € D(T)

(Ta,y) « (Tx,yn) = (@, T7yn) = (x,u) (0= o0),

also (-,y) o T = (-,u)|p(r). Damit ist y € D(T*) und Ty = u. Nach Bemerkung 2.15 ist
T* abgeschlossen.

Es sei nun y € Y. Dann ist y € Bild(T)* genau dann, wenn (T'z,y) = 0 fiir alle z € D(T),
also (-,y) o T = 0 gilt. Dies ist gleichbedeutend mit y € D(T*) und T*y = 0, also mit
y € Kern(T™). m|

Bemerkung 6.3 Es seien X,Y Hilbertrdume. Ist T € L(X,Y), so gilt D(T*) =Y. Mit
Satz 4.7 und Satz 4.2 ist

IT|| = sup ||[Tz| = sup sup ’(Tx,y)‘ = sup sup ‘(T*y,x>’ = sup ||T"y|-
r€BXx r€Bx yEBy yEBy z€Bx yEBy

Also ist T* € L(Y, X) mit ||T|| = ||T*||. Aus der Definition ergibt sich (T'+ S)* = T* + S*
und (AT)* = AT* fiir T, S € L(X,Y), A € K. Damit ist die Abbildung

L(X,Y)> T T* € L(Y, X)
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antilinear und isometrisch. Wegen

(Ta,y) = (z, T"y) = (T*y, ) = (y, (T*)*x) = (T")"2,y)

ist T** := (T*)* = T. Zudem gilt |T*T|| = ||T||* ([U]).*® Sind Z ein weiterer Hilbertraum
und S € L(Y, Z), so ist schlieklich ([U])

(ST)* = T*S*.

Bemerkung und Definition 6.4 Es seien X, Y lineare Rdume und T, .S Operatoren von
X mnach Y. Wir schreiben 7' C S, falls D(T') C D(S) und S|p(ry =T (also G(T') C G(S))
gilt. Ist X =Y ein Hilbertraum und ist 7" dicht definiert, so heifst 7' symmetrisch, falls
T C T* gilt und selbstadjungiert falls T = T™ ist. Jeder selbstadjungierte Operator
ist symmetrisch. Ist D(T) = X, so ist natiirlich 7' genau dann symmetrisch, wenn T'
selbstadjungiert ist, und in diesem Fall ist T = T™ abgeschlossen nach Satz 6.2, also nach
dem Graphensatz stetig.*”

Satz 6.5 Es seien X ein Hilbertraum und T ein dicht definierter Operator in X. Dann
sind dquivalent:>0

a) T ist symmetrisch,

b) (Tx,y) = (x,Ty) fir alle z,y € D(T),
und im Falle K = C

¢) (Txz,xz) €R fir alle x € D(T).

Beweis. a) = b): Aus D(T') C D(T*) folgt fiir alle x € D(T) und y € D(T) C D(T™*)

<T$,y> = <$,T*y> = <$,Ty>

b) = a):Isty € D(T),so gilt (-,y)oT = (-, Ty)| p(r) nach Voraussetzung. Also ist y € D(T™*)
mit Ty = Ty. Da y € D(T) beliebig war, folgt D(T) C D(T*) und T*|py = T.

Es sei nun K = C.

b) = ¢): Fir alle x € D(T) ist (Tz,z) = (z,Tx) = (Tx,x), also (T'z,z) reell.

c) = b): Es seien z,y € D(T). Dann gilt

(Tx,y) + Ty, ) = (T(x+y),z+y) — Tz,z) — (Ty,y) € R
also Im(Tz,y) = —Im(Ty, x) = Im(x, Ty). Mit iz statt = ergibt sich
Re(Tz,y) = Im(i(Tx,y)) = Im(T (iz),y) = Im(iz, Ty) = Im(i(z, Ty)) = Re(zx, Ty).

Damit ist (Tx,y) = (z,Ty). |

48Damit ist L(X) eine C*-Algebra; vgl. https://de.wikipedia.org/wiki/Cx-Algebra.

49Dies ist der Satz von Hellinger-Toeplitz.

50Manchmal definiert man symmetrische Operatoren iiber die Eigenschaft b). In diesen Fall muss man
nicht voraussetzen, dass der Operator dicht definiert ist.
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Beispiel 6.6 Nicht jeder symmetische Operator ist selbstadjungiert: Fiir I = [—1,1] be-
trachten wir

D(T):={f € C'(I): f(-1) = f(1)}
und T': Ly(I) D D(T) — Lo(I) mit

Tf=if  (f€ D).

Man kann zeigen, dass D(T) dicht in Lo(I) ist.”! Wegen (g)’ = ¢’ gilt mit partieller
Integration

wro=i[ so=is| ~i [ 7= [ i@ =010 (gepm)

Nach Satz 6.5 ist T symmetrisch. Da T nicht abgeschlossen ist (vgl. Beispiel 2.16), ist
T nach Satz 6.2 jedoch nicht selbstadjungiert. Wegen Bild(Al — T') € C(I) # Lo(I) ist
o(T) = C. Aukerdem gilt o,(T) = «Z ([U]).

Satz 6.7 Es seien X ein Hilbertraum und T ein symmetrischer Operator in X. Dann ist
op(T) CR und (M —T)~' : Bild(A — T') — X stetig fiir alle A ¢ R. Auferdem gilt

Kern(A —T) L Kern(p —T) (A e op(T), X# p).

Beweis. 1. Ohne Einschrinkung sei K = C und A € C mit Normaldarstellung a+i3. Nach
Satz 6.5 gilt Re(if{x, Tx)) = 0 fiir x € D(T), also

IA = T)a|* = AR[l2]l® - 2Re(aw, Ta) + | T = |[(al - T)a|* + B2[l2]]* > 82>

Ist B # 0, so ist damit A/ — T injektiv. Mit y := (Al — T)z ist zudem ||\ — T) " 1y|| <
187y, also (M — T)~?! stetig.
2. Sind A, p Eigenwerte, so ist 4 = @ nach 1. Also gilt fiir € Kern(Al — T) und y €
Kern(ul —T)

Ma,y) = (Tz,y) = (z,Ty) = u(z,y),

und damit (A — p){z,y) = 0. Ist X # p, so folgt (z,y) = 0. O

Fiir selbstadjungierte Operatoren auf (komplexen) Hilbertraumen lasst sich Satz 6.7 we-
sentlich verschérfen.

Satz 6.8 FEs seien X ein Hilbertraum und T ein selbstadjungierter Operator in X. Dann
gilt o(T) C R.

5lsiche etwa J. Elstrodt, MaR- und Integrationstheorie, 7. Aufl., Springer, 2010, Satz VI 2.31.
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Beweis. Es sei A ¢ R. Nach Satz 6.7 sind A\ — T und Al — T injektiv. Weiter ist
M -T)" =(\)*—=T"=X—-T,
also mit Satz 6.2
Bild(Al — T)* = Kern((AM — T)*) = Kern(XI — T') = {0}.

Nach Bemerkung 4.8 und Satz 4.2 ist Bild(Al —T') dicht in X. Mit Satz 6.7 ist (\[ —T)~!
stetig und nach Satz 6.2 zudem T'(= T*) abgeschlossen, also mit Satz 5.8 auch (Al —T')~!.
Nach Bemerkung 2.15 ist Bild(AI —T') = D((AI—T)~!) abgeschlossen. Wegen der Dichtheit
gilt Bild(AI — T') = X und damit X\ € p(T). |

Wir betrachten ab jetzt nur noch Operatoren in L(X). Nach Bemerkung 6.3 ist stets
IT|| = sup |<Ta:,y>’ Fiir symmetrische T' gilt mehr:
z,yE€Bx

Satz 6.9 Sind X ein Hilbertraum und T € L(X) symmetrisch, so ist

|IT|| = sup [(Tw,z)|.
r€EBx

Beweis. Es ist nur < zu zeigen. Mit d := sup,c 5, [(T@, )| ist [(Tu, u)| < d|u? fir u € X.
Sind z,y € Bx, so gilt (T(z £ y),z +y)| < d||x & y||*>. Weiter ist
(T(z+y),z+y) = (T(z —y),z —y) = 2Tw,y) + 2(Ty, x) = 4Re(Tw,y),
also mit Dreiecksungleichung und Parallelogrammidentitét
ARe(Tz,y) < d([lz +ylI* + llz — y[I*) = 2d([l«]* + [ly]]*) < 4d.
Ist v mit |v| =1 so, dass |(Tw,y)| = v (T'z,y), so ergibt sich mit yz € Bx
(T2, )| = (T(y2),y) = Re(T(yx),y) < d.

Also ist auch ||T[| = sup [(Tz,y)| < d. O

z,yEBx

Fiir stetige Operatoren auf komplexen Banachrdumen existiert nach Satz 5.14 stets ein
A € o(T) mit || = r(T). Wir zeigen fiir kompakte symmetrische Operatoren:

Satz 6.10 Es seien X # {0} ein Hilbertraum und T € K(X) symmetrisch. Dann ezistiert
ein Eigenwert A € {£|T}.

Beweis. Nach Satz 6.9 existiert eine Folge (z,,) mit ||z, | = 1 und {Tz,,z,)| — ||T]| fir
n — o0o. Da (T, x,) reell ist, existieren ein A € { & ||T'||} und eine Teilfolge (;,)ycs mit

(T, zn) — A (J >n— c0),



44

also
| — Ty ||* = X2 = 2XM(Txp, ) + | T ||* < 2||T)? — 2MTxp, 2,) — 0

fiir J 3 n — oo. Da T kompakt ist, existieren eine Teilfolge (z,,)ner von (2, )nes und ein
y € X mit Tz,, — y fiir I 3 n — oo, also

Ao = (M —Tay + Tz, =y (n—o00,n€l).

Ohne Einschrénkung sei T # 0 und damit A # 0. Dann gilt x,, — A~ !y, also auch Tz, —
A"1Ty fiir I 3 n — oo. Folglich ist y = A~'Ty. Aus ||z,|| = 1 ergibt sich [|[A~1y|| = 1, also
y # 0. Dies zeigt A € 0,(T). O

Bemerkung 6.11 Es seien I = [a,b] und k € C(I?). Nach Beispiel 3.12 ist durch

b
:/‘ﬂﬂmaﬂﬁ (s € la,b], f € Li(D))

ein kompakter Operator K : Ly(I) — C(I) definiert. Aus der Holder-Ungleichung ergibt
sich || f]l1 < (b — a)Y?| f|l2- Also ist die Einbettung j; : La(I) — Ly(I) mit ji(f) := f
stetig. Auferdem ist wegen ||f|l2 < (b — a)||f||s die Einbettung js : C(I) — Lo(I) stetig.
Nach Satz 3.8 ist also

T := Tk ZZjQOKOjllLQ(I) —)LQ(I)

kompakt. Weiter gilt fiir f, g € Lo(I) mit k*(¢,s) := k(s,t) nach dem Satz von Fubini®?

/ /f K(s, 1) dt U%—/f@([WW$mw@ﬂ

/f Teg) () dt = (f, T g)-

<kav g>

Folglich ist (Tx)* = T+ und insbesondere T} im Fall k = k* symmetrisch. Nach Satz 6.10
existiert im Fall k = k* ein Eigenwert A € {%||T%| }-

Bemerkung 6.12 1. Es seien X, Y normierte Radume und 7' € L(X,Y). Ist (24 )aer sSum-
mierbar in X, so ist aufgrund der Stetigkeit von T' die Familie (T2, )qecs summierbar in Y’

mit T( > xa) =3 Tz, ([0)).

acl ael
2. Sind X ein unitdrer Raum, M C X ein Orthonormalsystem und () eine Familie in K

so, dass (pee) summierbar ist mit Y p.e =0, so ergibt sich aus 1. mit T' = (-, f)
ee M

:<Z.ueeaf>:ZUe<eaf>:Uf (fEM>

eceM ecM

52siehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Fubini.
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Fiir e € M ist {e} ein Orthonormalsystem. Mit P, := Pyyanfe} ist nach (1.5)
P.x =7Zce (r e X)

und damit (P.z,y) = Zc(e,y) = Ze - Yo = (7, €)Y = (v, Poy) fiir 2,y € X, also P¥ = P,. Ist
M eine Orthonormalbasis, so ist nach Satz 1.21 zudem

x = Zi:\eez ZPea: (x € X). (6.1)

ecM ecM

Satz 6.13 Es seien X ein Hilbertraum, M C X eine Orthonormalbasis und (A)ecpy eine
beschrankte Familie in K. Dann ist (A P.x) summierbar fir alle x € X und durch

Tx := Z A P.x

eeM

ein Operator T € L(X) definiert mit | T'|| = sup.eps |Ae| und op(T) = {Ac : e € M}. Weiter
gilt o(T) = 0,(T) und

RN =Y (A=A)'P (Mg ap(D)).

ecM

Im Fall A\, € R fiir alle e € M st T zusdtzlich symmetrisch.

Beweis. Wir setzen s := sup,cj; |Ae|- Nach dem Satz von Pythagoras gilt fiir x € X und
endliche F C M

IS Adeel® = 30 Az <max A2 Y7 <2 3 R
ecE

eckl ecE ecE eckE

Nach der Bessel-Ungleichung ist (|Zc|?)ecas summierbar. Daher folgt aus dem Cauchy-
Kriterium (Bemerkung und Definition 1.20) die Summierbarkeit von (A.P.z).. Die Li-

neartitdt von 7' ist klar. Mit Tg := > A P. gilt zudem ||Tg| < s, wieder mit Bessel-
eck
Ungleichung.

Es sei nun © € By. Ist € > 0 gegeben, so existiert eine endliche Menge F = E. C M
mit [Tz — Tgz| < ¢, also |[Tz| < [Tz — Tez| + |[Tez| < s+ e. Damit ist ||[Tz| < s,
also T' € L(X) mit |T] < s. Aus Te = Ace fiir e € M folgt ||T|| > s und Ae € op(T).

Umgekehrt seien A & {A\.: e € M} und z € X mit Tz = Az, also > (A—A.)Ze = 0 nach
eeM

(6.1). Dann ist (A — A.)Ze = 0 nach Bemerkung 6.12, also Z. = 0 fiir alle e € M. Nach der

Parsevalschen Gleichung gilt © = 0. Damit ist A & o,(T').

Da o(T') abgeschlossen ist, gilt o(T') D 0,(T). Ist A € K mit dist(\, {A\c : e € M}) > 0, so
ist (A — Ae)"1)eenr beschrinkt in K. Nach dem ersten Teil existiert

Si= Y (A=A) P € L(X).

ecM
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Mit Bemerkung 6.12.1 und (6.1) gilt fiir z € X

M -=T)Sz=> (A=XA) "M =T)Pex = > (A= A) " (A= Ae)Tee = .
ee M ecM

Damit ist A\ — T auch surjektiv, also A € p(T') und R(\) = S. Ist schlieRlich A, reell fiir

e € M, so gilt
T: = Z)\eP: = erpe =Tg
ecl ecFE
fur alle endlichen £ C M und damit auch T = T*. O

Bemerkung 6.14 Es seien X ein Hilbertraum und M eine Orthonormalbasis in X. Nach
Satz 6.13 die Abbildung

B(MvK) > ()‘e)eeM — Z AP, € L(X)
eeM
linear und normerhaltend, also B(M, K) linear isometrisch eingebettet in L(X). Fiir Fami-

lien in B(M,R) sind die entsprechenden Operatoren zudem symmetrisch.
Es seien nun ()\.) eine abklingende Familie®® und

T := Z AP..

ecM

Ist € > 0 gegeben, so existiert eine endliche Menge FF C M mit [A.| < e fir e € M \ F.
Dann gilt fiir alle endlichen Mengen F C M \ F mit Tg wie im Beweis vorher

ITe|| < sup [Ac| <e.
e€EM\F
Da K (X) ein Banachraum ist, ist (A P,) nach dem Cauchy-Kriterium summierbar in K (X)
und insbesondere T € K(X). Damit ist der Teilraum By(M,K) der abklingenden (A.)
isometrisch eingebettet in K (X), hier sogar mit Summierbarkeit von (A P.) in K(X).

53Wir sagen, (za)aer seil abklingend, falls fiir alle € > 0 eine endliche Menge F. C I existiert mit
|zall < e fir o€ I\ Fk.
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7 Zerlegungen kompakter Operatoren

Aus der linearen Algebra ist bekannt: Ist X ein endlich-dimensionaler unitérer Raum und
ist T : X — X ein selbstadjungierter Operator, so existiert eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren. Wir wollen ein entsprechendes Ergebnis fiir Hilbertraume X und symme-
trische Operatoren T' € K(X) beweisen.

Satz 7.1 (Spektralsatz fiir kompakte symmetrische Operatoren)
Es seien X # {0} ein Hilbertraum und T € K(X) symmetrisch. Dann existieren eine
Orthonormalbasis M von X und eine Familie (A\.) € Bo(M,R) mit Te = A.e fire e M.

Beweis. Nach Satz 6.10 existiert ein Eigenwert 9 € R mit |u1] = ||T||. Es sei e; so, dass
ller]] = 1 und
T61 = M1€1.

Der Teilraum X := {e; }* ist abgeschlossen in X. Ist X; = {0}, so ist X = span{e;} und
wir sind fertig. Ist X; # {0} und ist « € X1, so gilt

(Txz,e1) = (x,Ter) = pi{x,e1) =0,

also auch T'r € X;. Damit ist T(X;) C X3 und T3 := T'|x, € K(X;) symmetrisch.

Nun verfahren wir wie oben mit 7T; statt 7: Wir wahlen einen Eigenwert ps von 77 mit
|p2] = ||T1]| und e2 € X; so, dass |lez|| = 1 und Te; = Tiea = pges. Dann ist mit
X5 = {e1,ea}t entweder Xy = {0}, also X = span{es, e} und wir sind fertig, oder der
Operator Ts := T|x, € K(X2) symmetrisch. So fortfahrend erhilt man: Entweder existiert
ein n € N mit X,, = {0} und damit X = span{ey,...,e,}, oder es ist X,, # {0} fiir alle n.
Im ersten Fall ist nichts mehr zu zeigen. Wir betrachten also den zweiten (und damit
dim(X) = o0). Hier erhalten wir eine Folge (1;);en in R so, dass (| ]) fallend ist, und ein
Orthonormalsystem {e; : j € N} mit Te; = pje; fiir j € N. Dabei gilt p; — 0 (j — 00),
denn angenommen, das ist nicht der Fall. Dann existiert ein 6 > 0 mit |p;| > § fiir alle
j €N, also

ITe; — Texl* = llmje; — prexll® = 13 + iy > 26> (j,k €N, j # k).

Dies widerspricht der Kompaktkeit von T', nach der (Te;);en eine konvergente Teilfolge
besitzt. Wegen Satz 1.24 ldsst sich {e; : j € N} zu einer Orthonormalbasis M von X
erweitern (falls notig). Mit A¢; := p; fiir j € Nund A\, := 0 fiir e € M \ {¢; : j € N} gilt
dann Te = \e fiir alle e € M, denn fiir e € M\ {e; : j € N}iste € {eq,...,e,} = D(T},),
also

[Tell = 1 Tnell < 1Tl = [l =0 (n—00)

und folglich Te = 0.
Damit haben wir in allen Féllen eine Orthonormalbasis M und (A.) € Bo(M,R) gefunden
mit Te = A.e. O
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Bemerkung 7.2 Da in der Situation von Satz 7.1 sowohl T als auch > A.P. linear und
ecM
stetig sind und auf M iibereinstimmen, gilt wegen der Dichtheit von span(M) in X

T = Z AP,

ee M
mit Summierbarkeit in K (X). Nach Satz 6.13 ist 0,(T") = {A\c : e € M} sowie o(T) C
op(T)U {0} und fiir A € {A. : e € M} U {0} die Gleichung (A —T)z = y fiir jedes y € X
eindeutig l6sbar mit

s=R\y=> (A=) "G e,

ecM
also glatter Abhéngigkeit der Losung von A und stetiger von y. Im Fall dim(X) = oo ist
mit Bemerkung 5.13 zudem 0 € o(T), also

o(T) ={Xe:e € M} U{0}.

Da T kompakt und damit 7'(U;(0)) dann wegen Satz 3.4 nicht offen, also T' nach dem Satz
von der offenen Abbildung nicht surjektiv ist, ist die Gleichung T'x = y nicht fiir alle y € X
16sbar.

Beispiel 7.3 Es sei T = T} der kompakte und symmetrische Integraloperator aus Bei-
spiel 6.11. Dann existieren nach Satz 7.1 eine Orthonormalbasis M von Ls(I) und (A.) €
By(M,R) mit Te = Ace fiir e € M. Nach Bemerkung 7.2 ist die Fredholm-Gleichung
erster Art

TS = / FOC ) dt =g

nicht fiir alle g € Ly(I) 1osbar. Andererseits ist fiir beliebiges A # 0 mit A # A, und
g € Ly(I) die Fredholm-Gleichung zweiter Art

b
(A= T)f = Af - / SOt dt =g

eindeutig losbar.

Bemerkung 7.4 Man beachte, dass die Orthonormalbasis M aus Satz 7.1 im Allgemeinen
durch T nicht eindeutig bestimmt ist. So ist etwa im Fall dim X < oo und 7" = I jede
Orthonormalbasis von X geeignet, wenn man A\, = 1 fiir alle e € M wihlt. Wir wollen eine
Zerlegung herleiten, die in gewissem Sinne charakteristisch fiir 7" ist:

Ist N C M und L := span(N), so gilt e € L* fiir e € M \ N und damit auch®

x—ZﬁEee: Z ZTee € Lt

eeEN e€EM\N

P = ZPE.

eeN

also nach dem Projektionssatz

54mit S =0
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Mit My := {e € M : X = A.} ist der Situation von Satz 7.1 damit >’ P. = Pxern(x1-7)
ec My
fir A € R. AuRerdem ist dim(Kern(AI — T')) < oo fiir alle A # 0, da ().) abklingend ist.

Definiert man E = Er : R — L(X) durch

E()‘) = ET()‘) = PKCYH()\IfTﬁ

so gilt

T=> XAP.=> A> P.= Y  AEN) =) AE() (7.1)

e€eM AER  eeM), A€ap(T)\{0} AER
mit Summierbarkeit in K (X). Die Darstellung (7.1) nennt man Spektralzerlegung von T'.
Wegen P.P; = PfP, = 0. P, fir e, f € M ist E(A\)E(u) = 0x,,E(X). Aus (1.5), (1.7) und

der Parsevalschen Gleichung folgt zudem > E(A) = I. Die Spektralzerlegung ist eindeutig
AER

in folgendem Sinne ([U]): Ist Tz = Y. APp(yz fiir € X, wobei L(\) abgeschlossene
AER
Teilrdume von X sind mit Pr\Pry = PryProy = 0apProy und Y Proy = I, so

AER
folgt Pryy = E(X) fiir A € R.

Definition 7.5 Es seien X ein unitdrer Raum und 7' : X — X linear. Ist S : X — X
linear, so nennt man S eine Wurzel aus T, falls S? = T gilt. Ist T ein symmetrischer
Operator, so schreiben wir 7' > 0, falls (Tz,z) > 0 fiir x € D(T) gilt.”® In dem Fall ist
op(T) C [0, 00).

Bemerkung und Definition 7.6 Es seien X,Y Hilbertrdume und 7" € L(X,Y). Nach
Bemerkung 6.3 ist 7*T € L(X) symmetrisch. Wegen (T*Tx,x) = (Tx,Tx) > 0 ist zudem
T > 0.

Existiert eine Wurzel W aus T*T mit W = W*, so gilt
||W$||2 = (Wa,Wz) = (¢, W?z) = (2, T*Tz) = (Tz,Tz) = |Tz|* (z € X).
Insbesondere ist Kern(W) = Kern(T)).

Sind X,Y Hilbertrdume, so nennt man U € L(X,Y) eine partielle Isometrie, falls
UlKern(uy+ isometrisch ist.

Satz 7.7 (Polarzerlegung) FEs seien X,Y Hilbertriume und T € L(X,Y") so, dass eine
symmetrische Wurzel W aus T*T existiert. Dann existiert genau eine partielle Isometrie
U=Uw mitT =UW und Kern(U) = Kern(T).

55Man spricht dann auch von einem positiven Operator.
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Beweis. Wir setzen L := Bild(W). Ist v € L und sind z,2’ € X mit Wz = u = Wa', so
gilt W(z —2') =0, also auch T'(z — 2’) = 0 und damit Tz = T'z’. Also ist durch

Su:=SWz) =Tz (uwe L)
eine lineare Abbildung S : L — Y (wohl-)definiert mit SW = T. Auferdem ist
1Sull = | Ta| = [[Wa|| = [lul  (u€ L),

also S isometrisch. Da S damit auch gleichméfig stetig ist, ldsst sich S eindeutig auf den
Abschluss von L zu einem dann ebenfalls isometrischen Operator S : L — Y fortsetzen
([0]). Wir definieren

U:=8P;c L(X,Y).

Dann ist UW = SW = T'. Nach Bemerkung und Definition 7.6 und Satz 6.2 ist auferdem
Kern(T) = Kern(W) = Kern(W*) = L+

und damit Ulkern(ry = Ul = 0 sowie U|kern(ry)r = Ulprr = Ulg = S wegen L=L"
(siehe [U]). Also ist U eine partielle Isometrie mit Kern(U) = Kern(7'). Die Eindeutigkeit
ergibt sich daraus, dass notwendig U|;, = S gelten muss. O

Wir betrachten nun wieder kompakte Operatoren. Mit K(X); := {T € K(X) : T > 0}
gilt

Satz 7.8 Fs seien X ein Hilbertraum und P € K(X)4. Dann existiert genau eine Wurzel
W e K(X), aus P.5

Beweis. Nach Satz 7.1 und (7.1) existieren eine Orthonormalbasis M von X und (X.) €
By(M,R) mit A\, > Ound P = > AP. = > AE(\) € K(X). Damit existiert nach

eeM A>0
Bemerkung 6.14 auch
W= VAP =) VIE()
eeM A>0
in K(X). Wegen (Wz,z) = > VAZeZrle, f) = > VAe|Te|?> > 0 ist W > 0 mit
e, feM ecM
W2 =W VvE@w)=> > VWVENE®W) =Y AE(\) =P
v>0 v>0A>0 A>0

Umgekehrt sei U € K(X), mit P = U? Mit (7.1)ist U = Y uFy(p) = 3. VAXEy (V)

n>0 A>0
in K(X), also wie vorher
P=U>=> XEy(V))
A>0
Wieder nach Bemerkung 7.4 ist damit Eyy(vVA) = E()) fiir A > 0, also U = W. O

56 man schreibt W =: P1/2 =; \/13
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Bemerkung und Definition 7.9 Sind X, Y Hilbertrdume und ist T € K(X,Y), so ist
T*T € K(X)4. Wir schreiben |T'| fiir die nach Satz 7.8 existierende und in K (X)) eindeutig
bestimmte Wurzel aus T*T. Nach Bemerkung 7.4 ist

T| =" pEr(p).

n>0

Die p > 0 mit Ejp|(u) # 0, also die nichtverschwindenden Eigenwerte von |T'|, heifien
Singuldrwerte von T. Wir schreiben s(T') fiir die (abzéhlbare) Menge der Singulidrwerte
von T'. Ist U = U|p| wie in Satz 7.7, so hat UE|p|(u) wegen dim(Kern(ul —|T'])) < oo (vgl.
Bemerkung 7.4) ein endlichdimensionales Bild und es gilt

T=U|T|= > pUEqn)
nes(T)

in K(X,Y). Diese Zerlegung nennt man Singuldrwertzerlegung von 7. Eine unmittelba-
re Folgerung ist, dass der Unterraum der Operatoren mit endlichdimensionalem Bild dicht
in K(X,Y) ist.
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8 Sobolev-Raume

Wir fithren in diesem Abschnitt eine Familie von Hilbertrdumen ein, die insbesondere im
Zusammenhang mit der Losung partieller Differenzialgleichungen eine wichtige Rolle spielt.
Dazu skizzieren wir zunéchst das Konzept schwacher Ableitungen.

Bemerkung und Definition 8.1 Sind Q C R? offen und ¢ € C(f), so heikt der Ab-
schluss supp(p) C Q von {z € Q : p(x) # 0} in Q der Triger von ¢.”” Damit setzen
wir

2(9Q) = {p € C(Q) : supp(y) kompakt}.
Funktionen aus Z(f2) nennt man auch Testfunktionen (auf ). Dabei gilt supp(9®¢p) C
supp() fiir alle v € N&.°® Man kann zeigen, dass p : R? — R, definiert durch

o) = {GXp<—1/(1 —[e2), el <1,

0, [ > 1

Abbildung 10: exp(—1/(1 — |z|?)) fiir |z| < 1 im Fall d = 2.

beliebig oft differenzierbar ist. Also gilt p € Z(RY) mit supp(p) = B := Bga. Fiir h > 0
und a € R? ist allgemeiner pg, j, := p(h™!(- —a)) € Z(R?) mit supp(pa,n) = a + hB. Wihlt
man a, h so, dass a + hB C , so ist damit insbesondere 2(2) \ {0} nichtleer.

Bemerkung und Definition 8.2 Es sei Q C R? offen.

1. Sind ¢, ¢ € 2(Q), so schreiben wir ¢, — ¢ in Z(2), falls eine kompakte Menge K C Q
existiert mit supp(y,) C K fiir alle n € N und 0%p,, = 0% gleichméfig auf Q (bzw. K)
fiir alle o € N&. Dann gilt auch 9%p,, — 0%p in 2(Q) fiir alle a. Ein lineares Funktional
T € 2(2)* heift Distribution auf 2, falls fiir alle Folgen (¢,,) in 2(Q2) mit ¢, — ¢ in
2(Q) auch T, — Ty gilt. Wir schreiben 2’(2) fiir den Raum der Distributionen auf .
2. Eine messbare Funktion f : 2 — C heifst lokal integrierbar auf (2, falls fiir jedes a € 2
eine Umgebung U von «a existiert mit f € £ (U). Insbesondere sind auf 2 stetige Funktio-
nen lokal integrierbar. Aufierdem sind lokal integrierbare Funktionen auf jeder kompakten
Teilmenge von (2 integrierbar. Wir schreiben (vgl. Bemerkung 1.3)

Lioc(Q) :={f : f lokal integrierbar auf Q}/N .

57Englisch support
58Zur Erinnerung: % = ot ... (9:;“1; fiir weitere Bezeichnungen in dem Zusammenhang siehe etwa https:
//www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Analysis_S0S2021.pdf, Seite 43.


https://www.math.uni-trier.de/~mueller/EinfMathe/Analysis_SoS2021.pdf
https://www.math.uni-trier.de/~mueller/EinfMathe/Analysis_SoS2021.pdf
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Satz 8.3 Es seien Q C R? offen und f € Lioe(S2). Dann ist>® durch
Trp = (o, ) ::/wf ::/ of  (re2(9Q)
supp(y)

eine Distribution Ty = (-, f) auf Q definiert. Ist f € C™(Q), so gilt

Toesp = (1)1 T(0%) (v € 2(Q), |a] <m). (8.1)

Beweis. 1. Fiir alle ¢ € 2(Q) ist

/|¢f|=/ walé\lw\\oo-/ /] < 0.
supp(¢) supp()

Also ist ¢ f integrierbar und damit Ty definiert. Auerdem ist Ty linear. Ist (¢,) in 2(Q)
mit ¢, — ¢ in Z(Q), so gilt fiir K C Q kompakt mit supp(p,) C K

IT%—T«JIS/Klson—wl-lflSH%—wllw/Klf\—W (n — 00).

2. Wegen 9% = 9y - - - 95 reicht es, zu zeigen: Ist f € C'(), so gilt

[eosr==[oer  G=1....0)

Ohne Einschrinkung sei j = 1. Dann gilt mit dem Satz von Fubini®® und partieller Inte-
gration

/ pof = /]R /R (001 f)o(t, u) dt du

- /R(H ((@f)o(t,u)‘t:io - /R(alsaf)o(uw dt) du = —/81<pf.

O

In Beispiel 2.16.2 hatten wir gesehen, dass der Ableitungsoperator f +— f’ in Lo(I) mit
Definitionsbereich C'!(I) nicht abgeschlossen ist. Die Argumentation lief im Wesentlichen
dariiber, dass die Betragsfunktion |- | nicht (stetig) differenzierbar ist. Etwas schade, denn
bis auf die Stelle 0 ist sign die Ableitung. Wir schwéchen die klassische punktweise Definition
der Ableitung so ab, dass in einem klar definierten Sinn etwa sign als Ableitung von | - |
identifiziert werden kann.

Bemerkung und Definition 8.4 Es seien T' € 2/(Q2) und « € N&. Wegen der Linearitit
von Z(2) 3 ¢ — 0% € 2(Q) ist D*T : 2(Q) — C mit

(D°T)p = (~1)T(@%0) (v € 2(2) (8.2)

59mit der Notation aus Bemerkung A.7
60siche wieder etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Fubini.


https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Fubini
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linear und wegen 0%p, — 0%p in 2(Q) gilt
DTy, = (—1)1*1T9%p, — (-1)I*1T9%p = (D*T)p (n — ).

Also ist DT € 2'(Q). Aus der Definition ergibt sich, dass D**#T = D*DAT gilt. Ist
f € Lie(9), so schreibt man kurz D*f := DTy € 2'(Q2) und nennt D®f die Distribu-
tionsableitung der Ordnung « von f. Auferdem ist im Falle f € C™ () nach Satz 8.3

D%f =Toay (la] < m). (8.3)

Bemerkung und Definition 8.5 Es sei 2 C R? offen. Man kann zeigen, dass die lineare
Abbildung
Lioc(Q) 2 f =Ty € 7'(Q)

injektiv ist.®! Man identifiziert f und T und fasst so Lioc(92) als Teilraum von 2’(12) auf.
Weiterhin ist L,(Q) C Lioc () fiir p € [1,00), im Fall p > 1 nach der Hélder-Ungleichung.
Damit kann man auch L,(Q) als Teilraum von 2'(2) auffassen. Ist f € Lioc(©2) und ist
a so, dass DYf =T, = g fir ein g € Lipc(2), so nennt man ¢ die schwache Ableitung
der Ordnung « von f. Nach (8.3) stimmen fir f € C™(Q) und |a| < m klassische und

schwache Ableitung iiberein. Man schreibt daher auch 0“f := g und verwendet in diesem
erweiterten Sinne Schreibweisen wie Vf = (91 f,...,04f) und Af.52

Beispiel 8.6 Es seien Q = R und f :=|-|. Da f stetig ist, gilt f € Lioc(R). Es gilt

Tamg = [ 001 / pr1=tef7~ [ e (rolo)]”, / 12 (1))

—/|-|¢= DN (02D,

also D! f = Tyn. Wegen sign € Lioc(R) ist damit sign = D' f = f’ die schwache Ableitung
von f. Sind ¢ € R und 6. definiert durch d.¢ := ¢(c) fiir p € Z(R), so gilt dariiber hinaus
D*f =24, ([U]).
Bemerkung und Definition 8.7 Es seien  C R? offen und & € Ny. Dann heift

HM(Q) := {f € Ly(Q) : D*f € Ly(9) fiir |a| < k}

Sobolev-Raum der Ordnung k. Fiir f € H*(Q) existieren also die schwachen Ableitungen
0% f mit |a| < k, und zwar in L2(Q2). Durch

()= (fahi= Y 0L 00nw = Y [ 077

la|<k |a|<E

6lsiche etwa D. Werner, Funktionalanalysis, 5. Aufl., Springer, 2005, Seite 427
62Man beachte, dass schwache Ableitungen nicht punktweise definiert, sondern Aquivalenzklassen von
Funktionen sind.
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fiir f,g € H*() ist ein Skalarprodukt auf H*(Q2) definiert. Fiir die induzierte Norm || - ||x
gilt
AR =D 10°F11Z,)  (f € HE () (8.4)

jal<k

Im Fall k£ = 1 schreibt sich das Skalarprodukt mit a - b:= a'b fiir a,b € C? kurz als

<f,g>1=/ﬂf§ +/QVf-W

Bemerkung 8.8 Es seien (f,,) eine Folge in H*(Q) und |a| < k so, dass f, — f und
0%fn — g in Lo(Q). Dann sind f, g € Lioc(€2) und es gilt fiir p € 2(Q)

Typ = /@g%/waafn = (—1)'“‘/5%% — (—1)“”'/3%7}‘: 0 fle  (n— o0),

also g = T, = 0° f. Nach Bemerkung 2.15 impliziert dies, dass im Fall d = 1 der Ableitungs-
operator T': Lo(2) D HY () — Lo(Q) mit Tf := f' fiir f € D(T) = H'(2) abgeschlossen
ist (vgl. Beispiel 2.16.2).

Satz 8.9 (H*(Q),(-,-)) ist ein Hilbertraum.

Beweis. Es sei (f,) eine Cauchy-Folge in H*(2). Wegen (8.4) ist (0% f,) fiir alle |o| < &
eine Cauchy-Folge in Lo(Q2). Also existiert zu jedem a mit |a| < k ein g, € La2(Q) so, dass
0% fn, = go In La(2) fiir n — oo. Setzt man f := gg, so gilt 0%f = g, fiir |a] < k nach
Bemerkung 8.8. Folglich ist f € H*(Q) mit || f, — f|lx — 0 fiir n — oco. O

Bemerkung und Definition 8.10 Es seien Q C R? offen und & € Ny. Wir schreiben
HE(Q) fiir den Abschluss von 2() in H*(Q) und kurz Hy(2) := H}(2). Als abgeschlos-
sener Teilraum von H*(Q) ist HE(Q) ebenfalls ein Hilbertraum.

Satz 8.11 (Poincaré-Ungleichung)
Es sei Q0 C R? offen. Ist j € {1,...,d} so, dass ¢ 1= sup,cq |z;| < oo, so gilt

[ <ac [1o,7 (1€ o).
Q Q
Beweis. Ohne Einschrankung sei j = 1. Mit partieller Integration gilt fiir ¢ € 2(Q2) und

im Falle d > 1 fiir u € R4-!

/ () (t,u) dt = / " (—t)2Re(w0n @) (1, u) dit < 2c / (Ol (t,u) dt

—C
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Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und dem Satz von Fubini folgt

Jiet= [ [ pwaedn< e [eon0l < 2e( [108)7( [lo6) ",

also nach Quadrieren und Kiirzen [ |¢|? < 4¢? [|01p|?. Ist f € Hy(Q) beliebig, so existiert
eine Folge (¢,,) in 2(Q) mit ¢, — f in H'(2). Wegen der Stetigkeit der (Lo-)Norm gilt
[lenl? = [o [fI? und [ |010n]? = [, 101 f]? und damit auch [, [f|> < 4c? [,]0:f]>. O

Bemerkung und Definition 8.12 Es seien Q C R? wie in Satz 8.11 und f € Hy(f2) mit
[IVf]?=0. Dann ist [|9;f]* = 0 und damit f = 0 nach Satz 8.11. Also ist durch

(. 9)v :=/QVf-v*g

ebenfalls ein Skalarprodukt auf Hy(Q2) definiert. Wir schreiben | - ||y fiir die induzierte
Norm, also || f||v = ([ |V f|?)'/2. Nach Satz 8.11 gilt

2 2 2 2 2
IIle—/QIf\ +/Q|Vf| < (de +1)/Q\Vf| (f € Ho(9))

und damit || fl|v < || fll1 < vV4e?2 + 1] f||v. Also sind die Normen ||-||v und || -||1 auf Ho(£2)
dquivalent. Nach Bemerkung und Definition 8.10 ist damit (Ho(f2), (-,-)v) ein Hilbertraum
mit dichtem Teilraum 2(2).

Sind (X, - [Ix), (Y;] - |ly) normierte Rdume und ist X C Y, so sagt man X sei stetig
bzw. kompakt eingebettet in Y, falls j : X — Y mit j(x) = x stetig bzw. kompakt ist. Da
(Ho(Q), || - ]1) stetig eingebettet in Lo () ist, gilt dies in der Situation von Satz 8.11 auch
fiir (Ho(Q), || - ||v)- Fiir beschriankte  gilt viel schérfer:

Satz 8.13 (Rellich)
Ist Q C R? offen und beschrinkt, so ist (Ho(S2), || - |[v) kompakt eingebettet in Ly().

Beweis. Wir setzen S := Q. Dann ist S kompakt. Weiter sei g € C(R?) mit kompaktem
Tréager. Dann ist ¢ beschrankt auf R? und gleichmifig stetig. Insbesondere existiert zu
jedem € > 0 ein 0. > 0 mit |g(z —y) — g(2’ —y)| < e fiir [x — 2’| < 6. und y € R%. Mit der
gleichen Argumentation wie in Beispiel 3.12 sieht man damit, dass durch

(K f)() = / oo —9)fwdy (x5 fLi(Q)

ein kompakter Operator K : (L1(€),] - ||1) = (C(S),]| - |loc) definiert ist, und mit der
gleichen Argumentation wie in Beispiel 6.11 ist daher K auch ein kompakter Operator von
Ls(£2) nach CB(Q) C Ly(2). Da die Einbettung j : (Ho(Q2), || - ||)v) — L2(2) stetig ist, ist
schlieflich T}, := Kj ein kompakter Operator von (Hy(f2), || - ||v) nach La(2).
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Es sei nun p wie in Bemerkung und Definition 8.1 und 1 := ([ p) ~1p. Mit ¢, := r~%p(r=1-)
betrachten wir
K, =Ty, € K(Hy(),L2(2)) (r>0).

Fir ¢ € 2(Q) gilt wegen supp(yp) C Q sowie supp(¢) C B nach Bemerkung A.6

(Kro)e) = ¢ [ 0(

T‘d

du—/w oz —ry)dy (x € Q).

155

A
VIER

-1.0 -0.5 05 1.0

Abbildung 11: sp(s-) fir s = 1,2, 3, 4.

Wegen [, 9 = 1ist [, o(2)¢(y) dy = ¢(x), also mit V := [, 1 und Cauchy-Schwarzscher

Ungleichung
/‘/w olx —ry) dy‘ dx

//z/J |<p x—ry‘dydx

Mit dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung und wieder mit Cauchy-Schwarz-
scher Ungleichung gilt fiir z € R? und y € B

G = Kn)ells = e = Krell3

IN

1 1
o) = po =l = | [ Vet try) yat| <v [ (9t by
0 0

1
7“(/ ’ch(x — try)’2dt) 2
0

Wegen dist(supp(p), Q) > 0 ist supp(p(- — try)) C Q fiir t € [0,1] und r geniigend klein,
also [, |Ve(z —try)|2d:v = [, IV|? nach Bemerkung A.6. Mit dem Satz von Fubini ergibt

sich
G- Kels < v [ [ [ Vet - tmfar) ayas

VTQ/B 1&2(;1/)/01 (/Q Veo(x —try)|2dx> dt dy

v /B () / Vol2 dy = Vi 192 lol%

IN

A
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und damit ||(j — K;)|g@) || < VVI[¢ll2 - r. Da 2(Q) dicht in (Ho(), | - [|v) ist, folgt
i = Kol = (|G = Kn)lo@ || < VVIRllz - =0 (= 0%).

Da K, kompakt ist, ist nach Satz 3.7.2 auch j kompakt. a

In Bemerkung 5.2 hatten wir gesehen, wie Losbarkeit der Warmeleitungs- und der Wellen-
gleichung iiber Trennung der Variablen mit der Existenz von Eigenfunktionen des Laplace-
Operators zusammenhéngt. Wir kehren zu diesem Fragenkreis zurtick.

Geniigt eine offene Menge 2 C R? der Segment-Eigenschaft, d. h. existieren zu jedem
x € 0N eine Umgebung U von x und ein Vektor v € R%\ {0} so, dass fiir alle y € UNQ
die Stecke y + (0,1)v in Q liegt, so gilt®

Ho(Q) = {f e H'(Q): fo € H'(R?)}. (8.5)

In einem gewissen Sinne verschwinden also Funktionen in Ho(€2) am Rand von Q (vgl. [U]).

Bemerkung 8.14 Ist 2 C R offen und wie in Satz 8.11, so ist, wie bereits oben bemerkt,
die Einbettung j : (Ho(R2), (-,)v) — L2(Q) stetig und damit auch die Adjungierte j*. Mit
D? := D% betrachten wir den (distributionellen) Laplace-Operator

d
A=) "D} Hy(Q) - 7' (Q).
k=1

Sind g € Hp(Q2) und ¢ € 2(Q2) C Hp(2), so gilt

k=1

d d
vl = [(@r9) 0= = Y- (Dho)e = (~g)p
Q k=1
und damit fiir f € Ly(9)

Ty = / 17 = {300 ae = (. 0)v = (~AF ).

Also ist f = Ty = —=Aj*f, d. h. —A ist linksinvers zu j*. Existiert eine symmetrische
Wurzel W aus j*j, so ist nach Bemerkung und Definition 7.6 mit j auch W injektiv. Also
ist 0 kein Eigenwert von W. Ist u € R\ {0} ein Eigenwert und g € Hy({2) ein entsprechender
Eigenvektor, so gilt

9=1j9=—A5"jg=—-AW?g=-A(u*g) = —*Ag.
Also ist g auch ein Eigenvektor von A, jetzt zum Eigenwert —1/u2 < 0.
Man kann sich iiberlegen ([U]), dass die Orthonormalbasen aus den Beispielen 5.4 und

5.5 nach geeigneter Normierung auch Orthonormalbasen des Hilbertraums (Hy(2), (-, --)v)
sind. Allgemein gilt

63siehe etwa R. A. Adams, J. J. F. Fournier, Sobolev Spaces, 2nd ed., Academic Press, Amsterdam, 2003,
Thm. 3.22 und Thm. 5.29.
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Satz 8.15 Es sei Q C R? offen und beschrinkt. Dann existieren eine Orthonormalbasis
M = {e, : n € N} von (Ho(Q), (-,--)v) und eine Folge (A\,) mit 0 > \,, = —o0 und

Ae, = Mpen (n € N).

Beweis. Da nach dem Satz von Rellich die Einbettung j : (Ho (), |||lv) — L2(2) kompakt
ist, existiert
|4l € K (Ho(€))+

nach Bemerkung und Definition 7.9. Da mit j auch |j| injektiv ist, existeren nach dem
Spektralsatz fiir kompakte symmetrische Operatoren (Satz 7.1) eine Orthonormalbasis M
von Hy(2) und eine abklingende Familie (u.)ecps positiver Zahlen mit |jle = poP,. fiir
e € M.5* Wegen p. # 0 ist dabei M abziihlbar. Wir schreiben M = {e, : n € N} und
setzen A, = —l/ugn < 0. Nach Bemerkung 8.14 gilt dann Ae,, = A,e, und da (u.)
abklingend ist, gilt zudem A,, — —oo fiir n — oc. O

Insbesondere haben wir fiir beschrinkte €2 die Existenz einer Orthonormalbasis M von
Hy () aus schwachen Eigenfunktionen des Laplace-Operators nachgewiesen. Nach Bemer-
kung 5.2 kann jede Eigenfunktion w = e,, durch Multiplikation mit den jeweils passenden v
zu einer (schwachen) Losung der Warmeleitungs- bzw. der Wellengleichung ergénzt werden.

64Die e sind die Singuldrwerte von j.
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A Malie und Integrale

Definition A.1 Es sei ) # @ eine Menge.
1. Ist ¥ C Pot(£2), so heifst 3 eine o-Algebra (in ), falls gilt

(cl) @ €X.
(02) Mit A € ¥ ist auch Q\ A € 3.
(03) Ist N abzéhlbar und (A, )nen eine Familie in X, so ist |J,,cy An € X

Das Paar (€,3) nennt man einen Messraum.
2. Ist ¥ eine o-Algebra, so heifst eine Abbildung p: ¥ — [0, 00] MaR (auf ), falls

(ML) p(2) = 0.

(M2) Ist N abzihlbar und (A, ),en eine Familie paarweiser disjunkter Mengen in X, so ist
mit oo + z = oo fiir z € [0, o0

,u( U An) = Z w(An) (= sup{z 1(An) : F C N endlich}).

neN neN neF

In diesem Fall nennt man (€, %, u) einen Mafiraum. Ist ;(€2) < oo, so heift 1 endlich
und im Falle 4(©2) = 1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

Beispiel A.2 1. Ist Q # @ und ist #(A) die Méchtigkeit von A C €, so ist # ein Maf
auf Pot(£2). Man nennt # das Zadhlmafl auf 2. Dabei ist # endlich genau dann, wenn
Q endlich ist. In diesem Falle ist P := #(Q)~!'# ein Wahrscheinlichkeitsmaf (genannt
Laplace-Verteilung auf Q).

2. Ist (S, d) ein metrischer Raum, so heift die kleinste o-Algebra, die die offenen Mengen
enthélt, die Borel-o-Algebra beziiglich (S,d). Wir schreiben dafiir #(S). Ist speziell
(S,d) = (R™,|-]), so existiert genau ein Maf A = X, auf B(R™) mit

/\([al,bl} X oo X [am,bm]) = (b1 — al) cee (bm — am)

fiir alle Rechtecke [a1,b1] X ... X [@m, bm]. Man nennt A, das m-dimensionale Lebesgue-
Mafs. Fiir p > 0 und b € R™ gilt dabei

An(pA+b) = p"An(4) (A € BR™)). (A.6)

Bemerkung und Definition A.3 Ist (Q,%, 1) ein Makraum, so heiftt A € % eine p-
Nullmenge, falls p(A) = 0 ist. Gilt eine Eigenschaft fiir alle z € § bis auf eine Nullmenge,
so sagt man, die Eigenschaft gilt y-fast tiberall. Im Fall des Lebesgue-Mafies A ist jede
einpunktige Menge und damit nach (M2) jede abzéhlbare Menge A C R™ eine Nullmenge.
Die Indikatorfunktion 14 stimmt fiir abzahlbare A also A-fast iiberall mit der Nullfunktion
iiberein.
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Bemerkung und Definition A.4 Es sei (2, %) ein Messraum. Ist f : Q@ — C, so heifst f
messbar, falls f~1(U) € ¥ fiir alle offenen Mengen U C C gilt.®> Weiter heifit f einfach
(bzw. Elementarfunktion), falls f messbar und f(Q2) endlich ist.

Wichtig fiir die Einfithrung von Integralen beziiglich Mafien ist die Tatsache, dass zu je-
der messbaren Funktion f : Q@ — C eine Folge (¢,,) einfacher Funktionen mit ¢, — f
punktweise auf Q und |¢,| < |f| existiert.

Bemerkung und Definition A.5 Es sei (Q, %, 1) ein Mafraum.
1. Ist ¢ einfach mit ¢ > 0 oder u(¢~1(C \ {0})) < oo, so setzen wir mit 0 - oo := 0 und
x-00:=o00 firz >0

[edn= 3 arute({ah) e CUD.

acp(Q)

Insbesondere ist also [ 14 dp = p(A) fir A € 3.
2. Ist g messbar und g > 0, so setzen wir

Jodui= [ o) dnte) i=sup { [ odu: g cinfach0 < < g} < f0.0¢].
3. Ist f messbar, so heift f (u-)integrierbar, falls [ |f|du < oo gilt. Wir setzen
ZL(p):={f:Q— C: f integrierbar}.
Damit ist durch
Tuf = /fdu ::/f(w)du(w) = nlggo/%dMGC,

wobei (¢,) eine beliebige Folge wie in Bemerkung und Definition A.4 ist, eine lineare
Abbildung T}, : £ (1) — C (wohl-)definiert mit

}/fdul S/\fldu-

Mann nennt [ fdp das (u)-Integral von f.

Bemerkung A.6 Sind M C R™ und f: M — C, so schreiben wir fj fiir die durch 0 auf
R™ fortgesetzte Funktion f. Fiir [a,b] C R und Regelfunktionen f auf [a,b] gilt dann

/abfz/fodx

Allgemeiner schreiben wir fir M € Z(R™) und f: M — C mit fo € Z()\)

[ 1= /Mf:= [ @) ds = [ foir

65 Alternativ kann man fordern, dass die Urbilder abgeschlossener Mengen in ¥ liegen.
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In Fall M = [a,b] C R schreibt man auch fab f statt [, f. Schieflich setzen wir noch
L(M):={f:fo€ LN} Aus (A.6) ergibt sich fiir A € Z(R™) und p >0, b € R™

[ = [t rvds (feLpar.
pA+b A

Bemerkung A.7 Es seien (2, %, 1) ein Mafraum und p € [1,00). Wir setzen

Zp(p) :={f:Q— C: f messbar, /|f\pdu<oo}.

Ist p > 1 und ¢ > 1 mit p+ ¢ = pgq, so gilt fir f € £,(p) und g € Z, (1) die Holder-

Ungleichung
1/p 1/q
Jisataus ( f1oran)™( [ ot an)

und damit die (auch fiir p = 1 giiltige) Minkowski-Ungleichung

([1s+aran)” < ([ravan)"+ ([lgran)™  rge Zm).

Also ist durch
» 1/p
1l = 1l i= ([ 117 die) ™ (F € Z(u)
eine Halbnorm auf .Z},(u) gegeben. Im Falle des Zahlmafies i = # auf der Potenzmenge

von N erhélt man die (in diesem Fall normierten) Rdume (¢,, || - ||,). Auferdem ist dadurch
der Raum .Z,(M) := {f : fo € £,()\)} halbnormiert.
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B Zornsches Lemma

Bemerkung und Definition B.1 Es sei &/ eine nichtleere Menge. Eine Relation < auf
</ heiftt Halbordnung auf 7, falls fiir a,b,c € & gilt

(i) (Reflexivitét) a < a.
(ii) (Transitivitdt) Ausa <bund b < cfolgt a < c.
(iii) (Antisymmetrie) Aus a < b und b < a folgt a = b.

Ein Element m € o/ heift maximal, falls aus m < a schon m = a folgt. Ist & C &7, so
heifit s € o7 obere Schranke von %, falls a < s fiir alle a € & gilt. Schliefslich heifst A
Kette oder total geordnet, falls a < b oder b < a fiir alle a,b € £ gilt.

Mithilfe des Auswahlaxioms kann man das Lemma von Zorn beweisen:%¢

Besitzt jede Kette eine obere Schranke, so besitzt &7 ein maximales Element.

66sieh etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Lemma_von_Zorn


https://de.wikipedia.org/wiki/Lemma_von_Zorn
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