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1 Fourier-Transformation auf dem Einheitskreis

Ist (¢k)ken, absolut summierbar, also Z |ey| < 00, so konvergiert die Potenzreihe Z cLz
v=0
nach dem Weierstrak-Kriterium gleichméfig auf der abgeschlossenen Elnheltskrelsschelbe

:={z:|2|] £ 1} in C. Die Funktion f: B — C mit

= i ¢z’ (2 € B)
v=0

ist damit stetig auf B. Aufierdem ist f beliebig oft differenzierbar auf der offenen Kreis-
scheibe D := B° = {z: |z| < 1} und

cx = [P (0)/k!
der k-te Taylor-Koeffizient von f. Aufgrund der 2mwi-Periodizitét der Exponentialfunktion
ist
1 T _ soint T _ 0, 0
1 sint gy — ie /n|_7r n #
2 1, n=20
fiir n € Z und damit gilt

1 T N
% f( 1t e~ ikt gp ZCV / =Rt g — ch/(sy’k = ¢, (k IS NO)
- v=0

Also lassen sich die Taylor-Koeffizienten auch per Integration aus f berechnen.
Wir schreiben
S:={2ze€C:|z| =1}

fiir den Einheitskreis in C. Mit der Multiplikation von C und der Betragsmetrik wird S zu
einer kompakten abelschen Gruppe, wobei Z invers zu z € S ist. Auflerdem setzen wir fiir
1<p<x

p(Z) == {(ck)kez : Z ley P = sup{z leu|P : F C Z endlich} < oo}.
VEZL veF
Ist (ck)rez € €1(Z), so ist mit gleicher Argumentation wie oben
_z_: ez’ = nh_}rr;o ; CuZ (z€8)
stetig auf S und nun fir alle k € Z

1
2

f( e~ dt. (1.1)

Ck =

Mit m bezeichnen wir das normierte Bogenmafs auf S, d. h. 2rm ist das Bildmaf von
Al—n,x unter der Abbildung ¢ e’ (siehe Anhang). Fiir m-integrierbare Funktionen f

gilt dann
1 i
/fdm =5 /[ﬂm] fle™)dA(t)



und im Falle von Regelfunktionen' auch
pam= = [ gty
m=— e .
2 J_,

Weiter setzen wir L, (m) := L,(S, 2, m) fiir p € [1, 00) (siehe wieder Anhang) und L(m) :=
Li(m). Dann sind (L,(m),||-||,) Banachrdume? und fiir p = 2 ist die Norm induziert durch
das Skalarprodukt

(f.9) :=/f§dm (f.9 € La(m)),

also ||fl13 = (f,f) = [|f|*dm fiix f € La(m). Durch {e, : k € Z} mit ey(z) := 2" fiir
z € Sund k € Z ist ein Orthonormalsystem in La(m) gegeben.?

Denn: Wegen z = 2z~ ! fiir z € S gilt fiir j,k € Z

4 , 1 [
(ej,ex) :/zjfkdm:/z]_’€ dm(z) = 2—/ U=kt g — ik -

™

A
/)ﬂ/
\v\

Figure 1: Re(z?%) = cos(4t) mit z = € fiir t € [—7, 7].

Bemerkung und Definition 1.1 Es sei f € L;(m). Dann ist fiir ¥ € Z auch z —
f(2)Z" € Li(m). Man nennt

~

Fhk) = k) = / F(2)7* dm(z) = / feopdm = 5 /[ S

den k-ten Fourier-Koeffizient von f. Wegen

Fk)] < /Ifldm —fl, (kez)

1bzw. Riemann-integrierbaren Funktionen

2In der Vollstandigkeit liegt der ganz wesentliche Vorteil gegeniiber der Beschrankung auf Riemann-
integrierbare Funktionen!

3In Polarkoordinaten z = e ist z* = e®** = cos(kt) + isin(kt). Daher spricht man auch vom
trigonometrischen System.



ist die Folge f: (f(k))kez beschrankt, also fe B(Z).* Weiter nennt man fdie Fourier-
Transformierte von f und die lineare Abbildung Li(m) > f — f € B(Z) Fourier-
Transformation (auf L;(m)). Dabei ist

1 flloo < [1£1]1

und damit die Fourier-Transformation insbesondere stetig. Ist f € La(m), so ist

f(k) = (fer)  (kem).

AuRerdem folgt dann aus der Bessel-Ungleichung ([U])

S0 < 11 = / P dm,

VEZ

also insbesondere f € l5(Z).

Beispiel 1.2 Wir setzen arg(z) := t, falls z = e mit ¢ € (—n, 7] und betrachten f : S — R
definiert durch

f(2) := arg?(2) (z €8),
also f(e't) =2 fiir t € (—m, 7.

Figure 2: f(e®) = 2 fiir t € (—m, 7).

Dann ergibt sich
~ (", 9
= — tedt =
) o / /3

und mit zweimaliger partieller Integration ([U])

f/\(k) 1 ‘/Tr 27kt gt — (71)163

Ton ). 2

fiir k € Z, k # 0. Insbesondere ist f € {4 (Z).

4B(M) bezeichnet den linearen Raum der beschrinkten Funktionen auf M, der mit sup-Norm || - [leo =
Il - [loo,x ein Banachraum ist.




Bemerkung und Definition 1.3 Aus der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafies auf
R ergibt sich die Rotationsinvarianz des Bogenmafies m, d. h. sind h € L1(m) und ¢ € S,
so gilt

/h(zf) dm(z) = /h(z) dm(z).

Sind nun f,g € Li1(m), so folgt

[ [ 110901 dm(z dm@) = [ [ 15 dne:) lg(©ldm(c) = 171 - gl

Mithilfe des Satzes von Fubini (siehe Maftheorie) kann man zeigen, dass das Faltungsin-
tegral

(f*9)(2) = / F(z0)g(¢) dm(C)

fiir m-fast alle z € S existiert. Aufierdem gilt f g € Ly(m) mit || f g1 < [|f]l1 - |lg]1-
Man nennt f * g die Faltung von f und g. Durch die Substitution z{ =: w, also { = 2w,
ergibt sich

frg=gxf  (f.g€Li(m))
also die Kommutativitit der Faltung.” Ist dabei f stetig auf S, so ist {iberall definiert und
f * g stetig ([U]) mit ||f * glloo < | flloollglls und ist f in L,(m), so ist f * g € L,(m) mit
£ * gllp < 1 £1lpllgll°-

Satz 1.4 Fir f,g € L(m) ist

-~

(fx9)"=r-3
Beweis. Fiir k € Z folgt aus dem Satz von Fubini
(F20°®) = [ [ 1:00(c) dmic) =" dm(:)
[ [ 1060 " =) )¢ dmi¢)
[ @ amtz) - [ 906" dmic) = Fi) g0,

Bemerkung und Definition 1.5 Ist u ein komplexes Borelmaf auf S und || > 0 die
Totalvariation von y (siehe Anhang, Bemerkung und Definition A.10), so definiert man die
Fourier-Stieltjes Transformierte 1 von p durch

A i= [ duz) = [endu (k).

5Man kann zeigen, dass die Faltung auch assoziativ ist. Damit wird (L1(m), *) zu einer kommutativen
Banachalgebra.
6folgt etwa aus der Youngschen-Ungleichung; siehe etwa https://en.wikipedia.org/wiki/Young’s_

convolution_inequality


https://en.wikipedia.org/wiki/Young's_convolution_inequality
https://en.wikipedia.org/wiki/Young's_convolution_inequality

Wegen | [ gdu| < [|g|d|u| fix g € C(S) gilt

AWl < [dil=l(©)  (hez)

und damit ist wieder & = (ji(k))rez € B(Z). Ist speziell = fm, d. h.
W)= [1afdm (4€BE)),

sogilt [gd(fm) = [gfdmfiir g € C(S) und damit insbesondere ist 1i = ]? In diesem Sinne
kann man die Fourier-Stieltjes Transformation als Erweiterung der Fourier-Transformation
auffassen. Ist v ein weiteres komplexes Borelmaf auf S, so definiert man

(v 5 1)(A) = / vTAYdu(C) (A€ B(S)).

Ist 6; das Dirac-MaR an der Stelle 1, so gilt v * §; = v. Man kann zeigen ([U]), dass auch
v * u ein Borelmaf auf S ist mit

/h(w) (v p)( // (2€) dv(z)dp(C)

fiir h € C(S). Durch Anwendung auf h(w) = @W* ergibt sich

~

(wep) =7

Beispiel 1.6 Fiir das Dirac-Maf d; an der Stelle ¢ € S gilt
—k
(k) =C (ken).

Insbesondere ist 5A1(k:) =1 fiir alle k.

Bemerkung und Definition 1.7 Fiir d € N und ¢ := (g := €*>™/% seien

Sqi={z€C:2=1}={¢/:j=0,....,d—1}

d—1
die Menge der d-ten Einheitswurzeln® und # := #4 := d¢i das Zahlmak bzgl. Sg. Fiir
=0
f:S—=C (bzw. f: 54— C) ist

d—

/ F(z) d# (= :Z (&) (kez).

7=0

Wegen (¢ = 1 ist f#(k) = f%é(k +d) fir k € Z, also f%é eine d-periodische Folge. Die
Abbildung
f (F#0), ..., J#(d—1)) € C¥ = {(20,...,24-1) : z; € C}

"Fiir metrische Réume (X, d) schreiben wir C(X) := {f : X — C stetig}.
854 ist eine Untergruppe von S, genannt zyklische Gruppe der Ordnung d.




nennt man diskrete Fourier-Transformation.

Identifiziert man f mit dem Tupel (f(¢°),...,f(¢41)) € C%, so definiert die diskrete
Fourier-Transformation eine lineare Abbildung von C? nach C¢, beschrieben bzgl. der
kanonischen Basis auf C? mit 7 := 1y := (4 durch die Matrix

1 1 1 1
1 n ,,72 . 77d71

U:=U;:= (nkj)j,k:(),..‘,dfl 11 772 774 ,72(d71) c Cdxd.
1 nd—l nz(d—n o n(d—l)(d—l)

Dabei gilt U*U = dF, wobei E = E, die (d x d)-Einheitsmatrix bezeichnet ([U]). Versieht
man dabei C? mit dem kanonischen Skalarprodukt

d-1
(20,5 2d4-1), (wo, ..., wg—1)) = Z 2wy
=0

so ist die mit dem Faktor 1/4/d passend normierte diskrete Fourier-Transformation also
unitir.” Man kann nachrechnen ([U]), dass die Matrix Usg in der Form

Ud DdUd Ed Dd Ud 0
Uza = Py = Py
Ug —DuUy E; —Dy 0 Uy
zerlegbar ist, wobei D, die Diagonalmatrix diag(1,m24, 73y, - - - ,ngd_l) bezeichnet und Py
die Permuationsmatrix ist, die die Eintrége von (2o, ..., 224—1) mit geraden Indizes vor die
mit ungeraden setzt. Diese Formel von bildet die Grundlage der Fast Fourier Transform

(kurz FFT)'Y zur sehr effizienten Berechnung der diskreten Fourier-Transformation sowie
der Quantum Fourier Transform (kurz QFT)!!.

Da die diskrete Fourier-Transformation bijektiv ist, ist insbesondere f durch f%é eindeutig
festgelegt. Die Umkehrtransformation ist im Wesentlichen wieder die diskrete Fourier-
Transformation, mit dem kleinen Unterschied, dass die Matrix U durch d=1U* = d=1(¢M)
ersetzt wird. Wir wollen nun allgemeiner auf die Frage der Invertierbarkeit von ]?und der
Rekonstruktion von f aus ]?eingehen.

Bemerkung und Definition 1.8 Ist f € L(m), so heiffen

Snf = Z f(y)e,,

v=—n

9Das Skalarprodukt entspricht dem Skalarprodukt auf L?(o).
10Sieche etwa https://en.wikipedia.org/wiki/Cooley-Tukey_FFT_algorithm.
1Siehe etwa https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_Fourier_transform.


https://en.wikipedia.org/wiki/Cooley-Tukey_FFT_algorithm
https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_Fourier_transform

n-te Fourier-Teilsumme von f und (S, f)nen, die Fourier-Reihe von f. Fiir ¢ = (¢;) €
CZ und z = €' € § schreiben wir

o0 n n
E c,z¥ = lim E c,z¥ = lim E c, et
n— o0 n— 00

V=—00 vV=—n vV=—n

im Falle der Konvergenz. Damit ist (f)v(z) = lim,, 00 Sp.f(2) im Falle der Konvergenz.
Existiert ¢¥(z) mit gleichmifiger Konvergenz auf S, so ergibt sich (¢¥)" = ¢ aus (1.1).
Nach dem Weierstraf-Kriterium gilt dies insbesondere wenn ¢ € ¢1(Z) ist.

Beispiel 1.9 Wir betrachten wieder f : S — R aus Beispiel 1.2, also f(e't) = 2 fiir
t € [—m, ). Hier ist fiir z = e die n-te Fourier-Teilsumme gegeben durch

=Y )z —+Z (2 + 2T :% Z

v=—n

cos Vt

~

Da f € (Z) gilt, existiert (f)¥ = lim S, f mit gleichméRiger Konvergenz auf S.
n—oo

Wir wollen nun zeigen, dass die Fourier-Transformation injektiv (jedenfalls) auf C(S) ist
und auf die Frage eingehen, wie man f aus f rekonstruieren kann.

Bemerkung und Definition 1.10 Fiir n € N setzen wir Zy ={k € Z : |k| <n} und
Iy = span{ey : k € Z,, } sowie T = T, Ist P = Z cve, € T, so nennt man P
ein trigonometrisches Polynom vom Grad < n. Nach (1.1) gilt P(k) = ¢ fiir [k| < n
und P(k) = 0 fiir |k| > n sowie (P)Y = S,,P = P. Fiir beliebiges f € L;(m) ergibt sich

neN

n

f*P:Zch*e,j Zf Jeve, = (f P)Y

v=—n v=—n

und insbesondere f * P € .,. Speziell gilt S, f = f * D,,, wobei

Figure 3: Dirichlet-Kern D5 (blau)
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= Zel,:(lz )Y

v=—n

den n-ten Dirichlet-Kern bezeichnet (Abb. 3). Mit C), := > e, ist
v=0

D, =Cp+C,—1=2Re(C,) — 1

und damit insbesondere D,, reellwertig.
Mit Bs :={¢ €S:|( — 1| < ¢} gilt

Satz 1.11 (Approximative Eins) Firn € N seien Q, € C(S) mit sup,,cy [|@Qnll1 < 00
so, dass [ Qndm =1 und

n 0 1.2

ISIQ-%;;;IQI—> (n — o) (1.2)

fiir alle 6 > 0. Dann gilt

(f*@n)(2) = f(2)  (n—00)

fiir alle m-integrierbaren Funktionen f und alle Stetigkeitspunkte z von f. Ist f € C(S),
so0 ist die Konvergenz gleichmifig auf S.'?

Beweis. Wir wihlen M > 0 so, dass [|Qu[1 = [|Qn]dm < M fiir alle n. Ist ¢ > 0

gegeben, so existiert wegen |2 — z| = |¢ — 1| fiir alle ¢ € S ein § > 0 so, dass
(D) = f(2)] < ¢
fiir alle ¢ € Bs. Aus f(2) [ Qn(¢) dm(¢) = f(z) ergibt sich mit (1.2) fiir n geniigend grof
(F+@uE — £ = | [(FE0) = £:)) Qu(c) dm(c)|
< /|f 20) = £(2)] 1Qu(O)] dim(©)

A
m\
o
O
3

()] dm(C) +§%§|in (=€) = f(2)] dm(¢)

S\ Bs
< Me+||f = f(2)l g\I%X\Qn\ < (M +1)e.
s

Also gilt (f * Q,)(2) — f(2) fir n — oo.

Ist f stetig auf der kompakten Menge S, so ist f gleichméfig stetig. Daher kann man § so
wihlen, dass |f(2¢) — f(2)| < € fiir alle ( € Bs und alle z € S gilt. Wie oben ergibt sich
dann fiir geniigend grofle n sogar

1 * @n = flloo < Me+ ([[fll1 + ||f||oo)g\1g>§|62n| < (M4 1)e

und damit || f * Qn — flleo — 0 flir n — oo. O

12Wegen f = f * 61 kann man die Konvergenzaussage als eine Art Konvergenz von Q. gegen die Eins
der Faltung §; interpretieren. Daher der Name approximative Eins.
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Bemerkung 1.12 Wir nennen eine Folge (Q,,) wie in Satz 1.11 eine Folge guter Kerne.
Es stellt sich natiirlich die Frage nach der Existenz guter Kerne. Einfach und naheliegend
wére die Folge (D,,) der Dirichlet-Kerne. Man kann zeigen, dass (D,,) keine Folge guter
Kerne darstellt, da

IDull =/|Qn|dm Soo (n— o)

gilt ([U]). Wir betrachten stattdessen die arithmetischen Mittel der D,,. Es gilt

n k n n

ZDk:Z Z €y = Z ey Z 1= Z(n+1—|u|)ey.
k=0 v=—n

k=0 v=—F -n k=[y| v=—n

gy

Figure 4: Fejér-Kern F5 (blau)

Mit
n

1 - 4
Fo— ZDZEj(l— )9 N
! n+1k:0 * v=—n ’I’L+1 s L (ne )

ist damit

n n
o~

1 1 Y
7’L+1]§)Skf:mkzo(f*Dk):f*Fn:(an) .

Das trigonometrische Polynom F;, heifit n-ter Fejér-Kern.

®08

06

0.4

Figure 5: Fig

Die Folge (F},) erweist sich tatséchlich als eine Folge guter Kerne: Zunéchst ist

/Fndm: Zn(l—n|i|1)/el,dm:1.

v=—
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Weiter ist fiir z € S

n n n

G = () (X5) = 3+ = 3 (1= b = (0 + D),

j=0 k=0 j,k=0 v=—n
also F,, > 0 und damit auch || F,,||; =1 fiir alle n. Schieblich gilt fiir z € S\ Bs

1 12 1 2" =1 1 4
Fn(z):nJrl’gzj‘ :n+1‘ z—1 ‘ Sn+1.572_>0 (n = o).

Damit gilt F,, — 0 gleichméfig auf S\ Bs.

Als wichtige Folgerung erhalten wir die Konvergenz der arithmetischen Mittel der S, f in
(CS), 1l lc) gegen f:

Satz 1.13 (Fejér) Fir alle m-integrierbaren f und alle Stetigkeitspunkte z von f gilt

n

D (Skh)(z) = f(z) (n— o).

k=0

P 1

(FR)() = =

Fir f € C(S) ist die Konvergenz gleichmdfig auf S. Insbesondere ist C(S) > f — f injektiv
und die Menge der trigonometrischen Polynome dicht in (C(S), ] - |loo)-

Beweis. Die Konvergenzaussagen ergeben sich unmittelbar aus Satz 1.11 und Bemerkung
1.12. Ist f stetig mit f: 0, so ist (fAf?’;)V = 0 fiir alle n und damit f = 0. Dies zeigt die
Injektivitat von fauf C(S). Schlieklich liegen wegen (fﬁ\n)v € 7, die trigonometrischen
Polynome dicht in C(S). O



2 Anwendungen des Satzes von Fejér

Eine nicht unwesentliche Folgerung aus dem Satz von Fejér ist

13

Bemerkung 2.1 Es sei f m-integrierbar. Weiter sei z € S ein Stetigkeitspunkt an dem
(f)V(z) existiert, also die Fourier-Reihe konvergent ist. Dann konvergieren auch die arith-

metischen Mittel zum gleichen Grenzwert ([U]). Also gilt nach Satz 1.13

o~

Als Anwendung ergibt sich die Losung des Basel-Problems'?

Bemerkung 2.2 Aus Beispiel 1.9 und Bemerkung 2.1 erhélt man

’]‘[‘ o0
:? z::

fir alle t € [—n, w]. Insbesondere ergibt sich damit fir t =7

=1 2
R

I/

cos I/t

und fir ¢t =0
o0
Z 2'

v=1

Bemerkung 2.3 Ist f stetig differenzierbar auf S, so setzen wir

(Df)(2) =1izf'(z) (2 €8).

Ist h(t) := f(e) fiir t € R, so ist h € C1(R) und 27-periodisch mit h'(t) = (Df)(e

t € R. Sind f, g stetig differenzierbar auf S, so gilt die partielle-Integration-Formel

[ngan=- [ spg)in

(DF)~(k) =ik f(k) (k€ Z).

Mit Dey = ik - ey, ergibt sich

Aufserdem folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Bessel-Ungleichung

Xn: (Z F)Py 2) 2(2i1/u2)1 %||Df||2

0#v=—n

13Siehe etwa https://en.wikipedia.org/wiki/Basel_problem.

) fiir


https://en.wikipedia.org/wiki/Basel_problem
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~

und damit f € £1(Z). Nach Bemerkung 2.1 gilt (f)¥ = f = lim,, 0 S, f mit gleichméRiger
Konvergenz.

Man konnte auf den Gedanken kommen, dass dies auch fiir stetige Funktionen gilt. Man
kann jedoch zeigen. dass stetige Funktionen existieren, deren Fourier-Reihe nicht {iberall
punktweise konvergiert.'

Wir ziehen weitere Folgerungen aus den Satz von Fejér, jetzt fiir die Fourier-Transformation
auf den Rdumen Li(m) und Lo(m). Dabei verwenden wir, dass die Menge C(S) dicht in
(Lp(m), || - |lp) ist (siche Anhang, Bemerkung A.9).

Satz 2.4 Fir 1 < p < oo ist die Menge 7 der trigonometrischen Polynome dicht in
Lyp(m).

Beweis. Es seien f € L,(m) und € > 0. Dann existiert ein g € C(S) mit || f — g, < /2.
Wegen ||hll, < ||hlloo fiir h € C(S) existiert nach dem Satz von Fejér ein P € 7 mit
lg — P, < &/2. Damit ist ||f — P||, <e. m

Wir schreiben ¢(Z) fiir die Menge aller abklingenden Folgen in Z, also aller ¢ € C% mit
¢, — 0 fir & — 4oo. Als Folgerung aus Satz 2.4 ergibt sich das wichtige Riemann-
Lebesgue-Lemma:

Satz 2.5 Fir alle f € L1(m) ist fin co(Z).

Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Nach Satz 2.4 existiert ein trigonometrisches Polynom P
mit || f — P|l1 <e. Ist P € I, so gilt P(k) =0 fir [k| > N und damit

[f(R)[ = [f(k) = P(R)| < |[f =Pl <e
fir |k| > N. O

Bemerkung 2.6 Wir schreiben v(z) := 1/(1 — z2) fiir z € S\ {1}. Ist fiir f € L1(m) auch
v+ f € Li(m), so gilt (S,f)(1) =0 (n — o0).
Denn: Fiir k € Z gilt mit g ;== - f

Fik) = / (1 - 2)g(=)z* dm(z) = (k) — Gk — 1),

also mit Satz 2.5

n

(Suf)1) = D" Fr)= > @) =G —1) =§(n) —g(=n —1) = 0

v=—n v=—n

fiir n — oo.

14Ein vergleichsweise einfacher Beweis ergibt sich aus dem Prinzip der gleichméRigen Beschrinkt-
heit (siche etwa https://www.math.uni-trier.de// mueller/Funktionalanalysis/Funktionalanalysis_
WS1819.pdf, Satz 2.6). Wesentlich ist dabei die Tatsache, dass [ |Dyn|dm — oo fiir n — oo gilt.


https://www.math.uni-trier.de//~mueller/Funktionalanalysis/Funktionalanalysis_WS1819.pdf
https://www.math.uni-trier.de//~mueller/Funktionalanalysis/Funktionalanalysis_WS1819.pdf
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Eine Funktion f : S — C heifst Holder-stetig an der Stelle { € S, falls M, a > 0 so existieren,
dass |f(z) — f(Q)] < M|z — (]| fiir alle z aus einer Umgebung von (. Der néchste Satz gibt
ein relativ einfach zu beweisendes und doch recht schlagkraftiges hinreichendes Kriterium
fiir die punktweise Konvergenz von (S, f).

Satz 2.7 Es sei f m-integerierbar und Hoélder-stetig an der Stelle ( € S. Dann konvergiert
(Snf)(C) gegen f(C)-

Beweis. Ohne Einschriankung sei ( = 1. Dann gilt

I (2)(f(2) — F(1))] < M|z — 1>

fiir 2 # 1 aus einer Umgebung von 1. Wegen 1—a < 1 und |1—¢e™|? = 2—2cost = 4sin*(¢/2)

ist
/71 dm(z)—i/ﬂidt —i/ﬂ—dt < 00
|z — 1|1~ 2 |1 —eit]lme  2n [ (2]sin(t/2)|)1

(man beachte, dass 2|sin(¢/2)| ~ [t| fur t — 0). Nach Bemerkung 2.6 gilt

(Snf)(1) = (1) = Su(f = F(1))(1) = 0 (n = o0).

\/

Figure 6: ¢t — |t|, t — 2|¢|/m und ¢ — 2|sin(t/2)].

Satz 2.7 zeigt, dass Holder-Stetigkeit in allen Punkten jedenfalls punktweise Konvergenz
der Fourier-Reihe gegen f impliziert. Auch wenn (.S, f) nicht fiir alle stetigen f konvergiert,
so kann man doch zeigen, dass der Fehler der Approximation durch S, f nicht viel gréfser
ist als der minimale Fehler der Approximation aus .7, heraus:

Bemerkung und Definition 2.8 Esseien (X, ||-|| = ||-||x) und (Y, ||-|| = |||y ) normierte
Réaume. Man schreibt L(X,Y) fiir die Mengen der linearen Abbildungen T : X — Y mit
sup{[[ Tz + [|l] < 1} < oo

Dann wird L(X,Y) durch |T] := ||T||x,y = sup{||Tz| : ||z|| < 1} zu einem normierten
Raum. Die Norm || || x,y heifst Operatornorm auf L(X,Y). Dabei gilt || Tz| < ||T|| - ||zl
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fir alle z € X. Wir betrachten S,, als Operator von (C(S), || - [|)so nach (C(S),| - ||)co-
Wegen S, f = f x D, gilt

S0 < 1F s [ 1Dl dm
fiir alle f € C(S) und z € S, also ||S,|| < || Dnll1.*> AuBerdem ist ([U])
IDnlli <3+ 1nn.
Wegen S, P = P fiir alle P € .7, folgt (wieder [U])
- < i — .
I~ Sufloo < (44 Inm) int 1S — Pl

Man beachte, dass inf pe 7, || f — P|loc Wegen der Dichtheit von .7 in C(S) fiir n — oo gegen

Null konvergiert.

Wir widmen uns nun dem besonders schonen Hilbertraum-Fall La(m). Da (ex)iez ein
Orthonormalsystem in Lo(m) ist, gilt

If = Snfllz = min |If — Pl (2.3)

fiir alle f € La(m) ([U]), d. h. S, f € 7}, ist die beste Approximation aus .7, an f beziiglich
der || - ||2-Norm. Weiter beachte man, dass ¢,(Z) mit dem Raum (L,(Z),Pot(Z), #), wobei
# das Zéhlmak auf Z bezeichnet, iibereinstimmt. Damit wird ¢,(Z) mit der Norm

lelly = O lew|P)M/?
VEZ

zu einem Banachraum.

Satz 2.9 Fir f € Ly(m) gilt ||f—Snf|l2 = 0 (n — o0) und die Parsevalsche Gleichung

£l = [ £

Auferdem ist die Fourier-Transformation La(m) 3 f — fe U5(Z) ein isometrischer Iso-

morphismus™®.17

Beweis. Nach Satz 2.4 gilt infpe 7, || f — Pall2 — 0 fiir n — 0o'®, also folgt || f — S, fll2 — 0
fiir n — oo aus (2.3). Weiter gilt S,,f € 7, und (f — Spf) L . Also ergibt sich aus dem
Satz von Pythagoras

1113 = 1If = Sufll3 + [1Snfll3-

15Man kann zeigen, dass tatsichlich sogar Gleichheit gilt.
16Eine lineare Abbildung T : X — Y zwischen zwei normierten Raumen (X, || - ||x) und (Y,] - |ly) ist
genau dann isometrisch, wenn ||Tz| = ||z| fiir alle z € X gilt.

17"Man kann leicht in den Fehler verfallen, die Aussage so zu interpretieren, dass (f)\/ = f fast iiberall
auf S gilt. Dies ist zwar richtig, aber der Beweis der fast-iiberall Konvergenz von (Sy, f) erweist sich als eine
extrem schwierige Angelegenheit. Die Aussage ist der beriihmte Satz von Carleson aus dem Jahre 1966.
18Dies bedeutet, dass (ey)xez eine Orthonormalbasis in Lo(m) ist.
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Wegen ||f — S, f||3 = 0 (n — o0) folgt ||Sn |3 — ||f]|3 fiir n — co. AuRerdem ist, wieder
mit dem Satz von Pythagoras,

1S f15 = 11 Y- Fwells = D IfF@Pllelz = > If@).

v=—n v=—n v=—n

Hieraus ergibt sich die Parsevalsche Gleichung und damit auch die Isometrie der Fourier-
Transformation als Abbildung von Lo(m) nach ¢2(Z) (also insbesondere auch die Injektiv-
itdt). Die Surjektivitdt ergibt sich aus der Vollstandigkeit von Lo(m) und der Tatsache,
dass die Menge der abbrechenden Folgen {c¢ = (c) : ¢, = 0 fiir |k| geniigend groft} dicht in
l5(Z) ist ([0]). O

Wir zeigen nun, dass eine L,-Version des Satzes von Fejér gilt. Damit wird dann auch
die Frage nach der Rekonstruierbarkeit von f aus f (positiv) beantwortet. Vorbereitend
beweisen wir ein einfaches Ergebnis iiber Folgen linearer Operatoren.

Satz 2.10 Es seien X ein normierter Raum, Y ein Banachraum und (T,,) eine Folge
linearer Abbildungen T, : X —Y mit

sup ||T5,]| < oo.
neN

Konvergiert die Folge (T,,x), fir alle x aus einer in X dichten Menge D, so konvergiert
(Thx), fir alle x € X und durch Tz := lim T,z ist ein lineare Abbildung T : X — Y
n—oo

definiert mit
T < liminf T,

Beweis. Es seien € X und £ > 0 gegeben. Dann existiert ein y € D mit ||z — y|| < e.
Weiter existiert ein N € N mit || Try — Tyl < € fir k,m > N. Also gilt fir k,m > N
auch

[Tk = Tzl < [[Th(x = )| + 1 Tey — Tyl + [T (y — 2)|| < (2 sup [Tl + 1)e.
ne

Damit ist (7,,z) eine Cauchy-Folge in Y, also konvergent. Da die Abbildungen T, linear
sind, ist die punkteise Grenzfunktion T' ebenfalls linear. Es sei (n;) so, dass

| T, || = liminf || T, || (j — ).

Fiir ||z|| <1 gilt dann ||Tz|| = lim [|T,,z| < lim |75, | = liminf ||T5,|. O
j—o0 j—o0 :

Satz 2.11 (Approximative Eins, L,-Version) Es seien 1 < p < oo, (Q,) eine Folge
guter Kerne und f € Ly(m). Dann gilt

If = f*Qnllp =0 (n—00).



18

Beweis. Es sei M := sup,cy ||@Qnl/1. Wir betrachten die linearen Abbildungen T,
L,(m) — Ly(m) mit
Tof == [fxQn (f € Lp(m)).
Dann gilt nach Bemerkung 1.3
1T fllp = 1f* Qully < [[fllp - 1Qnllx < M[fllp (f € Lp(m))

und damit ||T,|| < M. Fir f € C(S) (also auf einer dichten Teilmenge von L,(m)) gilt
auerdem T,, f — f gleichméfig auf S, also auch T,,f — f in L,y(m). Aus Satz 2.10 folgt,
dass (T, f), fir alle f € L,(m) konvergiert und dass durch

eine (wegen ||T|| < M stetige) lineare Abbildung T : L,(m) — L,(m) definiert ist. Aus
Tf=ffir f e C(S) folgt aufgrund der Stetigkeit T'f = f fiir alle f € L,(m). a

Satz 2.12 (Fejér, L,-Version) Fir f € L,(m) gilt

(fFn)”

—n+IZSkf—>f (n — o0)

in (Ly(m),| - |lp). Insbesondere ist die Fourier-Transformation Li(m) > f f € co(z)
imjektiv.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus Satz 2.11 und der Tatsache, daSb die Fejér- Kerne F,
eine Folge guter Kerne bilden (Bemerkung 1.12). Ist f € Lq(m) mit f =0, so ist an =0
fiir alle n und damit f = 0. a

Bemerkung 2.13 Insbesondere sieht man mit Satz 2.12: Ist f m-integrierbar und so, dass
(f)v auf einer Menge von postitivem Mafs existiert, so ist (f) (z) = f(z) fir m-fast alle
z in dieser Menge. Dies folgt aus der Tatsache, dass jede in Lq(m) gegen f konvergente
Folge eine m-fast iiberall konvergente Teilfolge hat, deren Grenzfunktion fast iiberall mit
f ibereinstimmt (siehe Mafstheorie).

Als weitere Anwendung der Dichtheit der Menge der trigonometrischen Polynome in C(S)
bzw. L,(m) beweisen wir einen Ergodensatz fiir irrationale Drehungen auf dem Kreis S
(ohne uns explizit auf den Begriff der Ergodizitét zu beziehen).

Satz 2.14 (Ergodensatz) Ist ( = €2™ mit § € R\ Q, so gilt fir 1 < p < oo und alle
f € Ly(m)

n

nH;Of(cj-H (/fdm)ls (n — o0)

in Ly(m). Fir f € C(S) ist die Konvergenz sogar gleichmdfig auf S.
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Beweis. Es sei ¢ die Drehung um den Winkel 276 auf S, also ¢(z) = (z fiir z € S, und
@7 die j-te Iterierte von ¢, also ¢? = idg und ¢/ = ¢ o /! fiir j € N. Wir betrachten fiir
1 < p < oo die Folge der linearen Operatoren T, : L,(m) — L,(m), definiert durch

1 «— .
Tof = E 7.
! n+1j:0f0(p

Fiir p = oo betrachten wir T}, als Operator auf (C(S), || - ||co). Dann ergibt sich

1F o ¢l = 11£1l»

aus der Rotationsinvarianz von m fiir p < oo und in offensichtlicher Weise fiir p = oo.
Damit ist [|T5, f|l, < || flp fiir f € Lp(m) bzw. f € C(S), also stets ||T,,|] < 1. Wegen der
Dichtheit von .7 in L,(m) bzw. C(S) reicht es nach Satz 2.10, die Behauptung fiir alle
trigonometrischen Polynome zu zeigen. Aus Linearitétsgriinden reicht es dazu wiederum,
die Behauptung fiir die Monome e, zu beweisen.

Da 6 irrational ist, ist ¢ keine Einheitswurzel. Fiir k € Z \ {0} gilt damit ¢* # 1, also

i . noo 1 — ¢k(ntD)
Dleko @)@ = () = G (z€9)
j=0 j=0
und folglich
2

Aukerdem ist Teg = Ty, 1s = 1s. Also gilt Thep — dx0ls = ([ e dm)1s fiir alle k € Z. O

Zum Abschluss gehen wir kurz darauf ein, wie man Ergebnisse iiber trigonometrische Ap-
proximation in entsprechende Resultate iiber Approximation durch algebraische Polynome
auf kompakten Intervallen iiberfiihren kann. Ohne Einschrinkung betrachten wir das In-
tervall I :=[-1,1].

Bemerkung 2.15 Wir betrachten das Bildmaf y von m unter der Abbildung Re : S — 1.
Dann gilt fiir g € Ly ()

/g(x) du(x) = /g(Re z)dm(z) = ! /[MT] g(cost)dt = 1 /[o,w] g(cost)dt.

T o ™

Weiterhin ist mit Substitution ¢ = arccos  auch

1 1 1
— —dr = — st) dt.
7T/19(33) T 7r/[Om]g(COb )

Also ist p die (passend skalierte) Arkussinus-Verteilung auf I. Wir setzen f*(z) := f(Z)
und damit

Lp,*(m) = {f S Lp(m) f= f*}
sowie

Cu(S) :={f€CS): f=["}
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Fiir z € I existiert genau ein z € S mit arg z € [0, 7] und 2 = Re(z), ndimlich z = efarccose,

Dann ist arg z = arccos x und durch

Tf@) = feesn) (el

eine lineare Isometrie von (L «(m), || - ||p) nach (L,(n), || - ||p) und von (C(S),|| - ||«) nach
(C)s |l - lloo) definiert. IsthL (I) bzw. g € C(I) und

f(2) :=g(cosarg z) = g(cost) (z =€ €8),
so gilt f € L, .(m) bzw. Ci(S) und T'f = g. Also ist T ein isometrischer Isomorphismus.
Insbesondere ergibt sich fiir £k € Ny und = € T

1, ... . " ,
Tk( ) —T( (ek+e k;))( ): i(ezkarccowc_’_e—zkarccowc) :cos(karccoszv).

Es gilt To(z) =1, T1(x) =z und fir k € N
Tpy1(z) = 22Ty (x) — Ti—1(z) (2 €[-1,1])

([0]). Damit ist Ty, € Py, := span{l > = +— 2’ : j = 0,...,k}, also ein (algebraisches)
Polynom vom Grad k, genannt k-tes Tschebyschow-Polynom. Ist f € Ly .(m), so gilt
f(k) = f(—k) fiir k € N und damit fiir z = e

Suf(2) = F(0) + 3 F)(en(z) + eu(2) = (0) + 2Zf cos(vt).

Also ist .
TSuf =J(0)+2> F()T,
v=1

ein algebraisches Polynom vom Grad < n. Fiir g € Li(u) und f = T~ 1g lassen sich die
Fourier-Koeffizienten f(k) direkt aus g und T} berechnen: mit Substitution ¢ = arccos x
ergibt sich

J?(k) = i/oﬂg(cost) cos(kt) dt = %/_1 g(x)Tk(x)\/%_

Die Reihe f(O) +2 f(u)Ty nennt man die Tschebyschow-Entwicklung von g und
v=1

~

f(k) den k-ten Tschebyschow-Koeffizient von g. Fiir 1 < p < oo und g € L,(p) bzw.
C(I) ist
lg =TSnfllp < ITW-1f = Sufllp = IIf = Snfllp-

Nach Satz 2.9 gilt T'S,,f — ¢ in Lo(p) und nach Bemerkung und Definition 2.8

— TS, fllao < (441 inf |lg— Olleo.
lg = TSnflloo < ( +nn)Q1€nynllg Qll
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3 Fourier-Transformation auf RY
Wir betrachten nun fiir N € N den euklidschen Raum R¥. Im Weiteren sei
B:= By = {xERN:\ﬂ <1}

die abgeschlossene N-dimensionale Einheitskugel, wobei |z| die euklidsche Linge von x
bezeichnet. Ist A := Ay das N-dimensionale Lebesgue-MaR auf Z(RY), so setzen wir
Ly = L,(RY) := L,(RN, By, A\y) und schreiben kurz

/f::/f(x)dx ::/fdAN.

Sind f; € Li(R) fiir j =1,..., N und ist das Tensorprodukt ®;V:1 f; definiert durch

N

N
fi(x) = Hfj(xj) (z = (21,...,25) €RY),

Jj=

N
so gilt nach dem Satz von Fubini f®;\[:1 fi=11Jf;
j=1

Bemerkung und Definition 3.1 1. Fiir z = (z1,...,25), w = (wy,...,wy) € CV

schreiben wir kurz
N
2w = E Zj’LUj .
j=1

Damit definieren wir e, : RY — S fiir z € iRY := {iw : w € RV} durch
e.(w) i= eno(a) = e (z CRY).

Fiir f € L;(RY) nennen wir die Funktion f: iRN — C, definiert durch
f(z) = /fez = /f(ac)ez'x dr = /f(ac)ei“”c dr (2 =iw € iRY),

die Fourier-Transformierte von 12 Wegen |f(z)| < [1fl = Iflh fir 2 € iRV ist
f € B(iRY) mit

1 Flloe < I1£111 -
und aufgrund der Stetigkeit des Integrationskerns e, als Funktion von z und | | erA| = [If]
ergibt sich mit dem Satz von der dominierten Konvergenz die Stetigkeit von f (Stich-

wort in dem Zusammenhang: Stetigkeit von Parameterintegralen®’). Damit ist sogar
f € CB(iRY), dem Raum der stetigen beschrinkten Funktionen auf iRY 2!

19Die Sprachgebung ist hier nicht eindeutig. Was wir als Fourier-Transformierte bezeichnen, entspricht
iblicherweise eher der inversen Fourier-Transformation. So sollte man auch die Analogie zur Fourier-
Transformation auf dem Kreis sehen.

208jehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Parameterintegral.

21Man kann zeigen, dass fauch gleichméfig stetig ist.
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Die stetige lineare Abbildung 7 : L;(RY) — CB(iRY), definiert durch T'f := ffir f €
L1(RY), nennt man Fourier-Transformation (auf L;(RY)). Wegen ey , = ®;V:1 €1,z
gllt fir fl, ey fN S Ll(R)
A ~
(&®15H) =1
j=1 j=1
2. Im mehrdimensionalen Fall ergibt sich ein zusédtzlicher Aspekt aufgrund der Bewe-
gungsinvarianz des Lebesgue-MafRes: Ist U : RN — RV eine orthogonale Transformation,
also U(z) = Az mit AT = A~!, so gilt wegen |det A| = 1 nach der mehrdimensionalen

Substitionsregel®?

(foU) =foU (fe€Ly.

Ist pun das Bildmaf von Ay unter w — dw, so schreiben wir im Weiteren
m:=my = (27) V.

Damit ist

fir g € Li(m).

Beispiel 3.2 Fiir a > 0 und f =1|_, 4 gilt

~ a 1 x h .
flz) = / i = (e — ) = Pl ZW) - 25““55‘”) (z = iw € iR).

Fiir f(t) = e~!*l rechnet man nach ([U]), dass
~ 1 1 2 2

fr— p— pr— :’ .R
1(z) 1+z+1—z 1—22 1+w? (2= iw € iR)

gilt.23 Man sieht, dass in beiden Fillen f stetig auf iR und fiir |2| — oo abklingend ist.
Im ersten Fall ist f € L,(m) flir p > 1 aber f & Li(m), im zweiten gilt f € L,(m) fiir alle
p=1

Bemerkung und Definition 3.3 Aus der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafies auf
RY ergibt sich fiir h € Ly und y € RV

/h(w —y)da = /h(z) da.

Sind f,g € L1, so existiert nach dem Satz von Fubini wegen

/ / (@ — 1)g(y)| dedy = / / F@)] - lg(@)] dedy = (111 - Il

22Giehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Transformationssatz.
23Interpretation in die Stochastik: f/2 ist die Lebesgue-Dichte der standardisierten Laplace-Verteilung,
also w +— 1/(1 + w?) die entsprechende charakteristische Funktion.
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das Faltungsintegral

(F<9)@) = [ £ =)oty

fiir A-fast alle x € RY mit || f * g|ls < ||f]l1 - [lg]l:- Man nennt wieder f * g die Faltung
von f und g. Ist allgemeiner p € [1,00) und ist f € L,?!, so folgt aus der Youngschen
Ungleichung?®, dass das Faltungsintegral fiir A-fast alle z € R existiert und dass fxg € L,
mit || f*gl, < |1 f]lp- gl gilt. Ist f: RN — C messbar und beschrinkt, so existiert wegen

/ F@ - )| l9@)| dzdy < || flloollglh

das Faltungsintegral (f * g)(x) sogar fiir alle . Durch die Substitution  — y =: u, also
y = x — u, ergibt sich
frg=gx/,

also im Fall p = 1 die Kommutativitit der Faltung.?%

Satz 3.4 Fir f,g € Ly ist
(fx9)"=f-g.

Beweis. Fiir z € iRY ist

(fx9)"z) = //fa:— y)dy e* " dx

/ / Fl@ —y) e da g(y)e™ dy

[r@eds- [ gweray =) g

Beispiel 3.5 Es sei f =1/_; 1. Dann ist

2—|t], falls|t|] <2

% =1 1,_ _ s)ds = :
(f= @) / [t—1,0+1)0(-1,1)(5) {0, falls [t > 2

Nach Bemerkung und Definition 3.3 und Beispiel 3.2 gilt

(£ (e) — 4TI _ o

24Man beachte dabei: Da A kein endliches Ma# ist, ist Ly fiir p > 1 nicht in L; enthalten.
25siehe etwa https://en.wikipedia.org/wiki/Young’s_convolution_inequality
26Wieder ist (L1, *) eine kommutative Banachalgebra.

sin?(w)

(z =iw € R).
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Bemerkung 3.6 Wir schreiben e, (2) := e** = e, () fiir z € iRY und x € RY. Dann gilt
Ojes(2) = mje (2) = xje*® fir j=1,...,N. Ist X C C und

fir f: X — Cund f € L; so, dass auch M, f € L1, so gilt wegen |(My, f)es(2)| < | My, f|
fiir alle z mit Differenziation von Parameterintegralen?”

@;1)(z) = / F@)zye™™ da = (My, ) (=) (= € BY).

Ist die Funktion f stetig differenzierbar mit f,0;f € Li und so, dass f(x) fiir |z;| — oo
abklingend ist, so ergibt sich mit dem Satz von Fubini und partieller Integration bzgl. der
j-ten Variable (man beachte dabei, dass der ausintegrierte Term verschwindet)

0; 1) (2) = /8jf(x)ez‘”” de = — / f(x)z;e*® de = —(szf)(z) (z € iRY).

Grob lésst sich sagen, dass fum so glatter ist, je starker f fiir |z| — oo abklingt, und dass
fum so stérker fiir |z| — oo abklingt, je mehr integrierbare Ableitungen f hat. Um weitere
Eigenschaften der Fourier-Transformation herzuleiten, betrachten wir zunéchst Funktionen,
bei denen alle Ableitungen fiir |x| — oo sehr schnell abklingen.

Definition 3.7 Sind a € N)Y und X C CV, so definieren wir den Multiplikationsoperator
M, : CX — CX durch

(Mof)(z) =2°f(z)  (z€X, feC¥).

Fir N € N ist der Schwartz-Raum .¥ = ¥y der lineare Raum aller Funktionen u €
C> := C°°(RY) so, dass fiir alle Multiindizes «, 3 € N}¥ die Funktion Mzd%u beschriinkt
ist. Zudem definieren wir den Schwartz-Raum .7 = Jy als die Funktionen in C*°(iR")
mit entsprechender Abklingeigenschaft der Ableitungen. Wegen . C L, fiir alle p ist die
Fourier-Transformation insbesondere auf .¥ definiert.

Beispiel 3.8 Eine wichtige Funktion u, € . ist gegeben durch die (multivariate) Gauf-
Funktion
2
Ue (1) = Up o () := e71717/2 = gm22/2 (z € RN).

Wegen upn . = ®§V=1 up . und [ ug . = fe*t2/2 dt =2m gilt [un. = ([ur )N = \/27TN.

Satz 3.9 Fir N € N ist

Ur(z) = V o e = v27rNu*(w) (z = iw € iRY)

27siehe etwa: https://de.wikipedia.org/wiki/Parameterintegral
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Beweis. Nach Bemerkung und Definition 3.1 und Beispiel 3.8 reicht es, die Aussage im
Fall N = 1 zu beweisen. Fiir u(t) := uy ,(t) = e~ /2 gilt

U/ = —Mtu.
Mit Bemerkung 3.6 folgt
(@) = (Myu)" = —()" = M.

Damit erfiillt @ die lineare Differenzialgleichung w’ = zw. Jede Losung ist von der Form
2 > ce* /2 fiir eine Konstante c. Wegen u(0) = 1 und @(0) = Ju=+V2mist c=+2r. O

Bemerkung 3.10 Wie in Bemerkung 3.6 ergeben sich mit Differenziation von Parame-
terintegralen und mit partieller Integration folgende allgemeinen Ableitungsregeln fiir die
Fourier-Transformierte von Funktionen u € .% und beliebige a, 3 € NI:

1. 9°0 = (M,u)",
2. (0%u)" = (—1)FI Mg .

Als Folgerung ergibt sich, dass fiir alle u € . auch u € .7 gilt, mit anderen Worten: Die
Fourier-Transformation bildet . nach 7 ab.

Denn: Fiir beliebige o, 8 € NJ gilt
(0° Myu) = (=1)PIMg((Mou)") = (-1)P1Mzo~a.

Da die linke Seite als Fourier-Transformierte beschrinkt auf iRY ist, ergibt sich
die Behauptung.

Bemerkung und Definition 3.11 Wie im Falle des Kreises kann man die Fourier-Trans-
formation auf Mafe erweitern: Ist p € ein komplexes Borelmafl auf R”, so ist die Fourier-
Transformierte [ von p definiert durch

w(z) = /ez du = /ez'w du(x) = /ei“” du(z) (2 =iw € iRY).
Fiir das Dirac-Maf §, am Punkt a € RY ist (Z(z) = e**. Wieder gilt
) < [ dll = |l ®Y)
fiir 2 € iRY und damit ist 7 € CB(iR") mit gleicher Argumentation wie in Bemerkung
und Definition 3.1. Ist speziell p = fA mit f € Ly, so ergibt sich i = f. In diesem Sinne

kann man die Fourier-Transformation auf den komplexen Mafken wieder als Erweiterung
der Fourier-Transformation auf L; auffassen.?®

28Tn der Stochastik betrachtet man iiblicherweise Fourier-Transformierte speziell fiir Wahrscheinlichkeits-
mafte p und nennt diese dann charakteristische Funktionen.
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Wir wollen nun zeigen, dass . fiir alle p € [1,00) dicht in L,(RY) ist. Genauer zeigen wir
dies sogar fiir einen Teilraum von .. Vorbereitend befassen wir uns mit einer weiteren
Variante einer Approximativen Eins.

Bemerkung und Definition 3.12 Essei X ein lokalkompakter metrischer Raum 2°. Fiir
g : X — C heiftt der Abschluss von g~ 1(C\ {0}) in X der Triger®’ von g, geschrieben
supp(g). Wir setzen

Co(X) :={g € C(X) : supp(g) kompakt}
und C.. := C.(RY). Ist p € C, fiir p > 0 definiert durch
©p(z) := max{0,1 — dist(z, pB)} (z € RY),

und ist g € C(RY), so gilt supp(gp,) C (p+ 1)B und gp,|,5 = g|,5. Da C(RY) dicht in
Ly((AN)(p+1)B) ist, sieht man damit, dass C, dicht in L, ist ([U]).

Ist (X,+) eine abelsche Gruppe und ist h € X, so definieren wir den Shift-Operator
7, : CX — CX durch 73, f := f(- — h), also (7.f)(z) = f(x — h) fiir z € X.

Satz 3.13 Sind 1 <p < oo und f € Ly, so gilt || f — mnf|lp, = 0 fir h — 0.

Beweis. Ist g € C¢, so ist g gleichméfig stetig. Also gilt ||g — Thg|lcc — O fiir A — 0. Ist
h € B, so ist supp(7sg) C supp(g) + B. Damit gilt auch

lg — 7hgllp < lg — ThgllcA(supp(g) + B)? =0 (h — 0).

Ist € > 0 gegeben, so ergibt sich aus Bemerkung 3.12 die Existenz einer Funktion g € C,
mit [lg — fll, <& Wegen ||7a(g — f)llp = llg — fll, folgt

1f = m0fllp < If = gllo + g = mnglly + [I7a(g = Plp < lg — mnglly + 2,

also || f — 7nf|l, < 3¢ fiir || geniigend klein. ]

Satz 3.14 (Approximative Eins, II) Es seig € Ly mit [g=1 und g, :=r Ng(r=1-)
firr > 0.

1. Ist f € Ly, so gilt ||f *gr — fllp = 0 firr — 0.
2. Ist f € B(RYN) gleichmdfig stetig auf RN, so gilt f x g, — f fiir r — 0 gleichmdfig
auf RN

29Finen metrischen Raum nennt man lokalkompakt, falls jede Umgebung eines Punktes eine kompakte
Umgebung enthilt. Insbesondere sind RV und iRY lokalkompakt.
30Englisch Support




27

Beweis. Aus der mehrdimensionalen Substitutionsregel®!

[o@ iz = [ g.tapas= [ g.)ay

und damit f(z) = [ f(z)g, fiir alle 7 > 0. Wieder mit mehrdimensionaler Substitution-
sregel erhilt man fiir fast alle z € RY

(f * o)) — f(z) = / (ruf = F)(@)g0 (1) du = / (o — F)(@)gy) d.

ergibt sich

1. Aus der Jensen-Ungleichung®?, angewandt auf das Wahrscheinlichkeitsmaf v := c|g|\
mit ¢ := 1/||g||1 folgt fiir fast alle

P *gr — fIP(x) < / ey f — FP(x) du(y).

Integrieren beziiglich x und Anwendung des Satzes von Fubini ergibt
N xgo = 1< [V = Sl dvty) = [ v

mit ¢, (y) = |7y f — fIB. Fiir y € RY gilt [, (y)] < 2| f][5 und ¢, (y) — 0 fiic r — 0
mit Satz 3.13. Der Satz von der dominierten Konvergenz zeigt, dass die rechte Seite in der
letzten Ungleichung gegen 0 konvergiert fiir 7 — 0. Damit folgt die erste Behauptung.

2. Es sei € > 0 gegeben, so existiert ein p > 0 mit f]RN\pB lg] <e. Mit [ = fRN\pB —|—pr
folgt fiir € RV

I(f % gr — f)(2)] < /|7'ryf = fl() lg(y) dy < 2| fllooe + sup. 7y f = Flloo llgll1-
yEp

Wegen der gleichméfigen Stetigkeit von f gilt

sup ”TTyf - f”oo -0 (7’ — 0)
yepB

und damit ist || f * gr — fllec < (2]|f]lco + 1)€ fiir 7 gentigend klein. O

Bemerkung 3.15 (vgl. Satz 1.11) Es sei g € C, mit [g = 1. Ist f integrierbar auf R
und stetig an der Stelle x, so sieht man #hnlich wie im Beweis zu Satz 3.14 ([U]), dass

(f *gr)(x) = f(z) (r—0)
gilt.

Definition 3.16 Wir setzen
2 :={u € C=(RY) : supp(u) kompakt}.

Funktionen aus 2 nennt man auch Testfunktionen. Es gilt ¥ C .¥.

3lsiehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Transformationssatz
32Giehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Jensensche_Ungleichung.
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Beispiel 3.17 Ist u : RY — R definiert durch

u(z) = {eXp(l/(xP -1)), |z|<1

07 |$|217

so ist supp(u) = B. Man kann zeigen, dass u € C*° und damit eine Testfunktion ist.

Insbesondere ist v := ([u)~'u wie in Satz 3.14 und Bemerkung 3.15 mit supp v, = rB.

Satz 3.18 Sind f € L, und u € 9, so ist fxu € C®° mit 0*(f *u) = f * 0% fir alle
aeNY.

Beweis. Ist p > 0, so definiert g(y) := max |0%u(z — y)| eine beschriankte Funktion mit
TEP

supp(g) C (p + r)B, falls supp(u) C rB. Nach der Holder-Ungleichung ist

/ 1£gl < 119l A((p + ) B) M,

also |fg| eine integrierbare Majorante fiir die Familie (f0*u(z — -))zcpp. Aus dem Satz
tiber die Differenziation von Parameterintegralen (induktiv angewandt) ergibt sich damit
die Behauptung. |

Bemerkung und Definition 3.19 Ist X ein lokalkompakter metrischer Raum, und ist
g: X — C, so sagen wir, dass g abklingend (an o0) ist, falls fiir alle € > 0 eine kompakte
Menge K C X existiert mit

sup |g(z)| <e.
reX\K

Wir setzen
Co(X) :={g € C(X) : g abklingend} D C.(X).

und Cy := Co(RY). Dann gilt . C Cp und .7 C Co(iRY). Man kann zeigen ([U]), dass
Co(X) ein abgeschlossener Teilraum von (B(X), || - ||ec) und damit selbst ein Banachraum
ist. AuRerdem sieht man leicht, dass Funktionen in Cy(X) gleichmiifig stetig sind ([U]).

Satz 3.20 2 ist dicht in (Ly, | - ||p) fir alle p € [1,00) und in (Co, || - ||ls0)-

Beweis. Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz gilt f1,5 — f (p = o0) in L,
fiir alle fiir alle p-integrierbaren f. Ist f € Cp und sind ¢, wie in Bemerkung 3.12, so
gilt fo, € C. und fp, — f gleichmiRig auf RY fiir p — co. Daher reicht es jeweils, die
Behauptung fiir den Fall zu zeigen, dass supp f kompakt ist.

Es seien v wie in wie in Beispiel 3.17. Wegen Satz 3.18 ist f * v, € C*° und nach Definition
der Faltung gilt supp(f*v,) C supp(f)+rB, also f*v, € . Nach Satz 3.14 gilt f*v, — f
in L, beziehungsweise in Cy fiir r — 0. O

Als unmittelbare Konsequenz ergibt sich wieder
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Satz 3.21 (Riemann-Lebesgue) Fiir alle f € Ly ist f € Co(iRYN).

Beweis. Da . D & nach Satz 3.20 dicht in L; ist, existiert eine Folge (u,) in .% mit
U, — fin L. Wegen ||f — Unlloo < ||f — unlli gilt Co(iRY) D .7 5 4, — f gleichmiifig

auf iRY. Da (Co(iRY), | - ||oc) ein Banachraum ist, gilt f € Co(iRY). O

Wir wenden uns jetzt der Frage nach der Inversion der Fourier-Transformation zu.

Bemerkung und Definition 3.22 Fiir h € L1(m) setzen wir

Y (z) = /h(z)efz'x dm(z) = ﬁ /h(i(,u)(fi‘*"z dw (zeR?).

Dies zeigt, dass h" bis auf Skalierung auch die Fourier-Transformierte von w +— h(iw) and
der Stelle —iz ist. Genauer gilt mit o1 g(w) := g(iw) fiir g : iRY — C 33 und o, f(2) := f(i2)
fir f:RY —» C

2m)No;hY = (o1h)".

Aufierdem folgt aus dem Satz von Fubini fiir h € Li(m) und f € L,
/fﬁdm:/fi?v, (3.1)

Satz 3.23 Ist f € Ly mit f € Ly(m), so gilt
(f)v =f A-fast iberall.

Insbesondere ist die Fourier-Transformation Ly > f — ]?E Co(iRYN) injektiv.

Beweis. Es sei z € RV, Fiir r > 0 setzen wir

2w r22.2/2 iwax ,—r?|w)?/2

FPuy(rz) =e* e =e'“%e (z = iw € iRY).

olx,r,z) =e
Ist h € Li(m), so, folgt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz
/h(z)@(x, r,z)dm(z) — /h(z)efz"” dm(z) =hY(z) (r—0). (3.2)
Weiter gilt nach Satz 3.9 gilt fiir y € RY mit g := (27) =N/ ?u,

gz —y) = @m0 Pu(e-y)=2mn) Naliz-y)
~ ()N /ei»(z—y)-we—\wPﬂ dw = o(z,1,)" ().

Fiir beliebiges r > 0 ist damit o(z,7,-)" (y) = g-(z — ) ([0]).

33also g am um den Winkel 7/2 gedrehten Argument
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Es sei nun f € L, mit f € Li(m). Da g reellwertig ist, ergibt sich mit (3.1) und Satz 3.14

/ F@P( 2 dm(z) = / F@ar( —y)dy=frg > f (r—0)

-~

in L. Nach (3.2), angewandt auf h = F, ist (f)Y =fin L;. O

Beispiel 3.24 Es sei f(t) = e~ !l fiir t € R. Nach Beispiel 3.2 gilt
Flz)=2/1-2*)=2/(1+w?) (z=iweiR).

Da f € Ly ist, gilt f = (j?)v mit Satz 3.25. Also ist ¢t — e I*l die inverse Fourier-
Transformierte von z + 2/(1 — 22).

Satz 3.25 (Plancherel fiir .7)
Die Fourier-TransformationT : (&, ||-||2) = (', ||-||2) ist ein isometrischer Isomorphismus
mit T-*h = hY fiirh € 7.

Beweis.
1. Esseiw € .. Dann ist u € . C Li(m). Nach Satz 3.23 gilt (7)Y = u, aus Stetigkleits-
griinden auch {iberall. Mit (3.1) ergibt sich

/|ﬂ|2dm:/ﬁﬁdm:/u(ﬁ)v:/uﬂ:/\uF.

2. Wir schreiben Sh := hY fiir h € 7. Nach 1. ist ST = ids. Wegen To; = (2m)N oS
und o10; = o sowie 0,01 = T, wobel cu(w) := u(—w) fir v € . und 7h(z) := h(—2) fir
h € 7, ergibt sich

TSt =ToS =To10;S =0;8Toy =7,
also TS = 777! =id 7. Damit ist T eine Bijektion von .# auf .7 und T~! = S. |

Bemerkung 3.26 Aus Satz 3.25 folgt: Sind u,v € .7, so ist auch uxv € .

Denn: Aus der Definition von . bzw. 7 und der Produktregel ergibt sich per
Induktion, dass das Produkt zweier Funktionen in . bzw. J ebenfalls in .%
bzw. 7 liegt. Damit ist (uxv)" =4-0 € 7 und folglich uxv = ((uxv)")" € 7.

Als weitere Folgerungen erhilt man zentrale Aussagen iiber die Fourier-Transformation auf
dem Hilbertraum Ly (vgl. Satz 2.9) und auf den Borelmafen.
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Satz 3.27 (Plancherel)
Die Fourier-Transformation auf . hat genau eine Fortsetzung zu einer stetigen linearen
Abbildung T : (La, | - ||2) = (La(m), || - ||2). Auflerdem ist T ein isometrischer Isomorphis-
mus®* und fiir f € Ly gilt

ITf = (f1p8)"ll2 = 0 und |f — (T f)lip)" l2 = 0 (p— o),

also, in Lo bzw. La(m),

/ f(x)e ®de — Tf und / (TH(z)e* dm(z) = f (p— ).
pB

ipB

Beweis. 1. Nach Satz 3.20 ist . D & dicht in Lg. Da stetige lineare Abbildungen gleich-
mékig stetig sind und La(m) ein Banachraum ist, existiert genau eine stetige Fortsetzung
T : Ly — Lo(m) und diese ist auch linear. Auferdem folgt aus der Stetigkeit der Norm
und |lull2 = ||a]|2 fir v € . dann auch || f]l2 = ||Tf||2 fiir alle f € Ly. Damit ist T eine
Isometrie. Da T. = .7 dicht in La(m) ist, ergibt sich damit wieder die Surgektivitit von
T (siehe [U]).

2. Ist g € L1 N Ly, so gilt Tg = g, da . auch dicht in Ly ist. Nach dem Satz von
der dominierten Konvergenz gilt [|f — f1,p[2 — 0 fiir p — co. Wegen La((An),5) C
Ll(()‘N)pB) ist flpB € Ly N Ly. Also gilt

ITf = (f18)"l2 = ITf = T(f1pB)ll2 = If = flepllz =0 (p = o0).

Die zweite Aussage ergibt sich mit analoger Argumentation. |

Bemerkung 3.28 Wir schreiben M (RY) fiir die Menge der komplexen Borelmafe auf
RN, Ist u € M(RY), so ist durch

C’B::C’B(RN)Bg»—)/gdue(C

ein stetiges lineares Funktional auf (CB, |||l ) gegeben. Man kann zeigen, dass u eindeutig
durch sein Wirken auf Cj festgelegt ist, d. h. ist v € M(RY) mit [gdv = [gdu fir
alle g € Cy, so ist v = p ([U]).%° Man identifiziert dann auch g und das entsprechende
Funktional. Damit sieht man auch wieder: Ist v € M(RY), so gilt

(vxp)*=vf
fiir die Faltung von g und v, definiert durch (v * p)(g) := [ [ g(z + y) dv(y) du(z) fir

g € CB.

34Man schreibt auch wieder f statt T'f, allerdings ist fjetzt nicht mehr punktweise fast iiberall als
Integral definiert.

35Dies ist die Eindeutigkeitsaussage des Rieszschen Darstellungssatzes, der besagt, dass jedes stetige
lineare Funktional auf Cp von dieser Form fiir genau p € M (R"™) ist (vgl. Bemerkung und Definition A.10).
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Satz 3.29 (Eindeutigkeitzssatz)
Die Fourier-Transformation M(RY) >y~ i € CB(iRY) ist injektiv.

Beweis. Es sei u so, dass it = 0. Dann gilt fiir h € . nach dem Satz von Fubini

/VNdu /:/ )e™=" dm( )mmmzz/Vu@ﬁpﬂ)mn@):o. (3.3)

Ist ue ., soist u=h" fir h =u € 7, also [udp = 0. Da p ein stetiges Funktional
auf Cj ist und . O Z nach Satz 3.20 dicht in Cj ist, ist [ gdp = 0 fiir alle g € Cy. Nach
Bemerkung 3.28 ist = 0. o

Wir wollen nun die Frage nach der Rekonstruktion von f aus f im skalaren Fall N =1
genauer untersuchen. In Abschnitt 1 hatten wir gesehen, dass fir f € Ly (S, m)

Spf=f*Dp=(Dn)" = (Fl{n..n)V

gilt. Mit I := iB; = {iw : |w| < 1} entspricht (f f1,7)V gewissermafen der n-ten Fourier-
Teilsumme. Ist f € Ly und f = Tf, so zeigt der Satz von Plancherel, dass (f lpz) — f
fiir p — oo in Lo gilt. Wir zielen nun wieder auf punktweise Aussagen. Wir schreiben

~(t) :== 1/t fiir t # 0.

Bemerkung 3.30 (vgl. Bemerkung 2.6) Ist f € L1(R) mit vf € L1(R), so gilt
(FL,0)Y0) = [ fdm—=0 (p— o).
pl

Denn: Ist g := vf, so ist g € Ly und (g) = (Mg)" = f nach Bemerkung 3.6.
Mit dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung und dem Riemann-
Lebesgue-Lemma ergibt sich

27T/plfdm /f@w =i(g(ip) — g(—ip)) >0 (p — o0).

Satz 3.31 Es sei f : R — C integrierbar. FExistieren c+ € C so, dass die Funktionen
Y(f — cx)lr, lokal integrierbar an 0 sind %, so gilt

/fdm—)l(@r—i-c,) (p — ).
pl 2

Beweis. Wie in Beispiel 3.2 gilt

/ e*tdm(z) = sin(pt) =: u,(t),
pl

7t

364 heift lokal integrierbar an 0, falls f[_5 5] lg| < oo fiir ein 6§ > 0 ist.
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also mit dem Satz von Fubini

prdm /pl/f Yt dt dm(z /up

Wiéhrend u, nicht absolut integrierbar ist (also u, ¢ L1), ist u, uneigentlich integrierbar
auf [0, 00) und (—o0, 0] 7 und es gilt ([U])

0 0o 0o 1
u, = u, = UG = —.
[ow=f =] mes

0

fdm;(c++c_)/Oooup(t)(f(t)c+)dt+/ u,(t)(f(t) — ) dt.

pl —o00

Also folgt

Es reicht also zu zeigen, dass die beiden Integrale auf der rechten Seite fiir p — oo abklin-
gend sind. Aus Symmetriegriinden reicht es wiederum, dies fiir das erste zu zeigen.
Fir R > 1 gilt

sup’-/l:oupf‘<7lr/}:of|—>0 (R — 00).

p21

. . oo o0
Weiter ist [, u, = pr uq, also

o0 o0
sup'/ Uy Ssup‘/ u1’—>0 (R — 00).
p>1 s>rlJs

Ist € > 0 gegeben, so existiert also ein R = R, > 1 mit

sup‘/ up(f — c+)’ <e
p>11'JR
Wie oben ist fiir fr := (f —c4)1o,r)
R
| 0o - code= [ Faam
0 pl
Nach Bemerkung 3.30, angewandt auf fr, konvergiert die rechte Seite gegen 0 fiir p — co.

Also ist .
[t —en)| <22
0

fiir p geniigend grof. a

Bemerkung 3.32 Ahnlich wie in Satz 2.7 sieht man: Ist f integrierbar und Holder-stetig
an der Stelle s, so ist y(7—_sf — f(s)) lokal integrierbar an 0. Wegen

(7-s)"(2) =7 f(2) (2 €R)

37h : R — C heifit uneigentlich integrierbar auf [0, 00), falls [ h := limr_,c0 fOR h existiert. Entsprech-

end heifit A uneigentlich integrierbar auf (—oo, 0], falls ffoo h:=lmp__ oo f}% h existiert.
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gilt nach Satz 3.31, angewandt auf 7_, f,
(f1o1)"(5) = . f(z)e= dm(z) = f(s) (p— o).
p

Hat f an t eine Holder-Sprungstelle, so gilt

o~ ~

(P (s) = [ F@)emdm(z) = 5(f(s:) + S(2) (o= o).

Bemerkung 3.33 Die Fourier-Transformation lasst sich weiter ausdehnen auf den Raum
der temperierten Distributionen .#”:%® Ist ¢ : . — C linear, so nennt man ¢ eine tem-
perierte Distribution, falls fiir alle Folgen (u,,) in . mit u,, — w in dem Sinne, dass fiir
alle o, 3 € NY

| M50 (1t = w)]loe = 0 (n = 0)

gilt, die Folge (u,, ) gegen (u,¢) konvergiert.>® Entsprechend definiert man .7’. Man
kann zeigen, dass u, — u genau dann gilt, wenn w,, — @ gilt. Fiir ¢ € ./ ist das lineare
Funktional ¢ : J — C, definiert durch

(h, @) = (h",0)  (hE€T),

also ebenfalls eine temperierte Distribution. Die dadurch auf .7’ definierte Fourier-Trans-
formation ist somit eine Abbildung von " nach &’. Man sich {iberlegen, dass (im Wesent-
lichen wegen (3.1) und (3.3)) die Fourier-Transformation auf .’ sowohl als eine Erweiterung
der Fourier-Transformation auf M (RY) als auch der auf L, angesehen werden kann.

Wie eben angedeutet, kann die Fourier-Transformation auf den Raum .’ ausgedehnt wer-
den. Dies kann auch genutzt werden, um Sobolev-Raume beliebiger reeller Ordnung s zu
definieren.

Bemerkung 3.34 Es seien s € R und v,(z) := (1 + |2|?)* fiir z € iRY. Ist g mit \/75 9 €
Ly(m), so ist h- g integrierbar fiir alle h € .7 und durch ¢4 (h) := [ hgdm eine temperierte
Distribution ¢4, € 7 gegeben. Damit definiert man den Sobolev-Raum H*® der Ordnung
s als den Raum aller ¢ € .’ so, dass @ = 1, fiir eine Funktion g wie oben gilt. Auferdem
ist durch

Mwﬁ:/@@%m

fir p; € H® ein Skalarprodukt auf H® (wohl-)definiert, mit dem H® zu einem Hilbertraum
wird. Dabei gilt HY = L, und H* ¢ H¥ fiir s > .

38Wir werden dies nur kurz skizzieren und im Weiteren auch nicht verwenden. Sehr viel Genaueres dazu
findet man etwa in W. Rudin, Functional Analysis, 2nd ed., McGraw-Hill, New York, 1991.
39Man schreibt bei Funktionalen meist (u, ) statt ¢(u).
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4 Anwendungen und Folgerungen

Wir gehen in diesem Abschnitt auf verschiedene Anwendungen der Fourier-Transformation
ein. Los geht es mit partiellen Differenzialgleichungen.

Definition 4.1 1. Ist Q C RY offen, so heiflt v € C?(2) harmonisch (in ), falls

N

N
Ay = Z@fu = 28267'u =0
j=1

J=1

gilt.

2. Wir schreiben im Weiteren Punkte in R x RY in der Form (¢,7) mit t € R, 2 € RY. Ist
I ein offenes Intervall und u € C(I x RY) so, dass 9%u fiir |a| < 2 existiert, so setzen wir
(Azu)(t,x) := (Au(t,-))(x). Damit heifen die partielle Differenzialgleichung

Ou—Ayu=0 (t>0)

(homogene) Wirmeleitungsgleichung auf D := (0,00) x R, die Gleichung
RPu+Ayu=0 (t>0)

(homogene) Laplace-Gleichung auf D *° und die Gleichung
Pu—Ayu=0 (t€R)

(homogene) Wellengleichung auf R x RV,

Wie kann man Fourier-Analysis nutzen, um solche Gleichungen bzw. entsprechende An-

fangswertprobleme zu 16sen? Fiir e, (x) := e ** ist

Ae,(z) = (2 2)e,(x) (4.1)

Ist g € Li(m) mit M,g € L, fir |a| < 2, so gilt mit Differenziation von Paramenterinte-
gralen (vgl. Bemerkung 3.6)

N N

Alg¥)=>03(g") = (M2 g)" = ((z-2)9)".

j=1 j=1

Es sei nun h € C(I x iRN) und h; := h(t,-) so, dass
Oihi(2) = (2 - 2)he(2)  (t >0, z € iRY).

Ist f € Ly und ist Ma(fht) fir |a] < 2 lokal gleichméfig in ¢t dominiert durch eine inte-
grierbare Funktion, so ergibt sich fiir u(t,-) := (fhs)" mit Differenziation von Paramenter-
inegralen

deu(t,”) = (forhe)” = ((2-2) Fhe)¥ = A((Fhe)”) = Agult, ). (4.2)

40Man beachte, dass u genau dann harmonisch in D ist, wenn v € C? (D) die Laplace-Gleichung auf D
erfiillt.
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Im Fall
O2hi(2) = (2 - 2)he(2)

ist unter entsprechenden Integrierbarkeitsvoraussetungen
Ofult,) = (Jojh)” = (£(z-2)fh)" = £A((Fh)") = £Apu(t, ). (43)

Wir untersuchen zunéchst die Warmeleitungsgleichung und dabei das Anfangswertprob-
lem mit Anfangsbedingung f, wobei f € C(R”) eine vorgegebene Wirmeverteilung zum
Zeitpunkt t = 0 beschreibt. Gesucht ist eine Funktion v € C(D) mit

u(07'> =1

die auf D die Wirmeleitungsbleichung erfiillt. Wir zeigen, dass eine Lésung per approxi-
mativer Eins basierend auf der Gauft-Funktion u, bestimmt werden kann.

Bemerkung 4.2 Ist
he(z) i=e** = et (t >0, z €iRY),
so gilt d;hi(2) = (2 - 2)he(2). Fiir
Hy(z) = (4mt) "N 2u, (2/V2t) = (drt)~N2e~1217/60 (5 ¢ RN).

ergibt sich [ Hy = 1 fiir ¢ > 0 sowie I/{\t(z) = e'** = hy(2) mit Satz 3.9 und Substitution

y= x/\/ﬂ.41

Figure 8: Kerne H(x) fiir € [-5,5], t € [1/10,1]

41, stellt auch eine Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung dar; siehe etwa Folland G.B.,
Introduction to Partial Differential Equations, Princeton University Press, 1995.
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Satz 4.3 FEs sei f € Li. Dann ist durch

u(t,z) = (f * Hy)(x) = (Fhe)" /f € 2¢=7% dm(z)

eine Funktion uw € C*(D) definiert, die die Warmeleitungsgleichung auf D 10st. Ist zusdt-
dich f € BRYN) und gleichmdpig stetig, so ist durchu(0,z) := f(x) eine stetige Fortsetzung
von u auf den Abschluss D von D gegeben.*?

Beweis. Wegen f € L und H; € ¥ C Ly ist f *x H; € L. Auferdem gilt

~

(f % H)N2) = f(2)Hy(2) = F(2)he(2) (2 € iRY).

Da h; €  C Li(m) gilt und J beschrinkt ist, ergibt sich fhy € Ly(m), also mit Satz 3.23
(Fourier-Inversion)

(% H)(@) = ((f * )N (@) = (Fhe) /f e )

Wegen der Abklingeigenschaften des Gauf-Kerns ist ergibt sich u € C°°(D) mit Differen-
ziation von Parameterintegralen. Auerdem impliziert (4.2)

Opu(t, ) = /f(z)etz'z(z cz)e F T dm(z) = Agu(t, ).

Ist nun zusitzlich f € B(RY) und gleichmiRig stetig, so folgt f * H; — f gleichmiRig auf
RY fiir t — 0 aus Satz 3.14, angewandt auf ¢, = H,2. Damit ist die Fortsetzung stetig. O

Wir wenden uns nun der Laplace-Gleichung zu. Wir betrachten das Dirichtlet-Problem
fiir den Halbraum D: Ist f € C(RY), so suchen wir Funktionen v € C(D) mit Au = 0 auf
D und so, dass u(0,-) = f. Ist

p(z) = el (2 €iRY)
und p;(z) == p(tz) = e !*l fiir t > 0 und z € iRV, so gilt
97pe(2) = |2*pe(2) = —(2 - 2)pe(2).-
Wegen des exponentiellen Abklingens von p; erfiillt
u(t,) = (fpe)

nach (4.3) fiir f € Ly die Laplace-Gleichung. Wieder wollen wir mit approximativer Eins
nachweisen, dass sich unter geeigneten Voraussetzungen die Randwerte f(x) fir ¢t — 0
ergeben. Dazu bendtigen wir eine mehrdimensionale Version des Beispiels 3.24.

42 Also haben wir eine Losung des Anfangswertproblems mit Warmeverteilung f zum Zeitpunkt ¢ = 0.
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Bemerkung und Definition 4.4 Der Poisson-Kern P = Py ist definiert durch
cN
N
VIHEP
mit ¢y so, dass f P = 1. Unter Verwendung des Oberflachenmafies der Einheitssphére in
RY kann man cy = I'((N + 1)/2)/\/7?NJrl zeigen.*?

P(z) = (z € RY),

Satz 4.5 Es gilt P = p".

Beweis. Man kann zeigen ([U]): Ist f € L;(R), so gilt

/f:/f(xq/x)dx.

Mit f(z) = e~'** und Substitution tz2 = y erhélt man

o0 2t o0
/f = 262t/ et =t/a® gy = & eVt /Y Ay .
0 Vit Jo VY

Andererseits ist [ f = [u.(V2tz)dw =27/V/2t = \/7/t, also

Vre T = / eyt 2
0 VY

Nun wenden wir diese Gleichung mit ¢ = |z|/2 an. Dann ergibt sich mit dem Satz von
Fubini und wegen (u.(- /v/29))"(z) = (V/y/m)Nu.(V2y z) = (\/y/m)Nevlel®

V' (z) = /0 /e—|z|2/<4y>e—z-zdm(z)e—yﬂ

VY
= [Ty e L
0 VY
]. /OO _ 2 N—-1
_ Q) N1 g
v Jo v
Mit Substitution u = (y(1 + |=|?))V+1/2 ist

oyl N g 1 2 /°° e
/o ‘ S e A N 1, "

SchlieRlich erhalt man mit Substitution v = w2/ (V+1 noch
/oo e_uz/(N+1) du — N + 1F (N + 1)
0 2 2

N+1 1
2 (1+ |z[2)(N+D/2

und damit

Vi pY() =T <

43T bezeichnet die Eulersche Gamma-Funktion.
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Bemerkung 4.6 Wir setzen P, := t N P(t7!.) (vgl. Satz 3.14). Dann ist P, € L; N Cy
und damit insbesondere auch in L, fir alle 1 < ¢ < co. Aus Satz 4.5 folgt mit der
Substitutionsregel P, = (p;)Y fiir ¢ > 0. Mit Fourier-Inversion ist P, = ((p;)¥)" = py.

Satz 4.7 Ist f € Ly, so ist durch
u(t,z) == (f * P)(z) = (fpr)” /f e e dm(2)

eine auf D harmonische Funktion definiert. Ist zusditzlich f € B(RN) und gleichmifig
stetig, so ist durch u(0,x) := f(z) eine stetige Fortsetzung von u auf den Abschluss D von
D gegeben.**

Beweis. Wegen f € L; und P; € L, ist f x P, € L. Nach Bemerkung 4.6 gilt

~ ~

(f * P)N2) = F(2)Bi(2) = f(2) pel2) (2 € iRY).

Da p; € Li(m) gilt und f beschrinkt ist, ergibt sich auch fp; € Ly(m), also mit Satz 3.23
(Fourier-Inversion)

(F < P)(a) = (74 P)) (@) = (Fp)V (@) = [ Fpe e dma).

Wie bereits oben erwithnt, erfiillt u nach (4.3) die Laplace-Gleichung, ist also wegen u €
C?(D) auch harmonisch in D. Ist zusiitzlich f € B(RY) und gleichmiiRig stetig, so folgt
wieder f * P, — f gleichméfig auf RY fiir t — 0 aus Satz 3.14. Damit ist die Fortsetzung
stetig. O

In &hnlicher Weise kann man eine Losung der Wellengleichung zu den Anfangsbedingungen
w(0,-)=f und Jwu(0,-)=yg

fiir geeignete f,g finden. Man nennt das entsprechende Anfangsproblem das Cauchy-
Problem fiir die Wellengleichung. Hier kénnen wir beliebige ¢ € R betrachten, da wir mit
trigonometrischen Kernen

h(t, z) := cos(|z|t) und k(t, z) :=sin(|z|t)/|z]|
arbeiten, die auf R x iRY beschrinkt sind. Hier gilt
OPhi(2) = (z- 2)he(z) und  O%k(2) = (2 - 2)ke(2) . (4.4)

Andererseits miissen wir nun stérkere Bedingungen an das Abklingen von f,g stellen um
geniigende Differenzierbarkeit der Parameterintegrale zu garantieren.

44 Also haben wir eine Losung des Dirichlet-Problems fiir den Halbraum.
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Satz 4.8 FEs seien f,g € .. Dann ist durch

o~

u(t,z) = (Fha+ k) (2) = / (F(2) cos(|=]t) + (=) sin|=16)/|2]) e~ dm(=)

eine Losung des Cauchy-Problems fiir die Wellengleichung gegeben.

Beweis. Da f,ﬁ € 7 schneller als jede Potenz abklingend sind, kénnen wir das Parame-
terintegral « sowohl nach ¢ als auch nach z beliebig oft differenzieren. Mit (4.4) und (4.3)
und ergibt sich

QPu(t,z) = Agult, ).

Fourier-Inversion zeigt
w0, ) =(f)"=f

und einmaliges Differenzieren nach t sowie Fourier-Inversion ergibt

0ru(0,-) = (9)" =g

O

Wir gehen nun kurz auf eine vor allem fiir die Quantenphysik fundamentale Aussage ein.

Bemerkung und Definition 4.9 Ist 0 # f € Lo, so ist die Dispersion d, f an der Stelle
a € RN definiert durch

5t = 1f1152 / & — af?| f(2) > dz € (0, 00].

Der Wert 6, f misst in gewisser Weise, wie sehr f sich in der Nihe von a konzentriert.*
Entsprechend definiert man

Suh = [[h]l5? / | — 2 h(2)[ dm()

fiir h € Ly(m) und b € iRYN. Ist f € CH(RN) mit 9°f € Ly N Ly fiir || < 1, so gilt nach
dem Satz von Plancherel (Satz 3.27) und Bemerkung 3.6

[rvse= i 105 = i [ 1@ dm = i [ i am = [ PR dm(e)

(4.5)

o~ o~

und damit [ [V f|> = (6o f)||f]|3 < occ.

Die Heisenbergsche Ungleichung besagt grob, dass f und ]?nicht beide sehr stark konzen-
triert sein kénnen. Ist die Dispersion von f klein, so ist die von f grof und umgekehrt:

45 Aus Sicht der Stochastik: Ist [ |f|? = 1 und X eine |f|?\-verteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert
EX = a, so ist dq f = Var(X).
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Satz 4.10 (Heisenbergsche Ungleichung) FEs seien a € RN und b € iRY. Dann gilt 4

(0af)(Ef) > N?/4  (f € In).

Beweis. Wir bemerken zuniichst, dass nach den Greenschen Formeln*” fiir g € C2(RY)
so, dass Vg/| - |¢ fiir ein d € N beschriinkt ist und v € .%

/ vAg+/ Vv-Vg:/ vOngdo, (p>0)
pB pB pS

gilt. Fiir p — oo ergibt sich die partielle Integrationsformel

/vAg:—/Vv-Vg:O (4.6)

Beim Beweis der Heisenbergschen Ungleichung koénnen wir uns auf den Fall a = b = 0
beschrinken. Den allgemeinen Fall kann man durch Betrachtung von fo(z) = e~ f(z+a)
wegen d, f = 0o fo und 5bf: 50ﬁ) darauf zuriickfiihren. Also:

Nach (4.6), angewandt auf v := |f|> = ff € . und g(z) := |2|?/2 = z - /2, folgt wegen
Vg(x) =2 und Ag(z) = N

N [ s

[15289 == [9g-9117 == [ 2 V() da
= f/x- (fVf+fVf)(z)dr = 72/9: ‘Re(fVf)(z)dx
und mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung daher

N [ <2 [l 1@l 91 e <o e ) ( frore) "

Nach dem Satz von Plancherel (Satz 3.25) ist [ |f|*> = [ | 7|2 dm und nach (4.5) zudem

J1917 = [ PIFEP dm ).

Damit ergibt sich

N2 [152) ([ 172 am) < a( [ 1o 1@P do) ([ 1217 Pdm).

O

46Die Ungleichung gilt auch unter der Voraussetzung f € Ls. Dies erfordert allerdings weitergehende
Techniken. Eine sehr schone Ubersichtsarbeit zum Thema: G.B. Folland und A. Sitaram, The Uncertainty
Principle, J. Fourier Anal. Appl., 3 (1997), 207-238.

47Siehe etwa https://www.math.uni-trier.de// mueller/Diffgleichungen/DGL-2018.pdf, Satz 7.7.
Wir schreiben hier und im Weiteren S := SV~1 := {z € RN : |z| = 1} fiir die (N — 1)-dimensionale
Einheitssphére und o, := o, ny_1 fiir das Oberflichenmaff von pS. Auferdem bezeichnet n das dufere
Normaleneinheitsfeld.


https://www.math.uni-trier.de//~mueller/Diffgleichungen/DGL-2018.pdf
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Bemerkung 4.11 Ist f(x) := u.(x) = e~12*/2 die Gauk-Funktion, so gilt

Wie im Beweis zu Satz 4.10 ist damit
N 1P =2 [a VD@ ds =2 [oPl7 @) do.

also dof = N/2. Wegen f(z) = (v2m)N f(iw) fiir z = iw ist auch Sof = 1/2. Also gilt
fiir die Gaufs-Funktion Gleichheit in der Heisenbergschen Ungleichung. Man kann zeigen,
dass im Falle N = 1 und a = b = 0 Gleichheit genau fiir die Familie der Gauk-Funktionen
f(z) = Ae=B*" mit A4 # 0 und B > 0 vorliegt ([0).

Die Abbildungen 7 und 8 deuten an, dass die Dispersion der in Bemerkung 4.2 definierten
Gauss-Kerne h; mit wachsendem ¢ kleiner wird und die von H; im Gegenzug grofier. Auf-
grund der Heisenberg-Ungleichung ist dies zwingend der Fall.

Eine weitere Anwendung findet die Fourier-Transformation im Zusammenhang mit der
Rekonstruktion N-dimensionaler Funktionen per Integration {iber affine Hyperebenen. Die
resultierende Methode findet Anwendung unter anderem in der Computertomographie.*®

Bemerkung 4.12 Es seien N > 2 und ¢ € SV~! eine Richtung in RY. Dann ist fiir t € R
die (affine) Hyperebene E(t,() senkrecht zu ¢ durch den Punkt ¢¢ gegeben durch
Et,)={reRN : (.- 2=t}
Dabei ist ¢t = dist(0, E(t,()). Ergénzt man ¢ zu einer Orthonormalbasis
(W)= (¢ w1,...,wN—_1)

des RY (etwa per Gram-Schmidt-Verfahren), so ist durch ¢; ¢ : RN~ — E(¢,¢) mit

N-1
orc(u) =t¢+Wu=1t({+ Z wjw; (u=(ug,...,uy_1) € RV
j=1
eine Parametrisierung von E(t,() gegeben mit Jy; ((u) = W. Da (wi,...,wn—1) ein

Orthonormalsystem ist, ergibt sich W'W = Iy_;. Fiir f : RY — C mit fo Y €
Ly (RN—1) ist das Hyperebenenintegral von f auf E(t,() damit gegeben durch

[or= | st wTw) 2 au= [ fec+ W) du.
E(t,¢) RN-1

Es sei U = Uy : RN — RY die lineare Abbildung, die die kanonischen Einheitsvektoren
in das Orthonormalsystem ({, w1, ..., wy_1) Uberfiihrt, also U(z) = Az mit A = ({,W).
Dann ist |det A| = 1 und daher gilt nach der Substitutionsregel fiir f € L;(RY) und fiir
beliebiges ¢ € SV—1

/f:/foUC://f(UC(t,u))dudt://f(t<+wu)dudt:/(/E(mf) dr.

48Giehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Radon-Transformation.
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Bemerkung und Definition 4.13 Fiir f € .y heifit die Funktion Rf : R x S¥~! — C,
definiert durch

(R)(t.0) = /E of e / JUC+Wuydu  ((£,¢) € R x SN,

die Radon-Transformierte von f. Wir schreiben . (R x SV¥~!) fiir die Menge aller
g€ C(R xSN=1) mit g(-,¢) € C*(R) und so, dass

sup [t*9;"g(t, Q)] < oo
(1) ERxEN -1

fiir alle k,m € Ng. Damit gilt Rf € . (R x S¥—1).

Denn: (Skizze) Wegen f € .y und [t¢+ Wu| = |U¢(t, u)| = |(t, u)| existiert zu
jedem k € N eine Konstante A > 0 mit

(T+[t)E + ) fEC+Wu)| < A (t€R, ue RV,

Also ist fiir k > N

du
T < o0.

A+ RN < A [ G

Eine entsprechende Argumentation gilt fiir die Ableitungen wegen
O (RF)(tC + W) = / (O F)(tC + W) du
and O = ml 5y, €00

Die Abbildung R : .#n — .7 (RxSV~1) heift (N-dimensionale) Radon-Transformation.

Es stellt sich in natiirlicher Weise die Frage, ob f durch Rf eindeutig bestimmt ist, also R
injektiv ist, und, wenn ja, wie sich f gegebenenfalls aus Rf rekonstruieren lisst. Die erste
Frage beantwortet

Satz 4.14 FEs sei f € /N. Dann gilt
1. Fiir alle ¢ € SN=1 st (Rf(-,O)) = f(-0).
2. Aus Rf =0 folgt f =0.

Beweis. 1. Wegen ¢ L F(0,{) und ¢-¢ =1 gilt

N-1
t=C (tC+ Y wjwy) = (- (1 +Wu) = ¢ Ue(t,u)
j=1

49siehe etwa https://www.math.uni-trier.de// mueller/EinfMathe/Analysis_S0S2021.pdf, Satz 4.6


https://www.math.uni-trier.de//~mueller/EinfMathe/Analysis_SoS2021.pdf
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fiir u € RV~1. Also folgt wegen der Bewegungsinvarainz des Lebesgue-Mafes fiir z € iR

[y
//f(t(Jr Wu) du e dt

/ F(Ue () Vet g, u)
/ftu 500 it u) = F(z0)

(Rf(5 ) (2)

2. Ist Rf = 0 so ist auch 0 = (Rf(-, ()" = f(-¢) fiir alle ¢ € S¥~1. Damit ist f = 0, also
nach Satz 3.23 auch f = 0. o

Bemerkung 4.15 Ist f € %y, so gilt ]? € Iy und damit auch f(() € 7 fir alle C.
Nach Satz 4.14.1 und Satz 3.25 ist

Dies zeigt, dass f genau dann auf der Gerade iR( verschwindet, wenn Rf(-,() ver-
schwindet, d. h. fE(t of= =0 fir alle t € R gilt. Ist NV = 2 und hat f kompakten Tréager,

so kann man zeigen, dass f (und damit f) schon dann verschwindet, wenn f auf einer
unendlichen Menge von Geraden der Form iR( verschwindet.%"

Wir wollen die Frage untersuchen, wie man f aus Rf rekonstruieren kann. Wir verwenden
dabei:®! Fiir f € Li(RY) gilt

/ Jdy = / [ et ardon (). (47)

In my statt Ay liest sich die Formel fiir g € Li(my) als

(2m)N 1 / gdmy = / / 9(0) |2V dim (2) dow—1 () - (48)

50Djeses und weitere Ergebnisse in dem Zusammenhang findet man etwa im Artikel Uniqueness and
Nonuniqueness for the Radon Transform von P.D. Lax und L. Zalcman in ihren Buch Complex Proofs of
Real Theorems, American Mathematical Society, Providence, 2012.

51Im Weiteren schreiben wir kurz ¢ := ony_1 := o1,Nv—1 fiir das Oberflaichenmafl der Sphére SV-1,
Fir den uns besonders interessierenden Fall N = 3 ergibt sich die Formel unter Verwendung sphérischer
Polarkoordinaten, der Substitutionsregel und des Satzes von Fubini. Fiir den allgemeinen Fall siehe etwa
Folland, G.B., Real Analysis, Wiley, New York, 1984 oder Rudin, W., Real and Complex Analysis, 3rd ed.,
McGraw-Hill, New York, 1987, Chapter 8, Exercise 6.
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Definition 4.16 Die duale Radon-Transformierte R* : .7 (R x S¥71) — #y ist fiir
h € .7 (R x S¥=1) definiert durch

(R*R)(x) = / W -C,0)do(¢) (z € RY).

Im Fall ungerader NV > 3 lésst sich damit die Frage nach der Rekonstruktion von f aus Rf
in eleganter Weise beantworten.

Satz 4.17 Fiir ungerades N > 3 und f € SN gilt

(_A)(Nfl)/QR*Rf _ 2N7TN71f.

Beweis. Nach Bemerkung 4.15 ist (Rf)(t,¢) = ff(z()e‘” dm(z). Wegen

E(—t,—¢) = E(t,¢)

gilt Rf(—t,—() = Rf(t,¢). Also erhiilt man fiir z € RY durch Aufteilung des Integrals
iiber S in die beiden Hemisphéren {(S : £¢; > 0}

(B R = [ [Feoe = am@doc) =2 [ [ Fege < am () do(o)
iRy
Wegen (¢ - Q)WV-D/2 = 1 fiir ¢ € S und (22)N=D/2 = (=1)N=D/22|N=1 fiir z € iR
folgt mit Differenziation von Parameterintegralen, mit (4.8) und wieder mit dem Satz von

Plancherel (Satz 3.25)

(~A)ND2(RRf)(@) = 2 / TGO e () do(()

2(2m)N -1 /]?(w)e_w"” dmy(w)

= 2N ()Y (@) = 2V f().

Bemerkung 4.18 Der Fall gerader NV erweist sich als diffiziler. Hier spielt die Hilbert-
Transformation eine wichtige Rolle. Die Umkehrung der Radon-Transformation {iber die
duale Transformation ist damit auch in diesem Fall realisierbar.?

52Genaueres findet man in Folland, G.B., Introduction to Partial Differential Equations, Princeton Uni-
versity Press, 1995, Chapter 5, Section F.
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5 Harmonische Funktionen und Poisson-Integrale

In Satz 4.7 hatten wir gesehen, dass f * P; fiir f € L;(RY) harmonisch im Halbraum
D = (0,00) x RY ist. Wir befassen uns nun systematischer mit harmonischen Funktionen
auf offenen Mengen in RY, wobei stets N > 2 vorausgesetzt ist.?>

Bemerkung 5.1 1. Es seien p > 0 und wieder o, = 0, y—1 das Oberflichenmals von pS.
Dann ist 0, das Bildmak von p"¥~!o unter z — pz. Also gilt fiir Funktionen u € Lq(0,)

/pSUdUp = pN-1 /U(PO do (). (5.1)

2. Ist u zweimal stetig differenzierbar auf einer offenen Obermenge von pB, so ergibt sich
154

/anudap:/ Au
pS pB

/S Onudo, = 0. (5.2)
o

aus der ersten Greenschen Forme

Ist w harmonisch, so ist damit

Wir zeigen zunéchst

Satz 5.2 Es seien a € RN und p > 0. Ist u harmonisch auf einer offenen Obermenge von
B,(a), so ist

(0,p] 7 +— /u(a—i—r(j) do(¢)

konstant.

Beweis. Ohne Einschrankung nehmen wir a = 0 und p = 1 an (sonst x — u(a + pz) statt
u betrachten).
1. Fall: N > 2. Dann ist v : RV \ {0} — R mit v(x) := |z|>~" harmonisch mit

Vo(z) = (2 - N)z|™N -z (x #0)

([0]). Es sei nun 0 < r < 1. Wir betrachten A, := B\ U,(0). Dann ist A, kompakt mit
A, = SUTS. Weiter ist n(z) = x fiir x € S und n(x) = —x/r fiir z € rS,% also

—N)z-z=2-N, fallsz €
2—-N 2— N, fall S
—2-N)yrN-lg.2=—2-N)r'=V fallsz € rSN-!

Onv(z) = Vu(z) -n(x) = {

53Im skalaren Fall N = 1 sind harmonische Funktionen affin-linear.

54siehe etwa https://www.math.uni-trier.de// mueller/Diffgleichungen/DGL-2018.pdf, Satz 7.7.
Dabei ist eine Funktion konstant 1 gewahlt.

55Giehe etwa https://www.math.uni-trier.de// mueller/Diffgleichungen/DGL-2018.pdf, Satz 6.14.


https://www.math.uni-trier.de//~mueller/Diffgleichungen/DGL-2018.pdf
https://www.math.uni-trier.de//~mueller/Diffgleichungen/DGL-2018.pdf
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Mit Au = Av = 0 ergibt sich nach der zweiten Greenschen Formel

0 = / uAv — vAu = /(u@nv — vOpu) do + / (uOnv — VOyu) do
A,

S rS

= (2—N)/ud0—(2—N)r17N/ uda,«—/ﬁnuda—r%N/ Onudoy .
S rS S rS

Nach (5.2), angewandt auf B und rB, sind die beiden letzten Summanden 0, also mit (5.1)

/Sudcr = =N Lgudar = /u(rg) do(C).

2. Fall: N = 2. Hier ergibt sich der Beweis wie im 1. Fall, jetzt mit v(z) = In |z|. O

Eine wichtige Folgerung ist

Satz 5.3 (Mittelwertformel)
Es seien a € RN und p > 0. Ist u harmonisch auf einer offenen Obermenge von B,(a), so
gilt %5 fiir0 <r <p

1
u(a) =
(a) = ——

/u(a +r¢)do(C) .

Beweis. Da u stetig an a ist, gilt u(a + r-) — u(a) gleichméfig auf S fiir r — 0. Damit
konvergieren die Integrale in der Mitte gegen u(a)wy—1 fiir r — 0. Nach Satz 5.2 sind die
Integrale unabhéngig von r. Also ist

u(a)wy—1 = /u(a—i—r() do(¢) (0<r<p).

O

Ist u stetig auf B,(a) und gilt die Mittelwertformel wie in Satz 5.3, so ergibt sich mit (4.7)

durch Aufintegrieren auch die Volumen-Mittelwertformel®”

u(a):ﬁ/u(a—i—rx)dx 0<r<p).

Bemerkenswerterweise folgt aus der Giiltigkeit der Mittelwertformel auch schon Harmonizi-
tat:

Satz 5.4 Es seien Q CRY offen und u € C(Q). Existiert zu jedem x € Q ein p > 0 mit

u(z) =
WN -1

/ u(z + 1) do(¢) (0<r < p),

s0 ist u € C*°(Q) und harmonisch.

56wy _1 := (SN 1) bezeichnet die Oberfliiche von SV —1.
57Es gilt A(B) = o(S¥~1)/N = wn_1/N.
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Beweis. Es sei a € Q und 0 < § < dist(a,dQ). Dann ist Qs := {y : Bs(y) C 2} offen
mit a € Q5. Weiter sei v € & die Funktion aus Beispiel 3.17 und v, := r~No(r=!.) fiir
r > 0. Dann ist u*wv, € C* nach Satz 3.18 und supp(y — v.(x —y)) C Q fiir x € Qs sowie
0 < r < dist(a, 092) — 0.

Nun sei x € Q5. Nach Voraussetzung existiert ein p = p, < dist(a, 9€2) — § so, dass

(—p.p) 3t / u( — 1¢) do(C) = / reu(z) do(C)

konstant ist. Mit w(r) := v(r() ergibt sich wie im Beweis zu Satz 3.14 fiir 0 < r < p unter
Verwendung von (4.7) und wegen supp(v) = B

(uv,)(2) —u(z) = /B eyt — u)(@)0(y) dy
= /0 w(s) sV 1 /(TTSCU —u)(x)do({)ds = 0.

Damit ist u € C*(§2s). Da a € §2 beliebig war, ist auch u € C*>°(Q).

Wir haben noch zu zeigen, dass Au(a) = 0 ist. Mit (5.1) und der Greenschen Formel (siehe
Bemerkung 5.1) gilt fiir 0 < r < p, wegen n(¢) = r~1¢ fiir £ € rS

0 = 4 [ula+r0do(©) = [ ¢ Vula+rQ)do(Q
= pl=N r~l¢ . Vula o (&) =N hu(a Or
- /S ¢ - Vu(a + €) do.(€) [Sa (a+ &) dor(€)

= rl_N/ Au(a + ~)=r1_N/ Au.
rB B, (a)

Wir kénnen annehmen, dass u reellwertig ist (sonst betrachte man Rew und Imu). Wére
Au(a) # 0, so wire Au positiv auf einer Umgebung von a oder negativ und damit [, (@) Auy
positiv oder negativ fiir kleine r. Widerspruch. O

Bemerkung 5.5 Als unmittelbare Konsequenz aus Satz 5.4 und Satz 5.3 ergibt sich: Ist
u harmonisch in €, so ist u € C°°(£).%®

Wir ziehen weitere wichtige Folgerungen

Satz 5.6 (Maximumprinzip) Es seien Q@ C RN offen sowie u harmonisch in € und
reellwertig. Ist a eine Extremstelle von u, so ist u konstant auf einer Umgebung von a. Ist
Q zusammenhdngend und wird v mazimal oder minimal, so ist u konstant.

58 Tatsachlich sind harmonische Funktionen sogar reell-analytisch, eine wesentlich stirkere Bedingung;
siehe etwa Axler, S., Bourdon, P., Ramey, W., Harmonic Funktion Theory, Springer, New York, 2001.
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Beweis. 1. Ohne Einschrinkung sei a eine Maximalstelle und § > 0 so, dass u(z) < u(a)
fiir z € Us(a). Angenommen, es existiert ein « € Us(a) mit u(x) < u(a). Ist r = |x — al, so
gilt x € a4+ rS und u < u(a) auf einer Umgebung von = wegen der Stetigkeit von u. Nach
der Mittelwertformel ist dann

av-rula) = [ula+10do() < [ ula)do(c) = wy-ru(a)

Widerspruch! Also gilt u(z) = u(a) fir « € Us(a).

2. Wird « maximal an der Stelle a, gilt also u(a) = maxqu, so ist A := u=1({u(a)})
nichtleer und in 2 abgeschlossen. Nach 1. ist A auch offen in 2. Da Q zusammenhéngend
ist, ist dann schon A = Q. |

Satz 5.7 (Liouville) Ist u harmonisch in RN und beschrinkt, so ist u konstant.

Beweis. Es sei # € RN, Ist E, := (B,(x) \ pB) U (pB\ B,(x)) fiir p > |z| die sym-
metrische Differenz von B,(x) und pB, so folgt aus der Volumen-Mittelwertformel und der
Substitutionsregel

u(x)_u(o)_w;@(/lap(x)U(y)dy_/,)BU(y)dy) _PN;@/EPU

Ist |y| < p—|z|, so ist y € pB und nach der Dreiecksungleichung auch y € B,(x). Also ist
Ep C Ap = Bp+|$‘( )\ \z|( ) Wegen

N
AAD/AB) = (o + )N — (o — | Z( ) C1))fal N

v=1
ergibt sich
1 N /N
() — O] oA = o 3 (3)a= om0
fiir p — oco. Damit ist u(z) = u(0), also u konstant. O

Wir betrachten nun den Fall N = 2. Hier kann man eine enge Beziehung zwischen har-
monischen und komplex differenzierbaren Funktionen herstellen.

Satz 5.8 Es sei Q) C C offen. Ist u zweimal stetig komplex differenzierbar auf €1, so ist u
harmonisch.

Beweis. Ist f komplex differenzierbar, so ergibt sich 0;f = f’ durch Betrachtung der
Differenzenquotienten (f(a + h) — f(a))/h fiir reelle h und 9o f =i f’ fiir rein imaginére h.
Also folgt fiir zweimal komplex differenzierbare u

02u = 0y(dou) = Dy (i) = idou’ = ii(u') = —%u.
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Ist u” stetig, so sind dabei auch alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung stetig. O

Bemerkung 5.9 Ist v an a € C in eine Potenzreihe entwickelbar, also

z) = ch(z —a)’
v=0

fiir z € Us(a), so ist u beliebig oft komplex differenzierbar auf Us(a) und damit harmonisch.
Insbesondere ist jede in 2 C C analytische Funktion beliebig oft komplex differenzierbar,
also auch harmonisch.

Wir untersuchen nun das Dirichlet-Problem (€2, f)
Au=0auf Q und wulpo=/f

fiir Funktionen f : 020 — C, die nicht notwendig stetig sind. Dabei stellt sich etwa die
Frage, ob fiir integrierbare f Konvergenz von u(x) gegen f({) (x — () fur fast alle ¢ € 92
gilt. Fiir den Fall des Halbraumes ) = D folgt aus Satz 3.14 und der Definition der
Poisson-Kerne P, in Bemerkung 4.6, dass fiir beliebige p € [1,00) und f € L, Konvergenz
der Poisson-Integrale f * P, gegen f fiir £ — 0 in L, gilt. Dies impliziert allerdings leider
noch keine Konvergenz fast iiberall.

Wir gehen zuriick zu den Anfingen und betrachten Poisson-Integrale auf der Kreisscheibe

Q=DcCCund D=8 =SL5

Bemerkung und Definition 5.10 Fiir D ist der Poisson-Kern P : D x S — C gegeben
durch

w—l—z) 122
w2

P(z,w) = Re(

w—z

Wir schreiben auch P, := P(z,-). Ist f € L1(m)%°, so definiert man damit das Poisson-
Integral von f durch

yi= [ spein= [ f@)R

Dabei ist fir (eSund 0 <r <1

i—z) dm(w) (z €D).

(P16) = [ 1w Re (T2 ) ) = (£« Pl D)(O)

59Entsprechende Ergebnisse fiir fiir die offene Einheitskugel in RN und fiir den Halbraum D findet man
etwa in Axler, S., Bourdon, P., Ramey, W., Harmonic Funktion Theory, Springer, New York, 2001. Die

Techniken sind dhnlich.
60Man beachte, dass m auch das normierte Oberflichenmaf auf S? ist, also m = (271')’10'1 = UJ;10'1.
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Weiter definieren wir Pcf : D — C durch

(Pef)(z /f )22 dm(w) (2 € D)

und das Cauchy-Integral C'f : D — C von f durch

- [ 1w

Satz 5.11 FEs sei f € Li(m). Dann gilt Pcf =2Cf — ]?(O) und

Zf =3 (T la)®)2" (z€D)

VEZ

m(w) (z€D).

Beweis. Wegen

w+z 2w 1
w—2z w—2z

ist Pcf(z) =2(Cf)(2) — [ f(w)dm(w). Weiter ist

1 o0
v =13 :Z(z@)” (weSs, zeD)

mit gleichméfiger Konvergenz in w € S, also (Cf)(z) = > 2¥ [ f(w)w” dm(w). O
v=0

Bemerkung 5.12 1. Als Potenzreihe ist h := Pcf beliebig oft komplex differenzierbar,
also nach Bemerkung 5.9 auch harmonisch. Damit ist auch A harmonisch. Ist f reellwertig,
so gilt

Pf=Re(h)=(h+h)/2.

Also ist auch Pf harmonisch. Durch Zerlegung in Real- und Imaginérteil sieht man, dass
Pf auch fiir komplexwertige f harmonisch ist.
2. Aus Satz 5.11 folgt ([U])

o0

S Fwyler (ces o<r<).
Mit f =1 ergibt sich insbesondere [ P, dm =1 fiir alle z € D. Auferdem ist (P(ry, -, 1)),
fiir beliebige Folgen 1 > r,, — 1 eine Folge guter Kerne ([U]). Ist f € C(S), so gilt damit
Pf(r-) = f*P(r-,1) — f gleichméfig auf S fiir » — 1~ nach Satz 1.11. Insbesondere
ist durch Pf(¢) = f(C) eine stetige Fortsetzung von f auf D und damit eine Losung
des Dirichlet-Problems gegeben. Dariiber hinaus gilt nach Satz 2.11 fir f € L,(m) auch
Pf(r-) — f in Ly(m). Zudem ergibt sich aus der Jensen-Ungleichung ([U])

IPF e <Nflle (0<r<1). (5-3)
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Wir wollen nun zeigen, dass fiir beliebige integrierbare f : S — C
Pf(r-) — f m-fast iiberall

gilt. Genauer zeigen wir, dass das Poisson-Integral Pf an fast allen ¢ € S nichttangentiale
Grenzwerte hat. Dazu betrachten wir zunéchst die Hardy-Littlewood-Maximalfunktion
M f, definiert fiir f € Ly(m) durch

1
Mf)(C ::sup{/ f dm:BCSBogenmitCEB}.
(M£)(Q) 57 |
Ist f € Li(m), so besagt die Tschebyschow-Ungleichung, dass

Am(|fl>A) < |flli (A>0)

gilt. Funktionen g, fiir die A — Am(|g| > A) beschrénkt ist, nennt man auch schwach L.
Wir zeigen, dass dies fiir die Maximalfunktion der Fall ist:

Satz 5.13 Fir f € Li(m) ist

Am(Mf>X) <3[fl.  (A>0).

Beweis. 1. Wir zeigen folgende Aussage iiber endliche Familien offener Kreisbogen: Ist
(Bi1,...,By) eine Familie offener Bogen, so existiert ein J C {1,...,n} so, dass (B;),cs
eine disjunkte Familie ist mit

1 n
m(B;) > fm( B»)
JZE; (Bj) = 3 Jyl !
Wir kénnen annehmen, dass n > 1, dass kein Bogen B; in der Vereinigung der restlichen
enthalten ist und dass B; von der Form {¢ : a; < arg(¢) < b;} mit —7 < a; < a;11 <7
fir j=1,...,n—1ist. Dannist b; < bj;1 (sonst wére B;1 C Bj) und bj_1 < aj41 (sonst
wire B; C B, U Bj+1). Weiter ist b,, < by + 27 und b,_1 < ai1 + 27. Damit ist die
Familie (Bag)or<p disjunkt und (Bag—1)2k—1<n ebenfalls bis auf héchstens den ersten und
den letzten Bogen. Ist
Zm(B%) > ém( Bj)»
k j=1
so ist (Bag)2k<n passend. Andernfalls ist

n

m(Un)

j=1

Wl o

m(By) + Zm(sz-H) = Zm(sz—l) >
& k

und damit (By) oder (Bag41)2k+1<n passend.
2. Essei K C E) :={¢: Mf(¢) > A} kompakt. Dann existiert zu jedem ¢ € K ein offener
Bogen B¢ mit ( € B¢ und so, dass

1
m(BO) /B< |f] dm > .
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Da K kompakt ist, existieren By := Be¢,,..., B, = B¢, die K {iberdecken. Ist J wie in
1., so folgt

" 3 3
(k) <m(U8,) <33 mis) < O3y MUETESIN

JjEJ jeJ

Wegen der Regularitdt vom m gilt die Abschidtzung auch fiir Fy statt K. O

Definition 5.14 Fiir ( € S und « > 1 betrachten wir den Kegel

Ia(Q):={z€D:|z— (| <min{l,a(l — |z|)}}.

Figure 9: S und Kegel I' /5(1)

Man sagt, dass u : D — C an ¢ den nichttangentialen Grenzwert «*(¢) hat, falls

uw (¢):= lim wu(z
Q= dm )
fiir alle a > 1 existiert. Weiterhin definieren wir die nichttangentiale Maximalfunktion
Uq durch

ua () == sup |u(2)l.
z€lo (€)

Ist u stetig und existiert w*((), so ist u(¢) < oo fiir alle a > 1.

Satz 5.15 Es seien o > 1 und f € Li(m). Dann ist

(Pfla(@Q) <A+ a)Mf(()  (CE€S).

Beweis. Ohne Einschrinkung kénnen wir ¢ = 1 und f > 0 voraussetzen (M f = M]|f]).
Ungleichung bezieht sich nur auf |f]). Fir w € S sei B, := {w’ : |argw’| < |arg(w)|}. Ist
z € T'a(1), so gilt

z 1+ |z]
:Pz< ): ’ weBzz
B /1A

Q.(w) == sup{P.(v') : w' € S\ By} = .
max{P;(w), P.(0)}, weS\B,;



54

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figure 10: P,(e*) und Q. () fiir z = (1 +1)/2.

Damit ist einerseits P,(w) < @.(w), also

P = [ 1P.am< [ 1Q.am.

und andererseits

/ demg/Pzdm:I.
S\B./|z|

Auferdem ist Q. (w) = Q,(w) (also Q. gerade) und ¢t — Q. (e') fallend auf [0, 7]. Daher
existiert eine gegen @, aufsteigende Folge von Treppenfunktionen 7T, der Form

1
Tn = ch’jim(B _)an,j
j n,j

mit Bégen B, ; O B./|.| 31 und ¢, ; > 0 sowie ) ¢, ; < [|Q.[/1. Damit ergibt sich
J

/sz dm < Q.M f(1)

Also reicht es zu zeigen, dass ||@Q.|1 < 1+« gilt. Wir setzen 6 := arg(z/|z|) € (—n/2,7/2).
Dann gilt |sin 6| > 2||/7 und aus dem Sinussatz®! folgt |sind|/|1 — 2| < 1. Damit ist

6] 6] am |sinf| _ arm
<« — —_—,
1—1z] = 1=z = 2 |1—2~ 2

also
1+ |z 1, 1+|z
Qb= [ Quam+m(B T <1 Lo <14
S\B./|z| — |z 71' = |2|
O
Nach den Satzen 5.13 und 5.15 ist
Am((Pfla >A) <31+ a)[[flli  (A>0). (5.4)

Damit beweisen wir folgenden zentralen Satz iiber das Randverhalten von Poisson-Inte-
gralen:

6lsiche etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Sinussatz
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Satz 5.16 (Fatou) Ist f : S — C m-integrierbar, so existiert (Pf)* fast dberall mit
(Pf)* = f fast iiberall.5?

Beweis. Fiir h € Ly (m) setzen wir

On,a(C) == limsup [(Ph)(2) — k()]
T'a(¢)22—¢

Dann gilt 0p,4(¢) < (Ph)a(¢) + |h(¢)] und nach der Tschebyschow-Ungleichung sowie (5.4)

m(0n,a > A) <m((Ph)a > A/2) +m(|h| > X/2) < (8 + 60a)||h]]1/A. (5.5)

Es reicht zu zeigen, dass d7 = 0 fiir m-fast alle ¢ erfiillt ist, denn dann gilt mit «,, — oo
die Behauptung auch fiir m-fast alle ¢ mit beliebigem « > 1.

Es sei dazu ¢ > 0. Da C(S) dicht in L;(m) ist, existiert eine Funktion g € C(S) mit
|If — glli < &2 Nach Bemerkung 5.12 gilt Pg(z) — g(¢) fiir D > 2 — ¢. Damit erhilt man

df—ga =0fa-
Also ist nach (5.5), angewandt mit h := f — g,
m(0f.a >€) =m(0pa >¢€) < (84 6a)|h]1/e < (8+6a)e.
Wegen m(d5.q > €) = m(d,q > 0) flir ¢ = 0 ist §7, = 0 fast iiberall. O

Wir schreiben P, fiir den Operator L,(m) > f + Pf(r-) € L,(m) und Pg, fir den Opera-
tor L,(m) > f +— Pcf(r-) € Ly(m). Auberdem seien || P||, und || Pc ||, die entsprechenden
Normen. Die Ungleichung (5.3) besagt, dass

15[l <1
fiir beliebige p € [1,00) und 0 < r < 1 gilt. Delikater ist die Frage, ob die Familie der
Normen (|| Pc.|lp)o<r<1 beschrinkt ist. Wir zeigen, dass dies fiir p > 1 der Fall ist.%?
Satz 5.17 (M. Riesz) Es seip € (1,00). Dann existiert eine Konstante ¢, so, dass

|Perlly <cp (0<r<1).

Beweis. 1. Es sei 1 < p < 2. Wir schreiben kurz

h:=FPcf und u:= Pf.

62Genauer kann man zeigen, dass (Pf)*(¢) fiir alle Lebesgue-Punkte von f existiert und dass fast alle
¢ € S Lebesgue-Punkte sind; siehe etwa W. Rudin, Real and Complex Analysis, 3rd ed., McGraw-Hill,
New York, 1987. Theorem 11.23 und Theorem 7.7.

63Die entsprechende Aussage ist fiir p = 1 tatséichlich nicht mehr wahr, wie wir spéter sehen werden.
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Nach Bemerkung 5.12 ist h beliebig oft komplex differenzierbar in D und « harmonisch in
D. Zunichst gilt mit § := 8, :=7/(1+p), @ =, :=1/cosd  und B := B3, := P (1 + )

1 < B(cosf)P —acos(pl) (—m/2<0<m/2), (5.6)

denn fiir |#| < § ist die rechte Seite > [(cosd)? — a = 1 und fir |#] > ¢ ist wegen
p/(1+p)=1—-1/(1+ p) die rechte Seite > —a cos(pf) > —a cos(pd) = acosd = 1.

Es sei nun 0 # f € Lp(m) und f > 0. Dann ist v = Reh und u(z) > 0 fiir alle z
(wére u(z) = 0 fiir ein z, so wire fP, = 0 fast iiberall und damit wegen P, > 0 auch
f =0 fast iiberall). Also ist h nullstellenfrei mit 2(0) = [ f > 0. Mit Differenziation von
Parameterintegralen und partieller Integration sieht man, dass durch

1
log h(z) := In h(0) + z/ (W' /h)(zt)dt (2 € D)

0

eine (jedenfalls) zweimal stetig komplex differenzierbare Stammfunktion zu h'/h auf D
gegeben ist ([U]). Dabei gilt (he!°8") = 0. Also ist he™'°8" = h(0)e~1°8"(0) = 1 und
folglich

elogh = h.

Die Funktion h? := ePl°8" ist ebenfalls zweimal stetig komplex differenzierbar und daher
harmonisch. Damit ist auch Re h? harmonisch. Ist ¢ := Imlog h, so gilt

0 <u=Reelt" = eReloghcos = |h|cos g

und damit wegen ¢(0) = 0 und der Stetigkeit von ¢ insbesondere (D) C (—7/2,7/2).
Zudem ist
Reh? = e 10108 N cos(pyp) = €87 [P cos(pi) = |h[P cos(pyp) -

Nach der Mittelwertformel ist daher
0 < h7(0) = Re h?(0) = Re h”(r /|h )P cos(pe(r ) dm

Aus (5.6) und (5.3) folgt wegen u? = |h|P(cos ¢)?

/|h |pdm<ﬂ/ P dm — aRe kP (0 <3/ pdm<5/fpdm

also
||P<C,Tf||p < ﬁl/prHp .

Ist f komplexwertig, so folgt die entsprechende Ungleichung durch Zerlegung in Real- und
Imaginéarteil sowie Positiv- und Negativteil. Nach der Minkowski-Ungleichung ist dann die
letzte Abschiitzung mit c, := 43'/7 erfiillt.

2. Ist p > 2, so ergibt sich die Behauptung aus 1. durch Ubergang zum konjugierten
Exponenten ¢ ([U]). Man verwendet dabei im Wesentlichen, dass der Dualraum von Ly, (m)
isometrisch isomorph zu Lg(m) ist.% O

64hier braucht man § < 7/2 und damit p > 1.
65Genaueres findet man in W. Rudin, Real and Complex Analysis, 3rd ed., McGraw-Hill, New York,
1987. Theorem 17.26
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Bemerkung 5.18 1. Wir schreiben C, fiir den Operator L,(m) > f — Cf(r-) € L,(m)
und ||C, ||, fiir die entsprechende Norm. Fiir trigonometrische Polynome P gilt nach Satz
5.11

deg P R deg P R
(CP)(Q) = Y Pw)yr¢" = Y Pw)”  (r—17)
v=0 v=0

gleichméfig auf S und damit insbesondere in Ly,(m). Gilt nun

sup [|Cr |, < oo, (5.7)
r<l

so konvergiert nach Satz 2.10 wegen der Dichtheit der Menge der trigonometrischen Poly-
nome in L,(m) die Folge der Operatoren C,, fiir 1 > 7, — 1 gegen einen Operator
Cy € L(L,y(m)). Wegen (C,.f) (k) = (f 1n,)(k)r*, wieder nach Satz 5.11, ergibt sich

(CL)" = Fln, -

In diesem Kontext nennt man C : L,(m) — H, := {g € L,(m) : g(k) = 0 fiir £ < 0} auch
die Riesz-Projektion auf L,(m) und den Raum H, den Hardy-Raum der Ordnung p.5°
Dabei ist C' = P o Cq und damit (Cf)* = C4 f fast iiberall nach dem Satz von Fatou.

2. Mit Satz 5.11 ist (5.7) &quivalent zu sup,.q || Pc,r|l, < co. Nach dem Satz von M. Riesz
(Satz 5.17) ist also (5.7) erfiillt fir p > 1.

Zum Abschluss wollen wir uns mit der L,-Konvergenz der Fourier-Teilsummen S, f be-
fassen. Wir haben in Satz 2.9 bereits gesehen, dass in Lo Konvergenz vorliegt. Dabei
bezeichne ||S,, ||, die Norm von L,(m) > f +— S, f € L,(m) und ||C4||, die von Cj.

Satz 5.19 Es seil <p < oo. Ist (5.7) erfiillt, so gilt

sup [|Sn [, < 2[|C1llp
neN

und fir alle f € L,(m)
If =Snfllp =0 (n—o00).

~

Beweis. 1. Es f € L,(m). Fir f,(w) := w" f(w) ist Fulk) = f(k — n), also
2n 2n
O et =3 Flu—n)¢ = S £()-
pn=0 n=0

Mit )
Srg(¢)=>_g(w=" (C€S, g€ Ly(m))
pn=0

ist S llp = 153 full, und wegen [full, = [fll, folglich [[Sull, = 1S+ Also ist es
hinreichend (und notwendig), sup,, ||S;F ||, < 2||C1]|, zu zeigen.

66Man beachte, dass C1 f = f fiir alle f € H), gilt, also C1|gr = idgp.



58

Ist f stetig differenzierbar mit || f|, < 1, so ist f € £1(Z) nach Bemerkung 2.3. Also gilt

)¢ = > Fw)er

v=2n+1

()¢ = ¢ Flu+2n+1) ¢
pn=0

M8
)

STf(Q) =

N
Il
o

I
M8
)

0

= C1f(Q) = " C1 f2n1 ()

v

und damit ||S;} f|l, < 2||Ci||,. Da die Menge der trigonometrischen Polynome und damit
die auch die der stetig differenzierbaren f nach Satz 2.12 dicht in L,(m) ist, gilt

ISillp <2[Cill,  (neN).

2. Da S, P = P fiir alle trigonometrischen Polynome P und n > deg P gilt, ergibt sich
insbesondere S, P — P in L,(m) fiir alle P, also auf einer dichten Teilmenge von L,(m).
Nach Satz 2.10 konvergiert S, f gegen f in L,(m) fiir alle f. o

Bemerkung 5.20 Nach Bemerkung 5.18 und Satz 5.19 konvergiert fiir alle p > 1 und
f € Ly(m) die Fourier-Reihe in L,(m) gegen f. Man kann zeigen, dass ||Sy|1 = [|Dnll1
fiir n € N gilt ([U]). Wegen ||D,|l1 — oo fiir n — oo ([U]) ist die Folge (||Sy]|1)» nicht
beschrankt. Nach Bemerkung 5.18 und Satz 5.19 ist damit insbesondere die Aussage des
Satzes von M. Riesz nicht mehr giiltig fiir p = 1.

Bemerkung 5.21 Scharfer als Satz 2.10 gilt der Satz von Banach-Steinhaus: Sind X, Y
Banachrdaume und ist (7},) eine Folge in L(X,Y"), so sind dquivalent:

a) Es existiert ein Operator T' € L(X,Y) mit T, — Tz (n — oo) fiir alle z € X.

b) sup, ey |Tn|| < oo und es existiert eine dichte Teilmenge D von X so, dass (T5,2),
fiir alle z € D konvergiert.

Die Aussage, dass b) schon a) impliziert, folgt aus Satz 2.10. Die umgekehrte Aussage ergibt
sich aus den Prinzip der gleichmiRigen Beschréinktheit.%” Sind nun X =Y = L,(m) und
T, = Sy, so ist die L,-Konvergenz von S,, f gegen f fiir alle f dquivalent zur Beschrénktheit
der Folge (||Snllp)n. Also existieren nach Bemerkung 5.20 Funktionen f € Lq(m), deren
Fourier-Reihe nicht in L; gegen f konvergiert. Entsprechend kann man fiir ( € S zeigen,
dass ||T,|| = ||Dnll1 fir alle n gilt, wobei T, f = S, f(¢) ist und |7, | die Operatornorm
von T,, auf (C(S),|| - ||oc) bezeichnet (vgl. Bemerkungen 2.3 und 2.8). Damit existieren
auch Funktionen in C(S), fiir die die Fourier-Reihe an ¢ divergiert.

67siche etwa https://www.math.uni-trier.de// mueller/Funktionalanalysis/Funktionalanalysis_
WS1819.pdf. Satz 2.4


https://www.math.uni-trier.de//~mueller/Funktionalanalysis/Funktionalanalysis_WS1819.pdf
https://www.math.uni-trier.de//~mueller/Funktionalanalysis/Funktionalanalysis_WS1819.pdf
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A Malie und Integrale

Definition A.1 Es sei ) # @ eine Menge.
1. Ist ¥ C Pot(€2), so heifit X eine o-Algebra (in ), falls gilt

(cl) @ €X.
(02) Mit A € ¥ ist auch Q\ A € 3.
(03) Ist N abzéhlbar und (A, )nen eine Familie in X, so ist |J,,cy An € X

Das Paar (€,3) nennt man einen Messraum.
2. Ist ¥ eine o-Algebra, so heifst eine Abbildung p: ¥ — [0, 00] Maft (auf X), falls

(ML) p(2) = 0.

(M2) Ist N abzihlbar und (A, ),en eine Familie paarweiser disjunkter Mengen in ¥, so ist
mit oo + = = oo fiir z € [0, o0

u( U An) = u(An) (r: sup Zu(An))-

neN neN FCN endlich nel

In diesem Fall nennt man (2,3, u) einen Mafiraum. Ist () < oo, so heifit 1 endlich
und im Falle 4(©2) = 1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

3. Ist p ein Maf auf X, so heift A € ¥ eine (u-)Nullmenge, falls p(A) = 0 ist. Gilt
eine Eigenschaft fiir alle z € Q bis auf eine Nullmenge, so sagt man, die Eigenschaft gilt
(u-)fast iiberall.

Beispiel A.2 1. Ist Q # &, so definiert
o(A):=#A (A € Pot(f2))

ein MaR auf Pot(Q2). Man nennt o das Zdhlmaf auf 2. Dabei ist o endlich genau dann,
wenn 2 endlich ist.
2. Ist (S,d) ein metrischer Raum, so heift die kleinste o-Algebra, die die offenen Mengen
enthilt, die Borel-o-Algebra beziiglich (S,d). Wir schreiben dafiir (S, d) (oder %(d)
oder A(S5)). Ist speziell (S,d) = (R™,] -|), so existiert genau ein Maf A = A, auf Z(R™)
mit

Afar,b1] X <+« X [am, b)) = (b1 — a1) -+ (b, — am)

fiir alle Rechtecke [a1,b1] X ... X [am, by]. Man nennt A, das m-dimensionale Lebesgue-
Malfs.

Definition A.3 Es sei (2,X) ein Messraum. Ist f : © — C, so heifit f messbar, falls
f~YU) € X fiir alle offenen Mengen U C C gilt. Weiter heikt f einfach (bzw. Elemen-
tarfunktion), falls f messbar und f(Q) endlich ist.
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Satz A.4 Ist f: Q — C messbar, so existiert eine Folge (vn) einfacher Funktionen mit
on — [ punktweise auf Q@ und |@,| < |f].

Bemerkung und Definition A.5 Es sei (2, %, i) ein Mafraum.
1. Ist ¢ einfach mit ¢ > 0 oder pu(p # 0) < 00, so setzen wir mit 0 - oo :=0

._ . . B €10,00], falls ¢ >0
Jotuim fotrive = e {e C,  falls pp £0) <00

2. Ist g messbar und g > 0, so setzen wir

/gd,u = sup{/apdu:gpeinfach,()gcpgf} € [0,00].

Durch
(g)(A) == / glady (A

ein Maf gu auf ¥ definiert. Die Funktion g heift dann (u-)Dichte des Mafes gpu.
3. Ist f messbar, so heit f (u-)integrierbar, falls [ |f]du < co gilt. Wir setzen

L(p) =L (p):={f:Q— C: f integrierbar}.

Damit ist durch
(= [ fdui= tim [ gnducc,
n—oo

wobei (p,,) eine beliebige Folge wie in S. A.4 ist, eine lineare Abbildung (-, u) : £ () — C

(wohl-)definiert mit
[l < [15)dn

Weiter heilt [ fdu das (p)-Integral von f. Ist g > 0 messbar, so gilt fiir f € £ (gu)

/fd(gu) =/fgdu-

4. Ist M € ¥, so ist mit f auch 1) f € £ (u). Man schreibt dann auch

[ = [ st = [ fiasd.

Die Schreibweise verwendet man auch im Fall messbarer Funktionen f > 0.

Bemerkung A.6 Es sei (,%, 1) ein Makraum.
1. Ist M € ¥, so sind durch

ENM={AnM:AcX}={BeX:BCM}
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eine o-Algebra in M und durch ppr = plsna ein Ma pp auf ¥ N M definiert. Fiir
[a,b] C R und Regelfunktionen f auf [a,b] gilt damit

b
/f= [ ]fodAz/fodu[a,b]A)=/fdx[a,b]7
a a,b

wobei fy die durch 0 auf R erweiterte Funktion bezeichnet.
2. Sind S € Z(C) und ¢ : Q — S messbar, so ist durch

(pupt)(B) := p(p~"(B))  (BeB(C)NS)

ein Mafs ¢, p auf B(C) N S definiert (andere Schreibweisen: u? oder ¢(u)). Das MaB ¢.u
heifst Bildmafs von p unter ¢. Es gilt damit: Ist f : S — C messbar, so ist f genau dann
p«p-integrierbar, wenn f o ¢ p-integrierbar ist und in diesem Fall ist

[ taean = [(7oe)dn

Bemerkung A.7 Es seien (2, X, 1) ein Mafraum und p € [1,00). Wir setzen
L) :={f:Q— C: f messbar, /|f\pdu < oo}
Ist p > 1 und ¢ > 1 mit p+ ¢ = pg, so gilt fir f € Z,(p) und g € Z,(p) die Holder-

Ungleichung
1/p 1/q
Jisalaus ( [1ovan)™( [ ot an)

und damit die (auch fiir p = 1 giiltige) Minkowski-Ungleichung

([1s+aran)” < ([rvan)”"+ ([lgran)™  rge Zm.

Ist [1dp = p() < oo, so ergibt sich aus der Holder-Ungleichung mit g = 1 insbesondere

P /
([171dn)" < wirrs [ 1117 an
Wegen der Giiltigkeit der Minkowski-Ungleichung ist durch
1/p
190 = 1= ([ 117a0) " (7 € 2(0)

eine Halbnorm auf Z,(u) gegeben. Mit N := {f € Z,(n) : f = 0 p-fast iiberall} wird
Lp(p) := Zp(p)/N mit

1071, = [ 1617 dn

ein Banachraum. Man schreibt wieder kurz f statt [f] und spricht auch von Funktionen.
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Bemerkung und Definition A.8 Es seien d € N und A\ = )\y. Fiir M € %(R?) setzen
wir

L(M) := LAy = {f : R = C messbar, / |f]dX\ < oo}

Weiter schreiben wir fiir f € Z(M) kurz

/Mf—/f dx—/fdlM)\ /fdA

fiir das d-dimensionale Lebesgue-Integral auf M und noch kiirzer [ f := [ f(z)dz := [p. f
im Falle M = R4,

Bemerkung A.9 E seien (X, d) ein kompakter metrischer Raum und g ein endliches Maf
auf #(X). Dann gilt fir f € C(X) und p € [1,0)

1£1lp < 1(X)YP ) flloo

Man kann zeigen®®: Fiir alle p € [1,00) ist die Menge der stetigen Funktionen C(X) dicht
in L,(u).

Bemerkung und Definition A.10 Es sei (X,Y) ein Messraum. Eine Abbildung p :
3 — C heifst komplexes Mafd, falls p o-additiv ist, d. h. falls fiir jede Menge A € X
und jede disjunkte (abzdhlbare) Zerlegung (A;),en von A in ¥ die Folge (p(A4;)) absolut
summierbar ist mit

p(A) = u(4;).

Jj€No
Man kann zeigen:®° Es existieren genau ein Maf |u| > 0, genannt die Totalvariation von
, und eine |p|-fast {iberall eindeutig definierte messbare Funktion h: X — S (also |h| = 1)
mit
pa) = [ hdl (4 e 2.
Dabei ist |p| endlich, also |u|(X) < co. Man schreibt dann auch g = h|p| und spricht in
dem Fall von der Polarzerlegung von p. Fiir |u|-integrierbare g : X — C setzt man

/gdu rz/ghdlul-
I/gdu\ S/Ig\dlul-

Ist X ¢ CV lokalkompakt und p ein komplexes Maf auf %(X), so ist durch

Dann gilt

CO(X)BgH/gdué(C

68Sieche MaRtheorie oder W. Rudin, Real and Complex Analysis, 3rd ed., McGraw-Hill, New York, 1987.
69GSiehe etwa W. Rudin, Real and Complex Analysis, 3rd ed., McGraw-Hill, New York, 1987
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ein stetiges lineares Funktional auf (Co(X),|| - [|co) gegeben. Man kann zeigen: Jedes
stetige lineare Funktional auf Cy(X) ist von dieser Form fiir genau ein komplexes Mafs
auf %(X). Dies ist die wesentliche Aussage des Rieszschen Darstellungssatzes fiir C'(X).™
Wir identifizieren p und das entsprechende Funktional und schreiben Co(X)’ fiir die Menge
der komplexen Mafie auf Cy(X).

70Ein Beweis findet sich wieder etwa in W. Rudin, Real and Complex Analysis, 3rd ed., McGraw-Hill,
New York, 1987.
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