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1 Teilbarkeit und Primzahlen

Wir starten mit einigen einfachen Resultaten zur Teilbarkeit ganzer Zahlen. Dazu
gehen wir (noch einmal) kurz auf die Definition, d.h. das ,,Wesen” natiirlicher bzw.
ganzer Zahlen ein.

Die Menge N der natiirlichen Zahlen kann axiomatisch beschrieben werden durch die
Bedingungen (Peano-Axiome):

(N1) N enthélt ein Element, genannt 1.
(N2) Es gibt eine injektive Abbildung N : N — N mit 1 ¢ N(N) (N fir ,,Nachfolger”).

(N3) (Prinzip der vollstédndigen Induktion) Ist A € N mit 1 € A und so, dass
N(n) e Afir allen € A, soist A=N.

Damit kann man zeigen: Es existieren eindeutig bestimmte Abbildungen + und - :
N x N — N so, dass

n+1= N(n), m+ N(n) = N(n+m)
und

m-1=m,

m - N(n) =mn+ m.
Auflerdem sind damit die iiblichen Relationen < und < gegeben durch
n<m:= JdkeN:m=n+k
und

n<m:<n<moder n =m.

SchlieBlich gilt das Wohlordnungsprinzip: Jede Menge () # A C N hat ein Minimum.

Die Menge Z der ganzen Zahlen lisst sich durch Aquivalenzklassenbildung in N x N so
erzeugen, dass die Rechenregeln + und - und die Ordnungsrelation < sich iibertragen
(— Einfithrung in die Mathematik). Jede nichtleere Menge A C Z hat ein Minimum,
falls sie nach unten beschrinkt ist und ein Maximum, falls sie nach oben beschrinkt
ist.
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Definition 1.1 Es seien a,b € Z. Man sagt, a sei Teiler von b (bzw. a teilt b), falls
ein ¢ € Z existiert mit b = ¢ - a. Man schreibt dann a|b. Anderenfalls schreiben wir

afb
Ist B C Z eine Menge, so schreiben wir a|B, falls a|b fiir jedes b € B gilt (d. h. falls
B C aZ).

Es gilt damit ([U]):

Satz 1.2 1. Fir alleb e Z gilt £ 1|b und £blb.
2. Sind a,b,c € Z, so folgt aus alb und b|c auch alc.

3. Sind a,b; € Z firj=1,....,n mitalb;(j =1,...,n), so gilt

n
Q‘ijxj fur alle x1,...,x, € Z
j=1

oder, m.a.W., a| > bjZ.
=1

J

4. Aus alb folgt b= 0 oder |a| < |b].

Satz 1.3 (Division mit Rest)
Es sei (a,b) € Z%,a # 0. Dann existiert (genau) ein Paar (q,7) € Z* mit b = qa +r
und 0 < r < |al.

Beweis. Da a # 0 gilt, ist
L:=NognN(b—aZ)#0

und 0 < 7 :=min L < |a| (man beachte: mit y € b—aZ ist auch y — |a| € b — aZ). Fiir
q so, dass b — qa = r gilt die Behauptung.

(Eindeutigkeit: [U]). O
Als Anwendung beweisen wir folgendes Ergebnis iiber die Darstellung natiirlicher Zah-
len:
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Es seiq € N,q > 2. Dann existert fir alle n € Ny genau eine Folge (a;) = (aj(n)) in
{0,...,¢ — 1} mit a; = 0 bis auf endlich viele j und so, dass

= Z a;(n)q’

(Denn: 1. Existenz.
n=0:a;(0) =0 (5 € Np) ist geeignet.
n —1— n: Wir wihlen k € Ny so, dass ¢ < n < ¢**!. Division mit Rest ergibt

n=mg" +n'

mit 0 < m < ¢ und 0 < n’ < ¢*, also insbesondere n’ < n.
Nach Induktionsvoraussetzung (Behauptung gilt fiir alle n’ < n) existiert eine Folge

(aj (n’)) mit

aj(n) = {aj(n’) fiir j # &

m fir j =k 7
SO 1st -
nmmdt 4ol =3 ay(me
§=0

2 Elndeutlgkelt Es seien (a;), (a;) abbrechende Folgen in {0,...,¢ — 1} mit n =

Z a;¢ = Z a;¢°. Angenommen, es existiert ein j € Ny mit a; # a@;. Dann gilt fiir
j=0

m = max{j : a; # a;} (ohne Einschrinkung a,, > a,)

m—1 m—1
0= (am —am)g" + Y (4;=0)¢ 2q" —(q=1)) ¢ =
=0 =0

Widerspruch.)

Mit obigen Bezeichnungen ist die Abbildung

Ny > n+ (aj(n)), €40,....q— 1} Mol

=0
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bijektiv. (Fiir M C Z bezeichnet dabei MMl die Menge der abbrechenden Folgen in
M, d. h. die Menge aller Folgen, fiir die nur endlich viele Folgeglieder # 0 sind.)
Mit r = r(n) := max{j : a;(n) # 0} fiir n € N heifit

(arar_1...a0)qg = (army(n)...ao(n)),

die g-adische Darstellung von n. Im Falle ¢ = 10 (besser vielleicht: ¢ = X) spricht man
auch von der Dezimal-, im Falle ¢ = 2 von der Binér- und im Falle ¢ = 16 von der
Hexadezimaldarstellung. Schliellich schreibt man im Dezimalfall auch kurz a, ... ag
statt (a,...ap)1o-

Definition 1.4 Es seien a,b € Z,a # 0 oder b # 0. Dann heifit
ggT(a,b) ;== max{k € N : k|a und k|b}

grofster gemeinsamer Teiler von a und b. Im Falle ggT(a, b) = 1 heiflen a, b teilerfremd.
Zudem setzen wir noch ggT(0,0) := 0.

Satz 1.5 Es seien a,b € Z und es sei d := ggT(a,b). Dann ist
aZ + bZ = dZ.

Insbesondere gilt g9T(a,b) =1 genau dann, wenn 1 € aZ + bZ.

Beweis. Ist ab = 0, so ist die Behauptung trivial (nach Definition ist dann d = 0) .
Es seien also a # 0 und b # 0. Wir setzen

L:=aZ+ VZ und m := min(NN L).

Dann gilt : mZ C L C dZ und insbesondere d|m.

(Denn: Aus d|a und d|b folgt d|(aZ + bZ) nach S. 1.2.3. Also ist L C dZ und d|m.
Auflerdem gilt m-Z C (aZ + VZ)Z = aZ + VZ = L.)

Weiter ist m|a.

(Denn: Ist a = gm + r nach S. 1.3, soist r =a—mq € a—mZ C L — L = L und
0 <r < |m|, also r = 0 nach Definition von m. Also ist m Teiler von a.)

Genauso ist m|b, also ist m < ggT(a,b) = d. Mit d|m folgt d = m und damit auch
dZ =mZ C L. O

Als Folgerung ergibt sich
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Satz 1.6 Es seien a,b,c € Z mit ggT(a,b) = 1. Dann gilt:
1. Ist albe, so ist alc.
2. Ist a|c und blc, so ist ab|c.

3. Ist ggT(a,c) =1, so ist auch ggT(a,bc) = 1.

Beweis.

1. Nach Satz 1.5 existieren z,y € Z mit az + by = 1, also ¢ = axc + byc. Da a|bc
und ala, gilt a|c nach Satz 1.2.3.

2. Wie in 1. ist ¢ = axc + byc. Da ¢ = ua = bv fiir gewisse u, v € Z gilt, folgt
¢ = xabv + byua = ab(zxv + yu).
3. Nach Voraussetzung ist 1 = ax + by = au + cv fiir gewisse z,y,u,v € Z. Also

folgt
1 = (by + ax)(cv + au) = (be)(yv) + a(zcv + uby + azu)

d.h. 1 € beZ + aZ. Nach S. 1.5 sind a und be teilerfremd.

Bemerkung 1.7 Ein Verfahren zur Berechnung des ggT(a, b) ist der Euklidsche Al-
gorithmus.
Sind a,b € Z \ {0}, so wendet man sukzessive Division mit Rest an, startend mit
ro =b,m1 = |a:

(b :> To = Qi1+ 7o (: q1|a\ + 7’2)

T = @ora+ 73

Da nach Satz 1.3 dabei 1 > ry > --- (> 0) gilt, bricht das Verfahren nach endlich
vielen Schritten ab (d. h. r,; = 0 fiir ein n € N). Also ergibt sich als letzte Gleichung

Tn—1 = qnTn.
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Dabei gilt 7, = ggT(a,b).

(Denn: Einerseits sicht man durch Lesen des Gleichungssystems von unten nach oben:
TnlTn—1, .-+, |1, Tn|T0, also r, Teiler von a und b.

Andererseits ist, wie man durch Lesen des Gleichungssystems von oben nach unten
sieht, ro € aZ+VZ, ... ,r, € aZ +VZ. also r,, € ggT(a,b)Z nach Satz 1.5. Da r, Teiler
von a, b ist, ist 7, = ggT(a,b).)

Sind etwa a = 1029 und b = 1071, so ergibt sich

1071 = 1- 1029 + 42
1029 = 24 - 42 421 » Also: ggT(1029,1071) = 21.
42=2-21+0

Bemerkung und Definition 1.8 Eine Zahl p € N\ {1} heifit Primzahl, falls p nur
die Teiler +1 und 4 p hat. Wir setzen

P := {p: p Primzahl}

Es gilt dabei: Sind b, ¢ € Z, so folgt aus p|bc schon p|b oder plc.
(Denn: Ist p kein Teiler von b, so ist ggT(b, p) = 1. Also gilt p|c nach Satz 1.6.2.)

Allgemeiner ergibt sich daraus: Ist B C Z endlich, so folgt aus p| [ b schon pl|b fiir
beB
einbe B.

Satz 1.9 (Primfaktorzerlegung, Fundamentalsatz der Arithmetik)
Fiir alle n € N\ {1} ezistieren genau eine endliche Menge E(n) C P und ein Tupel
(ap(n))peE(n) natirlicher Zahlen mit

n = H paP (n) .
pEE(n)

Setzt man noch E(1) := 0 und a,(n) := 0 fir p € P\ E(n), so gilt damit fur allen € N

n = Hpap(n) — H pap(”)

peP pEP, p|n
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(man beachte: nur endlich viele Faktoren sind # 1 und E(n) = {p € P : p|n}).
AuBerdem gilt damit: Ist Ngﬂ die Menge aller v = (v,)pep mit v, € Ny und v, = 0 bis
auf endliche viele p, so ist die Abbildung

N3 n— (ap(n))pep € N([)P}

bijektiv mit Umkerabbildung

Ny S (p)per = [ [ €N
peP

Beweis. (zu S. 1.9) 1. Existenz:
Ist n Primzahl, so ist die Behauptung klar. Ist n keine Primzahl, so existiert ein
Primteiler p von n.
(Denn: p := min{k > 1: k|n} ist eine Primzahl, da p sonst einen Teiler a mit 1 < a < p
hétte, der dann auch Teiler von n wire im Widerspruch zur Minimalitét von p.)
Also ist n = pn/ fiir ein n” € Nmit 1 <n’ < n.
Mit der gleichen Arumentation gilt: n’ € P oder es existiert ein p’ € P mit n’ = p'n”
und 1 < n” < n'. So fortfahrend erhélt man eine Darstellung von n als Produkt von
Primzahlen.

2. Eindeutigkeit:
Wir zeigen per Induktion nach k € N:

Ist n = [] p*» mit £ C P endlich, v, € N sowie > v, =k, und ist n = [] ¢* mit
peEE peEE qeEF

F C P endlich und p, € N, so gilt £ = F und p, = v, fiir p € E(= F).
k =1 :n = pist Primzahl und damit nicht als Produkt mehrerer Primzahlen darstell-

bar.
k—k+1:Essein= [[p”=]] ¢ mit Y v,=Fk+1. Ist py € E, so folgt aus
pEE qeF peE
po‘ I] ¢*« mit B/D 1.8 schon py|qo fiir ein gq € F. Damit ist gy = py (da go Primzahl).
qeF
Also gilt

( 11 p"”)pgp‘)_1=< I1 q“q)ng“_l-
pEE\{po} 9€F\{q}

Aus ( > ozp> + ap, — 1 = k folgt nach Induktionsvoraussetzung £ = F' und
peE\{po}
vp =ty (p € E). O

Wir wollen uns etwas mit der Frage der ,,Haufigkeit” von Primzahlen in N beschéftigen.
Zunéachst gilt
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Satz 1.10 (Euklid)

Pl =) 1=o0.

peP

Beweis. Angenommen, P ist endlich. Fiir N := 1+ [] p gilt dann: p ist kein Teiler
peP
von N fiir alle p € P (sonst wére p|(N — [[ p = 1)). Also hat N keine Primteiler.
peP
Widerspruch zu Satz 1.9. O

Genauer als in Satz 1.10 gilt

Satz 1.11

Beweis. Fir £ C P endlich sei

ME:{n:Hp”P:upeNg,pEE}(:{nGN:E(n)CE}).

peEE

Dann gilt |J Mg = Nnach S. 1.9. Hieraus folgt
ECP,|E|<oc0

sup E — =00.
ECP,|E|<co, ‘cp7 T

(Denn: Ist R > 0, so existiert ein /' C N endlich mit > 1/n > R. Ist E C P endlich
ner
mit F' C Mg, so folgt > 1/n> R.)

neMp

<efir0<ax<1/2

1
Weiter gilt mit der Eindeutigkeitsaussage aus S. 1.9 und ]
-z

1 1 1 1 1
i X (M) -1 X ) Tty = (22 )
peE \vpeNg peEE p

neEMg (vp)pepENE \PEE peEE

Damit ergibt sich > 1/n < oo und
neEMpg

00 =  sup 1log(X: %) SZ%

2
ECP,|E|<oco neMg peP



1 TEILBARKEIT UND PRIMZAHLEN 11

O

Eine (noch viel) genauere Aussage iiber die Haufigkeit der Primzahlen in N macht der
bekannte Primzahlsatz, der 1896 gleichzeitig und unabhéngig von de la Vallée-Poussin
und Hadamard bewiesen wurde. Bezeichnet man mit 7(z) die Anzahl der Primzahlen
< z, so gilt:

T

x dt
log x logt
2

f(z)
g(z)

Wir beweisen eine Vorstufe, die auf Tschebyscheff zuriickgeht und mit elementaren

()

: Li(x) (x — o0)

(wobei f(z) ~ g(x) bedeutet, dass

— 1(x — o0) gilt.)

Methoden auskommt. Hilfsmittel ist folgender Satz von Legendre ([-] = GauBklammer).

Satz 1.12 Fiir allen € N und p € P gilt

. [eez ]
O‘p(”!)_;[ﬁ] > K

Beweis. Zunéchst gilt fiir alle n,a € N ([U]):

[g} - ]{ke {1,...,n}:a|k}‘.

Damit erhalt man

3

r
3
o3
3

| E—

n

o) = a, =3 1=y

k=1 k=1 v:p’|k v=1 k=

Wir zeigen damit

Satz 1.13 (Tschebyscheff)
FirneNn>2 gilt
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Beweis. 1. Zunéchst gilt fiir x > 0

9] — 2] 0, fallsx—[z] <1/2
! o 1, fallsz—[z] >1/2

Y

und damit nach S. 1.12

sn = log ((2n)!) — 2log(n!) = Z a,((2n)!) logp — 2 Z a,(n!)logp

p€EP peEP
(p<2n) (p<n)

|:log 2n

r % (B

Pop<2n v=1

€ {0,1}
Aus ,
n+1 2n—1 2n 2n " /2n
2n< 27 < — 1 12n:22n
-1 n—1 n (n)_z(k> (1+1)
k=0
folgt

2
nlog2 < log< n> =5, < 2nlog?2
n

2. Mit 1. erhalt man

log 2
nlog2 < Z [ o8 n} logp < 7(2n)log(2n)
—_————

P3p<2n logp
<log(2n)
Aus log 2 > 1/2 ergibt sich
nlog2 1 2n
2n) > > —
m(2n) log(2n) = 4 log(2n)

und weiter
2n+1

nlog 2 nlog 2 2n+1 1
4 log(2n+1)

>
log(2n) =~ 2n+1 log(2n+1)
>1/4(n>2)

>

m(2n+1) > 7(2n) >

Dies ist die linke Ungleichung.
3. Wir setzen

Ix) = Zlogp (x >0).

peP
p<w
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Sindn € Nund p e Pmit n < p <2n,soist 1/2<n/p <1, also

5125 -

und damit nach 1.

9(2n) —d(n)= Y logp< > (l } {p])logp§8n§2nlog2.

peEP, n<p<2n pEP p<2n

Insbesondere ist fiir beliebiges k € Ny
928 — 9 (2F) < 2" log 2,

also

k k
92 = 30T = 9(2)) <D 2 log2 = 2log 2(2"! — 1) < 2" log 2.
¥(1)=0
£=0 =0

Es sei nun wieder n € N gegeben. Ist k so, dass 2F < n < 28! und 0 < y < n, so
ergibt sich
(m(n) — m(y)) logy < Z logp < ¥(n) < V(28 < 282 1log2 < 4nlog2.
peP,y<p<n

2/3

Wiéhlt man etwa y = n*/°, so erhélt man

2 2
m(n) 3 logn < m(n??) 3 logn + 4nlog 2,

Sn2/3
also 3 4nlog 2 1
< p2/3 4 2208 n (Og" 61 2).
m(n) < n 2 logn 1ogn nt/3 +0log
1
Da x — og/:c bei 2 = ¢ maximal wird ([U]), folgt
3
m(n) < < + 6log 2) <6 .
logn logn
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Bemerkung 1.14 Ein duflerst schwieriges Problem ist die konkrete Bestimmung grofler
Primzahlen. Ein moglicher Ansatz liegt darin, Primzahlen der Form

28 — 1 oder 2F 4+ 1
mit k£ € N zu suchen. Es gilt dabei:
1. Ist 2" —1 € P, soist k € P.
2. Ist 28 +1 € P, so ist k = 2 fiir ein n € N,

(Denn:
1. Ist k ¢ Pk # 1, so ist k = r - s mit gewissen r, s € N\ {1}. Also folgt

——
>

s—1
- 1=(2) —1=(2 1)) 27 ¢P.
1 J=v

——
>1

2. Zunichst gilt: Ist s > 1 ungerade und a € N\ {1}, so ist

s—1

@*+1=—(—a*—1)=—((-a)*=1) = (a+1) Z(—a)j ¢ P.
j:0>1

Also: Ist & # 2" fiir alle n € Ny, so ist k = 2™s fiir ein m € Ny und ein s > 1, s
ungerade. Damit ist 2" +1 = (22")* + 1 £ P.)

Die Zahl M, := 27 — 1 mit p € P heifit p-te Mersenne-Zahl, F,, := 22" + 1 heifit n-te
Fermat-Zahl. Man kann zeigen:

1. Es gilt M, € P unter anderem fiir p € {2,3,5,7,13,17,19,31}. Insgesamt sind
heute (Stand 11.11) 47 Mersenne-Primzahlen bekannt. Die grofite davon ist
243112609 _ 1 mit 12978189 Stellen im Dezimalsystem!

Andererseits ist 2! — 1 = 2047 = 23 - 89, also M;; & P.

Bis heute ist unbekannt, ob es unendlich viele der M, prim sind und auch ob
unendlich viele nicht prim sind.

2. F,:=2" +1ePfirne{0,1,23,4}, aber F; =22 +1=224+1¢P.
(Denn (Euler, 1732): Es ist 641 = 5% +2* =5-27 + 1 und

(5 4+24[(52% +22), (5-27+1)[(5%2% — 1)
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(beachte: (a+1)|(a+1)(a—1)(a®>+1) = a* —1). Also gilt auch 641|232 +1 = Fj.)

Unter den Fermat-Zahlen sind bis heute keine Primzahlen ausser Fy, ..., Fy be-
kannt.
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2 Algebraische Strukturen und Modulorechnung

Um die weitere Vorlesung auf ein gemeinsames Fundament zu stellen, wiederholen wir
die Definitionen zentraler algebraischer Strukturen, die (zum Teil) aus den Grundvor-
lesungen bekannt sind.

Definition 2.1 Es seien G # () eine Menge und * : G x G — G eine Abbildung. Dann
heifit (G, *) Gruppe, falls gilt:

(G.1) (Assoziativgesetz) Fir alle x,y,z € G ist

(xxy)xz=x%(yx*2).

(G.2) Es existiert ein e € G mit

(G.2.1) xxe =z fiir alle x € G (ein solches e heiit rechtsneutral).

(G.2.2) Fiir alle z € G existiert ein y € G mit z xy = e (ein solches y heifit
rechtsinvers zu x (bzgl. €)).

Gilt zudem

(G.3) (Kommutativgesetz) Fiir alle z,y € G ist

rT*Yy=y*xx,

so heifit (G, x) abelsch (oder kommutativ).
Wir schreiben auch kurz G statt (G, *) und zy statt x * y.

Bemerkung 2.2 1. Man kann zeigen, dass nur ein e wie in (G.2) existiert und dass
dieses e auch linksneutral ist, d. h. e x x = z fiir alle x € G. Genauso existiert zu
jedem z € G nur ein Rechtsinverses (genannt z~'), und dieses ist auch linksinvers, d.
h. 27l %z =e.
2. Fiir alle a,b € G sind die Gleichungen a *x x = b und y * a = b eindeutig 16sbar mit
den Losungen

r=atxb und y=bxal.

3. Fiir alle a,b € Gist (a™')™ ' =aund (a*xb)"' =0t xal.
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Beispiele 2.3 1. (Z,+),(Q,+), (R, +), (C, +) sind abelsche Gruppen.

2. (Q\{0},-), (R\ {0},-),(C\ {0},) sind abelsche Gruppen.
3. Ist M # () ein Menge, so setzen wir

S(M) :={f: M — M, f bijektiv} .

Dann ist (S(M), o), wobei o die Hintereinanderausfiihrung bezeichnet, eine Gruppe.
Ist n € N, so schreiben wir S, := S({1,...,n}). Fir n > 3 ist S, nicht abelsch. Die
Gruppe (Sy, -) heifit symmetrische Gruppe, jedes o € S, heifit eine Permutation von

{1,...,n}.
Definition 2.4 Essei R # () eine Menge und es seien + : Rx R — Rund - : RXx R —

R Abbildungen. Dann heifit R = (R, +,-) Ring, falls gilt:

(R.1) (R, +) ist eine abelsche Gruppe (Schreibweise: 0 = O fiir neutrales Element; —x
fiir Inverses von ).

(R.2) (Assoziativgesetz fiir -) Fiir alle x,y,z € Rist x- (y-2) = (v - y) - 2.

(R.3) (Distributivgesetze) Fiir alle z,y,2 € R ist

(z+y) 2= (r-2)+(y-2)
r-(y+2)=(x y)+ (v 2)

Gilt zudem

(R.4) (Kommutativgesetz fiir -) Fiir alle x,y € R ist
Toy=y-r,

so heiit (R, +,-) kommutativ.

Man schreibt kurz: zy statt x -y,  — y statt = + (—y) und = + yz statt = + (y - 2).

Bemerkung 2.5 In Ringen R gilt fiir z,y, 2 € R:

1.0-z2=2-0=0.
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4. x(y—z) =zy —zxzund (xr —y)z = vz — yz.

Definition 2.6 Es sei (R, +,-) ein Ring. Dann heifit
1. (R,+, ) nullteilerfrei, falls aus xy = 0 schon = 0 oder y = 0 folgt.
2. 1 =1 € R Einselement, falls 1 -z =z -1 =2z (z € R).

3. (R,+,") ein Integritditsring (oder Integrititsbereich), falls (R, +, -) nullteilerfreier,
kommutativer Ring mit Einselement 1 # 0 ist.

4. (R,+,-) ein Korper, falls (R, +, -) kommutativer Ring mit Einselement (# 0) und
(R\ {0}, -) eine (dann auch abelsche) Gruppe ist (m. a. W. zu jedem x € R\ {0}
existiert x71).

Beispiele 2.7 1. (Z,+,-) ist ein Integritdtsbereich, aber kein Korper.
2. (Q,+,), (R, +,), (C,+,) sind Korper.
3. Es seien R ein Ring und M eine nichtleere Menge. Wir definieren

RM .={f:M — R}

und fiir f,g € RM die Funktionen f +¢g € RY und f-g € RM (wie iiblich) durch
(f +9)(x) = f(z) + g(z) und (f - g)() == f(x) - g(z) fir z € M.

Damit ist RM = (R, +, ) ein Ring mit Nullelement 0z, definiert durch 0w (2) = Og
fiir £ € M. Ist R kommutativ, so ist auch RM kommutativ. Hat R ein Einslement 1,
so ist durch 1zum(z) := 1p fiir # € M ein Einselement in RM gegeben. Ist |R| > 2 und
|M| > 2, so ist RM nicht nullteilerfrei.

Bemerkung 2.8 1. Jeder Korper ist Integritiatsbereich (d. h. nullteilerfrei).
2. Ein Ring ist genau dann nullteilerfrei, wenn folgende Kiirzungsregel gilt: Aus xy =
xz folgt x = 0 oder y = z und aus xz = yz folgt z = 0 oder x = y.

Definition 2.9 Es scien K = (K,+,:) = (K, +k, k) ein Korper und V' # 0 eine
Menge. Ferner seien zwei Abbildungen +(= +v) : VXV = Vund -(=-y) : KxV =V
gegeben. Dann heifit V' = (V,+,) ein K-Vektorraum (oder K -linearer Raum), falls
gilt

(V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
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(V2) Fiir alle A\, p € K,x € V ist
A(p-z)=(Agp) -z
(V3) Firallez € Vist 1 - & = x.
(V4) (Distributivgesetz) Fiir alle \,u € K, z,y € V ist
A(z+y)= -2+ Ay,

A+rgp) - z=X-x+pu-z

Die Elemente von V' heiflen dabei Vektoren und die Elemente aus K Skalare.
Fiir Rechenregeln (analog zu B. 2.5) verweisen wir auf die lineare Algebra. Insbesondere
gilt: Aus A -2z =0 folgt A =0 oder z = 0.

Beispiel 2.10 Ist K ein Korper, so ist fiir alle n € N
Kt={x=(21,....2,) 2, € K(j=1,...,n)}
mit
K'xK's (r,y)—»x+y:=(r1+5 Y1, Tn +K Yn) € K"
KxK'sMNe)—= X x:=ANga,...,\gx,) € K"

ein K-Vektorraum.
Allgemeiner ist fiir M # @ auch (K™, +,), wobei + wie in B. 2.7.3 und - : K x KM —
KM _ definiert ist durch

A Ne):=A-flx)  (zeM),

ein K-Vektorraum.

Definition 2.11 Ist A ein K-Vektorraum und ist ¢ : A x A — A, so heiit A =
(A, +, -, @) eine K-Algebra, falls gilt:

(A1) (A, +,e) ist ein Ring mit Einselement.

(A2) Firalle A € K,z,y € Aist

A(zey)=(A-z)ey=x0(\-y).
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Beispiel 2.12 Es sei K ein Korper. Wir setzen fiir n € N

K™" = M,(K) = {(ajk)j,kzl

.....

Dann ist (K™*", +,-, e) mit der iiblichen Matrizenaddition +, Skalarmultiplikation -
und Matrizenmultiplikation e eine K-Algebra.
Ist M # () eine Menge und (K™, +,-) wie in B. 2.10, so ist (K™, +, -, @), wobei

(fog)(x):= f(x)-g(x)  (zeM),

(also punktweise Multiplkation) eine K-Algebra.

Wir wollen nun weitere, fiir die Zahlentheorie wichtige Gruppen bzw. Ringe einfiihren.

Bemerkung und Definition 2.13 Es seien a,a’ € Z, m € Ny. Dann heif3t a kongru-
ent a’ modulo m, falls
ml(a — a’)

d. h. falls @’ € a + mZ. Wir schreiben dann

a=d modm.

Man sieht leicht, dass durch
a~d: = a=d modm

eine Aquivalenzrelation auf Z gegeben ist. Die entsprechenden Aquivalenzklassen (also
a + mZ) werden Restklassen (modulo m) genannt. Wir schreiben fiir die Restklasse
a + mZ mit Reprasentant a € Z auch

la] .= [a],, == a mod m

und auflerdem setzen wir

Loy, :={a]y, : a € Z}.

Es gilt dabei
Loy, = {[0]m7[1}m""7[m_1]m} (m%O)

und Zg = Z. Fir m = 4 ist etwa

Zy = {[0]4, [1]a, [2]s, [3]} -
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Bemerkung und Definition 2.14 In Z,, sind repriasentantenweise eine Addition
und eine Multiplikation (wohl-)definiert: Man setzt fiir a,b € Z

(@) + [b]m = [a + b,
[+ [b]m == [ab]p, -

Wichtig: Die Definition ist unabhéngig vom Repréasentanten!.
(Denn: Ist etwa [a] = [a], [b] = [V], so ist m|(a — a') und m|(b— V'), also nach S. 1.2.3
auch

m|((a—ad)b+d'(b—V)=ab-adl).

Damit ist [ab] = [a'b']. Die Behauptung fiir + ergibt sich aus m|(a —a’ +b—1').)

Satz 2.15 Fir alle m € N ist (Z,,+,-) ein kommutativer Ring mit Finselement [1]
(und Nullelement [0] ).

Beweis. Ergibt sich unmittelbar aus der repréasentantenweisen Definition und den
entsprechenden Eigenschaften in (Z, +, ). O

Beispiel 2.16 Fiir m = 4 gilt etwa
2la + [Bla = [5]a = [1]a
oder anders ausgedriickt
(2 mod4)+ (3 mod4)=5 mod4=1 mod 4.
Entsprechend ist
[2]4[2]s = [4]4 =1[0]4 bzw. (2 mod4)-(2 mod4)=4 mod4=0 mod 4.

Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass (Z4,+,-) nicht nullteilerfrei, also kein Inte-
gritdtsring ist (und damit auch kein Korper). Man sieht sofort, dass [2]; kein inverses
Element (Bzgl. [1]) besitzt (d.h. die Gleichung [2]4 - [x]s, = [1]4, m.a.W. die Gleichung
2z =1 mod 4, hat keine Losung).

Die Existenz inverser Elemente klart
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Satz 2.17 Es see m € N. Dann qilt: Zu a € 7 existiert genau dann ein x € Z mit
ar =1 mod m (d. h. |aly, - [€]m = [1]m), wenn ggT(a,m) =1 ist.

Beweis. az =1 mod m fiir ein x € Z gilt genau dann, wenn 1 € ax + mZ fiir ein
x € Z. Nach S. 1.5 gilt dies genau dann, wenn ggT(a, m) = 1 ist. O

Eine nette Anwendung von Kongruenzen sind bekannte Teilbarkeitskriterien.

Satz 2.18 Es sei n € N mit Dezimaldarstellung

n = (arar_l c. ao)lo.

Fiir m € {3,9} ist [10],, = [1],n, also

[l = Yol = [ D]
=0 j=0 M
Aus [10]y; = [—1]1; ergibt sich 3. in analoger Weise. O

Zuriick zur allgemeinen Theorie: Wir haben in B. 2.16 geschen, dass (Z, \ {0},-) im
Allgemeinen keine Gruppe ist. Betrachtet man geeignete Teilmengen von Z,, \ {0}, so
sieht die Sache besser aus:
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Bemerkung und Definition 2.19 Sind a,d’ € Z und ist m € N, so folgt aus

a=ad modm

und ggT(a,m) = 1 auch ggT(a’,m) = 1.
(Denn: Nach S. 1.5 existieren z,y € Z mit 1 = ax+my. Ist weiter k so, dass a = a’+km,
so gilt damit

1=dz+m(y+ kz),
d. h. 1 € ’Z + mZ und damit wieder nach S. 1.5 ggT(a’,m) = 1.)
Im Falle ggT(a,m) = 1 heifit die Restklasse [al,, prime Restklasse (modulo m) (man
beachte wieder: die Definition ist repr'asenantenunabhangig). Weiter setzen wir

= {[d] m prime Restklasse}.
Ist etwa m = 4, so ist Z4 = {[1]4, [3]4}.

Es gilt damit
Satz 2.20 Fir alle m € N ist (Z,,-) eine (abelsche) Gruppe.

Beweis. Zunichst gilt fiir [al,, [b], € Z, auch [a],,[b],, = [ab],, € Z,, denn nach S.
1.6.3 ist ggT(ab,m) = 1. Damit ist - : Z} X Z* — 7.

(G.1), (G.3) sind erfiillt, da (Z,,, +, -) ein kommutativer Ring ist. Aulerdem ist [1],, €
7}, und als Einselement in (Z,,, +, -) auch neutrales Element in (Z? ,-). Ist schliefllich
[a]m € Z7,, so hat die Gleichung [al,,[2]m = [1]m nach S. 2.17 eine Losung [x],, € Zyn,.
Wieder nach S. 2.17 ist [z],, eine prime Restklasse, d. h. [z],, € ZF,. Also ist [z],
(rechts-)invers zu [a],,. Damit ist auch (G.2) erfiillt. O

Beispiele 2.21 1. (Z3, ) ({ , [3] }, ) ist eine (abelsche) Gruppe.
2. Es sei p € P. Dann ist ggT( ) =1firallea € {1,...,p— 1}. Also ist
= {[Up: 2lps - [p = 1p} = Z, \ {[0]}

und damit (Z, \ {[0]}, ) nach S. 2.20 eine (abelsche) Gruppe. Folglich ist in diesem
Fall nach S. 2.15 und D. 2.6

(Zy,+,-) ein Korper

(mit p Elementen).
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3 Die Sitze von Lagrange, Euler und Fermat (klein)

Definition 3.1 Es sei (G, ) eine Gruppe. Ist 0 # U C G, so heiit U bzw. (U, %)
Untergruppe von G, falls (U, *yxy) eine Gruppe ist.

Bemerkung 3.2 Es sei (G, ) eine Gruppe.
1. Ist U eine Untergruppe, so ist e € U (denn mit a € U ist auch e = axa™! € U).
2. Fiir ) # U C G sind dquivalent:

a) U ist eine Untergruppe
b) e € U und mit a,b € U sind auch a*b und o' € U.
c) Mit a,b € U ist auch ax b~ € U.

(Denn: a) < b) und a) = ¢) sind klar nach Definition.
¢c)=b):Ista € U,soist e =axa ! € U. Also ist auch a™! = exa™! € U. Sind
a,b € U, so gilt damit auch axb=ax* (b"')"1 € U.)

Ist U endlich, so ist U schon dann Untergruppe, wenn mit a,b € U auch a xb € U
gilt.

(Denn: Zunéchst gilt: Ist b € U fest und ist f, : U — U xb:= {xxb:x € U} definiert
durch fy(x) := 2z xb (z € U), so ist f, injektiv (man beachte: aus x * b = y % b folgt
r=xxbxbl =yxbxb! =y). Nach Definition ist f, auch surjektiv und damit ist
\U| = |U *b|.

Ist nun b € U, so ist nach Voraussetzung U x b C U. Da U endlich ist, ist U xb = U.
Also existiert fiir allea € U einz € U mit zxb=a,d. h. axb ' =z € U.)

Beispiele 3.3 1. Ist (G, *) eine beliebige Gruppe, so sind U = G und U = {e} stets
Untergruppen (sogenannte triviale Untergruppen).
2. Ist (G,%) = (C,+), so haben wir folgende Kette ineinandergeschachtelter Unter-
gruppen (m € N):

{0ycmZcZcCcQcCRCcCC.

3. Ist (G, *) = (C\ {0}, ), so haben wir folgende Kette von Untergruppen:

e {{ﬂ} cQ\ {0}

o on }CR\{O}CC\{O}.
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Bemerkung und Definition 3.4 Ist (G, *) eine Gruppe und ist (U, )qcs €ine Familie
von Untergruppen, so ist auch () U, eine Untergruppe.
acl
(Denn mit a,b € (| Uy ist auch ax b=t € () U,.)
ael acl
Ist M C G beliebig, so heifit

<M> = N U

UDM Untergruppe

die von M erzeugte Untergruppe. M heifit dann auch ein Erzeugendensystem von
<M=>. Ist speziell M = {a}, so schreiben wir kurz <a> statt <{a}>.

Wir definieren a* € G fiir a € G und k € Z wie iiblich durch a° := e,
a":=axd, aF = (a7H)(= (™)) (keN).

(Im Falle einer additiven Gruppe (G, +) schreiben wir meist kz statt z*.)

Satz 3.5 Es seien (G,*) eine Gruppe und M C G. Dann gilt
1. <M>={ai'*---xa:ne€Na € Me==x1,j=1,...,n}
2. Ist G abelsch, so ist auch
<M>={]]a" : F c M endlich,k, € Z} .

a€F

Beweis. E seien U; bzw. U, die rechte Seite in 1. bzw. 2.

D in 1. und 2.: Ist U eine Untergruppe mit U D M, so ist auch U D U; fir j = 1,2
nach B. 3.2.2.

Cinl.:Sinda=a" *---xai und b= bJ" % --- % b2 aus Uy, so ist auch

axbl=a" % xas kb 0wk b € UL

Nach B. 3.2.2 ist U; eine Untergruppe. Aus M C U, folgt <M>C U; nach Definition
von <M>.
Cin 2.: Sind ay,...,a, € M und &y,...,¢&, € {+1}, so gilt

a}‘il*_..*afln: H aka

mit k, := ) ¢;. Also ist Uy C U und folglich auch <M>= Uy C Us. O

jiaj=a
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Bemerkung und Definition 3.6 1. Es sei (G, *) eine Gruppe. Dann ist fir a € G
nach S. 3.5
<a>={d": k €7}

die von a erzeugte Untergruppe.

(G, %) heiit zyklisch, falls G = <a> fiir ein a € G gilt. In diesem Fall nennt man a ein
erzeugendes Element von G.

2. Fiir eine Untergruppe U von G heifit

ord (U) :=|U| (€ NU {oc})
die Ordnung von U und

ord a := ord <a>

die Ordnung von a.

Beispiele 3.7 1. Es sei (G, *) = (Z,+). Dann gilt <a>= aZ und insbesondere
L=<1>=<-1> .

Also ist Z zyklisch und %1 sind erzeugende Elemente (und zwar die einzigen).
2. Ist (G, %) = (Zm,+), so gilt <[a]>= {[ka] : k € Z} und insbesondere

Also ist auch Z,, zyklisch. Allgemeiner ist hier auch Z,, =< [a]> fiir jede prime
Restklasse [a] nach S. 2.17.

Bemerkung und Definition 3.8 Es sei (G, ) eine Gruppe. Ist H C G eine Unter-
gruppe, so definieren wir fiir a,d’ € G

a~d:edxateH (&deHxa={r*xa:x€H}).

Man sieht leicht, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf G ist. Die Aquivalenzklassen sind
die Teilmengen H * a (a € G), die hier Rechtsrestklassen genannt werden.

Durch Betrachtung von a~! % a’ anstelle von a’ * a™! erhilt man entsprechend die
Linksrestklassen a x H; fiir abelsche Gruppen gilt natiirlich a * H = H * a. Stets (also

auch im nichtabelschen Fall) ist fiir alle a € G

|H xa| =|H| = |ax H|
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(vgl. B. 3.2.2).
Weiter setzen wir

g\G :={H xa:ac G}, G/yg:={axH:a€G}.
Dann gilt ([U]): |#\G| = |G/ x| und der gemeinsame Wert
G:H:= ‘G/H’(GNU{OO})

heifit Index von H (in G).

Beispiel 3.9 Es seien (G, *) = (Z,+) und H = mZ fir m € N. Dann gilt
Hxa=axH=a+mZ=|al, (a € G).

Hier ist G : H = Z : mZ = |Zy,| = m.

Satz 3.10 (Lagrange)
Ist (G, %) eine endliche Gruppe und ist H eine Untergruppe, so ist

ordG = (G: H)-ord H.

Beweis. Ergibt sich unmittelbar daraus, dass die Aquivalenzklassen H * a eine Zerle-
gung von G in G : H Teilmengen induzieren und dass |H * a| = ord H fiir alle a € G
gilt. O

Als Anwendung ergibt sich

Satz 3.11 FEs sei (G, ) eine Gruppe und es sei x € G. Dann gilt

1. Es ist ord x < oo genau dann, wenn ein n € N existiert mit " = e. In diesem
Fall ist

xkord(m)Jr] — 47

firk € Z und j =0,...,ord(z) — 1. Insbesondere ist z°"4@) = e.

2. Ist ord (G) < o0, so ist x° ¢ =e.
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Beweis. 1. Wir zeigen < und die Zusatzbehauptung: Es existiere also ein n € N mit
" =e.

Ist
m :=min{n € N: 2" = e},
so folgt aus ™ = e auch
phmti (:rm)k ) = o
fir alle k € Z,j = 0,...,m — 1. Folglich ist <x>= {z% 2!,..., 2™} und damit
ord z < m (und insbesondere ord x < 00).

Oz, ..., 2™ ! paarweise verschieden, da ansonsten 0 < j < k < m—1

Weiter sind e = x
existieren wiirden mit 27 = z* und damit ¥~ = e, im Widerspruch zur Minimalitt
von m. Also ist auch m < ord x.

Wir zeigen =: Angenommen, es existiert kein n € N mit 2" = e. Dann ist %7 # e fiir
alle j < k und damit 27 # z* fiir alle j < k. Also sind alle ¥ paarweise verschieden.
damit ist aber ord x = oc.

2. Nach S. 3.10 gilt mit H = <x>
ord G = (G <r> ) ord x,
also ord | ord G. Mit 1. folgt 7 (&) = (gord #)Gi<r> — ¢ O

Durch Anwendung auf die primen Restklassengruppen Z? ergeben sich wichtige zah-
lentheoretische Konsequenzen.

Definition 3.12 Fiir m € N sei

o(m) = |Zy,],

also p(m) die Anzahl der @ € Nmit a < m und ggT(a, m) = 1. Die Funktion ¢ : N — N
heifit Eulersche Phi-Funktion. Dabei gilt ¢(1) = 1 und ¢(p) = p— 1 fiir p € P nach B.
2.21.

Satz 3.13
1. (Euler) Ist m € N, so gilt fir alle a € Z mit ggT(a,m) =1
a?™ =1 mod m .

2. (kleiner Satz von Fermat) Sind p € P und a € Z, so gilt
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(1) Ist p kein Teiler von a, so ist "' =1 mod p.

(i1) a’? = a mod p.

Beweis. 1. Ergibt sich aus S. 3.11.2 angewandt auf (G, %) = (Z,, -) und der Definition
von .
2. Ist p kein Teiler von a, so ist ggT(a,p) = 1, da p € P. Nach 1. ist

' =a*®P =1 mod p.

Dann gilt auch
"], = [ap_l]p[a]p = [al,.

Ist p|a, so gilt auch p|a?, also a? =0 =a mod p. O

Bemerkung und Definition 3.14 Der erste Teil des Fermatschen Satzes liefert eine
notwendige Bedingung dafiir, dass n € N eine Primzahl ist. Ist ndmlich n € N beliebig
und so, dass

a1 #1 modn

fiir ein a mit nfa (also etwa fiir ein a € {1,...,n — 1}), so ist n keine Primzahl.
Man konnte auf den Gedanken kommen, dass umgekehrt aus

a”'=1 modn (3.1)

fiir alle a mit ggT(a,n) = 1 schon folgt, dass n € P ist. Dies ist jedoch i.A. falsch!

Man nennt eine Zahl n € N\P pseudoprim zur Basis a, falls (3.1) gilt. Ist n pseudoprim
zur Basis a fiir alle a mit ggT(a,n) = 1, so heiBBt n Carmichaelzahl. Man kann zeigen,
dass unendlich viele Carmichaelzahlen existieren. Wir werden spéater nachrechnen, dass

n=051=3-11-17

eine solche ist (genauer: die kleinste). Dies wurde 1912 von Carmichael erkannt.
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4 Lineare Kongruenzen und Anwendungen

Wir betrachten lineare Gleichungen oder Gleichungssysteme in Z,,, also sogenannte
lineare Kongruenzen. Zunéchst befassen wir uns mit einer Gleichung. Es seien a,b €
Z,m € N. Wir suchen Losungen x € Z von

ar =b mod m, (4.1)

also der Gleichung

in Zy,.
Es gilt (wobei zu beachten ist, dass d|c fir ¢,d € Z mit d # 0 genau dann gilt, wenn
die (scheinbar) rationale Zahl ¢/d ganz ist)

Satz 4.1 Die Gleichung (4.1) ist genau dann losbar, wenn d := ggT(a, m)|b. In diesem
Fall gilt: x lost (4.1) genau dann, wenn x die Gleichung

b
E mod %
lost, und dann sind die mod m unterschiedlichen Lésungen von (4.1) gegeben durch

re=v+%k(k=0,...,d-1).

a
7 T

Beweis. 1. (4.1) ist genau dann 16sbar, wenn z,y € Z existieren mit
axr +my = b,

d. h. b € aZ +mZ. Nach S. 1.5 ist dies genau dann der Fall, wenn d|b.
2. Da d Teiler von a, b, m ist, gilt

ar =b mod m, d. h. m|(ax —b)

G- e (34, - [

Da ggT(%,2) = 1 gilt, existiert nach S. 2.20 das Inverse [c],/q von [a/d]m/q in Ly, 4
Damit 16st [c|,;,/a[b/d];n/q die letzte Gleichung und dies ist auch die einzige Lésung in

genau dann, wenn

af3

Zmyq- 18t @ € [c]im/q s0 hat man also genau die Losungen z, = x + k- % (k € Z) von
(4.1), wobei x = xg, ..., x4-1 mod m paarweise verschieden sind. a
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Beispiele 4.2 1. Wir betrachten die Gleichung
6 =3 mod 27.

Es gilt ggT(6,27) = 3 und 3|b = 3. Also ist die Gleichung l6sbar. Um die Gleichung
zu losen, betrachtet man

27

x mo 3

Tr =

w| o™
Wl w

Die (mod 9 eindeutige) Losung ist gegeben durch z = 5. Damit sind die Losungen der
Ausgangsgleichung gegeben durch 5, 14,23 mod 27 .
2. Die Gleichung

6z =2 mod 27

hat nach S. 4.1 keine Losung (da ggT(6,27) = 3/2).

Von grundlegender Bedeutung ist das folgende Ergebnis iiber simultane Kongruenzen.

Satz 4.3 Es seien mq,...,m, € N paarweise teilerfremd, d. h. ggT(m;,my) =1 fir

J # k. Dann gilt mit m := [[ m;
j=1

1. Firz,x € Z st

r =21 mod m genau dann, wenn x =& mod m; (j=1,...,n).
2. Die Abbildung f : Zp, — ] Zu,, definiert durch
j=1

f([z}m> = ([x]mw sy [z]mn) ([x]m € Zm)a
ist (wohldefiniert und) bijektiv.

3. (Chinesischer Restsatz) Sind by, ..., b, € Z, so existiert ein x € Z so, dass
r=0b; mod m; (j=1,...,n) (4.2)

und die Lésungsmenge von (4.2) ist dann [x],, = v + mZ.
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Beweis. 1. Sind z, % € Z, so gilt, da die m; paarweise teilerfremd sind,

ml@=7)  (=1...,n)
genau dann, wenn
m|(z — )

(= ergibt sich induktiv mit S. 1.6.2 und S. 1.6.3; < ist klar).
2. Nach 1. ist f wohldefiniert und injektiv. Da

Znl =TT = 1112w,
j=1 j=1

gilt, ist f dann schon bijektiv.
3. Nach 2. existiert zu jedem Tupel (bq,...,b,) € Z" genau ein [z],, € Z,, mit

([x]m17 R ['r]mn) = f([x]m) = ([bl]mu R [bn]mn) (.7 =1,... 7n) :

Damit ist = b; mod m; fiir j = 1,...,n (also 2 Losung von (4.2)) und y € Z ist
genau dann Losung von (4.2), wenn y € [z],, gilt. O

Bemerkung 4.4 Ein Ansatz zur Berechnung einer Losung von (4.2) ist der folgende:
Man setzt

aj :=m/m; (j=1,...,n).
Dann gilt ggT(a;, m;) = 1 nach Satz 1.6.3 (induktiv angewandt). Also existiert nach
Satz 4.1 ein x; € Z mit

a;x; = b; mod m;.

Da mj|ay, fur k # j gilt, folgt

x =
k

apry = a;x; = b; mod m;
1

n

fir j =1,...,n, d.h. z ist eine Losung von (4.2).

Wir betrachten das System
r=2 mod 3

=3 modbH
=2 mod?7.
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Nach obiger Uberlegung kann man eine Losung
T = a1T) + a2 + aszxs3
berechnen aus

a1x1 = 3521 = 2 mod 3
a9y = 21y = 3 mod 5
aszxrs = 15x3 = 2 mod 7.
Losungen sind 1 = 1,29 = 3, x3 = 2. Damit ist
r=35+3-214+2-15=128.

Die Losungsmenge ist gegeben durch

r=128 =23 mod 105 =3-5-7.

Bemerkung 4.5 In B./D. 3.14 hatten wir behauptet, dass etwa
n=>561=3-11-17

eine Carmichael-Zahl ist. Der Beweis wird jetzt nachgeliefert.

Wir zeigen allgemein: Ist n € N\ P quadratfrei, d.h. n = ][] p, so ist n Carmichael-
pEE(n)
Zahl, wenn

(p—1ln—1)  (peE(n))

gilt.
(Denn: Aus dem kleinen Satz von Fermat erhélt man fiir alle @ mit ggT(a,n) = 1 und
alle k € N sowie p € E(n)

1= (a?Y)* =a® Y% mod p
(man beachte ggT(a,p) =1 (p € E(n))). Da (p— 1)|(n — 1), folgt
n—1 _

a" " =1 modp

fiir alle p € E(n). Nach S. 4.3.1 ist dann auch "' = 1 mod n.)

Da fir n = 3 - 1117 = 561 offensichtlich 2|560, 10/560 und 16|560 gilt, ist 561
Carmichael-Zahl.
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Bemerkung 4.6 Sind my,...,m, paarweise teilerfremd, so gilt fiir die Abbildung

[ %y — 1] Zm; aus S. 4.3.2:
j=1

n
fiz T = 1] 20,
j=1

ist bijektiv.
(Denn: Dies ergibt sich aus der Bijektivitdt von f und daraus, dass nach S. 1.6.3 fiir
x €L

ggT(mj,z)=1 (j=1,...,n)
genau dann gilt, wenn

ggT(m,z) =1

ist.)
Fiir die Eulersche Phi-Funktion ¢ bedeutet dies

<P< ﬁ mj) = Jﬁlw(ma‘)

j=1

(denn |Z;, | = [ [] Z;,,| = [1 |Z;,,], da fz;, bijektiv).
j=1 j=1

Hieraus folgt

Satz 4.7 Firn € N ist

w(n)zn-H@—%)

pEP
pln

und insbesondere
o) =p"—p""  (keNpeP).

Beweis. 1. Es sei zunichst p € P,k € N. Dann sind die a € {1,...,p"}, die nicht
teilerfremd zu p* sind, genau die p*~! Zahlen p, 2p, 3p, ..., p" 'p. Also ist

p(p*) =p* —p* .
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2. Ist n € N, so gilt nach dem Fundamentalsatz der Arithmetik

n = H pap(n)'

pEE(n)

Da die p®»(™ paarweise teilerfremd sind, gilt nach 1. und B. 4.6

pn) = [ ™) = ] @™ —p=™

peE(n) peE(n)

= (Iwe) T () =110 )

pPEE(n pEE(n) pEP
pln

|

Was kann man mit derartigen Dingen anfangen? Es ist hochst bemerkenswert, dass
die heute iiblichen Verschliisselungsverfahren, wie sie etwa im Zahlungsverkehr via
Internet genutzt werden, auf zahlentheoretischen Uberlegungen beruhen. Wir wollen
kurz hierauf eingehen:

Bemerkung 4.8 (RSA-Verfahren, 1977)

Das RSA-Kryptographie-Verfahren ist benannt nach den , Erfindern” Rivest, Shamir
und Adleman. Es beruht auf folgender Beobachtung:

Sind p,q € P (moglichst grofl; heute > 200 Stellen), p # ¢, und ist n = p - ¢, so gilt
nach B. 4.6

p(n) =(@—1)(¢—1).
Weiter sei a € N teilerfremd zu ¢(n). Nach S. 2.17 existiert ein b € Z (ohne Ein-

schrédnkung b € N) mit
ab=1 mod ¢(n).

Wir zeigen: Fiir alle x € N gilt

() =2 =2 mod n. (4.3)

Denn:
Da ¢(n) = (p—1)(¢ — 1) gilt, folgt aus ab =1 mod (n) auch ab =1 mod (p — 1)
und ab =1 mod (¢ — 1). Also existieren k, ¢ € N mit

ab=k(p—1)+1=40g—1)+1.
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Damit erhdlt man aus dem kleinen Satz von Fermat (S. 3.13) im Falle, dass p kein
Teiler von « ist,
ab]

p= [mk(pil)iv]p = [xpil]k[x]p = [z, ,

[z P

d. h. 2%° = 2 mod p. Im Falle p|z gilt natiirlich auch
t®=0=2 mod p.

Entsprechend ergibt sich

z® =2 modq
und damit mit S. 4.3.1 auch
r® =a mod n = pq,
da p, g teilerfremd. °
Will man eine Nachricht, die ohne Einschrankung ein Vektor (xy,...,zy) natiirlicher

Zahlen < n sein soll, von einem Sender B zu einem Empfinger A iibermitteln, ohne
dass Unbefugte die Nachricht verstehen koénnen, so kann man, nachdem p, ¢, a, b wie
oben durch A festgelegt wurden, die 6ffentlichen Schliissel @ und auch n an B {iber-
mitteln. B kann dann die verschliisselte Nachricht (2§, ..., 2% ) (modulo n) 6ffentlich
tibertragen. Die Originalnachricht (z1,...,zy) ist mit der Gleichung (4.3) fiir A leicht
rekonstruierbar, da A zusétzlich b kennt.

Die Primfaktorzerlegung n = pq ist eine sehr schwieriges Problem, das fiir geniigend
grofe p,q (mit den derzeit bekannten Methoden) praktisch unmdoglich ist. Damit ist
die Nachricht sicher verschliisselt solange p und ¢ (und damit ¢(n) sowie b) nur dem
Empfanger bekannt sind.
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5 Homomorphismen, Normalteiler, Faktorgruppen

Definition 5.1 Es seien (G,*) = (G,*g) und (H,*) = (H,*y) Gruppen (mit neu-
tralen Elementen eg bzw. eg). Eine Abbildung h : G — H heifit (Gruppen-) Homo-
morphismus, falls

h(a *b) = h(a) * h(b) (a,b € G).

Ein Homomorphismus heifit (Gruppen-) Monomorphismus (oder FEinbettung), falls h
injektiv ist. Ein bijektiver Homomorphismus heit (Gruppen-) Isomorphismus. Exi-
stiert ein Isomorphismus h : G — H, so nennt man G und H isomorph (Schreibweise:
G~ H).

SchlieBlich heift Kern(h) := h™'({egy}) Kern von h.

Beispiele 5.2 1. Es sei h: (Z,+) — (Z,+) definiert durch
h(a) := [a], (a €Z).
Dann ist h ein (surjektiver) Homomorphismus (denn

h(a+b) = [a+b] = [a] + [b] = h(a) + h(b)

fir alle a,b € Z) jedoch kein Monomorphimus (etwa h(0) = [0],,
Hier gilt Kern(h) = mZ.
2. Die Abbiildung A : (R, +) — (C, +), definiert durch

I
3
3

I
=
2

h(a) := (a,0) = a+ 10 (a € R),

ist eine Einbettung.
3. Genauso ist h : (Z,+) — (Q, +), definiert durch

h(a) := (a,1) = a/1 (a€Z),

eine Einbettung.
4. Es seien K ein Korper und

GL,(K) :={A € M,(K) : A invertierbar} .

Dann ist GL,(K) mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe. Die Abbildung h :
GL,(K) — (K \ {0},-), definiert durch h(A) := det A fir A € GL,(K), ist ein
Homomorphismus (da det(AB) = det(A) det(B)).
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Wir stellen einige elementare Eigenschaften von Homomorphismen zusammen (und
schreiben im Weiteren meist kurz ab statt a * b).

Satz 5.3 FEs seien G und H Gruppen sowie h : G — H ein Homomorphismus. Dann
qilt

1. h(eg) = ey,

2. hia™') = (h(a))_1 fiir alle a € G.

3. Ist U C G eine Untergruppe, so ist h(U) C H eine Untergruppe.

4. Ist V.C H eine Untergruppe, so ist h='(V) C G eine Untergruppe. Insbesondere
ist also Kern(h) C G eine Untergruppe.

5. h ist genau dann ein Monomorphismus, wenn Kern(h) = {eg} gilt.

6. Ist h ein Isomorphismus, so ist auch h™' : H — G ein Homomorphismus (und
damit ein Isomorphismus). Sind F eine weitere Gruppe und k : F — G ein
Isomorphismus, so ist auch h ok ein Isomorphismus.

Beweis. 1. Es gilt
h(eg) = h(egeg) = h(eg)h(eg),

also ist e = h(eq) (h(eq)) ™ = hlea)hleq) (h(eq)) ™ = h(eq).
2. Nach 1. gilt fir a € G

h(a)h(a™") = h(aa™') = h(eq) = en,

also (h(a))f1 = h(a™1).

3. und 4. (U)

5. = Nach Voraussetzung ist Kern(h) hochstens einelementig. Da Kern(h) ein Unter-
raum von G ist, folgt Kern(h) = {eg}.

<: Aus Kern(h) = {eq} folgt fiir alle a,b € G mit h(a) = h(b) nach 2.
h(ab™") = h(a)(h(b)) ™" = h(a)(h(a)) ™" = ex,

also ab™! = eq und damit a = ab™'b = eqb = b.
6. Es seien u,v € H. Dann existieren a,b € G mit u = h(a),v = h(b). Also gilt

hH(uv) = K (h(a)h(b)) = B~ (h(ab)) = ab = h™ " (u)h ™" (v).
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Schliellich gilt fiir x,y € F

(hok)(zy) = h(k(zy)) = h(k(z)k(y)) = h(k(x))h(k(y)) = (ho k)(z)(ho k)(y) .

Der folgende Satz zeigt, dass zyklische Gruppen im Wesentlichen von der Form (Z,,, +)
sind.

Satz 5.4 Es sei (G,*) eine zyklische Gruppe. Dann gilt:
1. Ist ord(G) = o0, so ist G isomorph zu (Z,+).

2. Ist ord (G) :==m < 00, so ist G isomorph zu (Zy,, +).

Beweis. Es sei G = <x>, wobei x € GG. Wir definieren h : Z — <x>= G durch
h(a) = z* (a €Z).

Dann ist h : Z — G ein surjektiver Homomorphismus.
(Denn: Fiir a,b € Z gilt

h(a+b) = 27 = 2% x 2° = h(a) * h(D),

d. h. h ist ein Homomorphismus. Ist y € <>, so existiert ein a € Z mit y = x¢, also
y = h(a).)

1. Fall: |G| = oo. Dann ist 2% # 2° fiir alle a,b € Z,a # b (ansonsten wire %% = e
fiir gewisse a,b € Z mit a > b und damit G endlich nach S.3.11). Also gilt h(a) # h(b)
fiir alle a,b € Z,a # b, d. h. h ist injektiv und damit ein Isomorphismus.

2. Fall: |G| = m. Nach S. 3.11 ist 2%"™ = z¢ fiir alle a,b € Z. Also ist durch

k([a]m) = h(a)(= z%) ([a]m € Zm)

eine Abbildung k : (Zm,+) — <z >= G wohldefiniert, die injektiv ist (beachte:
2%, 2! ... 2™ sind paarweise verschieden, da ord(G) = m). Da h ein surjektiver

Homomorphismus ist, gilt dies auch fiir &. O
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Bemerkung 5.5 1. Ist p € P, so ist jede Gruppe der Ordnung p isomorph zu (Z,, +).
(Denn: Es sei x € G\ {e}. Nach S. 3.10 (Lagrange) ist ordx = p = ord(G). Da
<x>C G ist, folgt <r>= G. Nach S. 5.4 ist G isomorph zu (Z,,+).)

2. Fiir m € N hat die (zyklische) Untergruppe < €2™/™ > von (C\ {0}, ) die Ordnung
m (denn (e2™/m)m = 2™ = 1 und >™9/™ #£ 1 fiir j = 1,...,m—1). Also ist < e*™/™ >
isomorph zu (Z,,, +).

Allgemein kann man zeigen:

Satz 5.6 Istn € N, so ist jede Gruppe der Ordnung n isomorph zu einer Untergruppe
der symmetrischen Gruppe S,,.

Beweis. Es sei G = {x1,...,2,}. Ist a € G, so existiert zu jedem j € {1,...,n} genau
ein 0,(j) € {1,...,n} mit ax; = x,,¢;) (die Abbildung G > z — az € G ist bijektiv).
Damit ist o, € S, und durch h(a) := o0, (a € G) ist eine Abbildung h : G — 5,
definiert.

Sind a,b € G, so folgt aus (ab)x; = a(bx;) = 4, (0,(j))

h(ab)(j) = oa(j) = 0a(o(5)) = (R(a) o h(b))(4)

fiir j = 1,...,n. Also ist h ein Homomorphismus. Weiter folgt aus o, = idg, schon
arj = T,y = v fir j = 1,... n. Fiir v; = e ergibt sich a = e. Folglich ist h injektiv,
also eine Einbettung. Die Untergruppe h(G) C S, ist damit isomorph zu G. O

Der Satz zeigt, dass im Prinzip alle endlichen Gruppen als Untergruppe von S, fiir ein n
angesehen werden kénnen. Es stellt sich allerdings die Frage, welche im konkreten Fall
in Frage kommen — ein sehr schwieriges Problem. Wichtig in diesem Zusammenhang
ist das Konzept der Normalteiler.

Definition 5.7 Es seien (G, *) eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann heift
H Normalteiler (oder normale Untergruppe) von (oder in) G, falls Hg := H * g =
g* H =: gH fiir alle g € G gilt (d. h., falls die Rechts- und Linksrestklassen beziiglich
H {ibereinstimmen). Man schreibt dann

H<«G.
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Beispiele 5.8 1. Ist (G, *) abelsch, so ist jede Untergruppe Normalteiler. Ist (G, *)
beliebig, so sind jedenfalls G und {e} Normalteiler.
2. Es sei (G, *) = (Ss,0). Ist H = {id, (1,2)}, so existieren die drei Rechtsrestklassen

Ri=H-id, Ry=H-(1,3)={(1,3), (1,3,2)},
Ry =H-(2,3) ={(2,3), (1,2,3)}

und die drei Linksrestklassen

Ri=id-H, Ro=(1,3)-H=1{(13),(1,23)},
Ry=(2,3)-H=1{(23),(1,3,2)} .

Hier stimmen die Rechts- und die Linksklassen zu (1, 3) und (2, 3) nicht tiberein. Also
ist H kein Normalteiler in S3.

Bemerkung und Definition 5.9 Es sei G eine Gruppe, und es sei H eine Unter-
gruppe von G. Dann heift fiir g € G

HY :=gHg ' :={ghg':hec H}

eine konjugierte Untergruppe. Man rechnet leicht nach, dass HY stets eine Untergruppe

von G ist ([U]). Aquivalent sind:
a) H ist Normalteiler in G,
b) HY = H fiir alle g € G,
c) HY C H fiir alle g € G.
a) < b): Es gelte gH = Hg fiir alle g € G. Dann folgt
HY=gHg ' = (gH)g™' = (Hg)g ' = H .

Ist umgekehrt gHg™ ! = H fiir alle g € G, so ergibt sich gH = gHg 'g = Hg.

¢) = b): Es sei g € G. Nach Voraussetzung ist HY ¢ H und auch HY ' C H, also
H=(HY ") C HY.

b) = ¢) ist klar.
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Beispiel 5.10 1. Es seien K ein Koérper und (G,*) = (GL,(K),-) die Gruppe der
invertierbaren (n x n) Matrizen iiber K mit der Matrix-Multiplikation (siche B. 5.2.3).
Dann ist

H:=SL,(K) ={A€GL,(K) :det A= 1} = Kern(det)

eine Untergruppe von G L, (K).
Ist Ae GL,(K), so gilt fiir alle B € SL,(K):

det(ABA™") = det(A) det(B) det(A™') = det(B) =1,

d. h. ABA™! € SL,(K). Damit gilt H* C H, d h. H ist nach B. 5.9 Normalteiler in
G.
2. Es seien G = SLy(K) und

oo (1 e},

Dann ist H eine Untergruppe von SLy(K).
(Denn: Es gilt

1 ¢ 1 1 t
(BtBs = ( 0 1 > ( 0 i > = < 0 S—li_ ) = Bs+t7 alSO (Bt)il = B—t')

0 1
Fir A = 0 gilt

(400002

d. h. fiir t # 0 ist AB,A™! ¢ H, also HA ¢ H. Damit ist H kein Normalteiler in
SLy(K).

Satz 5.11 Es seien G und H Gruppen und es sei h : G — H ein Homomorphismus.
Ist N C H ein Normalteiler von H, so ist h='(N) ein Normalteiler von G. Insbeson-
dere ist Kern(h) Normalteiler von G.

Beweis. Es geniigt, zu zeigen: Fiir alle g € G ist (h™'(N))? € h™}(N). Ist g € G, so
gilt
h(gh™ (N)g™") = h(g)h(h™ (N))(h(g)) " C h(g)N(h(g)) " = N
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und damit auch gh™'(N)g~! C h71(N).
Da {en} ein Normalteiler von H ist, ist insbesondere

Kern(h) = h™'({ex})

Normalteiler von g. O

Die Normalteiler sind unter allen Untergruppen deswegen ausgezeichnet, weil die Rest-
klassen von Normalteilern (wie die Restklassen von mZ in Z) durch Definition einer
Restklassenverkniipfung zu einer Gruppe gemacht werden kénnen.

Satz 5.12 Es seien G eine Gruppe und N ein Normalteiler in G. Dann ist auf
G/N:=G/y:={gN:9g€eG} (={Ng:g€G}=y5\G)
durch
Nax Nb:= N(ab) (a,be€ Q).
eine Abbildung x = xq/n : G/N x G/N — G/N (wohl-)definiert.

Beweis. Zu zeigen ist, dass die Definition unabhéngig von den Reprisentanten a,b
ist:
Es seien dazu a, b, a’, b’ mit Na = Na’ und Nb = NV gegeben. Dann ist b’ € Nb. Da N
Normalteiler in G ist, gilt auch aN = o’ N und damit ist a’ € aN. Also sind a 'a’ € N
und ’b~! € N. Dann ist auch

atdVb ' eN
und also

(a'b)(ab)™t = (V)b 'a) = ala Vb HNa Tt €aNa™' = N* =N .

Dies bedeutet wiederum a't’ € N(ab) bzw. N(ab) = N(a'l'). O

Bemerkung und Definition 5.13 Esseien G eine Gruppe, M eine nichtleere Menge
und N ein Normalteiler in G.



5 HOMOMORPHISMEN, NORMALTEILER, FAKTORGRUPPEN 44

1. Ist %py : M x M — M und ist 7 : G — M so, dass w(ab) = w(a) *p 7(b) fiir
alle a,b € G, so ist (7(G),*)) eine Gruppe mit neutralem Element 7(eg) und mit

(m(a))™' = w(a™?) fiir alle @ € G ([U]). Nach Definition ist dann 7 : G — h(G) ein
(surjektiver) Homomorphismus.
2. Definiert man 7 = ny : G — G/N durch

m~n(g) = Ng (9€G),

so ist (G/N, *¢g/n) nach S. 5.12 und 1. eine Gruppe und 7y ein surjektiver Homomor-
phismus. Dabei ist Kern(7my) = N. (Denn: Ist 7(a) = m(eg) = N, so ist Na = N und
damit a € N. Umgekehrt folgt aus a € N auch wieder Na = N, also 7(a) = 7(eg).)
Die Gruppe (G/N, *q/n) heifit Faktorgruppe (oder Quotientengruppe) von G nach N
und die Abbildung 7y kanonischer Homomorphismus.

Nach Definition ist ord(G/N) = G : N.

3. Die Aussage von 2. kann als eine gewisse Umkehrung von S. 5.11 gesehen werden,
da jeder Normalteiler N in G der Kern eines Homomorphismus ist (némlich etwa 7y ).

Beispiele 5.14 1. Es seien (G, %) = (Z,+) und N = mZ. Dann ist
Z](mZ)={a+mZ:a €L} =Dy

und 7(a) = a +mZ = [a},, (vgl. B. 5.2.1) mit Kern(7) = mZ.
2. Es seien (G, %) = (Sp,0) fir n > 2 und (H, *) = ({£1},-). Dann ist durch

h(o) := sign(o) (o€ Sy)
ein Homomorpismus h : S,, — {£1} definiert. Der Normalteiler
A, :=Kern(h) = {o € 5, : sign(o) = 1}
heifit alternierende Gruppe. Hier gilt
Sn/An ={A,, An(1,2)},

also S, : A, = 2. Aus |S,| = n! ergibt sich ord(A,) = n!/2 nach dem Satz von
Lagrange.
Man kann zeigen: Fiir n > 4 ist A,, der einzige Normalteiler in S,,. Im Falle n = 4 ist

auch noch die sog. Kleinsche Vierergruppe Vj (siche [U]) ein Normalteiler in Sy.

Der folgende Satz ist von zentraler Bedeutung fiir die Gruppentheorie.
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Satz 5.15 (Homomorphiesatz)

Es seien G und H Gruppen, und es sei h : G — H ein surjektiver Homomorphismus
mit N := Kern(h). Dann ist durch k o 7y = h ein Isomorphismus k : G/N — H
(wohl-) definiert. Insbesondere sind also G/N und H isomorph.

Beweis. Wir zeigen: Durch k(Na) := h(a) ist k : G/N — H wohldefiniert.
(Denn: Ist Na = Nd' fiir a,d’ € G, so gilt

dateN.

Also ist e = h(d’a™') = h(a')(h(a))™!, d. h. h(d’) = h(a).)
Aus
kE((Na)* (Nb)) = k(N(ab)) = h(ab) = h(a)h(b) = k(Na)k(Nb)
fiir alle a,b € G folgt, dass k£ ein Homomorphismus ist. Da h surjektiv ist, ist auch

k surjektiv. AuBerdem gilt Kern(k) = {N}, also besteht Kern(k) genau aus dem
neutralen Element in G/N. Damit ist k£ auch injektiv nach S. 5.3.5. O

Bemerkung 5.16 Es sei H eine zyklische Gruppe. Ist x ein erzeugendes Element, so
ist h : Z — H, definiert durch h(a) := 2, ein surjektiver Homomorphismus. Also ist
H isomorph zu Z/Kern(h).

Im Falle ord(H) = oo ist Kern(h) = {0} und im Falle m := ord(H) < oo ist Kern(h) =
mZ (siehe S. 3.11). Damit ergibt sich wieder S. 5.4 (beachte: Z,, = Z/(mZ)).

Beispiele 5.17 1. Es seien K ein Koérper und G = GL,(K). Dann ist det : G —
(K \ {0},-) ein surjektiver Homomorphismus mit Kern(det) = SL,(K). Also ist
GL,(K)/SL,(K) isomorph zu K \ {0}.
2. Es seien (G, %) = (R?,+) und (H, %) = (R, +). Dann ist durch

h(l’,y) =r =y ((ZL‘7y) GRQ)
ein surjektiver Homomorphismus A : R? — R definiert. Dabei gilt

Kern(h) = {(z,z) ;2 € R} = U .

Nach dem Homomorphiesatz ist R?/U isomorph zu R.
3. In der Situation von B. 5.14.2 ist S,,/A,, isomorph zu ({£1}, ).
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6 Diedergruppen und Gruppen kleiner Ordnung

Wir beschéftigen uns nun — in Ansétzen — mit dem Zusammenspiel von Geometrie und
Gruppentheorie.

Bemerkung und Definition 6.1 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Abbil-
dung f: X — X heifit isometrisch (oder Bewegung), falls

d(f(z), f(y)) = d(z,y) fiir alle x,y € X.

Offensichtlich ist jedes isometrische f injektiv. Auflerdem ist die Menge aller isometri-
schen und surjektiven f eine Untergruppe von (S (X), o).

Bemerkung 6.2 Es sei (X, d) = (R™,d|,), wobei | -| die euklidsche Norm bezeichnet.
Sind A € O(m) und b € R™, wobei

O(m) :={Aec GL,(R): A" = A"}
die sogenannte orthogonale Gruppe bezeichnet, so ist 7' : R™ — R™ mit
T(x) =Ax+b (x € R™)

eine Bewegung.
(Denn: Fiir alle z,y € R™ ist

T(x) = T(W)|" = (Ax — 1)) Az — y) = (& — y)TATA(x — y) = | — y|*.)

Man kann zeigen (— Lineare Algebra): Jede Bewegung 7' : R™ — R™ ist von dieser
Form.

Wir betrachten den Fall m = 2 und zeigen unter Benutzung der multiplikativen Struk-
tur von C = R%:

T : C — C ist genau dann isometrisch, wenn 7" von der Form
T(z)=az+b (2€C)

oder
T(z)=az+b (2 €C)

fiir ein @ € C mit |a| =1 und ein b € C ist.
(Denn: Klar ist, dass 7" von obiger Form isometrisch sind.
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Es sei umgekehrt 7" isometrisch. Dann ist auch 77 : C — C mit

T(z) —1(0)
Ti(z) = T(1) = 7(0) (2 €C)

isometrisch (beachte: |T'(1) — T(0)| = [1 — 0| = 1). AuBerdem gilt 77(1) = 1 und
T1(0) = 0. Hieraus folgt wiederum 7} (i) = i oder T (i) = —i (% i sind die beiden
Schnittpunkte der Kreise {|z| = 1} und {|z — 1| = v/2}).

Es seien z = z + iy und T1(2) = u + 4v mit x,y,u,v € R. Dann gilt

u? +v° = ‘T1(2)|2 = 2] = 2® + 3
und damit auch
2 —2r+1+y’ =z 1P =|Th(z) = 1P =2 —2u+ 1+ ¢*,

d. h. w = z. Entsprechend ergibt sich v = =y, falls T7(i) = 4. Also erhilt man
insgesamt: Entweder ist 71(z) = z fiir alle z € C oder T (z) = Z fur alle z € C. Mit

ergibt sich die Behauptung.)
Bemerkung und Definition 6.3 Es sei ' C R™. Eine Bewegung 7" : R™ — R™
heiBt Symmetrie von F, falls T(F) = F gilt. Wir setzen
Sym(F) := {T : T Symmetrie von F'} .
Dann ist Sym(F') eine Untergruppe von (S(R™),0) (Man beachte: Jede Bewegung

T :R™ — R™ ist surjektiv, da von der Form T'(z) = Az + b mit A € O(m).)

Beispiel 6.4 Fiir n € N,n > 2, seien ¢ = ¢, = /" und V,, := {¢°%¢,..., "7}
Dann ist

n—1 n—1
Rn = { Z)\kck : )\0, P >\n71 < [0, 1], Z)\k = 1} = COHV(Vn) cC
k=0 k=0

das regulire n-Eck mit den Eckpunkten ¢* = e2™*/"(k = 0,1...,n —1). Die Gruppen

D,, := Sym(R,)
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heiflen Diedergruppen.

Wir wollen die Struktur von D,, etwas genauer beschreiben:

Ist T € D,, so ist notwendig T(0) = 0 (denn wire T(0) = b # 0, so wire |¢(*¥ —b] > 1
fiir ein k € {0,...,n — 1}. Fiir z € R, mit T'(z) = ¢* ergébe sich dann

1<|T(z) =T(0)| =1]z—0] <1,

Widerspruch.)
Damit ist 7" von der Form T'(z) = az oder T(z) = aZ fiir ein a(= T'(1)) mit |a| = 1.
Weiter folgt aus

2| =1,z€ R, &z €V,

dass T(V;) = V,, gilt. Ist T'(1) = ¢*, so ist T von der Form T'(z) = ¢*2 (Drehung um
0 mit Drehwinkel 27k /n) oder von der Form T'(z) = ¢*z (Spiegelung an reeller Achse
und anschliefende Drehung mit Drehwinkel 27k /n).

Umgekehrt sind diese Abbildungen offensichtlich Symmetrien von R,.

Mit 7(z) := 7,(2) := (z und o(z) := Z gilt also

D, =C,UCyo =<{1,0}>,
wobei
Coi={":k=0,....n—1} =<r>

eine zyklische Gruppe der Ordnung n und ord o = 2 (beachte zZ = z). Dabei ist
Coo={m"0c:k=0,...,n—1}

die Rechtsrestklasse von C,, beziiglich o. Also ist |C,,| = n = |C,,o| und |D,| = 2n
(beachte: o ¢ C,, und damit C, N C,,o0 = ).
SchlieBllich ist

cor=1loo.

Im Falle n = 2 (Strecke zwischen —1 und 1) ist
Cy ={id,n}, Cho ={o,m00}

2mi/3

und fiir n = 3 (gleichseitiges Dreieck) ist ( = e und

Cs = {id77-377-32}7 Cs0 = {U, T3 O O, 7'32 o g},

Satz 6.5 Bis auf Isomorphie ist D,, die einzige Gruppe der Ordnung 2n, die von zwei
Elementen a der Ordnung 2 und b der Ordnung n erzeugt wird mit ab = b~'a.
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Beweis. Wie in B. 6.4 gesehen, hat D,, diese Eigenschaft. Es sei also G eine weitere

solche Gruppe, also
G =<{a,b}>

mit ord a = 2,ord b = n sowie ab = b~ta. Wir betrachten
U:={ba/ :k=0,...,n—1;5=0,1}.

Da ord a = 2 ist, gilt <a>= {e,a}. AuBlerdem folgt aus ord b = n genauso <b>=
{e,b,..., 0" 1}. Damit ist
U=<b>U<b>a.
Es seien u,v € U, d. h. u = b¥a’, v = b™a’ fiir k,m € {0,...,n—1},5,¢ € {0,1}. Dann
gilt
w™t = (BFa?) (V") = el a0,

1. Fall: ¢/~ = e. Dann ist wv™! = bF "™ e <b>C U.
2. Fall: @/~ = a. Dann gilt

w™t =brab™™ = brabb " =6 lab !

= .. =bmmgpn — phmm) g e ps g C UL

Nach B. 3.2.2 ist U eine Untergruppe von G.
Aus {a,b} C U folgt G =<{a,b}>C U, also G = U. Sind 0,7 wie in B. 6.4, so ist

durch

™00l = b (k=0,....,n—1,7=0,1)

ein Isomorphismus von D,, auf G definiert (beachte: |G| = 2n = |D,|, also folgt aus
,,surjektiv” schon ,,bijektiv”). O

Weiter gilt

Satz 6.6 Ist G eine endliche Gruppe mit der Eigenschaft, dass jedes v € G, x # e
die Ordnung 2 hat, so ist G abelsch und ord(G) = 2™ fiir ein m € Ny.

Beweis. 1. Nach Voraussetzung ist a? = e fiir alle a € G. Also folgt fiir alle z,y € G

vy = vey = x(xy)’y = 2’yzy’ = yx

(iibrigens auch in Fall einer unendlichen Gruppe).



6 DIEDERGRUPPEN UND GRUPPEN KLEINER ORDNUNG 50

2. Wir setzen
m:=min{n € Ny: IM C G, |[M|=n, <M>= G}

(wobei <@>:= {e}) und wihlen M C G mit |M| = m so, dass <M>= G. Dann ist
e ¢ M und aus 1. und S. 3.5.2 folgt

G:{Ha:FCM}

acF

(beachte: <a>= {e,a}). Da |Pot(M)| = 2™ gilt, reicht es, zu zeigen: Fir F, F' C M

mit F' #£ F’ ist
Ha;«é Ha/.

a€eF a'eF'

Angenommen, nicht. Ohne Einschrénkung existiere also ein ag € F'\ F’. Dann ist

a0:<Ha’>< 1T a> € <F'UF\ {ap}> C <M\ {ap}> .

a'cF’ a€F,a#ag
Damit ist schon G = <M \ {a¢}> im Widerspruch zur Minimalitit von m. O

Damit kénnen wir eine vollstdndige Charakterisierung der Gruppen von doppelter
Primzahlordnung geben.

Satz 6.7 Ist (G,x) eine Gruppe der Ordnung 2p fir ein p € P, so ist entweder G
zyklisch, also isomorph zu (Zsy, +), oder isomorph zu D,.

Beweis. Nach S. 3.11 gilt ord = € {2,p,2p} fiir alle x € G\ {e}. Ist ord x = 2p fir
ein x € G, so ist G = <r> und damit G zyklisch.

Es sei also ord = € {2, p} fiir alle x € G\ {e}. Wir zeigen: G ist isomorph zu D,,.

Ist p = 2, so gilt also ord x = 2 fiir alle z # e. In diesem Fall ist G isomorph zu Dy
(Denn: Nach S. 6.6 ist G abelsch, also ab = ba = b~'a fiir alle a,b € G. Sind a,b # ¢
mit a # b, so ist {a, b} Erzeuger von G, da ab # e. Nach S. 6.5 ist G isomorph zu Ds.)
Es sei also p > 3. Dann existiert ein b € G mit ord b = p.

(Denn: Nach S. 6.6 existiert jedenfalls ein e # b € G mit ord b # 2, da ord(G) = 2p #
2™ fur alle m € Ny. Also ist ord b = p).

Weiter existiert auch ein @ € G mit ord @ = 2 ([U]; man beachte, dass G gerade
Ordnung hat).
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Dabei gilt a ¢ <b>=: H. (Denn: sonst wire a = b" fiir ein n € {1,...,p — 1}, also
e =a?>=0"",d. h. p|2n nach S. 3.11. Da p > 2 ist, folgt p|n, also Widerspruch).
Damit ist H N Ha = 0(= HNaH), also (da |G| = 2p)

G=HUaH = HUHa =<{a,b}> .

Hieraus ergibt sich auch aH = Ha, d. h. H <tG und damit aHa = aHa ' = H* = H.
Folglich existiert ein k € {0,...,p — 1} mit

abfa = b
und damit auch aba = a(ab*a)a = b* (da a® = e) sowie

b=ab'a = (aba)* = (V*)F ="

a’=e

Hieraus folgt

2_
bk’ 1:6

und damit p|(k* —1 = (k+1)(k—1)). Da p € P ist, erhilt man p|(k+1) oder p|(k—1),
also k =p—1oder k = 1.
Ist k = 1, so ergibt sich ab = ba~! = ba, also auch

(ab)™ = a™b™

fir alle m € N (Induktion).

Angenommen, ord(ab) = 2. Dann gilt e = (ab)? = a?** = b*>. Widerspruch zu
ord(b) = p > 2. Genauso fiihrt die Annahme ord(ab) = p auf den Widerspruch a” = ¢
(und p ungerade). Also bleibt nur die Méglichkeit ab = e. Dann ist aber a = b~ € <b>,
also auch ein Widerspruch.

Damit erhalten wir k = p — 1, d. h., ab = ¥»"'a = b~'a. Aus S. 6.5 folgt, dass G
isomorph ist zu D, O

Bemerkung 6.8 Mit S. 6.7 kénnen wir uns ein vollstdndiges Bild der Gruppen G
der Ordnung < 7 machen. Wir wissen bereits nach B. 5.5.1, dass jede Gruppe mit
Primzahlordnung p zyklisch und damit isomorph zu (Z,, +) ist. Es bleiben also die
Félle n = 4 bzw. n = 6. In diesen ist GG entweder zyklisch oder isomorph zu Dy bzw.
D;. Da (Z,,+) und D, abelsch sind, sind insbesondere alle Gruppen der Ordnung < 5
abelsch.
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7 Weiteres zu Ringen und Koérpern

In Abschnitt 3 haben wir u. A. auch Ringe und Korper definiert. Wir wollen noch
einmal auf diese Strukturen zuriickkommen.

Bemerkung und Definition 7.1 Es sei R ein Ring (bzw. ein Korper). Eine Menge
U C R heifit Unterring (bzw. Unterkorper oder Teilkirper), falls (U, +juxv, -juxv) ein
Ring (bzw. ein Korper) ist. Dann heiit R auch Oberring (bzw. Oberkirper) zu U. Es
gilt (vgl. B. 3.2.2):

U # () ist Unterring genau dann, wenn mit z,y € U auch x —y € U (also U — U C U)
und zy € U (also U - U C U). Gilt statt U - U C U dabei

R-UcCU und U-RCU,

so heifit der Unterring U ein Ideal in R.
Ist R ein Korper, so ist U (mit |U| > 2) genau dann ein Teilkorper, wenn U — U C U
und zy~! € U fiir x,y € U, y # 0.

Bemerkung und Definition 7.2 Es seien R ein Ring und M C R. Dann heiflen

<M>:=<M>p:= ﬂ U
UDM Unterring

<Mz =<<M>p= (] I
IDM Ideal

der von M erzeugte Unterring bzw. das von M erzeugte Ideal. Entsprechend heif3t fiir
einen Koérper K und M C K

<M>:=<M>g:= ﬂ U
UDM Unterkorper
der der von M erzeugte Teilkorper.
(Man beachte: Beliebige Schnitte von Unterringen bzw. Teilkérpern bzw. Idealen sind
wieder Unterringe bzw. Teilkorper bzw. Ideale, wie sich unmittelbar aus B./D. 7.1
ergibt.)

Bemerkung und Definition 7.3 Es seien R ein kommutativer Ring mit Einsele-
ment und x4, ...,x, € R. Dann ist

n

n
LIy Ty = <Xy, T > = {Zajmj ta; € R} (:: Zij).
j=1

J=1
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(Denn: Ist I die rechte Seite, so ist I ein Ideal, da I —I CIund R-1 (=1 -R) C I.
Auflerdem ist zp = > d0x; € I fir k = 1,...,n. Also ist < xy,...,2,>C I.
j=1
Umgekehrt gilt fiir jedes Ideal I mit I D {xy,...,x,} auch I D I und damit
LT,y D)

Insbesondere ist fiir x € R
<> = Rr (= zR)

das von x erzeugte Ideal. Ein solches, von einem Element erzeugte Ideal heifit ein
Hauptideal. Speziell ist <<1>>= R und damit stimmt ein Ideal, das 1 enthélt, schon
mit R iiberein.

Beispiel 7.4 Es sei R = 7Z. Dann ist fiir x € Z
x> =al
und fiir x1, 29 € Z

Kx1, 195> = 1172 + 127 = ggT (a1, 29)7

also auch ein Hauptideal.

Wir setzen noch wie iiblich

fiir k € N.

Satz 7.5 1. Es seien R ein kommutativer Ring mit Finselement 1 und U C R ein
Unterring mit 1 € U. Ferner seien 1, ...,x, € R. Dann ist

Ulzy,...,zn] = <UU{xy,...,2,}>r=

:{ Z aar® :a, € U, E C NI endlich}

ack

(wobei x = ' -+ - fir a = (ag,...,an)).
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2. Ist K ein Korper, so ist fiir jeden Unterring U C K mit 1 € U und fiir alle
T1,...,T, € K

Uy, ... xn) = <UU{zy,..., 2, >k =

> agz®

=5 o D bt # 0.00,b6 € U, B, F C Ny endlich

Beweis. Ahnlich wie beim Beweis in B./D. 7.3 rechnet man nach, dass die rechte
Seite in 1. ein Unterring ist, der U und z, ..., z, enthélt. Andererseits enthélt jeder
Unterring, der U und x4, ..., x, enthélt, auch notwendigerweise die rechte Seite. Ent-
sprechendes gilt in 2. mit Unterkorper statt Unterring. O

Bemerkung und Definition 7.6 Es sei R ein kommutativer Ring mit Einselement.
Wir definieren

RNl .— {(a;) = (a;)32 : a; € R,a; = 0 bis auf endlich viele j}
(Menge der abbrechenden Folgen in R) und fiir (a;), (b;) € RNl
(a;) + (b5) == (a; +b;)7Zg

(aj) - (bj) == (¢j) mit ¢; := Zakbj k

((¢j) heifit Cauchy-Produkt oder auch Faltung von (a;) und (b;)).
Damit ist (RMN) + .) ein kommutativer Ring mit Einselement (1,0,...) = (5]-0);.;0
([U]). Setzt man

X :=1(0,1,0,0,...) = (6;1)

j=0"’

so gilt fiir alle k € Ny

[e.e]

Xk - (5jk>j:0

Also ist mit n € Ny so, dass a; = 0 fiir j > n,
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(Hierbei ist A(a;) := (Aa;) fir A € R und (q;) € R[NO}_)

Man nennt P = (a;) = > a; X7 ein Polynom iiber R und schreibt auch
=0

R[X] := RNl (= {P: P Polynom iiber R}).

Dabei gilt fiir P = 3 ;X7 und Q = > b; X7 nach obiger Definition
i=0 i=0

n+m m+n ]
P-Q= Z chj = Z (iakbj—k)Xj
j=0

7=0 \ k=0

(beachte: ¢; = 0 fiir j > n+m, da dann j — k > n fir £k < m gilt).
Ist weiterhin U C R ein Unterring mit 1 € U, so setzen wir fiir z € R

P(z) := Zajxj (e R),

falls P = > a; X7 € U[X]. Ist dabei P(z) = 0, so heiBt x eine Wurzel oder auch
=0

]7
Nullstelle von P.
Nach. S. 7.5 ergibt sich fiir x € R damit

Ulz] = {P(z) : P € U[X]}
und im Falle eines Korpers R auch

U(z) = {P(2)/Q(z) : P,Q € U[X],Q(x) # 0}.

Beispiel 7.7 1. Es seien R = R und U = Z. Dann ist fiir x € R

Zlz] = {Zajarj ta; € Z,n € No} ={P(z): PeZX]},

J=0

also etwa
ZIV2) = {P(V2): P Z[X]} ={a+V2b:a,be Z} =Z+ V2 Z

(beachte: (v/2)7 € Z U /2 Z fiir alle j € Ny).
2. Sind R = C und U = R, so ist entsprechend

R[i] = {P(i): PER[X]} ={a+ib:a,beR} =R+iR=C.
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Bemerkung und Definition 7.8 Es seien R ein kommutativer Ring mit Einsele-

ment und P = Y ;X7 € R[X] mit a, # 0. Dann heit deg P := n Grad von P. Ist
7=0
P =0, so setzen wir deg P := —oc.

Mit (—o0) +a = a+ (—00) := —oo gilt: sind P, Q € R[X], so ist
deg (P + Q) < max(deg P, degQ)
deg (PQ) < deg P + deg @

und im Falle eines Integritatsrings R genauer
deg (PQ) = deg P+ deg Q .

Ist der Grad von P < 0, d. h. P = qoX° mit ag € R, so schreiben wir kurz P = q
und nennen P auch ein konstantes Polynom.

Satz 7.9 (Division mit Rest)
Es seien K ein Kéorper und B, P € K[X], P # 0. Dann existieren Q, R € K[X] mit
deg R < deg P und

B=Q-P+R.

Beweis. Ohne Einschrankung sei deg B > deg P (sonst sind R = B, ) = 0 geeignet).
Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach n = deg B.

n=0:Ist B = by, soist P =ag # 0, also sind R =0 und Q = by/ay geeignet.

n — 1 — n: Die Behauptung gelte fiir alle 0 < k < n. Sind

P=>a;X',  B=) bX
=0 j=0
mit deg B =n und deg P = m < n, so hat

b
C:=B—2X""P e K[X]
A,

Grad < n (fithrende Koeffizienten heben sich weg).
bn .

Ist deg C' < m, so sind R = C und Q = — X" geeignet. Ist deg C' > m, so
a

m

existieren nach Induktionsvoraussetzung Q, R € K[X] mit deg R < deg P und

C=QP+R.
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Dann ist

bn ~ bn _
B=C+—X""P= (Q—i——X” m)P+R.

am am

Bemerkung 7.10 Es seien K ein Kérper und B = > b; X7 € K[X]. Ist a € K eine
=0
Wurzel von B, so existiert nach Satz 7.9 ein @ = @, € K[X]| mit

B =Q(X —a).

Dabei ist das Polynom () eindeutig bestimmt und es gilt deg(Q) + 1 = deg(B) nach
B./D. 7.8.
(Denn: P := X — a hat Grad 1. Division mit Rest ergibt

B=Q(X —-a)+R
mit deg R € {—00,0}, d.h. R = rq mit einem ry € K. Aus 0 = B(a) = R(a) folgt

ro = 0. Eindeutigkeit: [U])
Induktiv ergibt sich daraus auch: Sind a; ..., a,, € K (paarweise verschiedene) Wur-
zeln von B, so existiert genau ein Q = Qq, . 4,, € K[X] mit

B=Q(X —a) (X —an) .

Aus deg(Q) + m = deg(B) folgt insbesondere, dass jedes Polynom B # 0 nur endlich
viele Wurzeln hat (ndmlich nicht mehr als der Grad von B).

Definition 7.11 Es seien R und S Ringe. Eine Abbildung f : R — S heifit (Ring-)
Homomorphismus, falls fiir alle z,y € R

f@+y) = fx)+ fly) und f(zy) = f(2)f(y)
gilt. Wieder heifit ein Ringhomomorphismus f

(Ring-) Monomorphismus oder Finbettung falls injektiv ot
Isomorphismus bijektiv

Existiert ein Isomorphismus f : R — S, so heiflen R,S isomorph (Schreibweise
R~ S). Ist dabei R ein Korper, so ist auch S ein Korper.
Schliellich setzen wir wieder

Kern(f) := f~'({0s}) .
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Bemerkung 7.12 Fiir Ringhomomorphismen f : R — S gelten natiirlich sdmtliche
Aussagen von S. 5.3 fiir den Gruppenhomomorphismus f : (R,+) — (S5,+). Mit
dhnlichen Uberlegungen ergibt sich zudem

(i) Die Verkniipfung zweier Isomorphismen und die Inverse eines Isomorphismus
sind wieder Isomorphismen.

(ii) Ist U C R ein Unterring (bzw. ein Ideal), so ist f(U) C S ein Unterring (bzw.
ein Ideal). Ist 1 ein Einselement in R, so ist f(1g) Einselement in f(U).

(iii) Ist V' C S ein Unterring (bzw. ein Ideal), so ist f~}(V) C R ein Unterring (bzw.
ein Ideal). Insbesondere ist Kern(f) stets ein Ideal.

Ist R ein Korper, so ist f injektiv oder es ist f(R) = {0}.
(Denn: Ist f nicht injektiv, so existiert ein 0 # z € Kern(f). Damit ist

f) = flzz™) = f(z)f(™") =0,

also auch

fly)=fyl)=f(y)f(1)=0  (y € R)).

Ideale entsprechen in vielerlei Hinsicht den Normalteilern in Gruppen. Wir wollen dies
genauer beleuchten.

Bemerkung und Definition 7.13 Es seien R ein Ring und I C R ein Ideal.
1. Durch
(x+1)-(y+1I):=(zy)+1 (x,y € R).

ist eine Multiplikation - = -g/; : R/I x R/I — R/I auf der Menge der Restklassen
R/I={z+1:z€R} (={l+z:2€R})

wohldefiniert.
(Denn: Es seien z,2',y,y’ € Rmit 2’ € x + I,y € y + I. Dann gilt

xy—2y =x(y—y)+@—2)y exl+Iy CcI+1CI,
I T
(S €

also 'y € zy + 1.)
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2. Ist (R/I,+) wie in B./D. 5.13, so ist (R/I,+,-) ein Ring. Auflerdem ist die Abbil-
dung 7 = 77 : R — R/I, definiert durch

n(r) =x+1 (x € R),

ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern (7) = I.

(Denn: Nach B./D. 5.13 ist (R/I,+) ist eine (offensichtlich kommutative) Gruppe.
Auflerdem ist 7 : (R,+) — (R/I,+) ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit
Kern (7) = 1.

Aus der reprisentantenweisen Definition von + und - in R/I folgen unmittelbar die
Bedingungen (R.2) und (R.3), also ist R/I ein Ring. Auflerdem gilt auch 7(zy) =
m(x)m(y) fiir x,y € R, d. h. 7 ist ein Ringhomomorphismus.)

Der Ring (R/I,+,-) heifit Restklassenring von R modulo I (oder von R nach I). Im
Falle R = Z und I = mZ ergibt sich der ,klassische” Restklassenring Z,, = Z/mZ
(vel. S. 2.15).

Bemerkung 7.14 Wie im Falle von Gruppen sieht man mit B. 7.12 und B./D. 7.13:
Ideale sind genau die Kerne von Ringhomomorphismen.

Weiter ergibt sich durch Anwendung von S. 5.15 folgender Homomorphiesatz fiir Ringe:
Sind R,S Ringe und ist f : R — S ein surjektiver Homomorphismus, so ist fir
I := Kern(f) durch gonr = f ein Isomorphismus g : R/I — S definiert.

Wir wollen nun zeigen, dass jeder Ring mit Einselement eine ,,Kopie” von Z, fiir ein
geeignetes ¢ € Ny enthélt.

Satz 7.15 FEs seien R ein Ring mit Finselement 1g und Z1g := {nlg : n € Z}. Dann
qilt
1. Z1g ist Unterring von R und isomorph zu (Zg, +,-), wobei

{0, falls nlp # Og fiir allen € N
q =

min{n € N:nlg =0g}, sonst.

2. Z1g ist genau dann nullteilerfrei, wenn q € {0,1} UP.
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Beweis. 1. Nach der Definition von nx fiir n € Z,x € R, ist klar, dass Z1i ein
Unterring f : Z — Zlg, f(n) := nlg, ein (surjektiver) Homomorphismus ist. Dabei
gilt Kern(f) = ¢Z. Nach dem Homomorphiesatz (B./D. 7.14) ist Z1g ~ Z/(qZ) = Z,.
2. Nach 1. ist Z1g genau dann nullteilerfrei, wenn (Z,, +,-) nullteilerfrei ist. (Man
beachte: Sind 57 und S5 isomorphe Ringe, so ist S; genau dann nullteilerfrei, wenn S
nullteilerfrei ist.)

Ist ¢ ¢ {0,1} UP, so ist (Z,,+,-) nicht nullteilerfrei (denn dann ist ¢ = rs mit
1 <r,s<gq,also [rs]y = [q]g = [0]4, aber [r]g, [s]; # [0]g)-

Andererseits sind (Z = Zg,+,-) und (Z; = {[0]1},+, ) nullteilerfrei, und im Falle
q € Pist (Z,,+, ) sogar ein Korper (B. 2.21.2). O

Bemerkung und Definition 7.16 Ist R ein Ring mit Einselement 15z, so heifit die
Zahl q € Ny aus S. 7.15 Charakteristik von R. Ist dabei K = R ein Korper, so ist
q € {0} UP. Im Fall ¢ € P ist also Zlk isomorph zum Koérper (Z,,+,-), d. h. K
enthélt eine ,,Kopie” von Z,. Wir werden im Weiteren sehen, dass im Falle ¢ = 0 der
Korper K eine ,,Kopie” von (Q, +, -) enthélt.

Wir beweisen zunéchst, dass jeder Integritdatsring durch ,,Quotientenbildung” zu einem
Korper erweitert werden kann.

Bemerkung und Definition 7.17 Es sei R ein Integritétsring. In Analogie zur De-
finition von Q aus Z definiert man den Koérper K =: Quot(R) der Quotienten durch
Aquivalenzklassenbildung in R x (R \ {0}):

Sind (a,b) und (a’,V') € R x (R\ {0}), so setzt man

(a,b) ~ (a', V) :<= ab/ = d'b.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation (denn: Reflexivitat und Kommutativitit sind klar;
aus (a,b) ~ (a’,b') und (a’,b') ~ (a”, V") folgt

Vab' = b’ = a'b'b,

also mit der Kiirzungsregel aus B. 2.8 auch ad” = a”b).
Damit setzt man

a

3= a/b:={(z,y) € R x (R\{0}) : (z,y) ~ (a,b)} = [(a,b)] _
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und K = Quot(R) := {a/b: a € Rb € R\ {0}}. Auflerdem definiert man + :
KxK — Kund -: K x K - K durch

a ¢ ad+cb
b d bd
a ¢ ac

b d bd

(wichtig wie immer: Definition ist unabhéngig von der Wahl der Reprasentanten!).
Durch Nachrechnen sieht man: (K, +,-) ist ein Kérper mit O = Og/1g, 1x = 1g/1g
und (a/b)~! = b/a, falls a # Or. AuBerdem ist durch j(a) := a/lg eine Einbettung
j : R — K definiert. Damit ist R ~ j(R) C K. Indem man j(R) mit R identifiziert
kann man R als Unterring von K auffassen.

SchlieBlich gilt dabei noch: Ist E ein weiterer Korper und ist f : R — E ein Mono-

morphismus, so ist durch
P =%y (GeX)

ein (Kérper-)Homomorphismus F' : K — E definiert mit f = Foj (oder kurz Fig = f
bei Identifikation von R und j(R)). Dabei ist F' auch injektiv (siehe B. 7.12). Auflerdem
ist /' durch f eindeutig bestimmt (d. h. ist F: K — E ein Homomorphismus mit
F oj=f,soist F = F). Wir nennen F die kanonische Erweiterung von f.

Bemerkung 7.18 Es sei E ein Korper mit Charakteristik 0. Ist f : Z — FE definiert
durch f(n) := nlg fiir n € Z, so ist f nach dem Beweis zu S. 7.15 injektiv. Also ist
die kanonische Erweiterung F': Q = Quot(Z) — E von f : Z — E gemifl B./D. 7.17
eine Einbettung. Damit ist Q isomorph zum Teilkérper F'(Q) von E.

Bemerkung und Definition 7.19 Ist K ein beliebiger Korper, so heif3t

PE)= () U
UCK Teilkérper

Primkérper von K. Es gilt damit: Hat K die Charakteristik ¢ € {0} UP, so ist P(K)
isomorph zu (Z,, +,-) im Falle ¢ € P und zu (Q, +, ) im Falle ¢ = 0.

(Denn: Zunéchst hat jeder Teilkérper nach Definition die gleiche Charakteristik und
es gilt P(K) D Zlg. Ist ¢ € P, so ist Z1x isomorph zu (Z,, +, -), also ein Korper und
damit auch P(K) = Z1g. Ist ¢ = 0, so enthéilt jeder Teilkérper U von K nach B. 7.18
die ,,Kopie” F(Q) von (Q,+,-). Damit ist P(K) = F(Q).)
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8 Korpererweiterungen

Wir untersuchen einfache Aspekte der Korpertheorie, die wir im Weiteren nutzen wer-
den, um einige klassische Fragen zur Konstruktion mit Zirkel und Lineal zu beantwor-
ten.

Bemerkung und Definition 8.1 1. Es seien K und E Korper. Ist 0 # j: K — F
ein Homomorphismus, so ist 7 nach B. 7.12 schon eine Einbettung. Man nennt j :
K — E (Korper-)Erweiterung und spricht auch von E als (Kérper-)Erweiterung von
K. Im Fall E D K sei stets j : K — E definiert durch j(z) =z iir x € K.

2. Ist j : K — F eine Erweiterung, so kann man FE als K-Vektorraum auffassen, indem
man die Skalarmultiplikation - = -; : K x F — E durch

roy:=jx)y (reKyek)
definiert. Wir setzen
[E: K] :=[E: K|; :=dimg(E) = dimg((E,+,-5)).

Dabei heifit die Erweiterung endlich, falls [E : K] < co. Auflerdem heifit [E : K] dann
Grad der Erweiterung.

Beispiele 8.2 Nach B. A.10ist [C: R] =2 und [R: Q] = 0.

Satz 8.3 FEs seien j : K — E und k : E — F FErweiterungen. Sind j und k endlich,
so ist ko j endlich und es gilt

[F:E|[E:K]=[F:K]

Beweis. Es seien B eine Basis von F als K-Vektorraum und C' eine Basis von F' als
FE-Vektorraum.
Ist z € F, so existieren pu, € £ mit

2=y (= Zj(uy)y> :

yeC yeC
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Weiter existieren zu jeden y € C' Skalare A, € K mit p, = > Agyz. Also ist
z€EB

z= ZZ)\xyxy <: ZZ(k oj)<)‘zy)k<w)y) :

yeC zeB yeC zeB

Also ist BC' = {zy: x € B,y € C} ein Erzeugendensystem von F' als K-Vektorraum.
Ist z = 0 in obiger Darstellung, so folgt zunéchst p, = 0 fiir y € ¢ und damit auch
Azy = 0 fir x € B, y € C. Damit ist BC' eine Basis von F' als K-Vektorraum. Aus
|BC| = |B x C| =|B|-|C]| folgt

[F: K] =|BC|=|B| |C| =|F: E|E: K].

Definition 8.4 Es seien j : K — FE eine Erweiterung und x € E. Dann heifit x
algebraisch tiiber K, falls ein Polynom P = > a, X" € K[X], P # 0, existiert mit

v=0

n

0=P(z) := Zal,ac Z] a,)x

v=0

(m. a. W. falls (x")zozo linear abhingig in E als K-Vektorraum ist). Wir nennen x
dann auch eine Wurzel von P. Existiert kein solches Polynom, so heifit = transzendent
iiber K.

Die Erweiterung 7 : K — FE heifit algebraisch, falls jedes x € E algebraisch iiber K
ist. Ist &/ D K. so sagt man auch, E sei algebraisch iiber K.

Beispiele 8.5 1. C ist algebraisch iieber R, denn ist z =z + iy € C, so ist P(z) =0

etwa fiir
P=(X—-2)?+y*=X>—22X + (2 +y*) € RIX].

2. v/2 ist algebraisch iiber Q, da P(\/ﬁ) = (0 etwa fiir
P=X%*-2¢cQ[X].

R ist jedoch nicht algebraisch iiber Q, da Q[X] abzéhlbar ist und damit auch die
Menge A der reellen algebraischen Zahlen iiber @ (jedes Polynom hat nur endlich viele
Nullstellen).

Wir werden spéter sehen, dass e und 7 transzendent iiber Q sind.
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Bemerkung und Definition 8.6 Es sei j : K — FE eine Erweiterung. Ist x € F, so
ist durch ¢, : K[X] = E

pa(P) = P(x) (P e K[X])
sowohl ein Ring- als auch ein Vektorraum-Homomorphismus definiert. Daher ist
Kjlz] :== ¢, (K[X]) = {P(z) : P € K[X]}

ein Unterring und ein linearer Teilraum von FE (genauer eine K-Algebra). Die Ab-
bildung ¢, heiit Finsetzungshomomorphismus bzgl. x. Nach Definition ist ¢, genau
dann eine Einbettung (also injektiv), wenn z transzendent iiber K ist. Im Falle £ D K
ist K[x] = Kj[z] wie in S. 7.5. Wir schreiben daher auch kurz K|[z] statt K;[xz].

Ein Polynom P = )" a, X" heifit normiert, falls a,, = 1. Es gilt damit
v=0

Satz 8.7 FEs seien j : K — E eine Erweiterung und x € E.
1. Ist x transzendent dber K, so ist dimy (K|[z]) = oo.

2. Ist x algebraisch iiber K, so existiert genau ein normiertes Polynom P = P,
minimalen Grades in K[X]| mit P(x) = 0, und jedes Polynom B € K[X] mit
B(z) = 0 st Vielfaches von P (d. h. B = QP fir ein Q € K[X]). Auflerdem ist
{x¥"1: k =1,... deg P} eine Basis des K-Vektorraumes K|[z].

Beweis. 1. Ist x transzendent iiber K, so sind nach Definition (2"),en, linear un-
abhéingig in E (als K-Vektorraum). Damit ist dimy (K[z]) = oo.
2. Es sei x algebraisch iiber K. Wir setzen

m:=min{n € N: 3P € K[X]:deg P =n, P(x) =0}

und wéahlen P = > a, X" € K[X] mit deg P = m, P(z) = 0 und ohne Einschrédnkung
v=0
so, dass a,, = 1.

Es sei B € K[X]. Nach S. 7.9 existieren @, R € K[X]| mit B = QP + R und deg R <
deg P. Ist dabei B(z) = 0, so folgt
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Nach Definition von m ist R = 0, also B = QP. Ist zudem B normiert mit deg B =
deg P, so ist Q = 1 mit B./D. 7.8.

Es sei K.,,[X] die Menge der Polynome in K[X] vom Grad < m — 1. Dann ist nach
obigen Uberlegungen P, [x) injektiv. AuBerdem ist ¢, (Kem[X]) = K[a].

(Denn: Ist y € K[z] so ist y = ¢,(B) fir ein B € K[X]. Sind @, R wie oben, so ist
R e K [ X] und

y = ¢2(B) = B(z) = Q(x)P(z) + R(z) = R(x) = ¢.(R).)

Damit sind K _,,[X] und K|[z] isomorph als K-Vektorrdume. Da {X** k=1,...,m}
eine Basis von K_,,[X] ist, ist {o.(X* 1) =21 k=1,...,m} eine Basis von K|z].
a

Bemerkung und Definition 8.8 1. Es seien K ein Korper und P € K[X]. Dann
heifit P irreduzibel (iiber K), falls gilt: Ist P = QR mit Q, R € K[X], soist grad Q <0
oder grad R < 0 (also @ oder R konstant).

2. Ist j : K — FE eine Erweiterung und ist x algebraisch iiber K, so heiffit das Polynom
P, aus S. 8.7.2 Minimalpolynom von x beziiglich K. Ist m = deg P,, so heifit m auch
Grad von x diber K.

Es gilt damit: Ist B € K[X]| normiert mit B(x) = 0, so ist B genau dann irreduzibel,
wenn B = P, gilt.

(Denn: =: Nach S. 8.7 ist B = QP, mit einem @) € K[X]. Da B irreduzibel ist, gilt
deg () < 0 und da B normiert ist damit Q) = 1.

«<: Ist P, = QR, so gilt Q(x)R(z) = 0, also Q(z) = 0 oder R(z) = 0. Aus deg Q) +
deg R = deg P, und der Minimalitit von deg P, folgt deg @) < 0 oder deg R < 0.)

Beispiel 8.9 1. Das Minimalpolynom von i bzgl. R ist gegeben durch P = X? + 1.
Insbesondere ist ¢ vom Grad 2 iiber R. Nach B. 8.5.1 ist jedes z € C\ R vom Grad 2
iiber R.

2. Das Minimalpolynom von v/2 bzgl. Q ist gegeben durch P = X? — 2. Also ist /2
vom Grad 2 iiber Q. Nach S. 8.7 ist {1,1/2} eine Basis von Q[v/2], also insbesondere
QV2]=Q+Vv2-Q.

Satz 8.10 Es seien j : K — E eine Erweiterung und x € E, x # 0. Dann sind
dquivalent:
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a) x ist algebraisch tiber K.

b) K|x] ist ein Teilkorper von E.

Beweis. b) = a) Aus 2 € K|[x] folgt nach Voraussetzung die Existenz eines P € K[X]
mit 1/x = P(x). Damit ist # Wurzel des Polynoms 1 — X P € K[X], also algebraisch
iiber K.
a) = b): Da K|z] ein Unterring von E ist, geniigt es, zu zeigen: Fiir y € Klz|, y # 0
ist 1/y € Klx].

d

Ist P(y) = > a,y” = 0 mit a, # 0, so gilt auch

d
& v—r—1 _ 0
v=r Gr ’
also
1 d a d—r—1 S
i __yl/—T—l _ Z _—yk
vy o5 W 0 ar
——
€K
Da K[z] eine K-Algebra ist, folgt 1/y € K|x]. O

Bemerkung 8.11 Es sei j : K — F eine endliche Erweiterung. Ist € FE| so ist
x nach S. 8.7.1 algebraisch iiber K, also K[z| nach S. 8.10 ein Teilkoérper von E.
Offensichtlich ist durch K 3 a + az’(= j(a)z®) € KJz] eine Einbettung definiert.
Dabei ist [K[z] : K| nach S. 8.7.2 der Grad von z iiber K. Aufierdem gilt nach S. 8.3

[E: K| =[E:K[z]] - [K[z] : K]
(aus [E : K] < oo folgt auch [E : K[z]] < oo). Insbesondere ist also [K[z] : K] ein
Teiler von [E : K].

Satz 8.12 Es sei j : K — E eine Erweiterung. Dann ist die Menge A C E der
algebraischen Elemente iiber K ein Teilkdrper von E.
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Beweis. Nach S. 8.10 ist mit 0 # z € A auch 1/x € K[x]. Also geniigt es (nach B./D.
7.1) zu zeigen: A ist ein Unterring von E, d.h. mit z,y € A sind auch + —y und = - y
in A (beachte: dann ist auch Kz] C A fiir jedes z € A).

Es seien z,y € A. Sind {#*"! : v = 1,....n} und {y* ! : u = 1,...,m} Basen
von Klz] und Kly| geméB S. 8.7, so ist {z" 'y* ' :v=1,...,n;u=1,...,m} ein
Erzeugendensystem von

K[z,y] .= Kj[z,y] .= span{z"y™ : M, N € Ny} .

(Denn: Fiir beliebige M, N € Ny ist

n

m
M v—1 N 1
x:Ean, ynguy“
p=1

v=1
fir gewisse a,, b, € K. Damit ist
n m
eMyN = Z Z a,ba” Yt
v=1 p=1

Insbesondere ist dimg (K[z,y]) < co. Aus K[z —y| C K[z,y] und K[zy] C K|z, y]
folgt dimy K[x—y] < oo und dimg K|xy| < oo. Nach S. 8.7.1 sind x —y,z-y € Ax. O
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9 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Zu den klassischen Fragen der Mathematik gehort die Konstruierbarkeit reeller Zahlen
mit Zirkel und Lineal. Was versteht man unter einer solchen Konstruktion?

Definition 9.1 Es sei S eine Menge in R% Ein Punkt P € R? heiit konstruierbar
(mit Zirkel und Lineal) aus S, falls ein n € N und Punkte P, ..., P, in R? existieren
mit P, = P und so, dass fiir Sy := S und S, := S;_1 U{P;}, (j = 1,...,n) eine der
folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(i) Es existieren A, B, A’, B’ € S;_1 so, dass P; der Schnittpunkt der beiden (nicht-
parallelen) Geraden durch A, B und A’, B’ ist.

(i) Es existieren A, B,C, D € S;_; so, dass P; einer der (hochstens 2) Schnittpunkte
der Gerade durch A, B und des Kreises mit Mittelpunkt C' und einem Randpunkt
D ist.

(ili) Es existieren C, D,C", D’ € S;_; so, dass P; einer der (hochstens 2) Schnittpunk-
te der Kreise mit Mittelpunkt C' und Randpunkt D sowie Mittelpunkt C'(#£ C')
und Randpunkt D’ ist.

Weiter heifit ein x € R konstruierbar aus S C R, falls der Punkt (x,0) konstrierbar
aus S x {0} ist. Fiir S C R setzen wir kon(S) := {z € R :  konstruierbar aus S}.

Bemerkung 9.2 Essei S C R mit 0,1 € S. Dann gilt:
1. Der Punkt (0, 1) ist konstruierbar aus S x {0}.

2. Sind P, @ konstruierbar aus S x {0}, so sind auch P 4+ @ konstruierbar aus
S x {0}.

3. Ist (z,a) konstruierbar aus S x {0} fiir ein a € R, so ist x € kon(S5).

Satz 9.3 Es sei S C R mit {0,1} C S. Dann sind mit x,y € kon(S) auch x £y,zy €
kon(S) und im Falle y # 0 auch 1/y. Auferdem ist fiir x > 0 auch \/x € kon(S).

Beweis. Siehe Vorlesung. O
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Bemerkung 9.4 Aus S. 9.3 folgt insbesondere, dass kon(.S) im Falle {0,1} C S ein
Teilkérper von R ist. Damit ist schon Q C kon(S). Also ist kon(Q) C kon(kon(S)) =
kon(S) (und damit im Falle S C Q auch ,,=").

Satz 9.5 Es seien K ein Korper und E ein Oberkirper von K. Ist [E : K| = 2, so
existiert ein a € E\ K mit o> € K und E = span {1,a} = K + Ka.

Beweis. Es sei # € £\ K. Dann sind 1, z linear unabhéngig und damit eine Basis von
E als K-Vektorraum. Also existieren p,q € K mit

2’ +pr+q =0,
d. h.

(x+g)2—%2—q(e K).

Fiir a := v+% gilt a’ € Kund a € E\ K. Insbesondere sind auch 1, ¢ linear unabhéngig
(iiber K'). Damit ist {1,a} eine Basis von E und folglich

E =span{l,a} = K + Ka.

Damit beweisen wir

Satz 9.6 Es set K ein Teilkorper von R. Fir x € R sind dquivalent:
a) x € kon(K).
b) Es existieren ein n € Ny und Teilkorper
K=Ky,CK,C...CK,
von R mit v € K, und [K; : K;_1] =2 fir j=1,....n (fallsn>0).
Beweis. a) = b): 1. Wir zeigen: Ist U ein Teilkérper von R und wird ein Punkt

(z,y) € R? durch einen der drei Konstruktionsschritte aus D. 9.1 aus Punkten erzeugt,
deren Koordinaten in U liegen, so gilt z,y € U[\/4] fiir ein 6 € U.
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Denn: Geraden durch 2 Punkte mit Koordinaten U sind gegeben durch Gleichungen
der Form
ar + by +c =0, (9.1)

wobei a, b, ¢ € U (Normalenform). Der Schnittpunkt zweier solcher Geraden hat dann
wieder Koordinaten z,y € U als Losung eines (2 x 2)-Gleichungssystems mit Koeffizi-
entenmatrix in G Lo(U) und rechter Seite in U x U.

Entsprechend sind Gleichungen von Kreisen, bei denen der Mittelpunkt und ein Rand-
punkt Koordinaten in U haben, von der Form

4yt ddetey+ f=0 (9.2)

mit gewissen d, e, f € U.
(Denn: Ist C' = (u,v) der Mittelpunkt und D = (w,z) ein Randpunkt, so hat die
Kreisgleichung die Form

(@ —u)*+ (y—v)* = (w—u)’+(z—v)"

Durch Ausmultiplizieren ergibt sich obige Form.)

Damit sieht man: Die Schnittpunkte einer Geraden mit einem Kreis ergeben sich durch
Auflésen von (9.1) etwa nach y und Einsetzen in (9.2). Die dann resultierende quadra-
tische Gleichung fiir z hat eine Diskriminante § € U (mit 6 > 0, falls Schnittpunkte
existieren). Damit ist # € U[v/§] und mit (9.1) auch y.

SchlieBlich l&sst sich der Fall von Schnittpunkten zweier Kreise wie oben durch Sub-
traktion der beiden Kreisgleichungen auf den Fall |, Kreis und Gerade” zuriickfiihren.
In allen Fillen ist also x,y € U[/¢] fiir ein § € U.

2. Bs gilt U = U[V/3] (falls V3 € U) oder [U[V/3] : U] = 2 (falls /& ¢ U).

Denn: Der erste Fall ist klar. Ist v/6 ¢ U, so ist U[v/6] nach S. 8.10 ein Korper. Dabei
ist X2 — § € U[X] das Minimalpolynom von /8, also [U[v/§] : U] = 2 nach B. 8.11.
3. Durch sukzessive Anwendung von 1. und 2. (startend mit U = K) ergibt sich fiir
x € kon(K) die Eigenschaft aus b).

b) = a): Es reicht zu zeigen: Fiir alle j € {1,...,n} ist
Kj C kOIl(Kj_l).

Aus [K; : K;_1] = 2 folgt mit S. 9.5 die Existenz eines a € K; \ K;_; mit a* € K;_4
und K; = span(1,a) = K, 1 + K;_ja. Nach S. 9.3 ist dann a(= £v/a?) € kon(K;_;)
({1,0} C K,_41). Da K; = span(1,a) ist, folgt K; C kon(K;_;) wieder aus S. 9.3. O

Der folgende Satz liefert die fiir das Weitere zentrale Einschrankung an konstruierbare
Zahlen.
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Satz 9.7 Es sei K ein Teilkorper von R. Ist x € kon(K), so ist x algebraisch iiber K
vom Grad 2™ fiir ein m € Ng.

Beweis. Es seien K = Ky C ... C K,, wie in S. 9.6 mit x € K,,. Dann gilt nach S. 8.3
(induktiv angewandt)

K, K| =||IK;: Kj_4]=2"

—.

Il
—

j
(mit [] :=1). Weiter ist mit B. 8.11 [K[z] : K] Teiler von [K,, : K], also [K[z] : K] =
0

2™ fiir ein m € Nj. O

Um den vorhergehenden Satz auf verschiedene klassische Probleme der (Nicht-)Kon-
struierbarkeit anwenden zu kénnen, benotigen wir noch einige einfache Aussagen iiber
Polynome.

Bemerkung 9.8 Es sei K ein Korper.

1. Hat P € K[X] eine Wurzel a € K, so ist P = (X — a)@ mit einem @ € K[X] nach
B. 7.10. Also ist P in Falle deg P > 2 reduzibel.

2. Ist P € K[X] ein Polynom vom Grad 2 oder 3 und ist P reduzibel, so hat P eine
Wurzel in K.

(Denn: Ist P reduzibel, so ist P = QR mit Q, R € K[X] nicht konstant. Also ist
deg @@ =1 oder deg R = 1. Damit hat @) oder R (und folglich P) eine Wurzel in K.)
3. Es sei P € Z[X] normiert, also P ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten und
fiilhrenden Koeffizienten 1. Dann gilt ([U]): Ist 2 eine rationale Wurzel von P, so ist
schon z ganzzahlig (oder, mit anderen Worten, ist € R \ Z eine Wurzel von P, so

ist x irrational). Insbesondere ergibt sich daraus ([U]): Sind a,n € N, so ist entweder

Va € N oder {/a ¢ Q.

Satz 9.9 Ist a € N, so ist entweder /a € N oder /a von Grad 3 iber Q.

Beweis. Da /a Wurzel von X? —a ist, ist der Grad < 3. Es sei /a ¢ N. Nach B. 8.8.2
reicht es, zu zeigen: X® — a € Z[X] C Q[X] ist irreduzibel (in Q[X]). Angenommen,
nicht. Dann hat X? — a nach B. 9.8.2. eine Wurzel in Q und damit nach B. 9.8.3 in Z.
Die einzige reelle Wurzel ist aber /a. O
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Beispiel 9.10 (Delisches Problem; Wiirfelverdopplung)

/2 ist nicht konstruierbar aus Q.

(Denn. Nach S. 9.7 reicht es zu zeigen, dass der Grad von /2 tiber Q keine Zweierpotenz
ist. Nach S. 9.9 ist der Grad 3, also keine Zweierpotenz.)

Wir untersuchen das Problem der Winkeldreiteilung, also die Frage, ob der Punkt
(cos(a/3),sin(a/3)) konstruierbar ist aus S = {(0,0), (1,0), (cosa,sin)}. Aus den
Uberlegungen in B. 9.2, S. 9.3 und B. 9.4 ergibt sich, dass dies dquivalent ist zu

cos(a/3) € kon(Q(cos ar))

(Wichtig dabei: es gilt sin® « = 1 — cos? o, also ist sin o € kon(Q(cos @)) nach S. 9.3.)

Satz 9.11 Es sei o € R. Dann sind dquivalent
a) cos(a/3) € kon(Q(cos));

b) P=X3—3X —2cosa hat eine Wurzel in Q(cosa).

Beweis. Wir setzen K := Q(cos ).
Fiir beliebige ¢ € R gilt
cos(3p) = 4cos® ¢ — 3cos p,

also
0 = 8cos®(a/3) — 6cos(a/3) — 2cos(a).

Folglich ist 2 cos(a/3) Wurzel von
P=X*-3X—2cosa € K[X]

und damit 2 cos(a/3) (also auch cos(a/3)) vom Grad < 3 iiber K. Aus S. 9.6 und S.
9.7 folgt, dass cos(c/3) genau dann konstruierbar aus K ist, wenn der Grad 1 oder 2
ist. Nach B. 8.8.2 ist dies genau dann der Fall, wenn P € K[X] reduzibel ist. Mit B.
9.8.1./2. ergibt sich, dass dies wiederum dquivalent dazu ist, dass P eine Wurzel in K
hat. O
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Beispiel 9.12 Es sei @ = /3. Dann ist cos(a) = 1/2; also ist P = X* —3X —1in S.
9.11. Wir zeigen

cos(m/9) = cos(a/3) ¢ kon (Q(cos)),
d. h., die Dreiteilung des Winkels 7/3 = 60° ist nicht méoglich.
Denn: P = X® — 3X — 1 € Z[X]. Also hat P nach B. 9.8.3 nur dann eine Wurzel
in Q(cosa) = Q(1/2) = Q, wenn eine Wurzel in Z existiert. Wir betrachten die
Polynomfunktion f: R — R mit f(z) := P(z) = 2% — 3z — 1. Aus

f’(x)zS(xQ—l){>0 fur x| > 1

<0 furlz| <1

folgt
/4 in (—o0, —1)
feN\ in(—1,1)
4 in (1, 00)

Da f(=2) = -3, f(-1) =1, f(0) = -1, f(1) = =3, f(2) = 1 gilt, hat P keine Wurzel
in Z.

Das bekannteste (Nicht-)Konstruierbarkeitsproblem ist die Quadratur des Kreises, al-
so die Frage, ob aus einem gegebenen Kreis ein flichengleiches Rechteck konstruiert
werden kann. Das Problem reduziert sich auf die Frage, ob

V7 € kon({0,1}) = kon(Q)

gilt. F. Lindemann bewies 1882, dass /7 (bzw. ) transzendent (iiber Q) ist. Nach S.
9.7 ist damit /7 nicht konstruierbar aus Q.



10 SPEZIELLE IRRATIONALE UND TRANSZENDENTE ZAHLEN 74

10 Spezielle irrationale und transzendente Zahlen

Im letzten Abschnitt haben wir bemerkt, dass die Unmoglichkeit der Quadratur des
Kreises eine Folge der Transzendenz von 7 ist. Wir werden zumindest die Irrationalitat
von 7 nachweisen.

Satz 10.1 1. Fir alle a € N ist e* ¢ Q.
2. 12 ¢ Q.

Beweis. 1. Es sei m € N. Fiir die Polynomfunktion f,, : R = R, f,,(z) = 2™(1 —z)™
gilt
fI(0), fB(1) € (mZ (k€ Ny).
2m

(Denn: Aus X™(1 — X)™ = > X" € Z[X] folgt

k=m

fy(f)(o) _ 0, falls k < m oder k > 2m
klcp, fallsm <k <2m

} e (mhz

und aus Symmetriegriinden gilt auch f{¥(1) € (m!)Z.)
Angenommen, e® = p/q mit p, g € N. Wir betrachten

2m

Fu(z) =) (-1)fa* *f(z)  (z€R).

k=0
Dann ist F,,(0), F,,(1) € (m!)Z und (da f,gfmﬂ) =0)
(@) = Zm<—1>’“a2“f£f“><x> = (—a) Zm<—1>’“a2m’“f£f><x>
k=0 k=1

= —aFp,(z) + a® ™ f.(2)

und damit
(€™ Fu(2)) = e (aF(w) + F,(2)) = a® ! f, ().

Also ist einerseits (da f,,(x) > 0 fir x € (0,1))

1
0< q/e“wa2m+1fm(x)da: = qe“’”Fm(x)Ll) =
0

= qe"Fr(1) — ¢F(0) = pFn(1) — ¢Fn(0) € (m!)Z
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und andererseits (da f,,(z) < 1 fiir x € [0, 1])
1
q/eaxazmﬂfm(a:)dx < qeaa2m+1 < m)!
0

fiir m gentigend grof. Widerspruch!
2. Angenommen, 72 = p/q mit p,q € N. Wir betrachten

G() =™ Y (=)Fm (0 (z) (v €R).

Dann gilt G,,(0), G, (1) € (m!)Z (beachte: ¢mw2™=*) = gkpm=F) und
(G, (z) sin(rz) — G () cos(nz)) =
= G (2)sin(mx) + 712G, () sin(7z)
= sin(mz) (¢" 7" fin(2)) = p™ 7 sin(rz) fin(2).

Also ist einerseits

1
1

— Gp(x) cos(mc))

0
0

und andererseits

me/sin(ﬁx)fm(x)dx < mp™ < m!
0
fiir m gentigend grofl. Widerspruch! O

Bemerkung 10.2 Aus S. 10.1.1 folgt leicht, dass e® irrational ist fiir alle 0 # x € Q.
Satz 10.3 e ist transzendent.

Beweis. Angenommen, e ist algebraisch (vom Grad n). Dann existiert ein ¢ € Z, ¢ # 0

so, dass P = Y a;X? = c¢P, € Z|X], wobei P. das Minimalpolynoms P. von e bzgl. Q
j=0

bezeichnet. Da P, (und damit auch P) irreduzibel iiber Q ist, gilt ag # 0.
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Fiir p € P sei f, : R — R definiert durch

fol@) =2 Ho—1)P .. (v —n)P (x € R).

Dann gilt
19(0) {: (p— DI(=1)P.. (—n), fallsk=p—1
€ (pHZ, sonst
und
8 G) e (phZ  fir alle k € No,j € {1,...,n}.
(Denn: XP1(X — 1P (X —n)P = 3> ;X0 € Z[X] mit ¢, 1 — (—1)? -+ (—n)P.

Jj=p—1
Also ist (— Analysis, Potenzreihenentwicklung)
(p—Dlepq, fallsk=p—1
f;k)(()): 0, falls k <p—1loderk >np+p—1.
klex € (p!)Z, sonst
Mit einer entsprechenden Uberlegung (Potenzreihenentwicklung mit Entwicklungsmit-

te v) ergibt sich £ (v) € (PZ fiir v =1,...,n.

Wir setzen
np+p—1

Fy():= Y fP) (zeR).

Dann gilt (da £ = 0)
(€ F@) = e (Fi2) - B(x) = —efy(x) (€ R),
also fir y=1,...,n
—/e_xfp(x)dx = e_pr(x)’é = e 7 F,(j) — F»(0).
0

Folglich ist (da p Teiler von F,(j) fir j =1,...,n und f,S’“)(o) fir k #p—1)

n J n n
D, :=— Z(ajej /e_xfp($>dx) = ZajFp(j) — F,(0) Zajej
j=1 0 j=1 j=1

= —ag

= ao fPV(0) = ag(p — 1)!(=1)P--- (—n)?  mod p.
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Aus ag # 0 folgt fiir p > max (n,|ao|), dass p kein Teiler von aq 1 71)(0) ist (sonst
miisste p nach S. 1.6.1 einen der Faktoren teilen, was nicht der Fall ist). Damit ist
insbesondere D,, # 0.

Aus ag, ..., a, € Z folgt weiter D, € ((p — 1)!)Z, also |D,| > (p — 1)!.

Andererseits gilt (mit | f,(z)| < n"™*P~! fiir 0 < @ < n)

J

D3 (ke [ L)

n
<D lagledj - < ety ag| < (p - 1)
j=1 J=1

fiir p gentigend grof. Widerspruch! O

Wir wollen zum Abschluss zeigen, dass algebraische Zahlen in gewissem Sinne schlecht
durch rationale approximierbar sind. Dies fithrt wiederum auf die Transzendenz einer
ganzen Klasse von Zahlen.

Satz 10.4 (Liouwville)

Es sei a € R algebraisch vom Grad d > 2 iiber Q. Dann existiert ein ¢ > 0 so, dass
fiir alle p € Z und q € N gilt

c

> .
‘ q?

‘(X—

Q3

Beweis. Es sei P = cP, € Z[X] mit ¢ # 0 Vielfaches des Minimalpolynoms P, € Q[X]
von a. Ist f(z) := P(z) (x € R), so folgt aus f(«a) = 0 die Existenz eines § > 0 mit
f(x) #01in [a —6,a+ 6]\ {a}. Wir definieren

M:= max |f'(z)], ¢ :=min(6,1/M).
[a—0d,a+6]

L. Fall: |« — p/q| > 6. Dann ist |a — p/q| > ¢ > ¢/q%
2. Fall: |a — p/q| < 6. Dann gilt nach dem Mittelwertsatz
[f(v/a)] = |F(a) = f(p/q)] < Mla = p/ql.

Aus P € Z[X] folgt f(p/q) € (1/¢¥)Z und aus f(p/q) # 0 damit !f(p/q)‘ > 1/q%. Also
ist

e et
qg ~ Mqg* " q
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Bemerkung 10.5 Ist « = a/b € Q und ¢ := 1/|b], so gilt sogar |a — p/q| > ¢/q fur
alle p € Z, ¢ € Nmit o # p/q. In diesem Sinne sind rationale Zahlen (also algebraische
vom Grad 1) besonders schlecht durch (andere) rationale approximierbar.

Satz 10.6 Es sei (\,) eine Folge in N mit A,y 1/\, — oo. Dann ist Y 1/¢* trans-

n=1
zendent fiir alle ¢ € N, ¢ > 1.
[e.e]
Beweis. Fiir alle n € N gilt mit a := Y 1/¢™
k=1
ol < N < = < 2
‘a_quk - Z q - n+1z__ q)\n-‘rl_q)\n-l—l‘
k=1 k=n+1
Dabei ist > 1/¢* = p,/¢* € Q\ {a}. Sind d € N, ¢ > 0, so ist
k=0
c
@ =pa/q™ £ —— 7 < 5
fiir n geniigend grof}. Nach S. 10.4 und B. 10.5 ist « transzendent. O

Beispiel 10.7 Fiir A, = n! gilt A, 11/ A, =n+ 1 — 00 (n = 00). Also ist etwa

il = +1+1+1+
0" 1 100 106 1024

n=1

transzendent.
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A Etwas Lineare Algebra

Wir sammeln in diesem Anhang einige Grundbegriffe der Linearen Algebra.

Definition A.1 Essei V ein K-Vektorraum. Dann heif3t U C V ein Untervektorraum
oder (linearer) Teilraum, falls (U, +uxuv, -|kxv) ein K-Vektorraum ist.

Es gilt: ) # U C V ist genau dann Teilraum, falls fiir alle z,y € U,A € K auch
r+yeUund Az € U gilt,d. h. U+ U C U und K -U C U. (Man beachte: mit y € U
ist dann auch —y = (—1)y € U, also U — U C U).

Ist M C V, so heifit

<M>:=<M>y :=span M := linspan M := ﬂ U
UDM Teilraum

lineare Hiille oder linearer Spann von M. AuBerdem heifit M dann Erzeugendensystem
von span M. Man beachte: <M> ist als Schnitt von Teilraumen wieder ein Teilraum.
Satz A.2 Sind V ein K-Vektorraum und M C V', so ist

span M = {Z A 2 Ay € K, F C M endlich}.

zeF

Ist speziell M = {x1,...,x,}, so ist auch

span(xy,...,T,) :=span M = {Z/\jl‘j t A\ € K} (:; ZKxj>.
j=1 j=1

Beweis. vgl. Beweis zu S. 3.5, B./D. 7.3, S. 7.5. O

Beispiel A.3 Es sei K ein Korper. Ist S # () eine Menge, so ist
K% :={f:8— K}

mit den iiblichen punktweisen Definitionen von + und - ein K-Vektorraum (siehe B.
2.10). Ist speziell S = Ny, so ist KMo = {(aj);io ta; € K} und KW = K[X] =
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span{X? : j € Ny} ein Teilraum. Damit ist der Polynomring iiber K auch ein K-
Vektorraum und folglich auch eine K-Algebra (offensichtlich gilt A(PQ) = (AP)Q =
PA\Q) fir P,Q € K[X|,\ € K.)

Weiter gilt auch: Sind @ # M C K und p; : M — K mit

pr(z) == 2F (re M, keNy),
SO ist .
span {p; : j € No} = {Zajpj ra; € Kon e N}
=1

(also die Menge der Polynomfunktionen auf M) ein Teilraum von K.

Definition A.4 Es sei V ein K-Vektorraum.
Eine Familie (24)aer in V' (wobel (24 )acp =: 0) heiit linear unabhdingig, falls fiir alle
J C I endlich und alle ()\;)je; € K7 mit Y A\jz; = 0 schon \; =0 (5 € J) gilt.
jed
Sind speziell xq, ..., 2, € V,soheiflen 1, ..., x, linear unabhdingig, falls (xq, ..., z,) li-
near unabhéngig ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn aus ) A\jz; = 0fiir A\y,..., A, €
j=1

K schon A\; = ... =\, =0 folgt.

Beispiele A.5 Es sei K ein Korper.
1. Die Familie (X* = (6jk>;.;0)keN0 aus B./D. 7.6 ist linear unabhéngig in K[X].

2. Ist |M| = o0, so ist die Familie (pg)ren, der Monome aus B. A.3 linear unabhéngig
in KM,

(Beachte: Nach B. 7.10 hat jedes Polynom in K[X]\ {0} nur endlich viele Wurzeln in
K. Also folgt aus

n

Zajxj:() (xe M)

=0
fir a; € K schon a; =0 (j =0,...,n).)
Ist n := | M| < oo, so ist (pg)k—o....,
(Denn: ist M = {zy,...,z,} und

P=(X—mz) (X —x,) € K[X],

» linear abhingig in K.

so gilt P =3 a; X’ mit a, =1 # 0 und
=0

O:P(x):Zajxj:() (xeM).)
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Definition A.6 Es sei V ein K-Vektorraum. Dann heifit
dimV :=dimg (V) :=min{n € Ng: IM C V mit |M| = n,span M =V}

(wobei min () := oo und span()) := {0}) die Dimension von V.

Bemerkung A.7 Ist dimV < oo und M ein minimales Erzeugendensystem von V',
d. h. M C V mit |[M|=dimV und span M =V, so ist (z),en linear unabhéngig.
(Denn: Im Fall dim V' = 0 ist (z),¢p linear unabhéngig.

Es seien also dimV' > 0 und A, € K mit ) A,z = 0. Angenommen, )\, # 0 fiir ein

zeM
y € M. Dann ist (mit > :=0)
0

y= > (—%)m

M>3x#y

also y € span (M \ {y}) (beachte: span(@) = {0}) und damit auch

V =span M = span(span(M \ {y}) = span(M \ {y})

Dies widerspricht der Minimalitdt von |M].)

Definition A.8 Es seien V ein K-Vektorraum und B C V. Dann heifit B Basis von
V, falls span B =V gilt und (z),cp linear unabhéngig ist.

Bemerkung A.9 Nach B. A.7 hat jeder K-Vektorraum mit n := dimV < oo eine
Basis.

Weiter kann man zeigen (— LA):

Ist M C V mit (z).ep linear unabhéngig in V', so ist |M| < n. Auflerdem gilt dann:
Ist |M| = n, so ist M eine Basis.

Insbesondere ergibt sich daraus, dass |B| = n fiir jede Basis von V' gilt (denn: es ist
|B| > n, daspan B =V und |B| < n, da (z).ep linear unabhéngig ist).

Beispiel A.10 Es sei K ein Korper.
1. {e® = (0jk)j=1,.n - k=1,...,n} ist eine Basis von K™. Also ist dim K" = n.

2. {X* : k € No} ist eine Basis von K[X]. Damit ist dim K[X] = oo (denn sonst
konnte nach B. A.9 das Tupel (X*)en, nicht linear unabhiingig sein).
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3. Ist E ein Oberkorper von K, so kann man £ auch als K-Vektorraum auffassen
(indem man die Multiplikation auf K x E einschrénkt). Insbesondere sind etwa C ein R-
Vektorraum und R ein Q-Vektorraum. Dabei ist {1,i} eine Basis des R-Vektorraumes
C. Also ist

Weiter ist
dlm@(R) = 00,
denn ist M C R endlich, so ist span (M) = { S Mz A € @} abzihlbar (da Q

zeM
abzdhlbar ist). Da R iiberabzdhlbar ist, ist M kein Erzeugendensystem von R. Da

auch abzéhlbare Vereinigungen abzihlbarer Mengen abzdhlbar sind, sieht man, dass
genauer jede Basis von R {iberabzéhlbar sein muss.

Bemerkung und Definition A.11 Es seien V, W K-Vektorrdume. Eine Abbildung
T :V — W heifit linear (oder (Vektorraum-)Homomorphismus), falls fir alle z,y €
Ve K,

Tx+y)=Tx+ Ty, T(\x) = \Tx

gilt (man schreibt hier auch kurz Tz statt T'(z)).

Wie iiblich werden wieder Monomorphismen (bzw. kurz Einbettungen) und Isomor-
phismen definiert. Existiert ein Isomorphismus 7" : V' — W, so heiflen auch hier V, W
isomorph. In diesem Fall gilt: B C V ist genau dann eine Basis von V', wenn T'(B) C W
eine Basis von W ist.

Schliellich ergibt sich noch (siehe LA): Ist n := dim V' < oo, so sind V' und W genau
dann isomorph, wenn sie gleiche Dimension haben. Insbesondere ist V' isomorph zu
K™,
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