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1 Der Ring der ganzen Zahlen

Wir gehen zunéchst kurz auf das “Wesen” natiirlicher bzw. ganzer Zahlen ein.

Definition 1.1
1. Es seien M eine nichtleere Menge und f : M x M — M eine Funktion. Dann heif3t
f (innere, binire) Verkniipfung auf M. Man wihlt dann oft ein nichtalphabetisches
Zeichen wie -, o, %, X, +,... fiir f und schreibt z fy statt f(z,y) fir z,y € M, also
etwa
T-Y,TO0Y,T*Y, T XY, T+Y.

Im Fall des Multiplikationssymbols - schreibt man meist kurz xy statt x - y.
2. Eine Verkniipfung - auf M heifit assoziativ falls

x(yz) = (vy)z firaz,y,z€ M,

und kommutativ falls
xy = yxr firx,ye M

gilt. Ein e € M heifit linksneutral (beziiglich -) falls
ex = x firze M,
rechtsneutral falls ze = z fiir x € M, und neutral falls
ex = xe = x firzeM

gilt.

Bei assoziativen Verkniipfungen lidsst man die Klammern meist weg, setzt also zum
Beispiel zyz = (zy)z = z(yz). Das Pluszeichen + wird iiblicherweise nur fiir kommu-
tative Verkniipfungen benutzt.

Neutrale Elemente sind (im Falle der Existenz) eindeutig; genauer gilt: Ist e links-
neutral und e’ rechtsneutral fiir die Verkniipfung - auf M, so ist e = €', also e einziges
neutrales Element, denn die sukzessive Anwendung der beiden Voraussetzungen liefert

e =ee' =e.

Definition 1.2 Es sei - eine assoziative Verkniipfung auf M. Dann heifit (M, -) Halb-
gruppe. Existiert ein neutrales Element e (beziiglich -), so heiit (M, -, e) Monoid. Wir
schreiben oft kurz M statt (M, -) oder (M, -, e). Eine Halbgruppe M mit kommutativer
Verkniipfung - heifit kommutativ oder auch abelsch.

Bemerkung 1.3 Die natiirlichen Zahlen kénnen axiomatisch beschrieben werden
als ein Tripel (N, 1,7) mit den drei Eigenschaften (Peano-Axiome):
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(N1) N ist eine Menge mit 1 € N.
(N2) v : N — N ist eine injektive Funktion mit 1 ¢ v(N).

(N3) (Prinzip der vollstdndigen Induktion) Ist A C N mit 1 € A und
v(A) C A, soist A=N.

Die Zahl v(n) nennt man Nachfolger von n. Damit kann man die arabischen Ziffern
definieren durch 2 := v(1), 3 = v(2), 4 := v(3), 5 = v(4), 6 := v(5), 7 := v(6),
8 :=v(7) und 9 := v(8). Weiter kann man — mit viel Aufwand — zeigen:

Auf N existiert genau eine assoziative und kommutative Verkniipfung + mit n+1 =
v(n) und n 4+ v(m) = v(n+ m) fir n,m € N. Unter Verwendung der Addition ist eine
Ordnungsrelation < auf N definiert durch n < m genau dann, wenn m = n + k£ fiir ein
k € N. Weiter kann man zeigen: Auf N existiert genau eine assoziative und kommutative
Verkniipfung - so, dass n -1 = 1 ist und dass m(n + 1) = mn + m fir n,m € N gilt.
Damit sind (N, ) eine abelsche Halbgruppe und (N, -, 1) ein abelsches Monoid.

Erweitert man N um ein Element 0 zu Ny mit 0 < n fiir alle n € N und so, dass
n+0:=04+n:=nund n-0:=0-n:= 0 fiir alle n € Ny, so sind (Ng, +,0) und (N, -, 1)
abelsche Monoide mit den Kiirzungsregeln

n+m=n+k = m=k und n-m=n-k,n#0 = m==%k.

Schliefflich folgt aus dem Prinzip der vollstdndigen Induktion die wichtige Wohlord-
nungseigenschaft von N: Jede nichtleere Menge M C N hat ein Minimum.

Beispiel 1.4 Es sei X eine Menge. Dann heif3t
P(X)={A: AC X}

die Potenzmenge von X. Ist (X, -) eine Halbguppe, so definiert das Komplexpro-
dukt
A-B:={zy:x€ A, ye€ B} (A, B C X)

eine assoziative Verkniipfung - auf &2(X), also ist (#(X),-) eine Halbgruppe. Ist
(X, -, e) ein Monoid, so ist auch (Z(X),-,{e}) ein Monoid. Im Falle einer einpunk-
tigen Menge A = {z} schreibt man meist kurz xB statt {z} - B und im Falle des
Pluszeichens als Verkniipfung auf X natiirlich auch A + B statt A- B und = + B statt
xB. Die Menge A + B heifit dann auch Minkowski-Summe von A und B.

Definition 1.5 Essei (M, -, e) ein Monoid. Ist z € M, so heifit ein y € M linksinvers
(zu x) falls yz = e, rechtsinvers (zu z) falls 2y = e, und invers (zu z) falls yx = zy =
e; entsprechend heifit dann jeweils = (links-, rechts-)invertierbar. Ist jedes x € M
invertierbar, so heiit M Gruppe.
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Bemerkung 1.6 Es sei (M, -, e) ein Monoid.
1. Inverse sind im Falle der Existenz eindeutig bestimmt; genauer gilt: Sind z, y1, y» €
M mit y; links- und y, rechtsinvers zu x, so ist

i = yie = yl(l‘y2) = (ylx)m = €eYy2 = Y.

Fiir invertierbare x bezeichnet man das Inverse zu z mit z~!. Bei Verwendung des

Verkniipfungszeichens + schreibt man meist —x und dann auch kurz x —y satt z+(—y).

1

2. Es seien x,y € M invertierbar. Dann sind auch z7 und zy invertierbar mit

(z71) 7' =z und

(wy) = y a7t
daz 'z =227 ! =cund zyy'o~! = 227! = e sowie y tr~lry = y 1y = e. Setzt man
M* = {x € M : x invertierbar},

so ist e € M* und es gilt zy € M* sowie z~! € M* fiir x,y € M*. Damit ist (M*, -, ¢)
eine Gruppe.

3. M ist schon dann eine Gruppe, wenn zu jedem x € M ein Rechtsinverses existiert

([U]). Entsprechendes gilt mit Linksinvers statt Rechtsinvers.
4. Sind a,b € M und ist a invertierbar, so sind die Gleichungen ax = b und ya = b

eindeutig 16sbar, ndmlich durch z = a~'b beziehungsweise y = ba~!. Ist M eine Gruppe,
so sind die Gleichungen damit fiir alle a, b eindeutig losbar.

Beispiel 1.7 Es sei X # ) ein Menge. Dann ist !
S(X) = {f € Abb(X) : f bijektiv}

mit der Komposition o von Funktionen als Verkniipfung eine Gruppe, mit neutralem
Element idx; zu f € S(X) invers ist die Umkehrfunktion, die gliicklicherweise sowieso
schon mit f~! bezeichnet wird. S(X) heiit symmetrische Gruppe von X, und ein
Element f € S(X) heift Permutation von X.

Fiir n € N heifit speziell S,, := S({1,...,n}) die n-te symmetrische Gruppe.

Fiir n > 3 ist .S, nicht abelsch ([U]).
Wir kommen jetzt zu algebraischen Strukturen mit zwei Verkniipfungen.

Definition 1.8 Es sei R eine Menge und es seien + und - Verkniipfungen auf R mit:

1Sind X,Y nichtleere Mengen, so setzen wir YX := Abb(X,Y) := {f : X — Y} und Abb(X) :=
Abb(X, X).
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(R1) (R,+,0) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) (R,-,1) ist ein Monoid.
(R3) Die Verkniipfung - ist distributiv iiber +, d.h. fiir z,y, 2z € R gilt

(x+y)z = (x2)+ (y2) und 2(x+y) = (zx)+ (2y).

Dann heiflen (R, +,-) Ring, das neutrale Element 0 beziiglich + Null(element) und
das neutrale Element 1 beziiglich - Eins(element). Ist (R, ) dabei abelsch, so heifit
der Ring (R, +, ) kommutativ. Wir schreiben manchmal deutlicher 0z und 1p fiir die
neutralen Elemente eines Ringes. Andererseits schreiben wir oft kurz R statt (R, +, ).

Bemerkung 1.9 Das Monoid (Ng, +,0) lisst sich durch Aquivalenzklassenbildung in
No x Ny zur (abelschen) Gruppe (Z,+,0) der ganzen Zahlen erweitern. Mit geeig-
neter Erweiterung der Multiplikation wird (Z, +,-) zu einem kommutativen Ring mit
Einselement 1 = 15. Zudem lésst sich Z mit einer Ordnung < versehen, die mit den
Verkniipfungen + und - in Sinne der iiblichen Monotoniegesetze vertréglich ist (genau-
er: ist x < y, so gilt z + z < y + z fiir alle z und zz < yz, falls z > 0). Man setzt
la| := sign(a) - a, wobei

1, falls a > 0
sign(a) := {0, fallsa =0 .
—1, fallsa<0
Wichtig fiir uns ist insbesondere die Tatsache, dass jede nichtleere Menge A C Z ein

Minimum hat, falls sie nach unten beschréankt ist, und ein Maximum falls sie nach oben
beschrénkt ist.

Man verwendet (wie in (Z,+,-)) auch in allgemeinen Ringen Punkt-vor-Strich-
Schreibweisen, also zum Beispiel z + yz = x + (yz).

Bemerkung 1.10 Es sei R ein Ring. Dann gilt fiir x,y, 2z € R ([U]):

3. (=z)(=y) = zy.

4. x(y —z) =2y —zzund (x —y)z = 2z — y=.
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Satz 1.11 (Division mit Rest)
Es sei (a,b) € Z* mit a # 0. Dann existiert genau ein Paar (q,r) € Z* mit b = qa +r
und 0 < r < |al.

Beweis. Da a # 0 gilt, ist
L:=Non(b—aZ)#0

und 0 <7 :=min L < |a| (man beachte: mit y € b — aZ ist auch y — |a| € b — aZ). Fiir
q so, dass b — ga = r gilt die Behauptung.

Eindeutigkeit: [U]. O

Bemerkung 1.12 Im Weiteren verwenden wir Summen und Produktschreibweisen in

recht allgemeiner Form: Ist (M, -, e) ein Monoid und sind zi,...,zxy € M, so setzen
0 k k=1
wir J] 2y := e und [] xp := (I =) - oy fiir &k = 1,..., N. AuBerdem schreiben wir
=1 =1 =1
k
z¥ := I = (also im Falle z; = ... = z;, = z). Insbesondere ist 2° = e. Ist z invertierbar,
=1

so setzen wir auch 7% := (2= 1" fiir k € N.
Ist M abelsch, so kann die Reihenfolge bei der Produktbildung beliebig vertauscht
werden. In diesem Fall ist also fiir endliche Indexmengen J und (z;);e; € MY das
k
Produkt [] x; (wohl-)definiert durch [] z; := I xj,, wobei J = {j1,...,jx} eine
jeJ JjeJ (=1
beliebige Abzéahlung von J ist.
Weiter schreiben wir fiir nicht notwendig endliche Indexmengen J und (z;);e; €
M) wobei

MW .= MU = (g = (2;)je; € M? : {j € J : x; # e} endlich},

auch kurz [[ z;:= [[ ;. Tupelz € M (/) nennt man auch abbrechend. Schlief-
jed jed, zje
lich setzen wir fiir A C M noch

AV = AV = L e MY) iz € A (j € )}

Im Falle des Pluszeiches als Verkniipfung schreiben wir statt [] jeweils >°. Auflerdem
schreiben wir dann ka statt a*.

Im Weiteren betrachten wir allgemeine Summen in (Z, +,0) und Produkte in (Z, -, 1).
Als Anwendung der Division mit Rest beweisen wir ein Ergebnis iiber die Darstellung
natiirlicher Zahlen.
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Satz 1.13 FEs sei g € N mit ¢ > 2 und A := {0,...,q — 1}. Dann existiert fir jedes
n € Ny genau eine Folge a = (a;) = (aj (n)) c Ao = AMNo0) 4

n= > ajn).

J€No

Beweis. 1. Eindeutigkeit: Angenommen, es existieren a,b € AM) mit a # b und

> a;¢’ = Y bj¢’. Dann gilt fiir m := max{j : a; # b;} (ohne Einschrinkung a,, >
j€Ng j€Ng

bin)
m—1 ] m—1
0= (am — bm)q™ + Z(aj_bj)qj >q" —(q—1) Z ¢ =1
j=0 j=0
Widerspruch.

2. Wir zeigen die Existenz per Induktion nach n.
Fiir n =0 ist a;(0) == 0 fiir j € Ny passend.
Induktionsschritt 7 — 1 auf n: Es sei k € Ny mit ¢* < n < ¢**'. Division mit Rest ergibt

n=mqg" +n'

mit 0 < m < ¢ und 0 < n’ < ¢*, also insbesondere n’ < n.
Nach Induktionsvoraussetzung (Behauptung gilt fiir jedes n’ < n) existiert eine Folge

(aj(n’)> € AMo) mit

n' =Y a;(n)q.

J€No

Dabei ist a;(n') = 0 fiir j > k, da n’ < ¢*. Setzt man

aj(n) = {aj(n’) fiir j # &

m ﬁilrj:k;7
SO ist

n=mq¢"+n" =3 a;(n)¢.
J€Ng

Fiir jedes ¢ ist die durch Satz 1.13 wohldefinierte Abbildung
, (No)
No>nm— (a](n))jeNO e AV
bijektiv. Mit r = r(n) := max{j : a;(n) # 0} fiir n € N heifit

(arGr_1...0a0)qg = (arm)(n)...ag(n)),
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die g-adische Darstellung von n. Im Falle ¢ = 9 + 1 =: Zehn spricht man auch von
der Dezimal-, im Falle ¢ = 2 von der Biné&r-, und im Falle ¢ = Zehn + 6 von der
Hexadezimaldarstellung. Schliellich schreibt man im Dezimalfall auch kurz a, . . . ag
statt (a, . ..ag)zenn, also zum Beispiel Zehn = 10.

Definition 1.14 Ein Ring R heifit nullteilerfrei wenn fiir beliebige x,y € R aus
xy = 0 schon x = 0 oder y = 0 folgt. Ein kommutativer Ring R mit 1 # 0 heift
Integritiatsring oder Integrititsbereich, falls er nullteilerfrei ist, und Korper, falls
R* = R\ {0} gilt (also jedes = # 0 invertierbar beziiglich - ist).

Bemerkung 1.15 1. Jeder Korper ist ein Integrititsbereich (sind x,y € R*, so ist
auch xy € R¥).

2. Ein Ring R ist genau dann nullteilerfrei, wenn fiir z,y, 2 € R folgende beiden
Kiirzungsregeln gelten:

e Aus zy = xz folgt x = 0 oder y = z.

e Aus yr = zz folgt © = 0 oder y = 2.

Denn: Gelten die Kiirzungsregeln, so ist R nullteilerfrei (wéhle z = 0). Die
Gleichung xy = zz ist dquivalent zu x(y — z) = 0. Ist nun R nullteilerfrei,
so folgt aus xy = zz direkt z = 0 oder y — 2 = 0, also x = 0 oder y = z.
Entsprechendes gilt fiir die zweite Kiirzungsregel.

Beispiel 1.16 (Z,+, ) ist ein Integrititsring, aber kein Korper; (Q, 4+, ), (R, +,-) und
(C,+, ) sind Korper.
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2 Teiler und Primzahlen

Definition 2.1 Fiir a,b € Z bedeutet a teilt b, oder a ist ein Teiler von b, dass ein
q € Z existiert mit b = a-q, d. h. falls b € aZ gilt. Man schreibt dann a|b und andernfalls
atb. Ist dabei a # 0, so ist ¢ eindeutig bestimmt. Wir setzen dann b/a := ¢q. Fiir a € Z
und B C Z schreiben wir a|B falls a|b fiir jedes b € B gilt, wenn also B C aZ gilt.

Bemerkung 2.2 Es seien a,b, c € Z. Aus obiger Definition ergibt sich leicht ([U]):
1. £1]b, £b[b und «a0.
2. Aus a|b und b|c folgt alc.
3. Aus alb und alc folgt a|(bZ + ¢Z), d. h. a|(bx + cy) fiir alle z,y € Z.
4. Aus alb folgt b =0 oder |a| < |b].
Es sei R ein kommutativer Ring. Wir verwenden im Weiteren Rechenregeln fiir Min-

kowskisummen und Komplexprodukte in Z(R). Zu beachten ist dabei, dass das Kom-
plexprodukt nicht distributiv {iber der Minkowskisumme ist, d. h. im Allgemeinen gilt

nicht A(B+C) = AB+ AC ([U]). Allerdings gilt immerhin stets A(B+C) C AB+ AC
und a(B+ C) =aB+aC fir A,B,C C Rund a € R.

Sind speziell a,b € Z, so ist (aZ)(VZ) = (ab)(ZZ) = (ab)Z. Wir wollen nun die
wesentlich interessantere Frage beantworten, wie aZ + 0Z dargestellt werden kann.

Definition 2.3 Es seien a,b € Z mit a # 0 oder b # 0. Dann heift
ggT(a,b) := max{k € N: k|a und k|b}

grofiter gemeinsamer Teiler von a und b. Im Falle ggT(a,b) = 1 heiflen a, b teiler-
fremd oder auch relativ prim. Zudem setzen wir noch ggT(0,0) := 0.

Damit ergibt sich fiir die Minkowskisumme aZ + bZ folgende wichtige Formel:

Satz 2.4 (Lemma von Bézout)
Es seien a,b € Z und es sei d .= ggT(a,b). Dann ist

aZ 4 bZ = dZ.

Insbesondere sind a,b teilerfremd genau dann, wenn 1 € aZ + bZ.
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Beweis. Ist a = b = 0, so ist d = 0 und die Behauptung trivial. Es seien also a # 0
oder b # 0. Wir setzen

L :=aZ+VZ und  m:=min(NNL).

Aus d|a und d|b folgt d|(aZ+bZ) nach Bemerkung 2.2.3. Also ist L C dZ und insbesonde-
rem € dZ,d. h. djm. Weiter ist mZ C L (denn mZ C (aZ+bZ)Z C (aZ)Z+(VZ)Z = L).
Es sei a = gm + r wie in Satz 1.11. Dann ist

r=a+m(—q) €a+mZCa+L=1L

und 0 < r < |m|, also r = 0 nach Definition von m. Damit ist m Teiler von a.
Genauso gilt m|b, also ist m < ggT(a,b) = d. Mit d|m folgt d = m und damit auch
dZ = mZ = L. O

Bemerkung 2.5 Ein Verfahren zur Berechnung des ggT(a,b) ist der Euklidische
Algorithmus?: Sind a,b € Z \ {0}, so wendet man sukzessive Division mit Rest an,
startend mit ro = b,r; = |al:

(b=)ro = qri+r: (=aqla|l+12)

L = (o2 + T3

Da nach Satz 1.11 dabei ; > ry > --- (> 0) gilt, bricht das Verfahren nach endlich
vielen Schritten ab (d. h. r, > r,41 = 0 fir ein n € N). Also ergibt sich als letzte
Gleichung r,, 1 = q,r,. Dabei gilt

Tn = ggT(CL, b)

Denn: Es sei d := ggT(a,b). Durch Nachverfolgen des Gleichungssystems
von unten nach oben sieht man

Tno1 € Tnlay Tho = Qn1Tn-1+Tn € Thds, ..., 71 € T34, Ty € TW1,

2Die Benennung mehrerer mathematischer Ergebnisse nach Euklid verweist auf deren Darstellung
in dessen ungefdhr um 300 v.d.Z. verfassten und iiber mehr als zwei Jahrtausende in Prézision und
Didaktik als vorbildlich angesehenen und viel benutzten Lehrbuches (nach unseren heutigen Begriffen
wohl eher fiir Studenten als fiir Schiiler konzipiert) Die Elemente. Hochstens einige dieser Ergebnisse
konnen von Fuklid selbst stammen, der Euklidische Algorithmus zum Beispiel nicht. Siehe dazu die
Kommentare in der in mehreren Auflagen verbreiteten deutschsprachigen Ausgabe von Clemens Thaer.
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also r,|a und r,|b und damit insbesondere 7, < d.

Andererseits siecht man durch Lesen des Gleichungssystems von oben nach
unten und mit Satz 2.4

ro €ali+ 02, ...,r, € al+ 027 = dZ .
Aus r, > 1 folgt r, > d.
Sind etwa a = 1029 und b = 1071, so ergibt sich

1071 = 1- 1029 + 42
1029 = 24 -42 + 21 b Also: ggT(1029,1071) = 21.
42=2-21+0

Nach Satz 2.4 ist damit 1029 - Z 4+ 1071 - Z = 21 - Z.
Als weitere Folgerung aus Satz 2.4 erhalten wir

Satz 2.6 Es seien a,b,c € Z mit ggT(a,b) = 1. Dann gilt:
1. Aus albe folgt alc.
2. Aus alc und b|c folgt ab|c.

3. Ist ggT(a,c) =1, so ist auch ggT(a,bc) = 1.

Beweis. Nach Satz 2.4 ist 1 € aZ + bZ und damit auch
c € (aZ +bZ)c = (ac)Z + (bc)Z. (2.1)

1. Es gelte albe. Mit alac gilt dann al(ac)Z + (be)Z nach Bemerkung 2.2.3 | also alc
nach (2.1).
2. Es gelte alc und b|c, also ¢ € aZ und ¢ € bZ. Mit (2.1) folgt

c € (aZ)c+ (bVZ)c C (aZ)(VZ) + (VZ)(aZ) = (ab)Z.
3. Es gelte ggT(a,c) = 1. Dann ist 1 € aZ + ¢Z. Also folgt mit (2.1)
1=1-1€ (aZ+bZ)(aZ + c¢Z) C aZ + (be)Z.

Nach Satz 2.4 sind a und be teilerfremd. O
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Bemerkung und Definition 2.7 Eine Zahl p € N\ {1} heifit Primzahl falls sie nur
die Teiler +1 und =+ p hat. Wir setzen

P := {p : p Primzahl}.

Wichtig fiir alles Weitere ist folgender Fakt:
Fiir p € P und b, c € Z folgt aus p|bc schon p|b oder plc.

Denn: Gilt p|bec und ist p kein Teiler von b, also ggT (b, p) = 1 wegen p prim,
so folgt p|c nach Satz 2.6.1.

Allgemeiner ergibt sich daraus mittels Induktion iiber die Méchtigkeit von B:
Ist B C Z endlich und ist p prim, so folgt aus p| TI b schon p|b fir ein b € B.
beB

Wir zeigen nun, dass jede natiirliche Zahl n > 2 eine Primfaktorzerlegung hat
und dass diese in geeigneter Weise eindeutig ist. Primzahlen konnen gewissermafien als
,Elementarbausteine“ der natiirlichen Zahlen beziiglich der Multiplikation angesehen
werden.

Satz 2.8 (Primfaktorzerlegung, Fundamentalsatz der Arithmetik)
(P,0)

Fiir jedes n € N existiert genau ein Tupel (a,(n))pep € N = NP mit
n = H pap(n) i
peP

Beweis. 1. Eindeutigkeit: Wir zeigen: Ist n € N und sind v := (v,), p := () € NP

n=1[p"=1]r".

peP peP

mit

so gilt p, = v, fiir alle p € P (also p = v).
Angenommen, dies ist nicht der Fall. Dann sei n € N die minimale natiirliche Zahl,

fiir die zwei solche Darstellungen existieren, also v # p mit n = [] p*» = [] p*». Dabei
peP peP

ist n > 1, also v # 0. Wir wéhlen ein ¢ € PP mit v, # 0. Dann folgt aus ¢| [] p** mit
peP

B/D 2.7 die Existenz eines ¢’ € P mit u, > 0 und ¢|¢’. Da ¢’ eine Primzahl ist, gilt
schon ¢ = ¢'. Durch Kiirzen ergibt sich, dass n/q die zwei Darstellungen

n/q= ( 11 p””) ¢t = ( 11 p"”) g'!
peP\{q} peP\{q}

hat. Dies widerspricht der Minimalitit von n.
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2. Existenz: Fiir n = 1 ist a,(1) := 0 (p € P) geeignet.

Es sei also n € N\ {1}. Dann ist p; := min{k > 1: k|n} eine Primzahl, da p; sonst
einen Teiler a mit 1 < a < p; hétte, der dann auch Teiler von n wére im Widerspruch
zur Minimalitdt von p;.

Damit ist n = pyn, fiir ein ny € Nmit 1 < n; <n.

Ist ny > 1, so hat mit der gleichen Argumentation n; einen Primteiler p,, also
ny = pong mit 1 < ng < ny. Aus n > ny > ng... ergibt sich, dass dieses , Fak-
torisierungsverfahren* nach endlich vielen Schritten N bei 1 landet. Also erhélt man

N

n = [ pj, d. h. eine Darstellung von n als Produkt von (endlich vielen) Primzahlen.
i=1

Definiert man a,(n) als die Anzahl der j € {1,..., N} mit p; = p, so gilt damit

N
n=1Ip = IIr™
j=1

peP

Bemerkung 2.9 1. Nach dem Fundamentalsatz der Arithmetik ist die Abbildung
N3 n— (ap(n))per € N(OP)
wohldefiniert und bijektiv mit der Umkehrabbildung

N 3 (p)per = [[ 7 €N.
peP

2. Fir n € Nund p € P ist a,,(n) > 0 genau dann, wenn p ein Teiler von n ist. Damit
ist auch

n= T p>®.
pEP, p|n

Insbesondere hat jedes n > 1 einen Primteiler.

Wir wollen uns nun mit der Frage der ,Héaufigkeit“ von Primzahlen in der Folge der
natiirlichen Zahlen beschiftigen. Fiir (a;);es € [0,00)7 (also hier (a;) nicht abbrechend)

> aj:= sup > a; €0,00].

jEJ ECJ endlich jGE

setzen wir

Ist >~ a; < 0o, so sprechen wir von Konvergenz und im Falle ) a; = oo von Divergenz
jEJ j€J
der Reihe. Zunéchst gilt
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Satz 2.10 (Euklid)
Es gibt unendlich viele Primzahlen, d. h. > 1 =00

peP

Beweis. Angenommen, P sei endlich. Dannist n: =1+ [[p€Nundn > 1. Ist g€ P
peP

mit g|n, so folgt aus ¢| [T p auch ¢|(n — IT p = 1). Widerspruch. O
p€EP peP

Bekanntlich divergiert die harmonische Reihe > 1/n. Dies kann man so interpretie-
neN

ren, dass die Folge (n),en nicht sehr schnell wéchst. Andererseits konvergiert die Reihe

> 1/n? iiber die Reziproken der Quadratzahlen. Also wiichst die Folge (n?),en der
neN
Quadratzahlen viel schneller als die Folge der natiirlichen Zahlen — Quadratzahlen sind

in diesem Sinne ,relativ selten“ unter den natiirlichen Zahlen. Wir zeigen, dass ande-
rerseits in diesem Sinne ,relativ viele“ natiirliche Zahlen Primzahlen sind:

Satz 2.11 (Euler)

Die Reihe tiber die Reziproken der Primzahlen divergiert, d. h. > 1/p = oo.
peP

Beweis. Fiir £ C P endlich sei Mg :={n= ] p: (1,) € N§'}. Fiir 0 <z < 1/2 gilt
peE
1

1—=x

< e?*. Also folgt

0 1_11/ <exp(2z )

pEE

Aus der Eindeutigkeitsaussage des Fundamentalsatzes der Arithmetik ergibt sich

1 1
exp 22 Hl—l/ m=1=x H Zf
pee P pEE P pep \veno P (vmyeng \peE P neMg
Weiter ist U Mpg = N nach der Existenzaussage des Fundamentalsatzes, also
ECP endlich

ap Loyl

ECP endlich nEMg n neN TL
und damit

1

Zf sup 212 sup 110g(2 n):oo.

peP P ECP endlich pEE Yy ECP endlich neEMg
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Eine noch genauere Aussage iiber die Haufigkeit der Primzahlen in N macht der beriihm-
te Primzahlsatz, der 1896 gleichzeitig und unabhéngig von de la Vallée-Poussin und
Hadamard bewiesen wurde. Bezeichnet man mit 7(z) die Anzahl der Primzahlen < z,
so gilt:

x [ dt : .
m(x) ~ g (N 2 Togt L1(x)> fir x — oo

(wobei f(z) ~ g(x) bedeutet, dass f(z)/g(z) — 1 gilt).

Wir beweisen eine Vorstufe, die auf Tschebyscheff zuriickgeht und mit elementaren
Methoden auskommt. Ein Hilfsmittel ist folgender Satz (wobei | -] = die GauBklammer
bezeichnet).

Satz 2.12 (Legendre)
Firn e Nundp e P gt

Beweis. Zunichst gilt fiir n,a € N ([U]):

2] e i

AuBlerdem ist oy, (k) = #{v € N : p|k} fiir k € N. Damit erhalten wir

Inn

n 5]
SHICED I T 3h o S ol

14
k=1 v>1,p"|k v21 kol =1 LP

(man beachte: [n/p”]| =0 fir v > Inn/Inp). O

Satz 2.13 (Tschebyscheff)

Fiirn e N\ {1} gilt

n
< <6—
Inn — m(n) 61nn

A~ =

Beweis. 1. Fiir n € N gilt

2n§1ﬁl<z+1>:ﬁnzk = (271) < %(%?) = (141> = 2

k=1 n
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und daher
2n

nln2 < s,:= ln(
n

) < 2nln2.
2. Fiir n € N ist unter Verwendung von Satz 2.12
S, = In ((Qn)') — 2In(n!)
= Y lnp- ap((Zn ) —2) Inp-ay(n!)

peP peP

In2n

R (E )

(P3)p<2n

Weiter gilt fiir x € R

0 falls0<z-—|z| <1/2,

o] = 2lx] = {1 falls 1/2 < o — |2] < 1.

Damit ergibt sich einerseits

vy n2n
< Y Inp Z 1=> Inp r 2PJ < m(2n)In(2n)

p<2n p<2n

und andererseits wegen 1/2 <n/p <1 firn <p<2n

w2 g (522 2

3. Beweis von “... < m(n)”: Fiir n € N gilt mit 1. und (2.2)
nln2 <s, < 7(2n)In(2n)

Aus In2 > 5/8 und der Monotonie von z +— z/In(x) auf [e, 00)? folgt

nln?2 nln?2 2n+1 1 2n+1

17

(2.2)

(2.3)

o+ 1) > m(2 2
T@nl) 2 720) 2 155 501 WmEntl) 2 Am@n+ D)

>1/4 fiir n>2

! 1n(2n);

damit ist die Teilbehauptung “... < w(n)” aufer fiir n = 2,3 bewiesen, fiir diese letz-

teren Werte aber offenbar auch richtig.

st > 0 und p(z) := x~%In(z) fiir > 0, so gilt ¢'(x) > 0 fiir 0 < 2 < e/ und ¢’'(z) < 0 fiir

x> elle,
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4. Beweis von “m(n) < ...”: Wir setzen
d(z) = > Inp fiir z € [0, 00).
p<w

Fiir n € N erhalten wir mit (2.3) und 1.

J(2n) —d(n)= > hp<s,<2nln2.

n<p<2n

Damit folgt fiir k£ € Ny
I(2F) —9(2%) < 2" In2,

also, unter Verwendung von 9(1) = 0 im ersten Schritt,

k k
I = 3 (0 —9(2)) < Y2 In2 = 2025 —1)In2 < 2 2.
/=0 /=0

Zu gegebenem n € N sei k € Ny mit 28 < n < 2¥1, Dann gilt fiir 0 <y < n

(W(n) - W(y)) ny= Y Iny< Y Inp<d(n) <92 <222 <4nln2,

y<p<n y<p<n
speziell fiir y = n?? also
2 9/3\ 2
7(n) - lnn < w(n“°) = Inn+4nln 2,
3 —_ 3
§n2/3
und damit 3 anln2 1
< 2/3 saninz n(nn 12>.
mn) s n +2 Inn Inn n1/3+6 "
Da z — 27'/3In(z) an z = €* maximal wird, folgt
3
m(n) < n(—|—6ln2> < 6——.
Inn \e Inn

Bemerkung 2.14 Wir verwenden im Weiteren immer wieder: Sind z € Z und m € N,
so gilt

m—1
(m—l)|((m—1) >l :xm—1>
5=0
und im Falle, dass m ungerade ist,
(z+1)|(z" +1)
(daz+1l=—(—z—1)und 2™+ 1= —((—x)™ —1)).
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Bemerkung 2.15 Ein schwieriges Problem liegt in der konkreten Bestimmung grofier
Primzahlen. Ein méglicher Ansatz besteht darin, Primzahlen der Form

2F — 1 oder 2% + 1
mit k € N zu suchen. Dabei gilt:

1.Ist 28 —1 € P, so ist k € PP.
Denn: Es sei k € N\ P. Dann ist £ = 1, also 28 — 1 = 1 ¢ P, oder
k =r-s mit gewissen r,s € N\ {1}, also (2" — 1)|<(2’")3 —1=2F— 1) mit
1<2"—1<2¥—1, und damit wieder 2¥ — 1 ¢ P.

2. Ist 28 +1 € P, so ist k = 2" fiir ein n € Ny.
Denn: Es sei k # 2™ fiir jedes n € Ny, also k = 2™s fiir ein m € Ny und ein
s € N\ {1} mit s ungerade. Dann gilt (22" + 1)|((22m)S +1=2F4 1) mit
1 <22 4+1<28+1. Alsoist 28+ 1 ¢ P.

Man nennt M, := 2¥ — 1 k-te Mersenne-Zahl und F), := 22" + 1 n-te Fermat-Zahl.
Man kann zeigen:

1. Es gilt M, € P unter anderem fiir p € {2,3,5,7,13,17,19}. Derzeit (Stand
11/2017) sind 49 Mersenne-Zahlen als prim erkannt, die grofite davon (im Jahr 2016

identifiziert) ist
974207281 _ |

Y

mit 22.338.618 Stellen im Dezimalsystem; siche dazu die Webseite https://primes.
utm.edu/mersenne/index.html#known von C. K. Caldwell. Andererseits ist

My = 2" —1 = 2047 =23-89 ¢ P.

Bis heute weder bekannt, ob M, fiir unendlich viele p € P prim ist, noch ob M, fiir
unendlich viele p € P nicht prim ist.

2. Es gilt F,, € P fiir n € {0, 1,2, 3,4}. Andererseits ist F5 = 22" 4+ 1 = 232 4 1 keine
Primzahl.

Denn: (Euler) Es gilt 641 =5 +2* =527 + 1 und
(5% +24)[(5%2% + 2°%).

Aus (a+1)|(a+1)(a —1)(a* + 1) = a* — 1 folgt auBerdem
(5-27+1)[(5%2%® — 1)

Also gilt auch 641[2%% +1 = F5.

Unter den Fermat-Zahlen sind bis heute keine Primzahlen aufler Fy, ..., F; bekannt.


https://primes.utm.edu/mersenne/index.html#known
https://primes.utm.edu/mersenne/index.html#known
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3 Restklassenringe und Anwendungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt spezielle, fiir die Zahlentheorie wichtige Gruppen
und Ringe.

Bemerkung und Definition 3.1 Es sei m € Ny. Fiir a,a’ € Z setzen wir
a=d modm & a=,d &= ml|la—d) & a—d emk.
Damit ist =,, eine Aquivalenzrelation auf Z, genannt Kongruenz modulo m.

Denn: Die Symmetrie und die Reflexivitdt von =,, sind klar. Die Transi-
tivitdt aber auch, denn m|(a — a’) und m|(a’ — a”) implizieren zusammen
m|(a —a’ 4+ a —a"), also m|(a — a”).

Fiir a € Z ist die zugehorige Aquivalenzklasse [a] := [a],, := {d' € Z : a =,, a'} gegeben
durch @ + mZ, denn wir haben die Aquivalenzkette

defaded=asd—-aemZedeatml
Dabei ist speziell a 4+ 0Z = {a}.

Man nennt [al,, Restklasse modulo m und schreibt Z,, :==Z/=, = {|a], : a € Z}
fiir die Quotientenmenge. Damit ist dann

B {I0]m, My - - -5 [m — 1];n}  m-elementig falls m > 0,
"o {{a} :a € Z} falls m = 0.

Denn: Die Behauptung ist klar fiir m = 0. Ist m > 0, so existiert zu a € Z
nach Satz 1.11 genau ein Paar (¢,7) € Z* mit a = gm+rund 0 < r < m—1,
also genau ein r € {0,...,m — 1} mit a =, r, also a € [r] fiir genau ein
re{0,...,m—1}.

Auf Z,, sind durch

[a)y + [0l = [a+0b], firabeZ,
[a)m - [0l = [ab],, fira,beZ
zwei Verkniipfungen + und - wohldefiniert. Mit diesen ist (Z,,,+, ) ein kommutativer

Ring, mit dem Nullelement [0],,, und dem Einselement [1],,, und heifit der Restklas-
senring zum Modul m.
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Denn: + und - sind wohldefiniert, da fiir a,a’,b,' € Z mit [a] = [a] und
[b] = [I'] unter Verwendung von Satz 2.2.3 erstens

(a+b)—(d+V)=a—d +b-V emZ
und damit [a + b] = [@’ + V'] gilt, und zweitens
ab—ad't =a(b—="b)+ (a—d)b € mZ

und damit [ab] = [a'V]. Dass + und - Verkniipfungen sind ist klar. Die weite-
ren Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus den eben als legal erkannten
repriasentantenweisen Definitionen der Addition und der Multiplikation un-
ter Verwendung der entsprechenden Eigenschaften in (Z, +,-).

Beispiel 3.2 Fiir den Restklssenring Z,4 gilt

Zo = {[01a, [1]a, [20a, [3]u}

und etwa

2]a[2]s = [4ls = [0s.

Damit ist (Z4,+,-) nicht nullteilerfrei, also kein Integritdtsring (und erst recht kein
Korper). Als Nullteiler kann [2], kein multiplikatives Inverses haben, was man auch
leicht durch Ausprobieren der nur vier Moglichkeiten sieht, d.h. die Gleichung [2]4-[z]4 =
[1]4, oder dquivalent die Kongruenz 2z =1 mod 4, hat keine Losung.

Eine nette Anwendung von Kongruenzen sind einfache Teilbarkeitskriterien:

Satz 3.3 Es sein € N mit der Dezimaldarstellung n = a,a,_1 . ..ag. Dann gilt:

1. n= Zr:aj mod 3,
=0
2. n = XT: a; mod 9,
=0
3. n = i(—l)jaj mod 11.

0

<.
I
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Beweis. Fiir jedes m € N gilt

N)m =

S, 10] = a0l

Speziell fur m € {3,9} ist [10],, = [1],, und damit

r

[l = > lajlm = [éaj}m

§=0

und wir erhalten die ersten beiden Aussagen. Speziell fiir m = 11 ist [10],,, = [—1],, und
damit (den Modul m in der Notation weglassend)

b= el = Ylel-1)] = [ﬁ;aj(—nj]
und wir erhalten die dritte Aussage. O

Zuriick zur allgemeinen Theorie der Ringe Z,,: Wir haben in Beispiel 3.2.2 gesehen, dass
(Z,,\{0}, -, [1],n) im Allgemeinen keine Gruppe ist. Die Invertierbarkeit eines gegebenen
Elements von Z,, klart nun

Satz 3.4 Fir m € N und a € Z gilt: Genau dann existiert ein x € Z mit ax = 1
mod m, wenn ggT(a,m) =1 ist.

Beweis. Es gilt az =1 mod m fiir ein x € Z genau dann, wenn 1 € ax + mZ fiir ein
x € Z, also genau dann, wenn 1 € aZ + mZ. Nach Satz 2.4 gilt dies genau dann, wenn
ggT(a,m) =1 ist. O

Bemerkung und Definition 3.5 Es sei m € N. Ist a € Z teilerfremd zu m, so heift
[a],, prime Restklasse modulo m. Fiir das Monoid (Z,,, -, [1],») ist die (abelsche)
Gruppe seiner invertierbaren Elemente

Zy, = A{lalm:a€{0,...,m—1}, ggT(a,m) =1}
mit [0],,, & Z, fiir m > 2.

Denn: Nach Bemerkung 1.6.2 ist die Menge Z;, der invertierbaren Elemente
von Z,, beziiglich - eine Gruppe. Die behauptete Darstellung von Z; er-
gibt sich aus der Darstellung von Z,, aus Bemerkung/Definition 3.1 mittels
Satz 3.4.
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Beispiel 3.6 Z; = {[1]4, [3]} ist eine zweielementige Gruppe (beziiglich -).

Satz 3.7 Es seip € P. Dann st

zy = {[Up 2o =1} = Z,\ {0}

und

(Zy,+,-) ein Korper

mit p Elementen.

Beweis. Da p prim ist, gilt ggT(a,p) = 1 fiir a € {1,...,p — 1} und damit Z; =
Zy \ {[0],} nach Bemerkung/Definition 3.5. Also ist (Z, \ {[0],},,[1],) eine Gruppe,
und folglich der kommutative Ring (Z,, +, -) ein Korper. O

Bemerkung 3.8 Ist 1 < m € N\ P, so ist der Ring (Z,,, +, -) nicht nullteilerfrei, denn
dann existieren r, s € {2,...,m — 1} mit m = rs und damit [0},, = [r]mn[$]|m-

Definition 3.9 Es seien (M, ) eine Halbgruppe und U C M. Dann heifit U eine Un-
terhalbgruppe, falls (U, ) mit = -y y := zy fir z,y € U eine Halbgruppe ist. Ist
(M, -, e) ein Monoid und ist U Unterhalbgruppe von M mit e € U, so heifit U Unter-
monoid von M. Sind dabei (M, -, e) und (U, -y, e) Gruppen, so heifit U Untergruppe
von M.

Man schreibt in den obigen Fillen jeweils wieder - statt - .
Wir konzentrieren uns nun auf Gruppen.

Bemerkung 3.10 Es seien (G, -, ¢e) eine Gruppe und U C G, U # (). Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:
(i) U ist Untergruppe von G.
(i) e€ U und aus a,b e U folgt a™' € U, ab € U.
(iii) Ausa,be U folgta b e U.
Ist U endlich, so ist auflerdem (i) dquivalent zu:
(iv) Ausa,be U folgt ab e U.

Denn: (i) = (ii): Nach Definition ist e € U. Sind a,b € U, so ist ab € U
da -y eine Verkniipfung auf U ist. Auflerdem ist a=' € U aufgrund der
Eindeutigkeit der Inversen (in G). Folglich gilt (ii).

(ii) = (i): Klar.

(i) = (iii): Klar.
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(iii) = () Ist a € U, so ist zuniichst ¢ = o 'a € U und damit auch
a~t = a e, also wiederum fiir b € U auch ab = (a7 )"0 € U.
(ii) = (iv): Klar.

U endlich und (iv) = (iii): Es sei a € U fixiert. Dann ist die Abbildung

U > 2z — ax € aU

wegen der Existenz von a~! injektiv, also Bijektion, und es gilt nach Vor-

aussetzung aU C U, so dass wegen der Endlichkeit von U schon aU = U
gelten muss. Daher existiert zu jedem b € U ein z € U mit ax = b, also
a~'b =z € U. Damit gilt (iii).

Beispiele 3.11 1. Ist (G, -, e) eine beliebige Gruppe, so sind U = G und U = {e} stets
Untergruppen, die sogenannten trivialen Untergruppen.
2. Ist G = (C,+,0), so haben wir folgende Kette ineinandergeschachtelter Untergrup-

pen:
{0y cmZ c Z c Q ¢ Rc C firmeN

3. Ist G = (C\ {0},-,1), so haben wir folgende Inklusionen von Untergruppen:

(1 c {glé}g QA 10} } c R\{0} c C\{o}.

Bemerkung und Definition 3.12 Ist (G, -, e) eine Gruppe und ist U eine Menge von
Untergruppen, so ist auch U = Nyey U eine Untergruppe?, denn es gilt e € NU, und
mit a,b € NU ist auch a='b € NU.

Ist nun M C G eine beliebige Teilmenge, so heifit

(M) = N U,

UDM,U Untergruppe

also NU mit U == {U D M : U Untergruppe von G}, die von M erzeugte Unter-
gruppe. M heifit dann auch ein Erzeugendensystem von (M). Ist speziell M = {a},
so schreiben wir kurz (a) statt ({a}) und nennen a ein erzeugendes Element von

(a).
Satz 3.13 Es seien G eine Gruppe und M C G, M # (). Dann gilt

1. (M) = U {na ta; € M g; e {~1,1} (j=1,...,n)}.

neN

“Dies gilt auch im Fall von U = (), in welchem U = G ist.
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2. Ist (M) abelsch, so ist

(M) = { TT @ : (Wa)acrs € 2"},

aeM

Beweis. 1. Es sei U die rechte Seite in 1.

(M) Cc U: Es gilt M C U und U ist eine Untergruppe von G nach Kriteri-
um 3.10.(iii), denn mit a,b € U, wobei a = af' - -- a5 und b = b} - - - b°» mit a;, b, € M
und ¢;, 6, € {—1, 1}, ist auch

alb = a a0 e U

n m

Also ist nach Definition (M) C U.

U C (M): Ist W eine Untergruppe von G mit M C W, so gilt U C W nach dem
Kriterium 3.10(ii); also ist U C (M).

2. Nun sei (M) abelsch und V' die rechte Seite in 2.

V C (M): Genauso wie U C (M).

U CV:Sind ay,...a, € M sowie €1,...,&, € {—1,1} und setzt man v, := > ¢

(a€e M),sogiltai'-...-air = [ a* € V. O
acM

Bemerkung und Definition 3.14 Es sei GG eine Gruppe.
1. Fiir a € GG ist nach Satz 3.13

(a) = {d":kez)

die von a erzeugte Untergruppe. G heifit zyklisch, falls (a) = G fiir ein a € G gilt.
2. Fiir eine Untergruppe U von G heiit ord U = #U € NU {0} die Ordnung
von U, und speziell ord a := ord{(a) die Ordnung von a.

Beispiele 3.15 1. Essei G = (Z,+,0). Dann gilt (a) = aZ fiir a € Z, und insbesondere
Z = (1) = (-1).

Also ist Z zyklisch und £ 1 sind erzeugende Elemente (und zwar die einzigen).
2. Ist G = (Zy,,+,1]0]), so gilt ([a]) = {k[a] : k € Z} = {[ka] : k € Z}. Also ist
insbesondere
Ly, = <[1]>

und damit Z,, zyklisch. Allgemeiner ist Z,, = ([a]) fiir ein @ € Z genau dann, wenn [a],
eine prime Restklasse modulo m ist, was man sich mit Satz 3.4 iiberlegt.
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Satz 3.16 Es seien G eine Gruppe und x € G. Dann gilt ord(z) < oo genau dann,
wenn ein n € N existiert mit ™ = e. In diesem Fall ist ord(z) = min{n € N : 2" = e}

und
gFord@+ — o fir k,j € Z.

Auferdem gilt fiirn € Z

n

" = e < ord(z)n.

Beweis. =: Angenommen, es gibt kein n € N mit 2" = e. Fir j,k € Z mit j <
k gilt dann %77 # e, also 27 # a*. Folglich ist ord(z) = oo, im Widerspruch zur
Voraussetzung.

< und Zusatzbehauptung: Nach Voraussetzung existiert

m = min{n € N:z" = e}.
Fiir k, 5 € Z gilt damit
gt = (™R =

Ist n € Z,soist n = km+j mit k € Z und j € {0,...,m— 1} nach Satz 1.11 (Division
mit Rest). Also ist

() ={z" :neZ}={aa". .. o™}

Weiter ist die Funktion {0,...,m — 1}  j + 27 injektiv, denn sonst gibe es j, k €
{0,...,m—1} mit j < kund 2/ = 2%, also ¥/ = e mit 1 < k—j < m im Widerspruch
zur Minimalitdt von m. Also ist ord z = ord (x) = m.

AuBlerdem ist 2" = e genau dann, wenn j = 0 ist, also genau dann, wenn m|n. O

Bemerkung und Definition 3.17 Es seien GG eine Gruppe und U C G eine Unter-
gruppe. Setzt man fiir a,a’ € G

a~ad:&atd cU (&dcal),

so sieht man leicht, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf G ist; die Aquivalenzklassen
sind dann gerade die Mengen aU mit a € GG, genannt Linksnebenklassen von U.
Durch Betrachtung von a’a™! anstelle von a~'a’ erhiilt man entsprechend die Rechts-

nebenklassen Ua von U. Fiir abelsche Gruppen gilt natiirlich aU = Ua fiir a € G.
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Stets (also auch im nichtabelschen Fall) ist fir a € G wegen der Injektivitdat von
U>x+— axrund von U 3 = — za

#(aU) = ordU = #(Ua).
Weiter setzen wir
G/IU:=G/ly = {aU:ae€ G} und y\G = {Ua:aeG}.

Man sieht leicht, dass die Abbildung G/ 3 aU — U(a™!) € y\G (wohldefiniert und)
bijektiv ist. Also gilt #(G/v) = #(v\G) und der gemeinsame Wert

G:U = #(G/y) € NU{oo}

heifit Index von U (in G).

Beispiel 3.18 Es seien G = (Z,+,0), m € N und U := mZ. Dann gilt (beachte
aU =a+ U und Ua = U + a hier)

Ua = aU = a+mZ = |a), firaeé€G,
d. h. Links- und Rechtsnebenklassen sind hier gerade die Restklassen modulo m. Weiter

ist G/y =Z/(mZ) = Z, und damit G : U = m.

Satz 3.19 (Lagrange).
Es seien G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe. Dann gilt

ordG =ordU - (G : U)

und insbesondere ord U| ord G.

Beweis. Die Linksnebenklassen al/ bilden als Aquivalenzklassen ein Zerlegung von G

(also G= U aU und aU NDU = § falls aU # bU). Damit ist
aUeG/y

ordG= > #(U)= > ordU=ordU-(G:U).
aUGG/U aUEG/U

Bemerkung 3.20 Sind G eine endliche Gruppe und « € G, so ergibt sich ord(z)|ord(G)

aus dem Satz von Lagrange (angewandt auf U := (z)) und mit Satz 3.16 dann auch
xord(G) — e.
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* .
m)

Durch Anwendung auf die Gruppen ( [1]) ergeben sich rein zahlentheoretische

Konsequenzen, in deren Formulierung der Begriff Gruppe nicht vorkommt.
Definition 3.21 Die durch

o(m) = ord(Z;,) = #{aec{0,...,m—1}:ggT(a,m) =1} (m € N)
definierte Funktion ¢ : N — N heifit Eulersche ¢-Funktion. Dabei gilt ¢(1) = 1 und
o(p) = p — 1 fiir p € P nach Satz 3.7.
Satz 3.22 FEs seia € Z.
1. (Euler) Ist m € N mit ggT(a,m) =1, so gilt

a?™ =1 mod m.

2. (kleiner Satz von Fermat) Ist p € P kein Teiler von a, so gilt

a®'=1 mod p.

Beweis. 1. Bemerkung 3.20 angewandt auf G = (Z7 , -, [1]) liefert

[ = [ = @i =[] .

also a?™ =1 mod m.
2. Ist p kein Teiler von a, so ist ggT(a,p) = 1, da p € P, und nach 1. ist dann

' = P = 1 modp.
(]
Wir betrachten jetzt Kongruenzen der Form [a],,[x],m = [b] im Restklassenring Z,,,
genannt lineare Kongruenzen.
Satz 3.23 Es seien a,b € Z, m € N und d := ggT(a,m).
1. Die Gleichung
ar = b mod m, (3.1)

hat genau dann eine Liosung v € Z, wenn d ein Teiler von b ist. In diesem Fall st
x € Z die Gleichung (3.1) genau dann, wenn

%x = 2 mod % (3.2)
gilt.
2. Ist x € 7 eine Losung von (3.2), so ist L, = x + (m/d)({0,...,d — 1} eine
d-elementige Menge paarweise modulo m inkongruenter Lésungen von (3.1) und die
Losungsmenge von (3.1) ist L, + mZ.
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Beweis. 1. Die Gleichung (3.1) ist genau dann lésbar, wenn z,y € Z existieren mit
ar + my = b, also genau dann, wenn b € aZ + mZ, d. h. b € dZ nach Satz 2.4.
Es gelte nun d|b. Dann gilt fiir z € Z die Aquivalenzkette
. mi/a b 3y
z16st (3.1) < ml(ar —b) < del’ - d) & x lost (3.2).

2. Nach 1. kénnen wir d|b annehmen. Wegen ggT(a/d, m/d) = 1ist [a/d],/a € Zy, )4
nach Bemerkung/Definition 3.5, hat also ein Inverses [c],,/q, und fiir z € Z gilt die
Aquivalenzkette

a

z l6st (3.2) < Hm[x],;:[b}

cb
P ST [x]%:H%.

d

al3

Sind nun z Losung von (3.2) und y € Z, so ergibt sich mit Division mit Rest

y lost (3.2) & [y]% = [x]% <:>yGx—l—%sz—i—mZ—i—%{O,...,d—l}:Lx—i-mZ.
Fir j,k € {0,...,d — 1} mit j # k und fir z € Z ist dabei = + km/d # x + jm/d
mod m, wegen |km/d — jm/d| < m. Insbesondere ist damit auch #L, = d. O

Beispiele 3.24 1. Wir betrachten die Kongruenz
6 = 3 mod 27.

In der Notation von Satz 3.23 ist hier a = 6,0 = 3,m = 27, also d = ggT(6,27) = 3
und damit d|b. Daher ist die Kongruenz lésbar und wir betrachten (3.2), also

2¢ = 1 mod 9.

Eine Losung ist « = 5. Also ist hier L, = {5,14,23} und {5,14,23} + 27 - Z die
Loésungsmenge von (3.1).
2. Die Kongruenz
6r = 2 mod 27

hat nach Satz 3.23 wegen ggT(6,27) = 3 /2 keine Losung.

Von grundlegender Bedeutung ist das folgende Ergebnis iiber simultane Kongruenzen.

N

Satz 3.25 Es seien my,...,my € N paarweise teilerfremd und es set m = [ m;.
j=1
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1. Fir x,2’ € Z ist * = 2’ mod m genau dann, wenn v = ' mod m; fir j €

{1,..., N} gilt.
2. Durch
(@) = (s [2lm,) S [t € Zin
N
wird eine Bijektion von Zn, auf X Loy, wohldefiniert.
j=1
3. (Chinesischer Restsatz)® Sind by, ...,by € Z, so existiert ein v € Z mit
r = b; modm; firje{l,...,N}, (3.3)

und mit jedem solchen x ist die Lisungsmenge von (3.3) dann [x],, = x + mZ.

Beweis. 1. Sind z, 2’ € Z, so gilt die Aquivalenz
my|(x —2') firje{l,...,N} & m|x—21');

dabei ist “«<=" klar, und “=" ergibt sich unter Verwendung der paarweisen Teilerfremd-
heit der m; induktiv mit Satz 2.6.2 und 2.6.3.
2. Nach 1. ist f wohldefiniert und injektiv. Wegen

N N N
#(Xij>:H#ij = Hmj =m = #Lp < X
J=1 j=1 j=1

ist f damit schon bijektiv.
3. Nach 2. existiert zu jedem Tupel (by,...,bx) € ZY genau ein [z],, € Z,, mit

([l‘}mm"':[‘r]mN) = f([m]m) = ([bl]m17""[bN]mN)'

Damit gilt (3.3), und ein y € Z ist genau dann Losung von (3.3) wenn y € [x],, gilt. O

Bemerkung 3.26 Die Berechnung einer Losung von (3.3) ldsst sich wie folgt auf die
Berechnung je einer Losung von N Gleichungen des Typs (3.1) zuriickfiihren:
Mit der Notation und den Voraussetzungen von Satz 3.25 sei fir j € {1,..., N}

5Der Name des Satzes geht auf die folgende Aufgabe im Handbuch der Arithmetik des Chinesischen
Mathematikers Sun-Tse (etwa 3. Jahrhundert n. Chr.) zuriick: Es soll eine Anzahl von Dingen gezdihlt
werden. Zihlt man sie zu je drei, dann bleiben zwei ibrig. Zihlt man sie zu je fiinf, dann bleiben drei
Gbrig. Zahlt man sie zu je sieben, dann bleiben zwei ibrig. Wie viele sind es? Die (minimale) Losung
berechnen wir in Beispiel 3.27.
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und damit ggT(a;, m;) = 1 nach Satz 2.6.3 (induktiv angewandt), so dass nach Satz 3.23
ein x; € Z existiert mit

;T = bj mod m;j.
Damit ist

N
r = Zakxk
k=1

eine Losung von (3.3), denn fiir jedes j gilt m;|ay fiir k # j, und damit ist

r = ajr; = b; mod m,.

Beispiel 3.27 Wir betrachten das System simultaner Kongruenzen

r = 2 mod3
= 3 modb
= 2 mod?7.
In der Notation von Bemerkung 3.26 ist hier my = 3, mgy = 5, m3 = 7, a; = 35,

as = 21, az = 15, m = 105. Losungen x1, z9, x3 € Z der nun zu betrachtenden linearen
(und nicht simultanen) Kongruenzen

3521 = 2 mod3
212, 3 mod 5
1523 = 2 mod?7

sind z; = 1, x5 = 3, x3 = 2. Damit ist
T = a1+ Q%o + asxrs = 35-14+21-3+15-2 = 128

eine Losung des Ausgangssystems und die Losungsmenge ist gegeben durch 128 +
105Z = 23 4+ 105Z. Die minimale positive Losung ist also 23.

Bemerkung und Definition 3.28 Nach dem Fermatschen Satz 3.22.2 gilt fiir n € N:
Eristiert ein a € N mit ggT(a,n) =1 und a® ' #1 mod n, so ist n ¢ P.

Dies kann somit als Test genutzt werden, um die Primalitdt einer natiirlichen Zahl n
auszuschlieen. Ein Zahl n € N\ (P U {1}) heifit pseudoprim zur Basis a > 1, falls
a” ' =1 mod n gilt. Ist n pseudoprim zur Basis a fiir jedes a mit ggT(a,n) = 1,
so heiit n eine Carmichaelzahl. Wir werden nun zeigen, dass es Carmichaelzahlen
gibt. Daher kann man obigen Ansatz nicht ohne Weiteres nutzen, um von einer Zahl
nachzuweisen, dass sie prim ist.%

6 Eine gewisse Modifikation ist jedoch Grundlage eines Algorithmus, der von jeder natiirlichen Zahl
n in polynomialer Zeit entscheidet, ob sie prim ist oder nicht. Sieche AGRAWAL, M., KAYAL, N., und
SAXENA, N. (2004), PRIMES is in P, Annals of Mathematics 160, 781-793.
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Definition 3.29 Eine Zahl n € N heifit quadratfrei, falls fiir d € N mit d?|n schon

d =1 ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn n = [] p gilt ([U]).
pln

Satz 3.30 FEs sein € N\ (PU{1}) quadratfrei mit (p — 1)|(n — 1) fiir alle Primteiler
p von n. Dann ist n eine Carmichael-Zahl.”

Beweis. Es sei a > 1 mit ggT(a,n) = 1. Fiir jedes p € P mit p|n ist dann auch
ggT(a,p) = 1. Ist n — 1 = k(p — 1), so folgt aus dem kleinen Satz von Fermat 3.22.2

1 = (Y = o VE =gt mod p.
Wegen der Quadratfreiheit von n liefert nun Satz 3.25.1

a" ' = 1 modn. O

Beispiel 3.31 Esist 561 = 31117 quadratfrei, und es gilt 2|560, 10|560 und 16|560.
Also ist 561 nach Satz 3.30 eine Carmichael-Zahl (und genauer die kleinste).®

Wir betrachten noch einmal die Eulersche p-Funktion. Mit f aus Satz 3.25 gilt

N
Satz 3.32 Es seien mq,...,my € N paarweise teilerfremd und m = [ m;.
j=1

1. Die Restriktion f
2. Es gilt

N
zx, st eine Buijektion von 7, auf '><1 Liry, -
J:

pm) = 11 ¢(m)

Beweis. 1. Fiir [z],, € Z,, gilt die Aquivalenzkette

[2]m € Zy, < ggT(m,z) =1
& gglT(m;,x)=1 firje{l,...,N}
& [2ln, €Z;,, firje{l,....N}

N
& f(ledn) € X7,

"Es gilt auch die Umkehrung, d. h. jede Carmichaelzahl n ist quadratfrei und (p — 1) ist Teiler von
n — 1 fiir alle Primteiler p; siehe etwa O. Forster, Algorithmische Zahlentheorie, Springer, Wiesbaden,
2015.

8 Man kann zeigen, dass unendlich viele Carmichaelzahlen existieren. Der Beweis von C. Pomerance,
W. R. Alford und A. Granville stammt aus dem Jahr 1994.
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wegen Bemerkung/Definition 3.5 fiir den ersten und den dritten Schritt, und Satz 2.6.3
fiir den zweiten. Da f injektiv ist, folgt die Behauptung.
2. Unter Benutzung von Teil 1. fiir die zweite Gleichheit erhalten wir

N N N
om) = #2, = #(X2z,) = M#2z, = [Tem)
J= j=1 j=1

Satz 3.33 Es gilt
1
go(n)zn-H(l—) firn € N
pln p
und insbesondere
@(pk) =p" —pFt  firkeNundpeP.

Beweis. Es sei zunéchst p € P,k € N. Dann ist

{ae{l,...,pk}:ggT(a,pk)zl} = {1,...,pk}\{p,Zp,...,pkflp}

und folglich p(p*) = p* — p*~L.
Ist nun n € N, so gilt n = [] p*™. Wegen der Teilerfremdheit von p? und ¢*

pln
fiir unterschiedliche Primzahlen p,q und beliebige Exponenten j, k erhalten wir unter

Verwendung von Satz 3.32 im ersten Schritt

p(n) = JLe@»™) = I (p™ —p™1)
pln

pln
= () m(-5) = em(-])

Wir wenden zum Abschluss dieses Abschnitts die erhaltene Theorie auf die sogenannte
RSA-Kryptographie an. Diese beruht auf folgender Beobachtung

O

Bemerkung 3.34 Es seien p,q € P mit p # ¢ und

n:=pq sowie m:=(p—1)(g—1)(=p(n)).

Ist a € N teilerfremd zu m, so existiert nach Satz 3.4 ein (modulo m eindeutig be-
stimmtes) b € N mit ab =1 mod m. Mit diesen a,b gilt

(z*)Y = 2 modn firz€Z. (3.4)
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Denn: Wegen m = (p —1)(¢ — 1) gilt ab =1 mod (p — 1), also gibt es ein
k e NO mit
ab = k(p—1)+1

und damit erhalten wir fiir x € Z, unter Verwendung des Satzes von Fermat
3.22.2 im ersten Fall des dritten Schrittes,

(z9) = 2% = (a:p_l)ka:
V= mod p fallsp|z

{1-37::10 mod p falls p fx,
Analog erhalten wir
() = 2 modgq fiirz € Z.
Mit Satz 3.25.1 und der Teilerfremdheit von p, g folgt (3.4).
Bemerkung 3.35 (Prinzip der RSA-Kryptographie)

Das RSA-Verfahren”, ein sogenanntes asymmetrisches Verschliisselungsverfahren,
beruht auf folgenden Grundgedanken

e Der Empfanger E wéhlt p, ¢, a,b wie im Bemerkung 3.34 und stellt dem Sender
S (oder auch mehreren Sendern) den 6ffentlichen Schliissel (n,a) zur Verfiigung

e S erstellt eine Nachricht x in Form eines Tupels
= (ry,...,25) €1{0,...,n— 1}V

und berechnet und sendet

y:=(Y1,...,yn) = (af,...,2%) mod n.
e B berechnet daraus
(4%, -,yx) modn,

also x wegen (3.4)

Wesentlich dabei: Fiir grofie p, g ist ¢(n) und damit auch b aus der Kenntnis von n und
a mit derzeit bekannten Verfahren praktisch nicht berechenbar. Weitere Informationen
und Beispiele findet man etwa unter https://www.scai.fraunhofer.de/de/mediathek/
material-fuer-mathematik-unterricht.html.

9Benannt nach den Autoren Rivest, Shamir, Adleman der Erstversffentlichung im Jahre 1977.
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4 Gruppenmorphismen, Normalteiler, Faktorgrup-
pen

Grob gesprochen ist ein Morphismus einer gegebenen Klasse algebraischer Strukturen
eine “strukturerhaltende Abbildung” eines “Objektes” dieser Klasse in ein anderes. Wir
beschrianken die Prézisierung dieser Idee in diesem Abschnitt im Wesentlichen auf die
Klasse aller Gruppen'’.

Definition 4.1 Es seien (G, ), (H,y) Halbgruppen und ¢ : G — H eine Funktion.
1. Gilt
p(ab) = p(a) -5 p(b) fir a,b € G, (4.1)

so heifit ¢ (Halbgruppen-)Morphismus (von G nach H).
2. Sind (G, -, e) und (H, g, em) Monoide und erfiillt ¢ neben (4.1) auch

90(6) = €,

so heifit ¢ (Monoid-)Morphismus (von G nach H).

Sind G und H Gruppen, so spricht man auch von einem Gruppenmorphismus.
Einen injektiven Gruppenmorphismus ¢ nennt man auch Monomorphismus oder
manchmal auch Einbettung, und einen surjektiven auch Epimorphismus. Ist ¢ bi-
jektiv, so spricht man von einem Isomorphismus.

3. Um deulich zu machen, dass ¢ ein Morphismus ist, schreiben wir manchmal auch
¢ : (G,-) — (H,-u) bezichungsweise ¢ : (G, ,e) — (H, g, en). AuBerdem schreiben
wir meist kurz (H,-) statt (H,-y) beziehungsweise (H, -, e) statt (H, -y, ey ), wenn sich
der Bezug aus dem Zusammenhang ergibt.

Bemerkung 4.2 Es seien F, G, H Gruppen.

1. idg : G — G ist ein Isomorphismus.

2.5ind vy : F — G, ¢ : G — H Morphismen, so ist auch ot : I — H ein Morphismus.
3. Ist ¢ : G — H ein Isomorphismus, so ist auch ¢! : H — G ein Isomorphismus.

Denn: Es seien u,v € H. Da ¢ surjektiv ist, existieren a,b € G mit u =
¢(a),v = ¢(b), und es folgt

7 ww) = o7 (p(@)p®) = ¢ (plad) = ab = o7 (wp (v).

Also ist ¢! ein Morphismus von H nach G.

10Gpiter betrachten wir analog zum Beispiel Ringmorphismen. Eine allgemeine Prizisierung und
Untersuchung “strukturerhaltender Abbildungen algebraischer Strukturen” ist Gegenstand der Uni-
versellen Algebra. Eine noch allgemeinere Sichtweise liefert die Kategorientheorie, in der dann
die Gemeinsamkeiten von z.B. einerseits Gruppenmorphismen und andererseits stetigen Abbildungen
zwischen metrischen Rdumen studiert werden.
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Satz 4.3 Es seien (G,-,e) eine Gruppe, (H,-) eine Halbgruppe und ¢ : G — H ein
Halbgruppenmorphismus. Dann ist ((G), -, p(e)) eine Gruppe und es gilt

ola™) =¢(a)™" firaecd. (4.2)

Ist (H, -, epy) eine Gruppe, so ist p(e) = ey, also ¢ auch ein Gruppenmorphismus.

Beweis. Es seien u,v € ¢o(G) und a,b € G mit u = p(a), v = ¢(b). Nach (4.1) ist dann
u-v = p(ab) € p(G). Damit ¢(G) eine Unterhalbgruppe von H.

Weiter gilt

u=p(a) = plae) = p(a)p(e) = up(e)
und entsprechend u = p(e)u. Also ist ¢(e) neutrales Element in ¢(G). Schlielich ergibt
sich
ple) = plaa™) = p(a)p(a™)

und entsprechend p(e) = p(a™1)¢p(a). Folglich ist p(a™!) invers zu u = ¢(a) in p(G).

Ist (H, m,en) eine Gruppe, so erhalten wir aus ¢(e) = p(ee) = ¢(e)p(e) zudem

en = (e)(p(e)) ™ = ple)p(e)(v(e) ™ = ple).

Beispiele 4.4 1. Es sei m € N. Dann ist durch
o(a) = la], firae€Z,

ein Halb- und damit ein Gruppenmorphismus ¢ von (Z, +, 0) nach (Z,,, +, [0]) definiert,
denn fiir a,b € Z gilt

platb) = la+b = [al+[] = ¢la)+(b)

¢ ist ein Epimorphismus, aber kein Monomorphismus, da etwa ¢(0) = [0] = ¢(m).
2. Durch
o(a) == (a,0)= a+i0 firaeR

ist eine Gruppeneinbettung ¢ : (R, 4,0) — (C,+,0) definiert.

3. Es sei K ein Korper und es sei n € N. Dann ist die Menge K™ der (n X n)-
Matrizen mit Eintrdgen in K mit der Matrixmultiplikation und der Einheitsmatrix
E = E,, ein Monoid. Die Determinante det : K™*" — K ist nach dem Determinanten-
multiplikationssatz ein Monoidmorphismus nach (K, -, 1). Die Menge der invertierbaren

Elemente
GL,(K) = (K™")" = {A € K™" . A invertierbar}

heifit hier allgemeine lineare Gruppe. Die Restriktion det = det |qr, (k) ein Grup-
penmorphismus nach (K*, - 1).
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Bemerkung und Definition 4.5 Sind (G, -, e) und (H, -, eg) Gruppen und ist ¢ :
G — H ein Morphismus, so heifit Kerng = ¢~ '({ey} der Kern von . Dann ist
e € Kern ¢ und ¢ ein Monomorphismus genau dann, wenn Kern p = {e} gilt.

Denn: Ist ¢ injektiv, so ist Kernp einpunktig, also Kerny = {e}. Gilt
umgekehrt Kern ¢ = {e}, so folgt fiir a,b € G mit p(a) = ¢(b) nach (4.2)

e = pla) o) = plaHpb) = ela'b),

also a~'b = e und damit a = b.

Beispiel 4.6 In Beispiel 4.4.1 ist Kernp = {& € Z : [z] = [0]} = mZ, in 2. ist
Kern ¢ = {0} und in 3. gilt

Kern(det) = {A € GL,(K) : det(A) = 1} =: SL,(K).

Man nennt SL,,(K') spezielle lineare Gruppe.

Satz 4.7 Es seien G, H Gruppen und und ¢ : G — H ein Morphismus.
1. Ist U C G eine Untergruppe, so ist das Bild o(U) C H eine Untergruppe.
2. Ist V.C H eine Untergruppe, so ist das Urbild o= (V) C G eine Untergruppe.
3. Kern ¢ st eine Untergruppe von G.
4. Ist M C G, so gilt p((M)) = (p(M)).
5. Ist G zyklisch, so ist auch ¢(G) zyklisch.

Beweis. 1. ergibt sich unmittelbar aus Satz 4.3.
2. Es seien a,b € ¢ 1(V). Dann gilt mit Kriterium 3.10(iii)

p(a™'b) = p(a™)p(b) = p(a) " p(b) € V,

also a™'b € p~1(V). Wieder mit Kriterium 3.10(iii) ist ¢! (V) C G eine Untergruppe.
3. folgt aus 2.

4. und 5. als [U] O

Sind G und H Gruppen und existiert ein Isomorphismus ¢ : G — H, so heiflen G und
H isomorph (vermittels ¢). Wir schreiben dann auch kurz G' ~ H. Ein Anliegen der
Algebra liegt darin, moglichst viele Gruppen mittels Isomorphismen auf “bekannte”
Gruppen zuriickzufithren. Speziell fiir zyklische Gruppen leistet dies der folgende Satz.

Satz 4.8 FEs sei G eine Gruppe.

1. G ist genau dann zyklisch, wenn G isomorph zu (Z,+,0) oder isomorph zu
(Zm, +,10]) fiir ein m € N ist.

2. Ist p € P, so gilt ord(G) = p genau dann, wenn G isomorph zu (Z,,+,[0]) ist.
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Beweis. 1. 7<": Die Gruppen Z und Z,, sind zyklisch nach Beispiel 3.15. Nach Satz
4.7.5 ist G zyklisch.

7="": Es sei G eine zyklische Gruppe und es sei z € G mit G = (z), also insbesondere
ord(x) = ord(G). Dann definiert

a

pla) = 2% firaeZ
einen Epimorphismus von Z auf GG, denn fiir a,b € Z gilt
platd) = 2 =a"" = p(a)p(b)

und fiir y € G = (x) existiert ein a € Z mit y = 2%, also y = p(a).

1. Fall: ord(G) = oco. Dann ist ¢ injektiv und damit Isomorphismus, denn sonst gébe
es a,b € Z mit a < b und 2% = 2%, also e = 2°~* und folglich ord(G) = ord(x) < oo
nach Satz 3.16.

2. Fall: ord(G) = m € N. Nach Satz 3.16 gilt dann z*™™ = 2 fiir a,b € Z. Also
wohldefiniert

w([a]m> = p(a) =2 fir [a|, € Zn
eine Abbildung 1 : Z,, — G, die injektiv ist da wegen ord(G) = m die 2° 2, ... ™!
paarweise verschieden sind, die surjektiv ist wegen der Surjektivitéit von ¢, und die ein
Morphismus ist wegen

d(la]+ ) = P(la+d]) = la+b)
= pla)e(d) = ¢(la))y([b])  fir [a], [b] € Zp.

2. 7= Ist © € G\ {e}, so ist ord(z) > 1 und nach dem Satz 3.19 von Lagrange
ord(x)|ord(G), also ord(z) = p = ord(G). Damit ist G = (x) zyklisch, und folglich nach
1. isomorph zu Z,,.

7<«=": ist klar. =

Beispiel 4.9 Fiir m € N hat die zyklische Untergruppe (e*/™) von (C*,-,1) die
Ordnung m, denn es gilt (e*™/™)m = ¥ = 1 und (e*™/m)k = e¥mk/m £ 1 fiir
ke {l,...,m—1}. Also ist (€*™/™) isomorph zu (Z,,, +,0).

Fiir allgemeinere endliche Gruppenordungen gibt es keine derartig prazisen Aussagen.
Immerhin gilt:

Satz 4.10 Es sei n € N. Dann ist jede Gruppe der Ordnung n isomorph zu einer
Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,,.
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Beweis. Es sei (G, -, e) eine Gruppe der Ordnung n. Dann kénnen wir eine Bijektion
{l,...,n} 35—z, €qG
wiahlen. Ist a € G, so existiert zu jedem j € {1,...,n} genau ein o,(j) € {1,...,n} mit
aTi = To,():

Die dadurch definierte Abbildung o, : {1,...,n} — {1,...,n} injektiv, denn fiir j # k
ist ax; # axy und folglich o,(j) # 04(k), und damit ist o, als Abbildung zwischen zwei
gleichméchtigen endlichen Mengen schon bijektiv, also o, € S,,.

Wir definieren ¢ : G — S,, durch

pla) = o, firaed.
Fiir a,b € G gilt fiir j € {1,...,n} dann
To,) = (ab)z; = albz)) = arsG) = To, @)

und damit

plab)(j) = 0,() =0.(op(i)) = (p(a) o (1)) (),

also ¢(ab) = p(a) o p(b); damit ist ¢ ein Morphismus.

,,,,,

und speziell fiir z; = e folgt a = e. Also ist ¢ nach Bemerkung/Definition 4.5 injektiv,
und damit ein Isomorphismus von G auf die Untergruppe ¢(G) C S,,. O

Der Satz ist eher eine Reichhaltigkeitsaussage iiber der Menge aller Untergruppen von
Sy als eine Strukturaussage iiber eine beliebige Gruppe der Ordnung n.

Fiir das vertiefte Studium von Gruppen erweisen sich nun diejenigen Untergruppen
als wichtig, bei denen die in Bemerkung und Definition 3.17 eingefiihrten Links- und
Rechtsnebenklassen iibereinstimmen:

Definition 4.11 Es seien G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe mit
gU = Ug firged.
Dann heifit U Normalteiler, oder normale Untergruppe, von G, in Zeichen

U < G.

Beispiele 4.12 1. Ist GG abelsch, so ist jede Untergruppe U C G Normalteiler von G.
2. In jeder Gruppe G sind G und {e} sind Normalteiler von G.
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3. Es seien G = (53, 0,id) und U = {id, (1;2)}.!! Dann ist U eine Untergruppe und
hat nach dem Satz 3.19 von Lagrange wegen ord(S3) = 3! = 6 und ordU = 2 drei
Linksnebenklassen, ndmlich

idU =U,  (;3)U ={(1;3),(1;2;3)},  (23)U ={(2;3),(1;3;2)},
und drei Rechtsnebenklassen
Uid=U,  U(1;3) ={(1;3),(1;3;2)},  U(2:3) ={(23),(1;23)},

Hier ist zum Beispiel (1;3)U # U(1;3), also ist U kein Normalteiler von G.

Bemerkung und Definition 4.13 Es sei U eine Untergruppe von G. Dann ist fiir
ge G

Ul = gUg' = {gag':ac U}

eine Untergruppe von G ([U]). UY heiBit die zu U durch g konjugierte Untergruppe.
Fiir g € G gilt

gU=Ug & UI=U.

Denn: Aus gU = Ug folgt U9 = gUg™' = (gU)g™ ' = (Ug)g~* = U, und aus
gUg™! = U folgt gU = gU(g"'g) = (gUg")g = Ug.

Also ist U <1 G genau dann, wenn U9 = U fiir g € GG gilt. AuBerdem ist dies schon dann

der Fall, wenn nur U9 C U fiir g € G gilt ([U]).

Satz 4.14 Es sei p : G — H ein Gruppenmorphismus.
1. Ist N C H ein Normalteiler von H, so ist ¢~ *(N) ein Normalteiler von G.
2. Kern ¢ st ein Normalteiler von G.

" Fir o, 7 € S, schreiben wieder kurz 7o statt 7oo. Weiter verwenden wir folgende Zykelschreibwei-
se: Fiir r € {2,...,n} heifit ein o € S,, ein r-Zyklus (oder r-Zykel) wenn es paarweise verschiedene

Jis---ydr € {1,...,n} gibt mit

o(j1) = Jz2, -+ 0(r—1) = grs o(Gr) = 1
und o(k) =k fir k€ {1,...,n}\ {Jj1,...,4r}; und wir schreiben dann
(ii--3dr) = o

2-Zykel heiflen auch Transpositionen.
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Beweis. 1. Wir setzen U := ¢~ '(N). Dann ist o(U) C N. Fiir g € G gilt mit (4.1) und
(4.2)

p(U) = o(gUg™) = 0(@)eU) (@)™ C e(gN(plg)™" = N?@ = N
und damit
U C o Y (p(U?) Ce '(N)=U.

Also gilt U < G nach Bemerkung/Definition 4.13.
2. Folgt aus 1. mit N := {ey}, wobei ey das neutrale Element von H sei. O

Beispiel 4.15 Es sei K ein Korper und G = GL,(K) die allgemeine lineare Gruppe.
1. Nach Satz 4.14 ist die spezielle lineare Gruppe SL, (K) ein Normalteiler von G.
2. Fiir n = 2 ist durch

1t
B, = firte K
0 1

ist ein Gruppenmorphismus (K, +,0) 3 t — B; € GLy(K) definiert, denn fiir s,t € K
gilt By € GLy(K) und

BB*lS 1t7
U7 o 1l o 1|

Damit ist nach Satz 4.7.1

1 s+t

= DBy
0 1 +t

U = {B:te K}
als Bild von K unter einem Gruppenmorphismus eine Untergruppe von GLg(K).

Fir A =

1
0] gilt nun firt € K

apa-t _ |0 [ 1o
~1 0[]0 1 —t 1

also AB;,A™' ¢ U zum Beispiel fiir t = 1, also U4 ¢ U. Damit ist U kein Normalteiler
von GLy(K') nach Bemerkung/Definition 4.13.

0 -1
1 0

Y




4 Gruppenmorphismen, Normalteiler, Faktorgruppen 42

Bemerkung und Definition 4.16 Ist (G, -) eine Halbgruppe, so ist nach Beispiel 1.4
auch Pot(G) mit dem Komplexprodukt eine Halbgruppe. Ist dabei (G, -, €) eine Gruppe
und N ein Normalteiler von G, so folgt aus
(aN)(bN) = a(Nb)N = a(bN)N = (ab)N fiir a,b € G,
dass und die Abbildung 7y : G — Pot(G), definiert durch
wy(a) = aN firae€G,

ein Halbgruppenmorphismus mit 7y (e) = eN = N ist. Nach Satz 4.3 ist (G/N,-,N) =
(75 (G), -, mn(e)) eine Gruppe, genannt Faktorgruppe oder Quotientengruppe von
G nach N, und 7y ein surjektiver Gruppenmorphismus nach (G/N,-, N), der soge-
nannte kanonische Morphismus. Dabei ist Kernmy = N, denn fiir a € G gilt die
Aquivalenzkette

a € Kernmy <& aN =N & ae N.

Damit ergeben sich zwei wichtige Eigenschaften von Normalteilern:
e Die Nebenklassen eines Normalteilers NV <1 G bilden auf natiirliche Weise eine

Gruppe.

e Eine Menge N C G ist genau dann ein Normalteiler von GG, wenn sie Kern eines
Gruppenmorphismus ¢ : G — H fiir ein geeignetes H ist (also eine Verscharfung
von Satz 4.14.2).

Beispiele 4.17 1. Es seien G = (Z,+,0), m € N, und N :=mZ. Dann ist Z/(mZ) =
Lo, und 7,5 (a) = a + mZ = [a],, fir a € Z sowie Kern,,, = mZ; vgl. Beispiel 3.18
und Beispiel 4.4.1.

2. EsseiG =S, mitn >2und H := ({1,—1},+,1). Wir setzen als aus der Linearen
Algebra bekannt voraus, dass durch

sign(c) = (—1) falls o als Produkt von k Transpositionen schreibbar

eine Funktion sign auf S, wohldefiniert wird. Dann ist offenbar sign : S,, — H ein
Gruppenmorphismus. Der Normalteiler

A, = Kernsign = {0 €5, :sign(c) =1}
heiBt n-te alternierende Gruppe'?. Hier gilt, wie man sich leicht iiberlegt,

also S, : A, = 2. Aus ord(S,,) = n! ergibt sich ord(A,) = n!/2 nach dem Satz von
Lagrange.

12Man kann zeigen: Fiir n > 4 ist A,, der einzige nichttriviale Normalteiler von S,,. Im Falle n = 4
ist auch noch die Kleinsche Vierergruppe V; (siehe [U]) ein Normalteiler in Sj.



4 Gruppenmorphismen, Normalteiler, Faktorgruppen 43

Der folgende Satz ist von zentraler Bedeutung G LA -,

fiir die Gruppentheorie.

Satz 4.18 (Isomorphiesatz'® der Gruppentheorie)
FEs seien ¢ : G — H ein surjektiver Gruppenmor-
phismus und ™ = Tkem . Dann existiert genau eine
Funktion v : G/Kernyp — H mit Y om = ¢, und
diese ist ein Gruppenisomorphismus; insbesondere
sind also G /Kerny und H isomorph.

Beweis. Wir setzen N := Kern ¢. Ist ey das neutrale Element in H, so gilt fir a,b € G
die Aquivalenzkette
pla) = ¢(b) < gp(a‘lb) =ey & a'bEN & aN=>bN < 7(a)=m(b).
Damit, und mit der Surjektivitéit von 7, wohldefiniert
Y(n(a)) = pla) firaeG

eine Funktion ¢ : G/N — H mit ¢ om = ¢. Die Eindeutigkeit von % ist klar wegen der
Surjektivitdt von 7. Fiir a,b € G gilt nun

P(r(a)m(b)) = ¢(n(ab)) = @lab) = pla)p(b) = ¥(r(a))P(x(b));

also ist ¥ ein Gruppenmorphismus. 1 ist surjektiv wegen der Surjektivitdt von ¢. Fiir
a € G gilt die Aquivalenzkette

Y(m(a)) =¢la) =eyg & a€ N < 7(a)=N.
Also ist Kernt) = {N} und damit v injektiv nach Bemerkung/Definition 4.5. O

Beispiele 4.19 1. Es seien G := (R?,+,0) und H = (R, +,0). Dann ist durch
o(s,t) = t—s fiir (s,t) € R?

ein surjektiver Morphismus ¢ : R? — R definiert. Dabei gilt
Kerny = {(t,t):teR} = N.

Nach dem Isomorphiesatz ist R?/N isomorph zu R.

2. Es seien K ein Korper und n € N. Dann ist det : GL,(K) — (K*,-,1) ein
surjektiver Morphismus mit Kern det = SL, (K). Also ist GL,,(K)/SL,(K) isomorph
zu K*.

3. In der Situation von Beispiel 4.17.2 ist S,,/A,, isomorph zu ({1, —1},-,1).

BManchmal “erster Isomorphiesatz” genannt.
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Bemerkung 4.20 Es sei H eine zyklische Gruppe. Ist x ein erzeugendes Element, so
ist ¢ : Z — H, definiert durch ¢(a) := z%, ein surjektiver Morphismus. Also ist H
isomorph zu Z/Kern ¢.

Im Falle ord(H) = oo ist Kern ¢ = {0} und im Falle m := ord(H) < oo ist Kern ¢ =
mZ (sieche Satz 3.16). Damit ergibt sich wieder Satz 4.8 (beachte: Z,, = Z/(mZ)).
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5 Diedergruppen und Gruppen kleiner Ordnung

Wir beschéftigen uns mit dem Zusammenspiel von Geometrie und Gruppentheorie.

Definition 5.1 Essei (X, d) ein metrischer Raum und f : X = eine Selbstabbildung?
von X mit

d(f(x), fly)) = d(z,y) firz,ye X,

Dann heifit f Isometrie von X. Im Falle der von der Euklidnorm | - | erzeugten eukli-
schen Metrik auf X = R™ nennt man eine Isometrie auch Bewegung des R™.

Bemerkung 5.2 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Man sieht leicht:

1. Jede Isometrie von X ist injektiv.

2. Die Menge aller surjektiven Isometrien von X ist eine Untergruppe der symme-
trischen Gruppe (S (X),o0,id X), genannt Isometriegruppe von X.

Bemerkung 5.3 Esseim € N. Dann ist die Menge aller orthogonalen m x m-Matrizen
mit reellen Eintrigen

O, = {AcCL,R): A" =AT}

eine Untergruppe von GL,,(R) ([U]), genannt orthogonale Gruppe des R™. Fiir A €
O,, und b € R™ definiert dann

T(x) = Azx+0b firzeR™ (5.1)
eine Bewegung des R™, denn fiir x,y € R™ gilt

T@) - T = [Aa—y| = (A@-y) A—y)
= (z—y)TATA(z —y) = |z —y[*.

‘ 2

Umgekehrt kann man zeigen'®, dass jede Bewegung des R™ von der Form (5.1) ist;
wir behandeln unten in Satz 5.4 den Spezialfall m = 2. Bewegungen des R™ sind stets
surjektiv, was sich aus der Invertierbarkeit von A in der Darstellung (5.1) ergibt.

Satz 5.4 Fine Selbstabbildung T : C= st genau dann isometrisch beziiglich der Be-
tragsmetrik auf C, wenn 6 € R und b € C existieren mit

T(z) = e%2+0b firzeC
oder

T(z) = e%z+b firzeC.

14Die Schreibweise f : X = soll also fiir f : X — X stehen.
15Siehe etwa Gawronski (1996), Grundlagen der Linearen Algebra, Satz 6.3.13.
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Beweis. Ist 7' von obiger Form, so ist 7" eine Isometrie (da |7'(2) —T(w)| = |a|-|z—w| =
|z — w| fiir alle z,w € C).
Es sei umgekehrt 7' : C= eine Isometrie. Dann definiert auch

T(z) = T(0)

5(z) T(1) — 7(0)

fir z € C
eine Isometrie von C, wegen ‘T(l) — T(O)‘ =|1-0|=1.
Fiir z = + iy und S(2) = v+ iv mit z,y,u,v € R gilt

2

Pry? = 20 = [S()-S0) = u?+? (5.2)
und damit
20 +1+y* = |z—17 = |S(2) - S(1))?
= W —2u+14+v* = 22 —2u+1+9%
also u = z, und wiederum mit (5.2) dann |y| = |v], also S(z) = 2z oder S(z) = Z.

Damit folgt
S(z)=z furzeC oder S(z)=2z firzeC,

denn sonst gibe es z; = 1 +iy;, 20 = 23 + iy € C\ R mit z1,y1, 22,92 € R und
S(z1) = z und S(z2) = %3, was aber wegen

21— 2| = [S(z1) = S(=)]* = |a -7

auf den Widerspruch y;y, = 0 fithren wiirde.
Wegen |T'(1) — T(0)| = 1 ist T(1) — T(0) = €" fiir ein § € R. Mit b := T(0) ergibt
sich die Behauptung. O

Bemerkung und Definition 5.5 1. Es seien m € N und F' C R™. Eine Bewegung
T : R™= heifit Symmetrie von F falls T'(F) = F gilt. Wir setzen

Sym(F) := {T:T Symmetrie von F'}.

Wie man leicht sieht ist Sym(F') ist eine Untergruppe der Isometriegruppe des R™, die
sogenannte Symmetriegruppe von F.

2. BEs seien n € N, n > 2 und ¢ = ¢, = e®™/™ Mit V,, := {¢°,(,..., ("1} = () ist
dann

n—1 n—1
R, = conv(V,) = {Z)\kck:)\o,...,)\n16[0,1],2)\k—1} c C
k=0

k=0



5 Diedergruppen und Gruppen kleiner Ordnung 47

das regulire n-Eck mit der Eckenmenge V,,. Die Gruppe
D, := Sym(R,)

heifit n-te Diedergruppe. Sind 7(z) = 7,,(2) := (z (Drehung um 0 mit Drehwinkel
27/n) und o(z) = z (Spiegelung an R), so sind o,7 € D,, nach Definition von R,.
Auflerdem gilt ord(o) = 2, ord(7) = n und

Too=0coT1 '

Satz 5.6 Es gilt
1. Dy={{ro})=(nuin)o(={rroo k=0, ,n—1,5=01}).
2. ord(D,,) = 2n.
3. Dy, ist fiir n > 3 nicht abelsch (und damit auch nicht zyklisch).

4. Dag st abelsch, aber nicht zyklisch.

Beweis.

1. D an beiden Stellen ist klar, da D, eine Gruppe ist, die ¢ und 7 enthéalt. Zu zeigen
ist also: D,, C (1) U (1) 0.

Es sei T € D,,. Nach Satz 5.4 ist T von der Form T"=a-idc +boder T'=a -0+ b
mit a,b € C, |a| = 1. Ist n gerade, so gilt £1 € R, und damit T'(£1) € R,, also
|T(£1)| < 1. AuBerdem ist

IT(£1)]> = |b £ a]* = 1+ |b]* £ 2Re(ab),

also [T'(1)|?> > 1+ [b|> oder |T(=1)]*> > 1+ |b|*>. Damit ist b = 0. Ist n ungerade, so

ergibt sich ebenfalls b = 0 durch eine kleine Zusatziiberlegung; [U].
Aus b= 0 folgt |T'(z)| = |z] fir alle z. Mit V,, = R, N {|w| = 1} ergibt sich

T(V,) = V,, (5.3)

also a = T(1) = ¢ fiir (genau) ein k € {0,...,n—1}. Damit ist T = 7% oder T' = 7% 0 0.
2. Wegen o ¢ (7) folgt 2. aus dem Satz von Lagrange (S. 3.19).
3. Es gilt 77! = 7 genau fiir n = 2. Also ist D,, genau dann abelsch, wenn n = 2
gilt. SchlieBlich rechnet man leicht nach, dass D5 nicht zyklisch ist. O
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Satz 5.7 Es sein € N\ {1}. Dann ist D,, bis auf Isomorphie die einzige Gruppe der
Ordnung 2n, die von zwei Elementen a und b mit

ord(a) = 2, ord(b) =n, ba=ab’

erzeugt wird.

Beweis. Wie in Satz 5.6 gesehen, ist D,, eine solche Gruppe, mit a = o und b = 7.
Es sei nun G eine weitere solche Gruppe. Dann gilt fiir 5, k, ¢, m € Z

b kat falls j gerade

k—m 0+1 . ! (54)
b*"a falls j gerade

(b*a?) "'t = a b Fat = {
denn fiir gerade j ist a7 = e, und fiir ungerade j ist a7 = a und mit k —m = qgn +r
(Division mit Rest) gilt

ab™* = ab™ = ba = V¥ "a
mit 7-maliger Anwendung von ba = ab™! im zweiten Schritt. Also ist
U = {ta/:jker} = {t'a? : kefo,....n—-1},j€{0,1}}

eine Untergruppe von G, und mit {a,b} C U folgt G = ({a,b}) C U, also G = U.
Damit ist durch

o(thood) = ba? firke{0,...,n—1},j€{0,1}

eine surjektive Abbildung ¢ : D,, — G (wohl-)definiert. Wegen #G = 2n = #D,, ist ¢
dann auch schon bijketiv. Aus ord(7) = n = ord(b) und ord(c) = 2 = ord(a) folgt

o(thoo?) = bthad  fiir k,j € Z,

und mit (5.4) fiir D,, und fiir G ergibt sich fiir j, k, ¢, m € Z mit j gerade bezichungsweise
ungerade

E . =1 __m £\ _ o(T
90((7' oo) ot oU)—{ p(Th Mo gttl) = phomgttl

m—k o O_é) _ bm—kaZ

} = go(Tk oaj)flgo(Tm oae).

Damit ist ¢ auch ein Gruppenmorphismus ([U]) und folglich sind D,, und G isomorph. O

Ein anderer Struktursatz ist:
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Satz 5.8 Es sei G eine Gruppe mit ord(z) = 2 fir x € G\ {e}. Dann ist G abelsch
und es ist ord G € {2™ : m € Ng} U {o0}.

Beweis. Fiir a € G ist a® = e, also folgt fiir z,y € G
vy = wey = xz(xy)’y = 2°yry® = yr.
Es sei nun G endlich. Dann existiert
m = min{n € Ng:3IM C G, #M =n, (M) = G}.

Wir wihlen M C G mit #M = m und (M) = G (also ein minimales Erzeugendensy-
stem von G). Nach Satz 3.13.2 ist

G = {agaka: (ka)eZM} = {aga:FCM}, (5.5)

wobei im zweiten Schritt a® € {e,a} benutzt wurde.
Fiir F, ' € M mit F # F' ist
[Ta # Il
acl acF’

denn sonst wire mit o.E. einem o’ € F'\ F

‘= <H>( II ) e (FUF\{d}) c (M\{d}).

ack acF’ a#a’

also G = (M) = (M \ {d'}) im Widerspruch zur Minimalitdt von m.
Mit (5.5) folgt #G = #{F : FF C M} =2™. 0

Damit konnen wir eine vollstdndige Charakterisierung der Gruppen von doppelter
Primzahlordnung geben:

Satz 5.9 ¢ Es sei G eine Gruppe der Ordnung 2p mit p € P. Dann ist entweder G
zyklisch, also isomorph zu (Zgy, +), oder isomorph zu D,,.

16 Tn einer etwas ausfiihrlicheren und systematischeren Darstellung der elementaren Gruppentheorie
erhilt man Satz 5.9 als eine von mehreren Anwendungen der sogenannten Sylow-Sétze. Siehe dazu
etwa MEYBERG, K. (1980), Algebra 1, 2. Auflage, Hanser. In diesem Buch wird auch gezeigt, dass es
(bis auf Isomorphie) zu jeder Primzahl p genau zwei Gruppen der Ordnung p? gibt (dort Satz 2.2.12),
und fiir jede Wahl zweier Primzahlen p < ¢ mit ¢ ¢ {1 4+ kp : k € Ny} genau eine der Ordung pq
(Beispiel 2.2.11 d)). Beispielsweise ist, bis auf Isomorphie, (Z;5,+) die einziger Gruppe der Ordnung
15.

Mehr iiber Symmetriegruppen als hier findet man zum Beispiel im Kapitel 5 von ARTIN, M. (1998),
Algebra, Birkh#user.
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Beweis. Der “entweder”-Teil der Behauptung ergibt sich aus der Azyklizitdt der Di-
edergruppen; siehe Satz 5.6.

Nach Bemerkung 3.20 gilt ord(x) € {2, p, 2p} fir z € G\ {e}. Ist ord = = 2p fiir ein
r € G, so ist G = (z) und damit G zyklisch, also nach Satz 4.8 isomorph zu (Z,, +).

Es gelte nun also ord(z) € {2,p} fir x € G\ {e}.

Ist p = 2, so gilt ord(z) = 2 fiir € G\ {e}, also ist G abelsch nach Satz 5.8. Fiir
beliebig gewiihlte a,b € G\ {e} mit a # b gilt dann ab # e wegen b = b~ # a~! sowie
ab ¢ {a,b} und

ord(a) = 2, ord(b) = 2, ba = ab = ab™' .
Wegen ord(G) = 4 ist also
G = {ea,bab} = ({a,b}),

und folglich GG isomorph zu D5 nach Satz 5.7.
Es sei also p > 3. Dann ist ord(G) = 2p keine Zweierpotenz, also existiert nach
Satz 5.8 ein b € G mit ord(b) > 2, also ord(b) = p. Weiter existiert wegen ord(G)

gerade auch ein a € G mit ord(a) = 2 ([U]). Dabei gilt a ¢ (b) nach Bemerkung 3.20,
da ord(a) = 2 kein Teiler von p = #(b) ist. Mit U = (b) folgt U N Ua = @ und
UnNaU = (), wegen ord(G) = 2p und ord(U) = p also

G=UUaqU und G = UUUa.

Insbesondere ist G = ({a, b}) und aU = Ua, d. h. U <G und folglich, under Verwendung

von a® = e im ersten Schritt und Bemerkung 4.13 im zweiten

ala = aUa™ ' = U.
Also existiert ein k € {0,...,p — 1} mit ab*a = b. Wegen a® = e ergibt sich
aba = a(abfa)a = bF
und folglich, wieder mit a? = e,
b = (BF)F = (aba)* = ab®a = b.
Also ist
Pl = e

und damit p|(k* — 1) nach Satz 3.16. Wegen p prim und k* — 1 = (k + 1)(k — 1) folgt
pl(k + 1) oder p|(k — 1), wegen k € {0,...,p— 1} also k =p — 1 oder k = 1.
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Im Fall £ = 1 wére aba = b, also
ab = ba™' = ba

und damit auch (wieder mit a* = ¢)

im Widerspruch zu ord(ab) € {1,2, p}.
Alsoist k =p—1,d. h. aba = t»~! = b~!, und damit

ba = a ‘b '=abt.

Wiederum mit Satz 5.7 folgt nun, dass G' isomorph zu D, ist. O

Satz 5.10 Es gibt bis auf Isomorphie jeweils genau

e cine Gruppe der Ordnung n € {1,2,3,5,7}, namlich (Z,,+),

o zwei Gruppen der Ordnung n € {4,6}, namlich (Zy,+) und D, /5.
Insbesondere sind alle Gruppen der Ordnung < 5 abelsch.

Beweis. Der erste Fall ist klar nach Satz 4.8, der zweite nach Satz 5.9 mit p € {2, 3}.
Der Zusatz ist klar wegen der Kommutativitdt von Dy nach Satz 5.6. O
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6 Polynomringe und Koérpererweiterungen

Wir betrachten zunéchst Ringe und Korper etwas genauer, zum Teil analog zu unseren
Untersuchungen von Gruppen in den vorangegangenen Abschnitten.

Definition 6.1 Es sei R = (R,+,-) ein Ring und es sei U eine Untergruppe von
(R,+,0).

1, Ist U ein Untermonoid von (R, -, 1), so heifit U Unterring von R.

2.Ist U-RC U und R-U C U, so heiBt U (zweiseitiges) Ideal in R.

3. Ist R ein Korper und ist U \ {0} eine Untergruppe von (R* - 1), so heifit U
Unterkorper (oder Teilkdrper) von R.

Bemerkung 6.2 Es sei R = (R, +,-) ein Ring und es sei U C R.

1. Nach Kriterium 3.10(iii) ist U # () Untergruppe von (R, +,0) genau dann, wenn
U —U C U. Damit gilt dies in allen Féllen in Definition 6.1.

2. Man sieht leicht, dass U genau dann ein Untermonoid von (R,-, 1) ist, wenn
U-UCUnund1eU gilt.

3. Ist U ein Ideal mit 1 € U, so ist schon U = R. Also ist lediglich R sowohl
Unterring von R als auch Ideal in R.

Durch zu Bemerkung 3.12 analoge Argumentation erhédlt man mit Bemerkung 6.2
leicht: Beliebige Schnitte von Unterringen eines Rings sind Unterringe. Beliebige Schnit-
te von Idealen eines Rings sind Ideale. Beliebige Schnitte von Unterkorpern eines
Korpers sind Unterkorper. Dies rechtfertigt die Namensgebungen in der folgenden

Definition 6.3 Es seien R ein Ring und M C R. Dann heiflen

(M) = (M)ring = ﬂ U

UDM,U Unterring

von M erzeugter Unterring und

() = 1 1

DM, T Ideal

von M erzeugtes Ideal. Weiter heifit im Falle eines Korpers R

(M) = (M)Korper = n v

UDM,U Unterkorper

von M erzeugter Unterkorper.
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Bemerkung und Definition 6.4 Es seien R = (R,+,:) und S = (S5,+,-) Ringe
und es sei p : R — S. Ist ¢ : (R,+,0g) — (5,+,0s) ein Gruppenmorphismus und
¢:(R,-,1r) = (S, -, 1g) ein Monoidmorphismus, so heifien ¢ ein (Ring-)morphismus
von R nach S und Kern(y) := ¢ 1({0s}) der Kern von .

Dabei heifit wieder ¢

Monomorphismus oder Einbettung £all injektiv | . ;
alls ist.
i bijektiv

(Ring)- {

Isomorphismus

Existiert ein Isomorphismus ¢ : R — S, so heilen R und S isomorph, in Zeichen
R ~ S. Nach Bemerkung/Definition 4.5 ist ein Morphismus ¢ genau dann ein Mo-
nomorphismus, wenn Kern(p) = {0} gilt. Weiter sieht leicht: Verkettungen von Mor-
phismen bzw. Monomorphismen bzw. Isomorphismen sind wieder solche. Inverse von
Isomorphismen sind Isomorphismen.

Beispiel 6.5 Fiir m € Ny ist die Funktion Z > z +— [z],, € Z,, ist ein surjektiver
Ringmorphismus, der nur im Trivialfall m = 0 injektiv und damit Isomorphismus ist.

Bemerkung 6.6 Fiir Ringmorphismen ¢ : R — S gelten zum Gruppenfall analoge

Aussagen ([U]):

e Ist V C S ein Unterring bzw. Ideal, so ist ¢~ '(V) C R ein Unterring bzw.
Ideal. Insbesondere ist Kern(yp) stets ein Ideal in R, aber im Falle S # {0g} kein
Unterring (da 0g # 1g = ¢(1g) und damit 1 ¢ Kern(yp)).

e Ist U C R ein Unterring, so ist ¢(U) C S ein Unterring.

e Ist [ ein Ideal in R, so ist ¢(I) ein Ideal in ¢(R) (aber nicht stets in ).
Bemerkung 6.7 Es seien K ein Korper und S # {0g} ein Ring. Ist ¢ : K — S ein
Ringmorphismus, so ist ¢ schon injektiv, also eine Einbettung.

Denn: Wire ¢ nicht injektiv, so existierte ein z € K* mit ¢(z) = 0, also
ls=¢(lg) = ¢(@a™!) = p(@)e(a™) = 0,
Widerspruch. Damit ist ¢ injektiv.

AuBlerdem ist ¢(K) nach Satz 4.3 ein Korper und es gilt p(z/y) = ¢(z)/o(y) fir
x,y € K mit y # 0.



6 Polynomringe und Kérpererweiterungen 54

Bemerkung und Definition 6.8 Sind R ein kommutativer Ring, U C R ein Unter-
ring und x € R, so gilt

J€No

Ulr] = (UU{x})Ring = {Z a;z’ : (a;) € U(N")}.

Denn: Einerseits rechnet man nach, dass die rechte Seite ein Unterring ist,
der U und x enthilt (beachte: 2° = 1 und 2z/** = 272%). Andererseits
enthélt jeder Unterring, der U und x enthilt, auch notwendigerweise die
rechte Seite.

Entsprechend sieht man: Sind K ein Kérper, U C K ein Unterring und = € K, so gilt

Y aja’
U(%) = <U U {x}>K6rper = % : (aj) (bk € U (No) Z bkl' 7£ 0
W E keNo

Damit heifit U|x] der durch adjungieren von z zu U im Ring-Sinne entstandene
Unterring, kurz gelesen als “U adjungiert z”. Entsprechend heifit U(z) im Korper-
Sinne entstandener Unterkorper.

Beispiel 6.9 1. Es sei R := R und U := 7Z. Dann ist fiir x € R
{ Z a;z’ : (a;) EZ(NO) = {Zajxj:ajez,nENo},
J€No J=0

also etwa

{Zaj\/gj:ajGZ,HGNO} = {a+\/§b:a,bEZ} = Z+V27Z,
=0

wobei im zweiten Schritt (v/2)7 € Z U /2 Z fiir j € Ny benutzt wurde.
2. Es sei R:=C und U := R. Dann gilt mit ¥ € {£1, +i} fiir j € Z

{Zajij:ajeR,nENO}:{a+ib:a,b€R} —R+iR = C.

Bemerkung 6.10 Es sei R ein Ring. Ist M # () eine beliebige Menge, so sind fiir
f,g € RM die Funktionen f +¢g € RM und f-g € RM (wie iiblich) definiert durch
(f +9)(x) == f(x) +g(x) und (f - g)(z) := f(z) - g(z) fiir x € M. Damit ist RM =
(RM +,) ein Ring mit der Nullfunktion als Nullelement und Einselement 15, definiert
durch 1gpum(x) := 15 fiir ¥ € M. Ist R kommutativ, so ist auch RM kommutativ. Weiter
setzen wir noch (Af)(z) :== Af(z) fir A € Rund f € RM.
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Bemerkung 6.11 Wir betrachten nun einen kommutativen Ring R und den Fall M =
Np. Anders als in Bemerkung 6.10 definieren fiir (a;), (b;) € R™

(aj) - (b;) = (c;) mit ¢; = Zakbj k-

Dabei heifit (c;) Faltung oder auch Cauchy-Produkt '” von (a;) und (b;). Mit der
Addition aus Definition 6.10 und obiger Multiplikation ist (R0, 4, -) ein kommutativer
Ring mit Einselement (1g,0,...) = ((5j0> - ([U]). Setzt man

=

o _ A\ N
X = (0,15,0,0,...) = (5]1)j:0 € RYM,
so gilt
xh = (5jk)j:0 fiir k € Np.

Fiir (a;) € R™) und jedes n € Ny mit a; = 0 fiir j > n ergibt sich damit
(a;) = (ag,...,an,0,...) = > a;X7.

Weiter ist
RX° = {(a,0,...):a € R}

ein vermittels a + aX° zu R isomorpher Unterring von RY. Wir identifizieren im
Weiteren R mit dem Unterring RX° und damit a mit aX° fiir a € R.

Definition 6.12 In der Situation aus Bemerkung 6.11 heif3t

R[X] = { S a; X7 (a) € R(NO)} = {Z%’Xj raj € Ron e No} = R

J€Ng j=0

Polynomring iiber R in der Unbestimmten X. Die Elemente von R[X] heiflen Po-
lynome iiber R. Ist

> a;X? € RIX]
=0
ein Polynom, so heifit die Funktion P(-) : R — R, definiert durch
Y aj’ firz€R

die zugehorige Polynomfunktion, und ein z € R mit P(x) = 0 heifit Nullstelle der
Polynomfunktion oder Wurzel des Polynoms P.

1"In anderem Kontext oft mit (a;) * (b;) bezeichnet.
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Bemerkung 6.13 Fiir (a;), (b;) € R™) und n,m € Ny mit a; = 0 fiir j > n sowie
b; =0 fiir j > m gilt

n m mVn
Yo XY b X =Y (a;+by) XY,
j=0 Jj=0 J=0

(; anj) (g ijf) nin (2]: akbj_k) X7

=0

Beispiel 6.14 Es sei R := (Z2,+,-). Dann sind
P=X"+X, B=X+X"+X’+X, P:=0
drei paarweise verschiedene Polynome iiber R, mit identischen Polynomfunktionen

Pl() = PQ() = Pg() = Nullfunktion.

Bemerkung und Definition 6.15 Es seien R ein kommutativer Ring, x € R und
U C R ein Unterring. Dann gilt U[X]| C R[X]. Damit ist P(z) auch fir P € U[X]
definiert.

1. Nach Bemerkung/Definition 6.8 gilt

Uls] = {P(z): P UX]}
und, falls R ein Korper ist, auch
Ux) = {P)/Q): P,Q € U[X],Q(x) # 0}.
2. Die Funktion
UX|>P — Px)eR
ist ein Ringmorphismus, genannt Auswertungsmorphismus auf U[X] beziiglich z.

Denn: Es gilt X°(z) = 2° = 15 und fiir P = 3 a; X7, Q = 5 b; X’ € RIX]
iz i=1

(P+Q)(x) = (g(% + bj)Xj) (x)

mvVn

= Z(a]—i-b Zajx —i—beJ + Q(x)

J=0

sowie

(PQ)(w) = (Zm (iakbjk) Xﬂ‘)( S (Zakbj ) v = P)Q()

j:O =i J =0 =
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3. Die Funktion
UX] > P — P()cR?

ist ein Ringmorphismus, der im Allgemeinen nicht injektiv ist (etwa nach Beispiel 6.14).

Definition 6.16 Es seien R ein kommutativer Ring und P = i a; X’ € R[X]. Dann
=0

heifit (mit max () := —o0)
deg P :=max{j € Ny :a; #0} € NoyU{—o0}

der Grad von P. Im Fall deg P € {0, —oo} heift P konstant und fiir P # 0 heifit
4o p flihrender Koeffizient von P. Ist dabei aq., p = 1, so heiit P normiert.

Bemerkung 6.17 Es sei R ein kommutativer Ring. Dann gilt'® fiir P,Q € R[X]

deg(P + Q) < max{deg P, degQ},
deg(PQ) < degP +deg( .

Ist R sogar Integritétsring, so gilt genauer ([U])

deg(PQ) = degP + deg@.

Satz 6.18 (Division mit Rest) Es sei K ein Korper und es seien P, S € K[X]| mit
S # 0. Dann existiert genau ein Polynompaar (Q, R) in K[X|x K[X] mit deg R < deg S
und

P = Q- S+R.

Beweis. 1. Existenz: Im Trivialfall deg P < deg S kann man @) := 0 und R = P setzen.
Damit reicht es, zu zeigen: Ist n € Ny und sind P, S € K[X]| mit 0 < deg S < deg P = n,
so existeren (), R wie behauptet.

Ist n = 0, also P = ap und S = by mit ag,by € R\ {0}, so setzen wir Q = ag /by
und R = 0.

Es sei nun n € N und die Behauptung gelte fiir jedes & € {0,...,n — 1}. Weiter
seien

P=>a;X), S=> bX) € K[X]
j=0

J=0

18Man setzt natiirlich —oo < a und (—o00) +a = a + (—00) = —oo fiir a € {00} U Ny, oder auch
allgemeiner fiir a € [—o0, 0o].
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mit deg P = n und deg S = m < n. Mit

C = P—Z—”X”—ms € K[X]

m

gilt dann deg C' < n. Ist dabei sogar deg C' < m, so kénnen wir @ = (a,,/b,,) X" ™ und
R = C setzen. Ist dagegen deg C' > m, so liefert die Induktionsvoraussetzung (mit C
statt P) Polynome @, R € K[X] mit deg R < deg S und

C = QS+R,
mit Q == Q + (an/bp) X" ™ also

P = C+Z—"X”‘WS — QS+R.

2. Eindeutigkeit: [U]. O

Satz 6.19 Es seien K ein Korper und P € K[X].

1. (Polynomdivision) Ist a € K eine Wurzel von P, so existiert genau ein Poly-
nom @ € K[X] mit P = (X — a)Q, und es gilt deg(Q)) + 1 = deg(P).

2. Ist P # 0, so hat P héchstens deg P Wurzeln.

Beweis. Es sei S := X — a. Wegen deg S = 1 existiert nach Satz 6.18 genau ein Paar
(Q,R) in K[X]x K[X] mit P =SQ+ Rund deg R < 1, also R = 1 mit einem ry € K.
Mit Bemerkung 6.15.2 folgt

0 = Pla) = S(@)Q(a)+ R(a) = 1¢.

Damit ist R = 0. AuBlerdem gilt deg(P) = deg(SQ) = deg(S) + deg(Q) = 1 + deg(Q),
unter Verwendung von Bemerkung 6.17 im zweiten Schritt.

2. Sind a4, . .., a,, paarweise verschiedene Wurzeln von P, so liefert 1. induktiv ein

Q € K[X] mit P = (ﬁ (X — aj)> Q@ und deg(Q) +m = deg(P), und wegen P # 0 und
]:

damit auch @ # 0 folgt m < deg(P). O

Definition 6.20 Ist E ein Korper und ist K ein Teilkorper von E, so sagen wir im
Weiteren kurz F sei eine (Korper-)Erweiterung von K. In diesem Fall ist F auch
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ein Vektorraum iiber K (die Abbildung K x E > (A\,z) — A-x € E ist eine Skalar-
multiplikaton). Die Dimension des K-Vektorraums E heift Grad der Erweiterung, in
Zeichen

[E: K] = dimg(E),

kurz gelesen als ,Grad von E iiber K“. Die Erweiterung heit endlich falls [F : K]
endlich ist.

Beispiele 6.21
1. [C:R] =2, denn {1,i} ist eine zweielementige Basis des R-Vektorraumes C.
2. [R: Q] = oo, denn fiir jede endliche Menge M C R ist

spang (M) = { Yo x: (M) € QM}

zeM

abzéhlbar, also # R.

Satz 6.22 Es seien E eine endliche Erweiterung von K und F' eine endliche Erweite-
rung von E. Dann ist auch die Erweiterung F' von K endlich und es gilt

[F:E|[E:K] = [F:K].

Beweis. Es sei B eine Basis von E als K-Vektorraum und C' eine Basis von F als
E-Vektorraum. Dann ist die Funktion B x C' 5 (z,y) — zy € F injektiv, denn sind
(z,y),(2',y") € B x C, so folgt aus zy = z'y/, also zy — 2’y = 0, wegen x, 2’ # 0 und
der E-linearen Unabhéngigkeit von (y),ec schon y =y’ und dann auch z — 2’ = 0.

Ist z € F, so existieren Skalare p, € F mit z = > p,y. Weiter existieren zu jeden
yelC

y € C Skalare A\, , € K mit p, = > A\ 2. Also ist
z€eB

=) (Z )\x,yx>y = > > Ayay. (6.1)
yeC “z€eB yeC x€B
Damit ist BC' ein Erzeugendensystem von F' als K-Vektorraum.
Hat z = 0 die Darstellung (6.1), so folgt wegen der E-linearen Unabhingigkeit

von (y)yec zunéchst Y A\, o =0 fiir y € C, und mit der K-linearen Unabhéngigkeit
€D

198ind V ein K-Vektorraum und M C V, so schreiben wir span(M) oder span (M) fiir den linearen
Spann der Menge M in V, d. h. span(M) ist der Schnitt {iber alle linearen Unterrdume von V, die M
enthalten. Damit heifit M Erzeugendensystem von V', falls span(M) = V gilt und Basis von V| falls
zusitzlich die Familie (z),eps linear unabhéingig ist.
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von (x)zep dann A\, = 0 fir z € B,y € C. Damit ist BC eine Basis von F als
K-Vektorraum und folglich

[F:K] = #(BC) = #(BxC) = #B-#C = [E:K][F:E]

Definition 6.23 Es seien E eine Korpererweiterung von K und x € E. Dann heifit x
algebraisch tiber K, falls + Wurzel eines Polynoms P € K[X]\ {0} ist. Ist « nicht
algebraisch iiber K, so heifit  transzendent iiber K. Ist jedes x € E algebraisch {iber
K, so heifit E algebraisch iiber K.

Beispiele 6.24
1. Es sei K ein Korper. Ist a € K, so ist @ Wurzel von X —a € K[X]. Also ist K
algebraisch iiber K.
2. v/2 ist algebraisch iiber Q, denn P(y/2) = 0 zum Beipiel fiir P := X% -2 € Q[X].
3. C ist algebraisch iiber R, denn fiir z = a + ib € C mit a,b € R und

P = (X-a)?+V € R[X].

gilt P(z) = (x — a)* + b* = (ib)* + b*> = 0 mit Bemerkung 6.15.2.

4. Es sei A die Menge der reellen und iiber Q algebraischen Zahlen. Da Q[X]| abzihl-
bar ist und jedes Polynom P € Q[X]\{0} nur endlich viele Wurzeln hat, ist A abzéhlbar,
also R\ A iiberabzihlbar. Insbesondere ist R nicht algebraisch iiber Q.

Bemerkung 6.25 Es sei I eine Korpererweiterung von K.
1. Fir x € I ist

Kz] = {P(x):Pc K[X]} = spang{z’:j € Ny},

also K[z]| insbesondere auch ein Untervektorraum des K-Vektorraumes E. Bezeichnet
¢, K[X] — E den Auswertungsmorphismus auf K[X] beziiglich x, so ist ¢, auch eine
K-lineare Abbildung.
2. Aus der Definition der Transzendenz ergibt sich unmittelbar, dass fiir x € E
folgende Aussagen dquivalent sind:
(i) =« ist transzendent iiber K.
(i) (27);cy, ist linear unabhéngig im K-Vektorraum F.
(iii) Kern(g,) = {0} (also ¢, : K[X] — E injektiv).
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3. Ist E eine endliche Erweiterung von K, so ist (27 )yié( V fiir alle # € E linear

abhéngig im K-Vektorraum F, also x nach 2. algebraisch iiber K. Damit ist E alge-
braisch iiber K.

Satz 6.26 Es seien E eine Korpererweiterung von K und x € E.

1. Ist x algebraisch iber K, so gibt es genau ein normiertes Polynom P, € K|[X]
minimalen Grades mit P,(z) = 0. Auferdem ist {z7 : j = 0,...,deg(P,) — 1}
eine Basis des K-Vektorraumes K|z].

2. Genau dann ist x algabraisch iber K, wenn K[z| ein Unterkérper von E ist, also

K[z] = K(x) gilt.

Beweis. 1. Es ist
n = min{deg(P): P € K[X]\ {0}, P(x) =0} € N,

und Wahl eines das Minimum annehmenden Polynoms und Division durch seinen
fiihrenden Koeffizienten liefert ein P, = Y. ;X7 € K[X]| mit deg P, = n, P,(z) =0
j=0

und a, = 1. Ist Q € K[X] ebenfalls normiert mit deg@ = n und Q(x) = 0, so ist
deg(P, — Q) < n und (P, — Q)(z) = 0. Nach Definition von n ist P, — @ = 0. Also
existiert P, eindeutig, wie behauptet.

Es sei ¢, : K[X] — E der Auswertungsmorphismus und es sei

K., X] = {Se€K[X]:degS <n}.

Aus der Definition von n folgt fiir S € K_,[X] die Aquivalenz von ¢, (S) = 0 mit S = 0.
Also ist g |k_,;x] als Ringmorphismus mit trivialem Kern injektiv. Weiter gilt schon

pa(Ken[X]) = Klz],

denn fiir y € Klz], also y = ¢, (P) fiir ein P € K[X], also P = QFP, + R mit Polynomen
Q, R € K[X] und deg R < deg P, nach Satz 6.18, ist R € K_,[X] und

y = ¢.(P) = P(x) = Q(x)P(r)+ R(z) = R(z) = ¢(R).

Damit ist ¢, : Ko,[X] — K[z] ein K-Vektorraumisomorphismus.

Da B:={X° ..., X" '} eine Basis von K_,[X] ist ([U]), ist also

{20 ..., 2"} = 0. (B)

eine Basis von K|x].
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2. «<: Ist x = 0, so ist x algebraisch iiber K. Es sei also x # 0. Dann ist 1/z € K|x].
Nach Bemerkung 6.25.1 gibt es ein P € K[X] mit 1/x = P(x). Also ist x Wurzel von
Q=1—X-PeK[X]\ {0} und damit = algebraisch iiber K.

=: Da K|[z] ein Unterring von E ist, ist nur zu zeigen: Fiir y € K[z] \ {0} ist
1/y € Kz]. Ist also 0 # y € K|[z], so ist ¢/ € K|z] fiir alle j € Ny und damit y nach 1.
und Bemerkung 6.25.2 algebraisch iiber K. Also existiert nach Bemerkung 6.25.1 ein

d .
P e KIX]|\ {0} mit P(y) =0, P =Y a;X’ mit r,d € Ny, r < d, a, # 0. Damit folgt
j=r

0 = ;p() — zd:ﬁ j—r—1
= aryr"_l y) = ~a, Yy )
d 4
also 1/y = > (—a;/a)y’ "' € K[y] C K|z]. O

Jj=r+1

Bemerkung 6.27 Es sei E eine endliche Korpererweiterung von K. Ist x € E alge-
braisch iiber K, so ist F auch eine endliche Korpererweiterung von K[z] mit

E:K] = [E: K] [K2]: K.

Denn: Nach Satz 6.26 ist K[z] ein Unterkorper von E. Wegen [E : K] < o0
sind auch dimg K[z] < oo und dimgp, E < co. Die Dimensionsformel folgt
aus Satz 6.22.

Definition 6.28 Es sei R ein kommutativer Ring. Fiir Polynome P, S € R[X] heifit P
ein Vielfaches von S (oder auch S ein Teiler von P), falls es ein Polynom @ € R[X]
mit P = QS gibt.

Bemerkung und Definition 6.29 Ist F eine Korpererweiterung von K und ist = €
E algebraisch iiber K, so heifit das Polynom P, aus Satz 6.26 das Minimalpolynom
von x iiber K, und x heifit vom Grad deg P, iiber K. Jedes Polynom P € K[X]| mit
P(x) = 0 ist Vielfaches von P,.

Denn: Es sei P € K[X]| mit P(z) = 0. Nach Satz 6.18 existieren Q, R €
K[X] mit P = QP, + R und deg R < deg P,. Aus

R(x) = P(x)—-Qx)P(r) = 0
und der Minimalitéit von deg P, folgt wieder R = 0 und damit P = QP,.

Weiter gilt mit Satz 6.26 und Bemerkung 6.25.3
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e K|[x] ist eine Korpererweiterung von K vom Grad [K[z] : K| = deg P,.

e K|[x] ist algebraisch iiber K.

Beispiel 6.30 1. Es sei E ein Erweiterung von K. Aus der Definition ergibt sich sofort:
x € E ist genau dann vom Grad 1 iiber K, wenn z € K gilt, und dann ist X —z € K[X]
das Minimalpolynom.

2. Das Minimalpolynom von V2 iiber Q ist Pps=X 2 2, wegen V2 ¢ Q. Also
ist v/2 vom Grad 2 iiber Q. Nach Satz 6.26 ist {1,v/2} eine Basis von Q[v/2] und
Q[v2] = Q +v2-Q = Q(V/2) ein Unterkérper von R.

3. Das Minimalpolynom von i iiber R (und iiber Q) ist P, = X? + 1, denn P(i) = 0
und i ¢ R. Also ist i vom Grad 2 iiber R (und iiber Q). Mit Beispiel 6.24.3 folgt analog:
Jedes x € C\ R ist vom Grad 2 iiber R.

Mithilfe des néchsten Resultats kann man manchmal entscheiden, ob ein gegebenes
Polynom ein Minimalpolynom ist. Ein nichtkonstantes Polynom P € K[X] heifit irre-
duzibel (iiber K) wenn gilt: Ist P = QS mit @, S € K[X], so ist () konstant oder S
konstant.

Satz 6.31 Es seien E eine Kirpererweiterung von K, x € E algebraisch und P, das
zugehorige Minimalpolynom. Fir P € K[X] sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) P=P,.

(i) P(xz) =0 und P ist normiert und irreduzibel.

Beweis. (i) = (ii): Nach Definition ist P,(z) = 0 und P, normiert. Ist nun P, = QS
mit Q,S € K[X], so folgt 0 = P,(z) = Q(z)S(x), also Q(z) = 0 oder S(z) = 0.
Ohne Einschréankung sei Q(x) = 0. Wegen der Minimalitét des Grades von P, ist dann
deg @ = deg P, und wegen deg @) + deg S = deg P, dann deg S = 0.

(ii) = (i): Nach Bemerkung 6.29 existiert ein @ € K[X] mit P = QP,. Aufgrund
der Irreduzibilitdt von P ist () konstant, also ) = 1 wegen der Normiertheit von P,
und P. O

Ist E eine Korpererweiterung von K, so schreiben wir Ag(K) fiir die Menge der iiber
K algebraischen Elemente in E. Dann gilt K C Ag(K) nach Beispiel 6.24.1. Wir zeigen
abschlieSend

Satz 6.32 Ist E eine Korpererweiterung von K, so ist Ag(K) ein Unterkorper von E.



6 Polynomringe und Kérpererweiterungen 64

Beweis. Wir schreiben kurz A := Ag(K). Es reicht zu zeigen: Sind z,y € A, so gilt
r —y,xy € Aund, falls z # 0, auch 1/x € A.

Es seien also z,y € A. Ist x # 0, so gilt, wegen =z € KJz] und da K[x] nach
Satz 6.26.2. ein Korper ist, auch auch 1/z € K|z], also 1/z € A nach Bemerkung 6.29.
Wir setzen m := deg(P,) — 1 und n := deg(P,) — 1. Sind M, N € Ny, so existieren nach
Satz 6.26.1 Skalare a,,b, € K mit

M= Yaat Y =Y by
pn=0 v=0
und folglich

My = ZZaubym“y”.

p=0rv=0

Also ist {zty” : p=0,...,m; v =0,...,n} ein Erzeugendensystem von
U = span;{zVy™ : M, N € Ny}

und damit dimg U < (m+ 1)(n+ 1) < co. Wegen (zy)’ € U und (x — y)? € U fiir alle
j € Ny (binomische Formel!) sind ((2y)?) ¢y, und ((z — y)’)jen, linear abhingig. Mit
Bemerkung 6.25.2 folgt © — y, xy € A. O
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7 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Ungefidhr ab dem Jahre 430 v.d.Z. beschéftigten sich griechische Mathematiker mit dem
Wiirfelverdopplungsproblem, auch Delisches Problem genannt, bei dem aus ei-
nem gegebenen Wiirfel nur mit Zirkel und Lineal ein Wiirfel des doppelten Volumens
konstruiert werden soll?’. Erst 1837 publizierte Pierre-Laurent Wantzel den ersten Be-
weis der Unmoglichkeit einer solchen Konstruktion. Zumindest in der heute iiblichen
und im Folgenden dargestellten Beweisfiihrung handelt es sich um eine Anwendung der
elementaren Korpererweiterungstheorie des vorherigen Abschnitts.

Wir beschréanken uns hier auf Konstruktionen in einer Ebene und schreiben wieder
| - | fiir die {ibliche Euklidnorm auf dem R-Vektorraum R? = C. Weiter sei in diesem
Abschnitt fiir P,Q € R? mit P # Q und 0 < r < 00

gpo = {tP+(1-t)Q:teR}, Gerade durch P und Q,
kp, = {P+re":teR}, Kreis(linie) um P mit Radius r.

T

Bemerkung und Definition 7.1 1. Es sei M C R% Ein Punkt P € R? heiit direkt
konstruierbar (mit Zirkel und Lineal) aus M falls es Punkte A, B,C, D, E, F € M
mit A # B und D # FE gibt fiir die eine der folgenden drei Bedingungen erfiillt ist:

(99) 9a.B # gp,e und P € gap N gp k.

(9k) P € gapNkpip_p-

(kk) keya-p) 7 kpyp-g wnd P € kg g g Nkpjp_pg-
Es sei My := M und induktiv

M, = {P €R?: P direkt konstruierbar aus M, } (n € N).

Dann ist M,,_; C M, fir n € N. Ein Punkt P € R? heifit konstruierbar (mit Zirkel
und Lineal) aus M falls ein n existiert mit P € M,,.

2. Es sei {0,1} € M C R. Eine Zahl = € R heifit konstruierbar aus M, falls der
Punkt (x,0) € R? aus M x {0} im Sinne von 1. konstruierbar ist. Wir setzen

kon(M) = {z € R:x konstruierbar aus M }.

Damit ist M C kon(M) = kon(kon(M)). Weiter kann sich iiberlegen ([U]):

20 Die zweite Namensgebung erklirt sich aus einer Legende nach der dieses Problem den Bewohnern
der Insel Delos vom dortigen Orakel in Form einer Textaufgabe gestellt wurde als sie es angesichts
einer Pest um Rat fragten. Zur Historie sieche http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/
Doubling_the_cube.html


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Doubling_the_cube.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Doubling_the_cube.html
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1. Mit x,y € kon(M) sind auch z+y € kon(M) und —z € kon(M) (also ist kon(M)
eine Untergruppe von (R, +,0)).

2. (z,y) € R? ist konstruierbar aus M x {0} genau dann, wenn {z,y} C kon(M)
gilt.

Satz 7.2 Es sei {0,1} € M C R. Dann ist kon(M) ein Unterkirper von R und mit
0 < x € kon(M) ist auch \/x € kon(M).

Beweis. Es sei K := kon(M). Nach Bemerkung/Definition 7.1 ist noch zu zeigen: Sind
z,y € K mit x > 0, so sind zy, 1/x, \/r € K. Die drei Eigenschaften ergeben sich mit
Bemerkung/Definition 7.1 durch geeignete Konstruktionen, die in der Vorlesung genau-
er erlautert werden. Fiir die erste Aussage verwendet man einen passenden Strahlensatz
und fiir die zweite den Hohensatz von Euklid. O

Bemerkung 7.3 Jeder Unterkorper von R enthélt schon Q. In Satz 7.2 gilt damit
kon(M) D Q, also kon(M) = kon(kon(M)) D kon(Q), und im Fall von M C Q folglich
kon(M) = kon(Q).

Bemerkung 7.4 1. Es seien K ein Koérper mit 2 =141 # 0 und E eine Ko6rperer-
weiterung von K mit [E : K] = 2. Dann existiert ein ¢« € E\ K mit > € K und
E =K + Ka.

Denn: Es sei z € E'\ K. Dann ist {1, 2} eine Basis des K-Vektorraumes FE,
nach Satz 6.26 oder auch einfach wegen der linearen Unabhéngigkeit von
(1,z) iiber K. Also existieren p,q € K mit 2°> + pxr + ¢ =0, also, 1 +1 # 0
ausnutzend,

P\ _ P

Py P K.
(s43) = H-a e

Mit @ == z + p/2 gilt also a*> € K und a € E \ K, also ist (1,a) linear

unabhéngig und damit eine Basis von FE.

2. Es seien K C R ein Kérper und z € R vom Grad 2 tiber K. Mit F := K(z)
und a wie in 1. ist z € K + Ka und K + Ka C K(va?) C kon(K) nach Satz 7.2, also
z € kon(K).
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Wir setzen fiir einen Unterkorper U von R und zg, ..., z, € R

Ulxg,...,xj) = (U(mo,...,xj_1)>(xj) (j=1,...,n).

Satz 7.5 Es seien K ein Unterkorper von R und x € R. Mit 6y := 1 ist x € kon(K
genau dann, wenn einn € N und 01, ...,8, > 0 ezistieren mit §; € K(\/o,...,1/0;_1)

firj=1,...,n undxeK(\/é_o,...,\/_n).

Beweis.

= Es geniigt, zu zeigen: Ist U ein Unterkérper von R und ist ein Punkt (x,y) € R?
direkt konstruierbar aus U x U, so gilt x,y € U(+/$) fiir ein § € U mit § > 0. Mehrfache
Anwendung, startend mit U = K = K (1), ergibt dann die Behauptung.

Wir beweisen die Aussage durch Fallunterscheidung nach den drei Konstruktions-
arten (gg), (gk) und (kk):

(g9g): Geraden g4 p mit A, B € U? und A # B sind auch durch Gleichungen der
Form

ar +by+c = 0 (7.1)

mit a,b,¢c € U und (a,b) # (0,0) beschreibbar (Normalenform). Ein Schnittpunkt
(x,y) € R? zweier solcher Geraden ist Losung eines linearen Gleichungssystems iiber
U, liegt also in U2

(gk): Kreise kp g mit D, E, F € U* und D # E sind auch durch Gleichungen
der Form

(x—d?+(y—e)? = f (7.2)

mit d, e, f € U und f # 0 beschreibbar. Auflésen von (7.1), o.E. nach y, und Einsetzen
in (7.2) liefert eine quadratische Gleichung fiir z mit Koeffizienten in U. Auflosen dieser
iiber R, falls moglich, liefert z € U(v/4) fiir ein 6 € U mit § > 0 (genauer ist § die
Diskriminante der quadratischen Gleichung). Mit (7.1) ist dann auch y € U(V/9).
(kk): Zwei Kreisgleichungen sind durch Subtraktion auf den Fall (gk) zuriickfithrbar.
<: Esselen j € {1,...,n} und K; := K(Jé_o,...,\/gj). Mit Ko := K ist §; € K;_1
und nach Satz 7.2 damit \/E € kon(Kj;_;) und dann auch

K; = K;-1(y/85) € kon(Kj_).

Induktiv ergibt sich K, C kon(K) und damit x € kon(K). O



7 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal 68

Satz 7.6 Es sei K ein Unterkorper von R und sei x € kon(K). Dann ist x algebraisch
tber K vom Grad 2™ fiir ein m € Ng.

Beweis. Es seien K := K(\/, ..., \/E) wie in Satz 7.5. Dann ist entweder \/E € K;
und dann K; = K;_; oder \/@ ¢ K;_1 und dann \/E als Wurzel von X?—§; € K;_1[X]
algebraisch vom Grad 2 iiber K;_; und damit K; = Kj,l(\/(?j) nach Satz 6.26 ein

Unterkérper von R vom Grad 2 tiber K;_;. Also ist [K; : K;_4] € {1,2} und damit
nach Satz 6.22

K,: K] = [K,: K,1][K,-1: K] = ... = f[l[Kj:Kjl]

eine Zweierpotenz. Nach Satz 6.26 und Bemerkung 6.27, angewandt auf £ = K, ist
deg P, = [K|z] : K] ein Teiler von [K, : K], also deg P, = 2™ fiir ein m € Ny. O

Bemerkung 7.7 1. Ist P € Z[X] normiert und ist z € Q eine Wurzel von P, so ist

z € Z ([U]). Durch Anwendung auf P = X3 — a ergibt sich: Fiir a € N ist entweder
Va & Q oder /a € N.

2. Es seien K ein Korper und P € K[X] mit deg P € {2,3}. Dann gilt ([U]): P ist
reduzibel genau dann, wenn P eine Wurzel in K hat. Mit 1. ergibt sich (wieder [U]):
Fiir a € N ist entweder /a € N oder /a vom Grad 3 iiber Q.

Bemerkung 7.8 (Unlésbarkeit des Delischen Problems)
Es ist v/2 ¢ kon(Q).

Denn: Nach Bemerkung 7.7 ist /2 (¢ N) vom Grad 3 iiber Q und damit
nicht vom Grad 2™ fiir ein m € Ny, also v/2 ¢ kon(Q) nach Satz 7.6.

Wir betrachten das Problem der Winkeldreiteilung: Ein “Winkel” o € R heifit drei-
teilbar (mit Zirkel und Lineal) falls cos(a/3) € kon({0, 1, cos(a)}). Wegen Satz 7.2
gilt dabei auch sin(a/3) € { +./1— cos2(a/3)} C kon({0,1,cos()}) und auBerdem
kon({0, 1, cos(a)}) = kon(Q U {cos(a)}) = kon(Q(cos a)).

Satz 7.9 (Winkeldreiteilung)

1. Es seien a € R und K, := Q(cosa). Dann ist cos(a/3) € kon(K,) genau dann,
wenn P = X3 —3X —2cosa € K,[X]| eine Wurzel in K, hat.

2. o= m/3 ist nicht dreiteilbar.
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Beweis. 1. Wir zeigen die Aquivalenz fiir z := 2 cos(ar/3). Wegen
cos(3t) = 4cos’t — 3cost (t € R) (7.3)
gilt mit t = /3
0 = 8cos’(a/3) — 6cos(a/3) — 2cos(a)

und folglich ist x eine Wurzel von P € K,[X], also x vom Grad < 3 iiber K,. Damit
ergibt sich die Aquivalenzkette

x € kon(K,) < xvom Grad < 3 iiber K,
& P reduzibel in K,[X]
< P hat eine Wurzel in K,;

dabei wurden im ersten Schritt Satz 7.6 sowie Bemerkung 7.4, im zweiten Schritt
Satz 6.31, und im letzten Bemerkung 7.7 verwendet.
2. Es gilt cos(a) = 1/2 (folgt etwa aus (7.3)), also ist hier K, = Q und

P=X*-3X—-1cZ[X] CcR[X].
Ist f = P(:) : R — R die zugehérige Polynomfunktion, so hat f wegen

nach dem Zwischenwertsatz drei Nullstellen in R\ Z. Also hat P keine Wurzel in Z und
folglich nach Bemerkung 7.7.1 keine Wurzel in Q = K,,. Damit folgt die Behauptung
aus 1. O

Nach Satz 7.6 ist jedes x € kon(Q) insbesondere algebraisch tiber Q, also kon(Q) C A.
Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass R\ A iiberabzéhlbar ist, haben allerdings
bisher keine , konkrete® Zahl als transzendent ausmachen kénnen. Wir beweisen nun:

Satz 7.10 e st transzendent.
Beweis. Angenommen, e ist algebraisch (vom Grad m). Dann existiert ein ¢ € N mit
P:=> a;X’ =qP, € Z[X].
j=0
Fiir p € P, p > 2 betrachten wir
mp+p—1

XPHX —1)P - (X =m)PP = ) X €Z[X]CR[X]

Jj=p—1
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und die zugehorige Polynomfunktion f = f,,,, : R = R. Mit ¢,_; = (—=1)?--- (—m)P =
(—1)™(m!)P gilt (sieche Analysis, Potenzreihenentwicklung um 0)

0, falls k <p—1
FP0) = Ky = § (p— DI(=1)"(m!)r, falls k=p—1.
€ (p")Z, falls £ > p

Mit einer entsprechenden Uberlegung (Potenzreihenentwicklung um j) ergibt sich
PG ez (keNy, j=1,....m).
Fiir
mp+p—1
Fi= Y M. RoR
k=0
gilt (Teleskopsumme und f(mP+7) = ()
(e*F(x)) = e*(F/(x) - F(z)) = —e"f(z)  (x€R),

also fir j=1,...,m
J )
—/e—mf(x)dx = ¢ F(x)| = ¢ IF(j) — F(0).
0
Mit aq, ..., a, € Z folgt
D = —
=1

(a;e’ /e_zf(x)dx) = f:lajF(j) — F(0) §:1 a;e’

———

=—ap

a; F(j) +ao (F(0) = f#7V(0)) +aof 1 (0)
1 SN—~—
€(PHZ €(PNZ

J

I

J

= aof"V(0)=(p— 1) ag(—1)™(m!)? = b mod p.

Da P, (und damit auch P) irreduzibel iiber Q ist, gilt ¢y = P(0) # 0. Fir p >
max (m, |a0|) ist p kein Teiler von b (sonst miisste p nach Satz 2.6.1 einen der Faktoren
teilen, was nicht der Fall ist). Also ist D # 0 und mit D € ((p — 1)!)Z damit

ID| > (p—1)!.
Andererseits gilt (mit |f(z)] < m™*P~1 fiir 0 < x < m)
m J

DI <Y (e’ e 1f(@)ldn) < mm™ 7Y ;|5

j=1 0 j=1

< (mmH)pem > la;l < (p—1)!
=
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fiir p geniigend grofl. Widerspruch! O

Bemerkung 7.11 Mit dhlichen Methoden wie im vorangegangenen Beweis (aber mit
mehr Aufwand?!) kann man zeigen, dass auch 7 transzendent ist. Zusammen mit obigen
Resultaten ergibt sich daraus die Unmoglichkeit der Quadratur des Kreises mit
Zirkel und Lineal, d.h. der Konstruktion von /7 aus {0,1} bzw. Q: Wére nimlich
V7 € kon(Q), so wire nach Satz 7.2 auch m = /7~ € kon(Q), und damit wére 7 nach
Satz 7.6 algebraisch iiber Q.

2! Einen Beweis findet man etwa in MULLER, T., Irrationalititsbeweise, Heldermann Verlag (2014)
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8 Isomorphiesatz fiir Ringe und Quotientenkorper

Wir arbeiten nun die Rolle der Ideale in der Ringtheorie etwas genauer heraus.

Satz 8.1 Es seien R ein kommutativer Ring und M C R endlich. Dann st

(M))= Y Re(= Y 2R)

zeM xeM

Beweis. Es sei U die rechte Seite. Dann gilt

U-U=S (R—Rjz=U

xeM

und
RUC > (RR)z=U,

zeM

also ist U ein Ideal. Weiter ist y = Y. d,,2 € U fiir y € M, also ((M)) C U.
reM
Ist umgekehrt I D M ein Ideal, so ist schon I D U, also gilt nach Definition des

erzeugten Ideals ((M)) D U. 0

Bemerkung und Definition 8.2 Ein Ideal I C R heif3t Hauptideal falls es ein z €
R mit I = ((x)) gibt. Ist R kommutativ, so sind die Hauptideale nach Satz 8.1 genau
die Ideale der Form Rz(= zR)

Beispiel 8.3 Es sei R =Z. Fiir x,y € Z ist ((z)) = 2Z und

(({z,y}) = 2Z+yZ = ggT(x,y)Z
nach Satz 8.1 und Satz 2.4, also auch (({z,y})) ein Hauptideal.
Bemerkung 8.4 Es seien R ein Ring und I C R ein Ideal. Da I ein Normalteiler in
(R, +,0) ist, definiert 7(z) := m;(x) = x+1 fiir z € R nach Bemerkung/Definition 4.16

einen surjektiven Gruppenmorphismus 7; : R — R/I, wobei R/I = {x + I : © € R},
mit Kern(m;) = I. Dariiber hinaus wird durch

(x+1)-(y+I) = (zy)+1  (z,y € R) (8.1)

eine Verkniipfung - auf R/I wohldefiniert.
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Denn: Fiir z,2’,y,y € Rmitx+I =2'+Tund y+1 =y'+1,alsox—a' € I
und y —y' € I, gilt

xy—2y = z(y—y)+(@x—-2")y € RI+IR C I+1 = I,
alsoxy + 1 =2y + 1.

Weiter rechnet man leicht nach, dass - assoziativ sowie distributiv iiber + mit Eins-
element 1z + I ist. Also sind R/ ein Ring und 7; ein Ringmorphismus. Analog zum
Gruppenfall sind damit und nach Bemerkung 6.6 die Ideale genau die Kerne von Ring-
morphismen. Als Standardbeispiel dient wieder R = Z, I = mZ. Hier ist Z,, = Z/(mZ);
vgl. Beispiel 4.17.1.

R g S
Bemerkung 8.5 Sind R,S Ringe, so gilt der
Isomorphiesatz der Gruppentheorie (Satz 4.18) T &
natiirlich fiir die additiven Gruppen R und S. Da ‘
die dort auftretenden Funktionen ¢ und 7 auch mul- R /Kerh ©

tiplikativ sind, gilt der Satz auch mit “Ring” statt
“Gruppe”:

Isomorphiesatz der Ringtheorie FEs seien ¢ : R — S ein surjektiver Ringmor-
phismus und 7 = Ty, . Dann ezistiert genau eine Funktion v : R/Kermm ¢ — S mit
Yom =, und diese ist ein Ringisomorphismus; insbesondere sind also R/Kern ¢ und
S isomorph.

Wir wollen nun zeigen, dass jeder Ring R eine ,,Kopie” von Z, fiir ein geeignetes ¢ € Ny
enthélt. Dazu setzen wir Z1g = {mlg: m € Z} und

0 falls n1 Og fir n € N,
o(R) = { alls nlg # Og fir n

min{n € N:nlgp =0g} sonst.

Man nennt ¢ die Charakteristik von R.

Satz 8.6 Ist R ein Ring mit Charakteristik q, so gilt:
1. Z1g ist Unterring von R und isomorph zu (Zq,+,-).
2. L1y ist genau dann nullteilerfrei, wenn ¢ € P U {0, 1}.

3. Ist R ein Korper, so ist ¢ € PU{0}.
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Beweis. 1. Durch ¢(m) = mlg fiir m € Z wird, wie man leicht nachrechnet, ein Ring-
morphismus ¢ von Z in R definiert, mit Kern(y) = ¢Z. Also ist sein Bild ¢(Z) = Z1g
nach Bemerkung 6.6 ein Unterring von R, und mit dem Isomorphisatz aus Bemer-
kung 8.5 folgt Z1g ~ Z/(qZ) = Z,.

2. Wegen der Isomorphie aus 1. ist Z1x genau dann nullteilerfrei, wenn Z, nullteiler-
frei ist. Fiir 2 < ¢ ¢ P ist Z, nicht nullteilerfrei nach Bemerkung 3.8 und fiir ¢ € P ist Z,
sogar ein Korper nach Satz 3.7. Schliefllich sind Zg ~ Z und Z, = {[0]; } nullteilerfrei.

3. Korper sind nullteilerfreie Ringe mit 0 # 1. Also folgt 3. aus 2. O

Jeder Korper mit Charakteristik ¢ # 0 enthélt nach Satz 8.6 eine Kopie des Korpers
Z4. Wir zeigen nun, dass jeder Kérper der Charakteristik Null eine Kopie des Kérpers Q
enthélt. Zunéchst beweisen wir, dass jeder Integritdtsring durch “Quotientenbildung”,
analog zur Konstruktion von QQ aus Z, in einen Korper eingebettet werden kann.

Bemerkung 8.7 (Quotientenkérper) Es sei R ein Integritétsring. Dann wird auf
M =R x (R\ {0}) durch

(a,b) ~ (d',b) = abl =ad'b
fiir (a,b), (a’,b') € M eine Aquivalenzrelation ~ definiert.

Denn: Die Reflexivitdat und die Symmetrie von ~ sind offensichtlich. Gilt
weiter (a,b) ~ (a/,0') und (a',0') ~ (a”,b"), also ab' = a’b und a’d" = "V,
so folgt mit der Kommutativitét

V'a = V'ba = b0'db = d"'Vb = Vad"b,
und daraus mit der Kiirzungsregel aus Bemerkung 1.15 schon b"a = ab,
also (a,b) ~ (a”,b"”). Damit ist ~ auch transitiv.

Durch einfaches aber insgesamt nicht ganz kurzes Nachrechnen iiberzeugt man sich,
dass auf @) := M/. mit der Notation

a
/l\)/ = [(CL, b)]w ((CLJ)) S M)
fiir die zugehorigen Aquivalenzklassen durch
a c ad + cb a c ac a c
— — = —_— d —_— e —— = — f —_— —_—
T e S R B

zwei Verkniipfungen + und - wohldefiniert sind, mit denen (Q,+,-) ein Korper ist.
Dabei sind 0g = ,(12/ und 1g = =+ 7 + # 0g multiplikativ invers ist va AuBlerdem

ist 7: R — @ mit 1
jla) == — (a € R) (8.2)
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eine Ringeinbettung. Wir nennen @ = (@, +,-) den Quotientenkoérper von R und
schreiben Quot(R) := Q.

Bemerkung und Definition 8.8 1. Es seien R
und j : R — @ := Quot(R) wie in Bemerkung j ‘5
8.7. Ist K ein weiterer Kérper und f : R — K eine _
Ringeinbettung, so gibt es genau einen Ringmor- Q'
phismus F' : Q — K mit F oj = f. Dabei ist F
ebenfalls eine Einbettung, und es gilt

a f(a)

F<~) _ L9 e R be R\ {OV),

) = \{o})
also ist F(Q) ein zu @ isomorpher Unterkorper von K. Die Abbildung F' heifit die
kanonische Fortsetzung von f.

Denn: Ist F': ) — K ein Ringmorphismus mit F' o j = f, so ist F' nach
Bemerkung 6.7 eine Einbettung mit

P(5) = r(4ry) _F(%) _ R _ @

/7)) TR T FGm) o
fir a,b € R, b # 0. Umgekehrt rechnet man nach, dass durch F’ (%) = ];((‘;;
fiir - € @ ein Ringmorphismus von @ nach K mit 'oj = f wohldefiniert

wird (wichtig: f(b) # 0 fur b # 0).

2. Startet man mit einem Korper K und ist R ein Unterring von K, soist f : R - K
mit f(a) := a fiir a € R eine Ringeinbettung. Ist F' die kanonische Fortsetzung von f,
so gilt in diesem Fall

F(T):Z (a€R,beR\{0})

Insbesondere ist F(Quot(R)) = {a/b: a,b € R,b # 0} ein Unterkorper von K.

Beispiel 8.9 Ist K ein Korper, so ist K[X] ein Integrititsring und

Quot(K[X]) = { g/ . P,Q € K[X], Q # o}
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der Quotientenkorper von K[X]. Sind F eine Erweiterung von K, z transzendent iiber
K und f, : K[X]| — E der Auswertungsmorphismus beziiglich z, so ist f, nach Bemer-
kung 6.25 eine Einbettung. Ist F, : Quot(K[X]) — E die kanonische Fortsetzung von

fz, so gilt

P\ P(x) o
Fgc(a)_Q(x) fiir P,Q € K[X], Q #0.

Im Falle K = Q, F = R ist die rechte Seite P(z)/Q(z) firr alle z € R\ A definiert und
P/Q : R\ A — R eine rationale Funktion.

Definition 8.10 Es sei K ein Korper. Dann heifit, unter Verwendung der Notation
aus Definition 6.3,

P(K) = N U = ({1x}ksrper

UCK Unterkérper

Primkorper von K. Damit ist P(K) offenbar der kleinste Unterkorper von K.

Bemerkung 8.11 Ist K ein Korper, so ist
P(K) = ({1x})koper 2 {a/b:a,b e Zlg, b# 0} = Quot(Zlg)
und Quot(Z1y) nach Bemerkung 8.8.2 (mit R = Z1k) ein Unterkorper von K. Also ist
P(K) = Quot(Zlg).
Speziell fiir K = Q gilt P(Q) = Quot(Z) = Q.

Satz 8.12 FEs sei K ein Korper mit Charakteristik q. Dann gilt

P(K) ~ Ly  falls g € P,
N Q  fallsq=0.

Beweis. Im Fall ¢ € Pist Z, ein Korper. Also ist Z1x nach Satz 8.6 ein zu Z, isomorpher
Korper sowie Z1x = Quot(Zlg) = P(K) nach Bemerkung 8.11. Im Fall ¢ = 0 ist
1l ~7Z und f : Z — K mit f(m) := mlg eine Ringeinbettung. Fiir die kanonische
Fortsetzung F': Q = Quot(Z) — K gilt dann

m mlg

F() =—— (m,n€Zn#0).

n nlyg

Nach Bemerkung 8.11 ist F(Q) = Quot(Z1x) = P(K), also P(K) isomorph zu Q nach
Bemerkung/Definition 8.8. O
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Satz 8.13 Es sei K ein endlicher Korper. Dann hat K eine Charakteristik ¢ € P und
mit d = [K : P(K)| gilt #K = ¢°.

Beweis. Nach Satz 8.12 ist P(K) ~ Z, fiir ein ¢ € P und damit #P(K) = #Z, = q.
Aus d < o folgt, dass K isomorph zu (P(K))? ist (Lineare Algebra), also insbesondere
#K = q*. O
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