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1 Grundbegriffe und grundlegende Ergebnisse
Oft sind Folgen rekursiv definiert durch

Tni41 = f(iCn) ’

wobei X eine Menge, f : X — X und zy ein Startwert sind. So ist etwa im Falle
des Newton-Verfahrens zur Bestimmung der Nullstellen einer Funktion g : K — K ohne
kritische Punkte 41 = f(z,) mit

f@)=z—-g()/d(x) (z€K).

Also ist x, = f°"(x), wobei f°™ die n-fache Iterierte von f ist. Mit der Komposition o ist
Abb(X) := Abb(X, X) ein Monoid. Wir schreiben im Weiteren kurz

fn = fon (TL € N()),
also insbesondere f = idy und f! = f. Mit f,, := f™ ergibt sich fiir k,m € Ny

fk+7n _ fk o fm _ fk o fm-

Allgemein werden dynamische Systeme iiber eine entsprechende Eigenschaft definiert:

Definition 1.1 Es seien 7" C R ein Monoid bzgl. der Addition in R' und (X,d) ein
metrischer Raum. Weiter sei (fi):cr eine Familie stetiger Funktionen f; : X — X. Dann
heift F := (f;)¢er ein dynamisches System?, falls fo = idx und

fros=fiofs (st €T) (1.1)

gilt. Fiir T' C Z spricht man von einem diskreten System und im Fall von Intervallen T’
von einem kontinuierlichen System. Weiterhin setzen wir fiir A C X

O(A) :=0%(A):= 0" (F, A):= | ] fu(4).
>0
Fiir 2 € X heifit damit
O(z) :== Ot (z) .= O (F,z) := O(F,{x}) = {fi(z) : t > 0}

Vorwiértsorbit und im Fall T' C [0, 00) kurz Orbit von x.

Beispiel 1.2 Es seien A € K und f; : K — K definiert durch f;(x) := xe** fiir x € K und
t € R. Dann ist die Familie (f;)ier wegen fo(x) = 2 und

Jors(@) = 2 = weMeM = (fio f)(2)  (s,t€R 2 €K)

ein kontinuierliches dynamisches System. Ist z > 0, so wichst fi(z) im Fall A > 0 fiir
t — oo mit exponentieller Rate und klingt im Fall A < 0 mit exponentieller Rate ab.
Aufierdem ist O(z) = [z, 00) fir A > 0 und O(z) = (0, 2] fiir A < 0. Im Fall K = C und
A =1 ist O(x) der Kreis mit Radius |z| in C.

IMan denke dabei an Ng, Z, [0, 00) oder (—00, 00), bei uns ist meist T' = No.
2genauer ein stetiges dynamisches System




)

Figure 1: f;(1) = e fiir t € [0, 107].

Bemerkung 1.3 Im Fall T = Ny ergibt sich mit f := f; aus (1.1) induktiv f, = f™ fiir
n € N. Da (f,)nen, in diesem Falle vollstiandig durch f = f; beschrieben ist, spricht man
auch kurz vom dynamischen System f = (f, X). Jede stetige Selbstabbildung f: X — X
definiert umgekehrt vermittels f, := f™ fiir n € Ny ein dynamisches System mit T" = Nj.
Wir schreiben dann auch O(f, A) statt O(F, A).

Wir werden uns in der Vorlesung im Wesentlichen auf den Fall 7" = Ny beschréanken und
wollen uns insbesondere mit der Frage des Langzeitverhaltens eines dynamisches System
befassen, d. h. mit der Frage, wie sich f™ fiir n — oo verhélt.

Bemerkung und Definition 1.4 Essei (f, X) ein diskretes System. Einfach und wichtig
ist folgende Tatsache: Ist z € X so, dass (f™(x)),, konvergiert, so gilt fiir den Grenzwert p
wegen der Stetigkeit von f

f(p) = lim f(f"(x)) = lim f"*(z)=p.

n— oo n—oo

Also ist p ein Fixpunkt von f. Ein Fixpunkt p heifft attraktiv, falls der Attraktions-
bereich
Ip)={zeX: f"(z)—>pn— )}

von p eine Umgebung von p ist, falls also ein § > 0 so existiert, dass (f"(z)), fiir alle
x € Us(p)® gegen p konvergiert.

Beispiel 1.5 (lineare Systeme) Es seien (E,| - |) ein normierter Raum und f : £ — F
linear und stetig. Dann ist p = 0 Fixpunkt von f. Im Fall ||f]| < 1* gilt wegen der
Submultiplikativitit der Operatornorm I(0) = E, d. h. der Fixpunkt 0 ist sogar global
attraktiv mit

M@ < I el < LA el (2 € B, noe No).

Also konvergiert (f™(z)) mit geometrischer Geschwindigkeit gegen 0. Ist hingegen F = K
und f(z) = ax mit A = |a] > 1, so ,explodiert f"(x) fur alle z # 0 in dem Sinne, dass
|f™(x)] = A"|z| — oo mit geometrischer Rate gilt.

38ind (X, d) ein metrischer Raum, a € X und r > 0, so schreiben wir Ur(a) := {z € X : d(x,a) < r}
fiir die offene Kugel um z mit Radius r und By(a) := {z € X : d(z,a) < r} fiir die abgeschlossene.

4|| - || ist hier die Operatornorm bzgl. der Norm | - |; siche etwa https://de.wikipedia.org/wiki/
Operatornorm.


https://de.wikipedia.org/wiki/Operatornorm
https://de.wikipedia.org/wiki/Operatornorm

Bemerkung und Definition 1.6 Es seien X C K offen und f : X — K stetig differen-
zierbar. Weiterhin sei p € X ein Fixpunkt von f mit A := |f'(p)| < 1. Da z — |f'(z)|
stetig ist, existiert zu jedem p mit A < g < 1 ein r > 0 so, dass B := B,(p) C X und
|f/(z)| < p fiir © € B. Wegen f(p) = p gilt nach dem Schrankensatz °

[f(&) =pl < plz—p|  (z€B).
Also folgt f(B) C B und induktiv
[f"(@) —pl <p"lz—pl  (re€B,neN). (1.2)

Insbesondere ist p attraktiv. Im Fall A = 0 gilt (1.2) fiir beliebiges p > 0. Man nennt in
diesem Fall den Fixpunkt auch superattraktiv.

Beispiel 1.7 Es sei 4 € C\ {0} und f = f, : C — C definiert durch

f(z)=pz(1—-2) (2€C).

Dann ist f(p) = p genau dann, wenn p = 0 oder p = 1 — 1/u. AuBerdem gilt f/'(z) =
u(l—22), also f/(0) = pund f'(1—1/u) = 2 — p. Nach Bemerkung 1.6 ist p = 0 attraktiv
fir |u] <1 und p=1—1/p attraktiv fiir | — 2| < 1 und zudem superattraktiv fir g = 2.

Bemerkung und Definition 1.8 Es seien X eine Menge und f : X — X. Dann heifit
eine Menge A C X

1. vorwérts-invariant oder kurz invariant (unter f), falls f(A) C A,
2. riickwiirts-invariant (unter f), falls f~1(A) C A,
3. vollstéindig invariant (unter f), falls f(A) C A und f~!(A) C A gilt.

Man kann man sich iiberlegen ([U]), dass A genau dann vollstindig invariant ist, wenn A
und A¢ = X \ A invariant sind. Unter den Bedingungen von Bemerkung und Definition
1.6 ist B,.(p) fiir jedes geniigend kleine r invariant.

Ist (f,X) ein diskretes System, so ist A genau dann invariant, wenn O(A) C A gilt. Ist
A invariant, so kann man das System auf die Teilmenge A einschrianken, das heifst (fa, A)
mit fa : A — A, definiert durch fa(x) := f(z) fiir x € A, ist ebenfalls ein dynamisches
System. Ist allgemeiner (fi):er ein dynamisches System und fs(A) C A fiir jedes s € T,
so heifst A invariant fiir das System.

Beispiel 1.9 (logistische Gleichung) Wir betrachten wieder die Abbildung f = f,
Beispiel 1.7. Ist 0 < u < 4, so gilt f([0,1]) € [0,1]. Also ist dann auch (f,[0,1
dynamisches System.® Man kann zeigen ([U]): Im Falle 0 < p < 1 gilt

ff(x)—=0 (n — o)

eine passende Version findet man etwa in https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/
Einf_Mathe_GW_WS2020-21.pdf, Satz 7.27

6Die Gleichung 11 = f(zn) = prn(l — Zn) bezeichnet man als logistische Gleichung. Sie dient als
ein Standardmodell zur Beschreibung der zeitlichen Entwicklung von Populationen unter Beriicksichtigung
von Kapazitétsbeschrankungen; siche etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Logistische_Gleichung.

]) ein
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fiir alle z € [0,1], also I(0) = [0,1], und fiir 1 < p < 3 ist

I(1=1/p) = (0,1)

und damit auch I(0) = {0,1}. Soweit erweist sich die Dynamik als sehr iibersichtlich. Die
Situation wird jedoch zunehmend komplizierter, wenn man mit dem Parameter p tiber 3
hinausgeht.” Wir werden uns im weiteren Verlauf der Vorlesung mit den Fillen x4 = 4 und
1 > 4 noch genauer beschéftigen.

Bemerkung und Definition 1.10 Es seien (X,dx), (Y, dy) metrische Raume und # C
C(X,Y). Dann heifst die Familie .# topologisch transitiv oder kurz transitiv, falls fiir
alle offenen, nichtleeren Mengen U C X, V C Y ein f € % existiert mit

fU)nv#o

bzw. UNf~1(V) # &, mit anderen Worten, falls Usesr F71(V) dicht in X ist fiir alle offenen
und nichtleeren V' C Y.® Ein dynamisches System (f, X) nennen wir (topologisch)
transitiv, falls die Familie #y = {f™ : n > N} fiir alle N € N transitiv ist. Weiter heifst
(f,X) mischend, falls {f™ : n € I} fiir alle unendlichen I C N transitiv ist. Schlieflich
heifst das System exakt, falls fiir alle offenen, nichtleeren U C X ein N € N existiert mit
fN(U) = X. Dann ist f surjektiv und f*(U) = X fiir alle n > N. Nach Definition ist
jedes exakte System mischend und jedes mischende System transitiv.

Beispiel 1.11 (Winkelverdopplung) Es seien (X, d) = (S,d}.|) und o : S — S mit

o(z) = 2° (z €8).

0

Dann gilt 0™(z) = 22" firn € N, z € S. Ist z = €%, so ist 0(z) = €*?, d. h. ¢ bewirkt eine

Winkelverdopplung. Fiir 6, < 6, setzen wir
B = B91,92 = {ew 101 <0< 92}

Dann ist
o"(B) = {e?": 0, <0 <6y} = {20, < T < 2"0,}.
Ist N so, dass 2V0y — 2NV0; > 27, so gilt S = 0™ (B) fiir alle n > N. Ist @ # U C S offen,

so existiert ein Bogen B mit B C U. Damit ist 0”™(U) = S fiir n > N, also (o, S) exakt.
Insbesondere ist (o, S) mischend und transitiv.

Ist (X,d) ein metrischer Raum, so nennt man abzihlbaere Schnitte offener Mengen G-
Mengen. Wir verwenden im Beweis zum néchsten Ergebnis den Satz von Baire in folgender
Version (siehe Bemerkung und Definition A.2):

Ist (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum, so ist fiir jede Folge (M,,) dichter G5-Mengen
in X auch [,y M, eine dichte Gs-Menge in X.

"siche etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Logistische_Gleichung und https://de.wikipedia.
org/w/index.php?title=Bifurkationsdiagramm&redirect=no

8 A C X heifit dicht in X, falls ANU # @ fiir alle nichtleeren offenen U gilt.


https://de.wikipedia.org/wiki/Logistische_Gleichung
https://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Bifurkationsdiagramm&redirect=no
https://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Bifurkationsdiagramm&redirect=no

Satz 1.12 ° Es seien (X,dx) ein metrischer Raum und (Y, dy) ein separabler metrischer
Raum.'® Weiter sei F eine Familie stetiger Abbildungen von X nach Y. Ist M die Menge
der x € X mit der Figenschaft, dass F(x) :={f(z): f € F} dicht in'Y ist, so gilt

1. M ist eine Gs-Menge,
2. Ist M dicht in X, so ist F transitiv.

8. Ist X wollstindig und & transitiv, so ist M dicht in X.

Beweis. 1. Da Y separabel ist, existiert eine abzidhlbaere dichte Menge A C Y. Damit
ist durch {Uy,i(a) : k € N, a € A} eine abzihlbare Menge offener Kugeln in Y gegeben.
Es sei {V;, :n€ N} eine Abzéihlung und damit (,,cy Use s fY(V,) =: L. Da jedes f € ¥
stetig ist, ist f~1(V;,) offen in X fiir alle f € .#, n € N und daher L eine Gs-Menge.'! Wir
zeigen, dass M = L gilt:

Ist x € M, also .% () dicht in Y, und ist n € N, so existiert ein f € .F mit f(z) € V,,, d. h.
x € f71(V,,). Also ist z € L. Ist umgekehrt x € L und ist V C Y offen, so existiert ein
n€Nmit V, CV. Dax € Uiy f71(V,,) gilt, existiert ein f € .# mit f(x) € V,, C V.
Damit ist #(x) NV # @, also % (x) dicht in Y und somit = € M.

2. Ist V C Y nichtleer und offen, so existiert ein n mit V,, C V. Mit M = L ist auch
Usesr f71(V,,) dicht in X, also auch Usresr (V).

3. Nach Voraussetzung ist ;e f ~1(V,,) offen und dicht fiir alle n € N, also ist nach dem
Satz von Baire auch M dicht in X. O

Bemerkung und Definition 1.13 Es seien (X,d) ein metrischer Raum und A C X
abgeschlossen. Dann heift A perfekt, falls A keine isolierten Punkte hat. Ist A perfekt
und B dicht in A, so ist auch B\ E dicht in A fiir alle endlichen Mengen F. Sind X perfekt
und (f, X) ein diskretes System, und ist = so, dass der Orbit O(x) dicht in X ist, so ist
auch

{f"(@) :n >N} = O(f¥(2))

fiir alle N € N dicht in X, also (e O(fV(2)) = X.12

Bemerkung und Definition 1.14 Es seien (f;)ier ein dynamisches System auf X und
x € X. Dann heift

w(x) = {flx):s >t} =) O(fi(2))

t>0 t>0

9Das Ergebnis findet man in dieser Form erstmals in der Dissertation Holomorphe Monster und
universelle Funktionen von Karl-Goswin Grosse-Erdmann, Trier, 1987

10Ein metrischer Raum heifit separabel, falls eine abzéhlbare dichte Teilmenge existiert.

11Ganz allgemein ist Stetigeit einer Funktion f : X — Y #quivalent dazu, dass die Urbilder offener
Mengen unter f offen sind.

12Ist A C X, so nennt man die Menge A := {z € X : 3 Folge (z) in A mit 2, — z(n — 00)} den
Abschluss von A in X. Damit ist A genau dann dicht in X, wenn A = X gilt. Auflerdem heifen die
Menge A° := {x : z innerer Punkt von A} das Innere von A und A := A\ A° der Rand von A. Dabei
sind A sowie A abgeschlossen und A° offen.



w-Grenzmenge von z. Ein Punkt z € X heifit rekurrent, falls z € w(z) gilt.

Die w-Grenzmenge ist die Menge aller y € X, fiir die eine Folge (¢x) in 7' mit ¢, — oo und
fio (@) = y (k — o0) existiert ([U]). Insbesondere ist w(z) = w(fi(z)) fiir alle ¢ € T und
w(z) = {y} falls fi(x) —» y fir t — oo gilt. Als Schnitt abgeschlossener Mengen ist w(z)
abgeschlossen. Aufierdem ist w(x) invariant.

Denn: Ist w(z) # @ und y € w(x), so existiert eine Folge (t) in T mit tx — oo
und fy, () — y fiir k — co. Es sei s € T. Da fs stetig ist gilt

Srots(@) = fs(fer. (@) = fs(y) (k — o0),
fs(y) € w(z). Also ist fq(w(z)) C w(z).

Im Falle kompakter X ist die w-Grenzmenge stets nichtleer.

Sind X perfekt und (f, X) ein dynamisches System, so gilt fiir x € X nach Bemerkung
und Definition 1.13 w(z) = X genau dann, wenn O(x) dicht in X ist, und in diesem Fall
ist auch w(fN(z)) = X fiir alle N € N. Insbesondere folgt aus der Existenz eines dichten
Orbits schon, dass die Menge der x mit w(z) = X dicht in X ist. In diesem Fall ist zudem
(f, X) transitiv nach Satz 1.12.

Satz 1.15 (Birkhoffscher Transitivititssatz)
Ist (X,d) ein vollstindiger, separabler und perfekter metrischer Raum, so ist (f,X) genau

dann transitiv, wenn ein dichter Orbit existiert und in diesem Fall ist die Menge der x mit
w(z) = X eine dichte Gs-Menge in X.

Beweis. Nach Bemerkung und Definition 1.14 und Satz 1.12 ist (f, X) genau dann

transitiv, wenn ein dichter Orbit existiert, und dann die Menge der z mit w(z) = X
dicht in X. AuRerdem ist {z € X : O(z) dicht in X} = {z € X : w(z) = X} wieder nach
Satz 1.12, angewandt auf .# = {f™ : n € Ny}, eine Gs-Menge. O

2 aus Beispiel

Beispiel 1.16 (Winkelverdopplung, IT) Es sei wieder o : S — S mit o(z) = z
1.11. Da o exakt und damit transitiv ist, existiert nach dem Transitivitdtssatz eine dichte
Gs-Menge von Punkten z € S so, dass w(z) = S gilt, d. h. fiir jedes solche z und jedes

w € S existiert eine Folge (ng) mit ny, — oo und o™ (2) = 22" — w fiir k — occ.

Bemerkung und Definition 1.17 Sind X # & eine Menge und f : X — X, so heifst
p € X periodischer Punkt von f, falls f™(p) = p fiir ein m € N gilt, das heifst, falls
p Fixpunkt einer Iterierten f™ von f ist. Jedes m mit dieser Eigenschaft nennt man eine
Periode von p, und das Minimum aller Perioden heift die minimale Periode von p. Ist
(f, X) ein diskretes System und x periodischer Punkt mit Periode m, so ist jedes y € O(x)
ebenfalls periodisch mit Periode m und es gilt



Daher spricht man dann auch von einem periodischen Orbit und von einer Periode des
Orbits. Der periodische Punkt p heifst attraktiv bzw. superattraktiv, falls p als Fixpunkt
von f™ die entsprechende Eigenschaft hat.

Beispiel 1.18 (Drehungen auf S) Es seien ¢ € C mit || = lund und f = f, : S = S
definiert durch f(z) = az fiir z € S (vgl. Beispiel 1.5). Ist a = €¥ mit § € (0,27), so
beschreibt f eine Drehung um den Winkel 0. Ist (27)~10 = k/m mit k,m € N und damit
a eine m-te Einheitswurzel, so ist jedes z periodisch mit Periode m. Hier ist

O(z) =w(z) ={a"z:n=0,...,m—1}.

Ist dagegen (27)~'6 irrational, so kann man zeigen, dass w(z) = S fiir alle z € S gilt ([U]).
Insbesondere ist (f,S) dann transitiv.

Figure 2: f*(1) = a* = €* fiir k € Ny und 6 = 7/5.

Figure 3: f¥(1) = a* = ™ fiir k =0,...,50 und 6 = 7(/5 — 1).

Bemerkung und Definition 1.19 (symbolische Dynamik) Fiir eine endliche Menge A
mit #A > 2 13 schreiben wir

Y= AN = {(ap)i2y rar € A fiir k € N}
Durch

o) = M0 (4 ()0 = () € 3,
k=0

13Wir schreiben wie iiblich #M fiir die Michtigkeit einer Menge M.
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wobei § die diskrete Metrik auf A bezeichnet, ist eine Metrik d auf ¥4 definiert ist.!* Fiir
a € ¥ und m € N gilt

Uisgm(a) ={be€Xa:by =ay fir k=0,...,m—1}.

Denn: Ist b in der rechten Seite, so gilt d(a,b) < > 1/3F1 =1/(2.3™). Ist
k=m

umgekehrt d(a,b) < 1/3™, so gilt notwendig by, = ay, fiir k=0,...,m — 1.
Insbesondere ist der Raum X 4 perfekt. Die Abbildung 0 =04 : X4 — X 4 mit
a((ak)) = (ap+1)ieo = (a1,a29,...) ((ak) € EA)
heifst Linksshift oder auch Riickwéartsshift auf X 4. Dabei gilt
d(o(a),o(b)) < 3d(a,b) (a,b € X4).

Insbesondere ist o (Lipschitz-)stetig. Also ist (0,X4) ein dynamisches System. Hier ist
p = (px) € L4 genau dann periodisch mit Periode m, wenn

DPmtk = Dk (k € No)

alsop = (Po, -« - s Pm—1,D05 - - - s Pm—1, D05 - - -  Pm—1, - - -) gilt. Damit existieren genau (#A4)™
periodische Orbits mit Periode m.

14Die 3 im Nenner kann durch ein beliebiges ¢ > 1 ersetzt werden, wobei der Fall ¢ > 2 den Vorteil hat,
dass die offenen Kugeln mit Radius 1/¢™ leicht zu beschreiben sind.
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2 Chaotische Systeme

Wir betrachten nun diskrete Systeme, die sich dadurch auszeichnen, dass das dynamische
Verhalten in subtiler Weise von den Anfangswerten abhéngt.

Definition 2.1 Es seien X perfekt und (f, X) ein dynamisches System. Dann heiflt das
System chaotisch!® falls (f, X) transitiv ist und zudem eine dichte Menge periodischer
Punkte existiert.

Ist X vollstindig und separabel, so existiert nach dem Tansitivitdtssatz bei chaotischen
Systemen neben einer dichten Menge periodischer Punkte auch eine dichte Gs-Menge von
Punkten x mit dichtem Orbit bzw. w(z) = X.

Beispiel 2.2 (Winkelverdopplung, III) Es sei wieder o : S — S mit o(z) = 22 fiir z €
S. Dann gibt es eine dichte Menge periodischer Orbits, denn es gilt o™(z) = 22" = 2
genau dann, wenn 22"~ = 1, also z eine (2" — 1)-te Einheitswurzel ist. Die Menge der
Einheitswurzeln {z € S: 22" ~! = 1 fiir ein n € N} ist dicht in S. Da (o, S) transitiv ist, ist

(0,S) auch chaotisch.

Satz 2.3 Fir den Linksshift (c4,%4) existiert ein dichter Orbit und die Menge der periodi-
schen Punkte ist dicht in ¥ 4. Auflerdem ist o chaotisch.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei A = {1,...,q}. Wir betrachten die Folge b € ¥4 mit

b:= (172a'"7q,]—a17132a"'a1aq727]-a"'72aQa~'~7q7Qa1a1717"'7qaq7qa'~')7
—_———
ler Blocke 2er Blocke 3er Blocke

d. h. b entsteht durch sukzessives Auflisten aller Blocke der Lange 1,2, 3, ... aus Zahlen aus
{1,...,q}.16

Nun seien a = (a) € ¥4 und N € N gegeben. Dann existiert ein n € N so, dass ¢™(b) in
den ersten N Folgengliedern mit a iibereinstimmt. Nach Bemerkung und Definition 1.19
gilt o™ (b) € Uy 3~ (a). Ist weiter p € X4 mit

p:(G/Oa"'70/N717a07"'aa/Nflaa/Oa"waNfl?"')?

so ist p periodisch mit p € Uy /3~ (a). Da a und N beliebig waren, sind O(b) und die Menge
der periodischen Punkte dicht in 4. Nach Bemerkung 1.14 ist zudem o transitiv und
damit auch chaotisch. O

Wir untersuchen jetzt das Polynom f = f,, der logistischen Gleichung fiir Parameter p > 4
und fiihren zunéchst das fiir dynamische Systeme zentrale Konzept der Faktoren bzw. der
Konjugation ein.

15genauer Devaney-chaotisch
16Das Buch b enthilt alle Texte.
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Bemerkung und Definition 2.4 Es seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume, und es
seien F' = (fi)ter und G = (g¢)ter dynamische Systeme auf X bzw. Y. Man sagt, F'
sei ein Faktor von G, falls eine stetige Abbildung A : Y — X mit dichtem Bild und mit

hogi=fioh (teT), (2.1)

existiert, also so, dass das Diagramm

y — % vy
fi

X — X

fir alle t € T kommutiert. Ist dabei h ein Homoéomorphismus, so heiffen F und G
konjugiert. Weiter sagt man im ersten Fall auch, I sei zu G quasikonjugiert vermittels
h und im zweiten Fall konjugiert vermittels h. Sind (f, X), (¢,Y") diskrete Systeme und
gilt (2.1) nur fiir t = 1, so gilt (2.1) schon fiir beliebiges n € Ny. Wir verwenden die obigen
Begriffe daher im Fall T' = Ny auch fiir f und g statt F' und G.

Ist f ein Faktor von g, so iibertriagt sich die Dynamik von g in vielerlei Hinsicht auf f. Ist
etwa ¢ ein periodischer Punkt von g mit Periode m, so ist p = h(q) ein periodischer Punkt
von f mit Periode m. Da Bilder dichter Mengen unter stetigen Abbildungen mit dichtem
Bild dicht sind ([U]), iibertragen sich zudem Transitivitit, die Mischend-Eigenschaft und
Chaotizitat von g auf f. Ist h surjektiv, so iibertragt sich auch die Exaktheit.

Beispiel 2.5 (fy, die Chaosparabel) Es seien o : S — S die Winkelverdopplung, also
o(z) = 2%, und g : [-1,1] — [~1, 1] definiert durch

g(x) :=22% -1 (z € [-1,1]).
Dann gilt mit 7(z) := Re(z) fiir z € Sund z =z + iy

(too)(z) =Rez? = 2% — 4?2 T 222 —1=2Re*z — 1= (go1)(2).
y2=1—=x
Da 7 : S — [-1,1] surjektiv und stetig ist, ist damit (g,[—1,1]) ein Faktor von (o,S).
Vermittels h(x) := (1 — z)/2 fir x € [-1,1] ist weiter das Polynom f4 : [0,1] — [0,1]
konjugiert zum Polynom g, da

1—=x
2

(1-55) = (aom).

(1—-222+1)=1-2>=4 5

| =

(hog)(x) =

Damit ist (f4,[0,1]) ein Faktor von (o,S). Nach Beispiel 2.2 und Bemerkung 2.4 ist f4
chaotisch.

Wir betrachten nun Parameter 1 > 4. In diesem Fall ist f,, keine Selbstabbildung auf [0, 1].
Wir miissen den Definitionsbereich geeignet einschrianken.
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Bemerkung 2.6 Mit I :=[0,1] sei
I1(0) :={2x €[0,1/2] : fu(z) € I} und I(1):={xe[1/2,1]: fu(x)eI}.

Da fyulj,1/2) streng wachsend und f,[[1/2,1) streng fallend ist, sind I(0), (1) disjunkte
Intervalle mit f,,(1(0)) = f,.(I(1)) = I. Man rechnet nach, dass (1 + /1 —4/u)/2 rechter
bzw. linker Randpunkt von I(0) bzw. I(1) sind. Insbesondere ist

f=fI0)UI(l) =1

surjektiv. Allgemeiner definieren wir fiir n € N und (aq,...,a,—1) € {0,1}™ 17
n—1 n—1
I(ag, .- an—1) := I(ao) N () f* L (ar) = () 7 L (an))
k=1 k=0

Dann ist I(ao, ey an_l) N [(bo7 [N 7bn—1) = & falls (0,0, NN 7(1”_1) 7& (bo, ey bn—1)~

Figure 4: p =5

Wegen der Injektivitdt von f auf I(ag) ergibt sich'®
n—1
fI(ag, ... an-1)) = () £~ ¥ D(I(ar)) = I(as, ..., an-1)
k=1

und f~Y(I(a1,...,an_1)) = 1(0,a1,...,an_1)UI(1,a,...,a,_1) sowie
fﬁl(I(ala c. '7an—1)) n I(CLO) = I(CL(), cee ,an—l) . (22)

Wegen der Stetigkeit von (f|1(a0))*1 auf I folgt induktiv, dass I(ao,...,a,—1) kompakte
Intervalle sind. Fiir n € N setzen wir

Sy = U I(ag,...,an—1).
(aOa“wan*l)e{Oal}n

THier ist f~F(A) das k-te iterierte Urbild von A unter f, definiert durch f~°(A) := A und f=F(A) :=
FHF~ k=1 (A)) fiir k € N.
18Erinnerung: fiir injektive g : X — X gilt g((, Aa) = N, 9(Aa) und fiir surjektive g(g~1(A4)) = A.
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Dann gilt f~1(S,) = S,41 fiir n € N und mit [(@) := I damit
I(ao,...7an,1)ﬂ5n+1 :I(ao,...,an,l,O)UI(aO,...,an,l,l) (HEN()) (23)

Denn: Fiirn=01ist [(@)NSy =1NS; =I1(0)UI(1). Fir den Induktionsschritt n — 1 auf
n sei (ag,...,an—1) € {0,1}". Mit (2.2) und der Induktionsannahme folgt

I(ao,...7an,1)05n+1 = I(ao)ﬁf_l(I(al,...,an,l)ﬂSn)
I(CLO) n fﬁl(I(al, e 7CLn_l,O) U I(al, ey p—1, 1))
I(CLQ, . .,an_l,O) UI(CLQ, ey Qp—1, 1) .

Wir setzen

C=Cu:=[)Sn

neN

Dann ist f~!(C) = C und damit auch f(C) C C, also ist insbesondere (f,, C,,) ein dynami-
sches System. Da S, als endliche Vereinigung kompakter Intervalle kompakt ist, ist C'
kompakt. Weiter liegen nach Konstruktion alle Anfangs- und Endpunkte der Intervalle
I(ag,...,anp—1) in C (diese sind die Punkte in f~"({0,1}).

Wir wollen nun zeigen, dass (f,,C,,) konjugiert ist zum Linksshift ¢ auf dem Raum ¥ :=
Y{o0,1y der {0, 1}-Folgen.

Bemerkung 2.7 Fiir a = (ax)52, € X setzen wir

J(a) = Ju(a) = () I(ao, ... an).

neN

Dann ist J(a) nach dem Intervallschachtelungsprinzip ein nichtleeres kompaktes Intervall.
Nach Bemerkung und Definition 2.6 ist J(a) C C}, fiir jedes a € ¥ und J(a) N J(b) = @
fiir @ #£ b. Man kann zeigen, dass die Intervalle J(a) stets einpunktig sind. Wir skizzieren
einen Beweis flir u > 2 + V5:

Es sei A(I) die Lange eines Intervalls I. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes, ange-
wandt auf (f|7(0)) " bzw. (f[71))~", kann man induktiv zeigen: Ist

— 1in | £
p:=minf'],
so gilt fiir alle n € N und (ao,...,a,—1) € {0,1}"
A(J(a)) < A(I(ag, .. an—1)) <1/p",

also A(J(a)) = 0 falls p > 1 ist. Aus Symmetriegriinden und aufgrund der
Konkavitat von f ist p = |f’(ui)|7 wobei ug so, dass f(uy) = 1, also uy =
(1x+/1—4/u)/2. Wegen f'(z) = p(l —2x) fir x € [0,1] ist p = /p? —4p
und damit p > 1 genau dann, wenn g > 2 + /5 ist.
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Damit ist durch J(a) = {h(a)}, wobei h(a) € C,, eine Abbildung h = h, : ¥ = C,
wohldefiniert. Wegen der paarweisen Disjunktheit der J(a) ist h injektiv.

Satz 2.8 Fir p > 4 ist (fu,C,) vermittels h,, konjugiert zu (c,%).

Beweis. 1. Wir zeigen, dass h surjektiv (und damit bijektiv) ist. Dazu sei z € C =
C,,. Zunéichst existiert genau ein ag € {0,1} so, dass € I(ap). Ist n € N und ist
x € I(ag,...,an—1), S0 existiert wegen x € S, 1 nach (2.3) genau ein a, € {0,1} mit
x € I(ag,...,a,). Damit ist z = h(a).

2. Es sei a € . Dann gilt wegen der Injektivitdt von f auf I(ag) mit Bemerkung 2.6

fulfp@}) = () f(ao, .. an)) = () I(ar, ... an) = {h(o(a))}.
neN neN
Also ist f,oh=hoo.
Wir zeigen, dass h™! : C — X stetig ist: Dazu seien h(a) € C und € > 0 gegeben. Wir
wihlen ein n € N mit 1/3" < e. Ist *°

0 := min {dist([(bo,...,bn_l),I(ao,...,an_l)) i (boyvybpo1) # (ao,...,an_l)}

und ist b € ¥ mit |h(b) — h(a)| < 6, soist aj, = by, fiir k=0,...,n—1, also b € Uy/3n(a) C
U.(a). Damit ist h~! stetig an h(a).

Wegen der Kompaktheit von C' ist damit auch ¥ kompakt?® und h ein Homéomorphismus
(10D O

Bemerkung 2.9 Mit Bemerkung 2.4 ergibt aus den Sétzen 2.8 und 2.3, dass (f,,C})
chaotisch ist.

Bemerkung und Definition 2.10 Ist A C R perfekt,?!' so heift A Cantor-Menge, falls
A keine inneren Punkte hat. Wir zeigen, dass C), eine Cantor-Menge ist: Dazu sei z € C,,
gegeben und a = h~1(x). Nach (2.3) ist

I(ao,...,an_l) ﬂSn+1 = I(ao,...,an_l,O) UI((Z(),...,CL.,L_l,l).

Wir wéhlen fiir alle n € N ein y,, € I(ag,...,an-1) \ Sp+1. Dann ist y,, ¢ C und es gilt
yn — x fiir n — oo, da die Léngen der Intervalle I(aq,...,a,) abklingend sind (ansonsten
wire J(a) nicht einpunktig). Also ist = kein innerer Punkt von C. Ist g, der Endpunkt
von I(ag,...,an—1,al,), wobei a!, # a,, so gilt wieder ¢,, — x fiir n — oco. Dabei ist ¢, # x
und ¢, € C fiir n € N. Damit ist  auch Haufungspunkt von C.

st (X,d) ein metrischer Raum, so ist dist(A, B) := inf{d(z,y) : © € A, y € B} der Abstand von
A, BC X.

20Bilder kompakter Mengen unter stetigen Abbildungen sind kompakt; sieche etwa https://www.math.
uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Analysis_S0S2021.pdf, Bem. und Def. 3.18.

21perfekte Teilmengen von R sind stets iiberabzihlbar ([U])


https://www.math.uni-trier.de/~mueller/EinfMathe/Analysis_SoS2021.pdf
https://www.math.uni-trier.de/~mueller/EinfMathe/Analysis_SoS2021.pdf
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Definition 2.11 Es sei F' = (f;)ter ein dynamisches System auf X. Ist 2 € X, so sagt
man, F' sei sensitiv abhéingig von den Anfangswerten, falls es ein R > 0 so gibt, dass
fiir jedes # € X und jedes 6 > 0 ein y € Us(x) existiert mit sup,~q d(fi(y), fe(z)) > R.??

Satz 2.12 Ist (X,d) ein vollstindiger, perfekter und separabler metrischer Raum und ist
(f,X) chaotisch, so existiert eine Konstante R > 0 mit folgender Eigenschaft: Fir alle
v € X und alle § > 0 gibt es ein y € Us(x) mit d(f"(y), f"(x)) = R fiir unendlich viele
n € N. Insbesondere hat (f, X) sensitive Abhdngigkeit von den Anfangswerten.

Beweis. 1. Wir zeigen zunéchst: Es existiert ein Ry > 0 so, dass fiir alle z € X ein
periodischer Punkt p existiert mit dist(O(p),z) > Ry. Dazu seien p, ¢ periodische Punkte
mit O(p) N O(q) = & (existieren, da X unendlich ist). Dann gilt

Ry := dist((O(p), O(q))/2 >0
und damit fiir alle x € X, n,m € Ny

2Ro < d(f"(p), f™(q)) < d(f™(p), =)+ d(f™(q), ).

Ist also d(f™(q),z) < Rg fiir ein m, so ist d(f™(p),x) > Ry fiir alle n € Ny.

2. Wir setzen R := Rp/4. Sind z € X und ¢ € (0,R) gegeben, so existiert nach 1.
ein periodischer Punkt p mit dist(O(p),x) > 4R und nach Voraussetzung ein periodischer
Punkt ¢ € Us(x) (mit Periode m). Die Menge

Vi= (I (U("®) = {y € X :d(/"W). f* () < R fiix i =0,...,m}

ist offen mit p € V. Aus dem Transitivititssatz folgt die Existenz eines y € Us(x) mit
w(y) = X und damit einer Folge (ng) mit ngy — oo und f™(y) — p fir k — oco. Ist
k € N geniigend groff, so ist f™(y) € V. Zu solchen k wihlen wir j, € N so, dass
m(jr — 1) < ni < mjg. Wir zeigen: Es gilt

d(f™*(q), f™*(y)) > 2R (k € N). (2.1)

Mit der Dreiecksungkleichung folgt, dass d(f™(q), f™(z)) > R fiir unendlich viele n € N
oder d(f™(y), f™(x)) > R fiir unendlich viele n € N gilt. Wegen ¢,y € Us(z) ergibt sich
also die Behauptung.

Zu (2.1): Aus f™(y) € V erhélt man mit j = jx und n = ng wegen 0 < mj —n <m

d(f™ (), f™7" () = d(f™ (), f™ () < R,

also wegen d(z,q) <0 < R

AR < d(z, ™" (p)) < d(x,q) +d(g, f™ (y)) +d(f™ (y), ™77 (p)) < 2R+ d(q, f™ (y))
und damit 2R < d(q, ™ (y)) = d(f™ (q), f™ (y))- -

22]st dies der Fall, so ist X insbesondere perfekt.
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3 Grundlagen aus der Funktionentheorie

In diesem einleitenden Abschnitt stellen wir zentrale Begriffe und Ergebnisse iber Funktio-
nen einer komplexen Variable zusammen, die typischerweise im Rahmen einer einfithrenden
Funktionentheorie behandelt werden. Zunéchst betrachten wir analytische Funktionen
einer reellen oder komplexen Variable. Ist X eine Menge f : X — C, so schreiben wir

Z(f) :={aeX: f(a) =0}

fiir die Menge der Nullstellen von f.

Bemerkung und Definition 3.1 Ist X C K offen, so heit f : X — C analytisch an
a € X, falls ein R > 0 und eine Folge (¢x) in C so existieren, dass

fla+h)=> c,h” (| <R)
v=0

gilt. In diesem Fall ist f insbesondere beliebig oft differenzierbar auf Ug(a) N X 23 mit
e = fP(a)/k! =: ex(f,a) (k € Np).

Wieder heifst f kurz analytisch, falls f analytisch an jedem Punkt a € X ist. Ist f
analytisch an a, so nennt man (mit min @ := 0o)

n(f,a) :=min{k € Ng : ¢x(f,a) # 0} € No U {oco}

die Ordnung von f an a. Ist w € Cund a € Z(f — w), also w = f(a) = co(f,a), so heifst
a eine w-Stelle von f. Dann gilt ¢o(f — w,a) =0, also n(f — w,a) > 0. Dann nennt man
n(f —w,a) die Vielfachheit oder Ordnung der w-Stelle a.

Bemerkung 3.2 Ist f analytisch an der Stelle a und a eine Nullstelle, so ist entweder f
lokal konstant = 0 an a ?* oder a ein isolierter Punkt von Z(f).

Denn: Ist n :=n(f,a) = oo, so ist cx(f,a) = 0 fiir alle k € Ny, also f(a+h) =0
fiir |h] < R. Ist n < oo, so ist

oo

fa+h) = c(f.a)h” = "g(h)

v=n

mit g(h) == " cupn(f,a)h* fir |h| < R. Dabei ist g(0) = ¢, (f,a) # 0 und aus
pn=0

Stetigkeitsgrﬁ;den daher g(h) # 0 auf einer Umgebung von 0.

23siehe etwa https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Analysis_So0S2021.pdf, Satz 1.26
24Wir sagen, f sei lokal konstant an a, falls f auf einer Umgebung von a konstant ist.


https://www.math.uni-trier.de/~mueller/EinfMathe/Analysis_SoS2021.pdf
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Definition 3.3 Eine Menge G C K heifst Gebiet, falls G nichtleer offen und zusammen-
hiingend ist.?

Satz 3.4 (Identititssatz)
Es seien G C K ein Gebiet und f,g : G — C analytisch. Dann gilt: Hat Z(f — g) einen
Héufungspunkt in G, so ist schon f = g.%¢

Beweis. Es reicht, die Behauptung fiir ¢ = 0 zu beweisen (sonst betrachte man f — g
statt f). Da f stetig ist, ist Z(f) abgeschlossen in G. Es sei A C Z(f) die Menge der
Haufungspunkte von Z(f). Dann ist auch A abgeschlossen in G. Ist A # & und a € A, so
ist @ nach Bemerkung 3.2 ein innerer Punkt von A. Folglich ist A auch offen in G. Da G
zusammenhéngend ist, gilt schon A = G. Damit ist auch Z(f) = G, also f = 0. m|

Bemerkung und Definition 3.5 Es sei ¢(t) = €' fiir t € [, 7. Ist f: S — C so, dass
f o ¢ eine Regelfunktion auf [—, 7] ist, so setzen wir

[ram= [1©am@) = [ sty

Insbesondere ist damit [ fdm fiir f € C(S) definiert. Mit dem Kronecker-Delta 4, gilt

flirn ez L
/f”Mn@):ig/‘em%ﬁzém@ (3.1)

Ist g : S — C stetig und existiert eine Stammfunktion G : S — C von g, so erhélt man aus

dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung wegen e'™ = e ="

[s@can© = @riyt [ @owwa=er Gl ~0.

Dies zeigt in Verbindung mit (3.1) insbesondere, dass ¢ + ¢ = 1/ keine Stammfunktion
auf S hat!

Bemerkung und Definition 3.6 Fiir f wir in Bemerkung und Definition 3.5 sei C'f :
C\ S — C definiert durch

SO,

©NeE= [ 7%

m(¢)  (2€C\S).

C'f heift Cauchyintegral von f. Ist a € D, so gilt ([U])

(CHla+h) = eh” (bl <1—]a])
v=0

25Die Definition des Zusammenhangs einer Teilmenge eines metrischen Raumes und einige Ergebnisse in
diesem Kontext finden sich im Anhang B.
26Insbesondere ist im Falle f # 0 damit Z(f) eine diskrete Menge in X.
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mit
k

ck = cx(Cf,a) =

(Cf)(k)(a) _ /( f(C)Z m(¢) (k € Np). (3.2)

k! 1— aZ)k""l

Insbesondere ist Cf analytisch in D. Zudem ist ¢, (Cf,0) = [ f(¢ C dm(¢) und mit (3.1)
damit C(1|s) = 1|p. SchlieRlich erhdlt man wegen |1 — a(| >1—|a| fiir ¢ €S aus (3.2) die
Cauchysche Ungleichung

[(C ) ( )\<k7! up | f| (a € D)
a (1= |a)F 1sS a ,
also insbesondere |(Cf)(k)(0)| < kl'supg | f]-

Definition 3.7 Es sei 2 C C offen. Ist f : Q@ — C stetig komplex differenzierbar, so
nennen wir f holomorph. Zudem setzen wir

H(Q):={f:Q— C: f holomorph}.

Satz 3.8 (Cauchysche Integralformel)
Es seien f € C(D) und a € D. Ist flp\{a} holomorph, so gilt

L (o) = €@

fla) =

Beweis. Wir definieren ¢ : [0,1] X S durch

fla+A(¢—a))

@(Avc) = 1_CLZ ()‘G [07 1}7 ¢ GS)

und @ : [0,1] — C durch
20 = @O dm(c) (e 0.1
Da ¢ stetig ist, ist ist @ stetig auf [0, 1] (Stetigkeit von Parameterintegralen). Da zudem
¢+ fla+ A —a))/A fiir jedes A € (0,1) eine Stammfunktion zu ¢ — f'(a + A(¢ — a))
auf S ist, ergibt sich mit Differenzierbarkeit von Parameterintegralen und Bemerkung und
Definition 3.5
W= [0 dm(c) = [ FlatAC-@)¢dm() =0 (<A<

Damit ist ® konstant auf [0, 1] und folglich wegen C'(1]s) = 1|p

LS H R O () N
@) = o) = e0) = [ TE=d
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Bemerkung 3.9 Ist f € C(D) und f|p holomorph, so gilt f|p = (Cf)|p nach Satz 3.8.

Mit Bemerkung 3.6 ist daher f analytisch in D und f(a+h) = Y. ¢, h” fir alle |h| < 1—]a]
v=0

mit

k

o dm(Q) (k€ No),

C =

) [ )X
Sk

also insbesondere f(*)(0)/k! = [ f(¢ C dm(().

Satz 3.10 Es seien Q C C offen, f € H(Q) und a € Q. Dann gilt
) f(l/) a . )
fla+h) =Y %h (Jn| < dist(a, 8Q)).
=0
Insbesondere ist f analytisch.?”

Beweis. Fiir p < R := dist(a, 99) sei g = g, € C(D) definiert durch

g(w) = fla+pw)  (lw[<1).

Dann ist g|p holomorph. Mit Bemerkung 3.9, angewandt auf g, ergibt sich

fla+h) —g( ) Z

Da p < R beliebig war, gilt die Darstellung fiir |h| < R und da a €  beliebig war, ist f
analytisch in Q. o

@) (0 ®)(a

Z f (|h] < p).

Bemerkung und Definition 3.11 Eine Funktion f € H(C) nennt man auch eine ganze
Funktion. Insbesondere sind Polynome und exp, sin, cos ganze Funktionen.?® Bei ganzen
Funktionen ist fiir jedes a € C der Konvergenzradius dist(a, &) = co. Mit der Cauchyschen
Ungleichung ergibt sich der Satz von Liouville: Ist f ganz und beschrankt, so ist f konstant

(10D-

Bemerkung 3.12 (lokales Maximumprinzip) Sind  C C offen und f € H(Q), so ergibt
sich fiir a € Q und 0 < p < dist(a, 9Q) wegen der gleichméfkigen Konvergenz der Taylorreihe
auf a + pS und |f|> = ff mit (3.1) die Parsevalsche Gleichung

15+ oo dm(¢) S S et [eram ZW 3

v=0 pu=0

27 Aus der stetigen Differenzierbarkeit im Komplexen folgt also schon die Existenz samtlicher Ableitungen!
28]st f gangz, so ist (f, C) ein diskretes dynamisches System.
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Hat |f| an a ein lokales Maximum, so ist |f(a)| > |f(a + p¢)| fiir gentigend kleine p > 0
und ¢ € S, also

a9 = [17a+ p)P (@) < 7@ [ dm = 7@ = |eol.
> leuftpt = [ 11+ ) P [ ? = o

Also ist ¢ = 0 fiir k£ € N und damit f lokal konstant an a.

Satz 3.13 Ist Q C C offen und ist f € H(Q) an keiner Stelle lokal konstant, so ist f
offen.?®

Beweis. Es seien a € Q und w = f(a). Es reicht zu zeigen, dass zu jedem (geniigend
kleinen) r > 0 mit B,.(a) C Q ein ¢ > 0 existiert mit Us(w) C f(B,(a)). Da die w-Stellen
von f isoliert sind, kénnen wir > 0 so klein wahlen, dass f(z) —w # 0 fiir z € B,.(a) \ {a}.
Wegen der Kompaktheit von f(a + rS) ist

§ = dist(w, f(a+7rS))/2 > 0.
Es sei nun u € Us(w). Fiir z € a+ 7S gilt dann
f(z) —ul =f(z) —w— (u=w)| = [f(2) —w|] = Ju—w[>3.
Weiter sei z € B,(a) so, dass | f(z) — u| = min|f — u|(B,(a)). Dann gilt
1f(2) —ul < |f(a) —u| = |w—u| <0

Wir zeigen, dass f(z) = u gilt. Angenommen, nicht. Nach dem Maximumprinzip, ange-
wandt auf 1/(f —u)|v, (q), muss dann z € a + 7S gelten. Also ergibt sich ein Widerspruch.
Damit ist u = f(z) € f(B,(0)). O

Bemerkung und Definition 3.14 Wir erweitern die komplexen Zahlen um einen Punkt,
den wir oo nennen, und setzen

Coo :=CU{o0}.

Dabei vereinbaren wir 1/00 := 0, 1/0 := oo und 0o - w = w - 00 := oo fiir w € Cy \ {0}
sowie w + o0 = 0o + w := oo fir w € C. Wir wollen C,, mit einer natiirlichen Metrik so
versehen, dass der Raum kompakt wird. Dazu sei ||-||2 die euklidsche Norm auf R? = C xR
und mit 0 = O¢

S:={(w,u) € CxR:|(w,u)—(0,1/2)|2 = 1/2}

die 2-Sphére mit Mittelpunkt (0,1/2) und Radius 1/2. Dann ist durch

o(2) = — (s ]2?)  (z€C)

=TT

29 f heift offen, falls Bilder offener Mengen offen sind.
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eine Abbildung von C auf S\ {(0,1)} definiert ([U]).3° Mit ¢(c0) := (0,1) ist also ¢ :
Coo — S surjektiv. Man kann nachrechnen, dass fiir z € C, 2’ € C

|z —2'|/v/ (L + [2[)(1 + |#]?), fallsz’ €C

1/4/1+ |22, falls 2/ = o0

gilt ([U]). Insbesondere ist damit ¢ bijektiv und durch x(z,2') = [|¢(2) — @(2')||2 eine
Metrik auf C,, definiert, genannt die chordale Metrik. Die Umkehrabbildung ¢! von
© heifst stereographische Projektion und ist gegeben durch

Lpil(w,u) = {U}/(l —u), fallsu#1

o(2) — ()l = {

0, falls u =1

Figure 5: stereographische Projektion.

Da ¢~!: S — (C,,x) nach Definition eine Isometrie und damit insbesondere stetig ist,
ibertragt sich die Kompaktheit von S auf Co,. Also ist (Co, x) ein kompakter metrischer
Raum.?! AuRerdem ist z — 1/z eine Isometrie bzgl. x ([U]).

Eine Menge B C C ist genau dann beschrénkt in C, wenn dist, (B,00) > 0 gilt und in
diesem Fall existiert eine Konstante ¢ > 0 mit |z — 2/| < ¢ - x(2,2') fiir 2,2’ € B. Ist (z,)
eine Folge in C, so gilt damit x(z,,2z) — 0 fiir z € C genau dann, wenn |z, — z| — 0.
Aufierdem gilt x(zp,00) — 0 genau dann, wenn |z,| — +00, jeweils fiir n — oo .

Bemerkung und Definition 3.15 Es sei 2 C C, offen. Dann heifft f : Q@ — C
meromorph an ¢ € QN C, falls eine offene Umgebung U von a so existiert, dass f|y
oder (1/f)|u holomorph ist, und meromorph an co (im Fall co € Q), falls z — f(1/2)
meromorph an 0 ist. Nach Bemerkung und Definition 3.14 sind meromorphe Funktionen
stetig.3? Wir setzen

M(Q):=M(Q,Cx) :={f: Q2 — Cy : f meromorph}.

30Geometrisch ergibt sich der Punkt o(z) als der Schnittpunkt der Sphire S mit der Strecke zwischen
den Punkten (0,1), also dem Nordpol der Sphére, und dem Punkt (z,0).

31Man spricht von der Riemannschen Zahlenkugel Cs, da man neben der metrischen Struktur nach
Bemerkung 3.15 auch eine von C herkommende (mit passenden Einschrankungen versehene) arithmetische
Struktur auf C, hat.

32Wie iiblich heifit f meromorph, wenn f an allen Stellen meromorph ist. Man beachte, dass nach dieser
Definition meromorphe Funktionen auch lokal konstant mit Wert oo sein kdnnen.
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Fiir f: Q = C ist damit f € M(Q) genau dann, wenn 1/f € M(Q) gilt. Weiter setzen
wir P(f) := Z(1/f).33 Ist a € P(f) und f nicht lokal konstant(= o) an a, so nennt man
a eine Polstelle von f. Man spricht dann von einem Pol der Ordnung n wenn 1/f eine
Nullstelle der Ordnung n an a hat. Ist f um keine Stelle konstant = oo, so ist P(f) die
Polstellenmenge von f und nach Bemerkung 3.2 dann diskret in . Sind f,g € M(£2) um
keine Stelle lokal konstant mit Wert 0 oder oo, so sind f+ ¢ und f-g € M () (und damit
auch f/g = f-(1/g)) in folgendem Sinne: Die jedenfalls bis auf Polstellen von f und g
auf € punktweise definierten Funktionen f + g und f - g haben eindeutig bestimmte stetige
und damit nach Satz 3.8 meromorphe Fortsetzungen auf 2, die man dann auch mit f + g
beziehungsweise f - g bezeichnet ([U]).

Beispiel 3.16 Sind f, g ganze Funktionen und ist g # 0, so ist f/g € M(C). So sind etwa
tan =sin/cos und cot=1/tan

meromorph in C. Wegen Z(sin) = nZ und Z(cos) = n(Z + 1/2) = P(1/ cos), wobei alle
Nullstellen von von erster Ordnung sind, hat tan Nullstellen erster Ordnung an den Stellen
km und cot an den Stellen (k+1/2)7 fiir k € Z. Also hat cot = 1/ tan Pole erster Ordnung
an den Stellen k7 und tan = 1/ cot Pole erster Ordnung an den Stellen (k + 1/2).

Figure 6: Re(cot).

Bemerkung und Definition 3.17 Es sei f : C, — C, eine rationale Funktion, also
f = P/Q mit Polynomen P, @), die ohne Einschriankung keine gemeinsamen Nullellen haben.
Dann ist f meromorph in C.** Damit ist (f, C) ein diskretes dynamisches System.>® Ist
dabei P oder @ nicht konstant, so ist nach dem Fundamentalsatz der Algebra f(Co) = Cwo,
also f surjektiv.

331st X eine Menge und f : X — Coo, so schreiben wir wieder Z(f) fiir die Nullstellenmenge.

34Vgl. https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_GW_WS2020-21.pdf, B. 4.16.
Man beachte, dass f = oo auch als rationale Funktion aufgefasst wird. Umgekehrt sind Funktionen
f € C(Cx,Cx), die auf C eingeschriankt meromorph sind, schon rational.

35Insbesondere ist also fiir Polynome P die das Newton-Verfahren definierende rationale Funktion f mit

f(z) =2 —P(2)/P'(2) (z€Cx)
ein dynamisches System (f, Coo).


https://www.math.uni-trier.de/~mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_GW_WS2020-21.pdf
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a b

Bemerkung 3.18 Fiir A = ( d> € C?*2 mit det A = ad — bc # 0 heiflt die rationale

c
Funktion ¢ : Coo — Co mit

0 pssec
palz) =4 ezt
a/ce, falls z = co
eine Mdbius-Transformation. Man kann nachrechnen, dass pap = @4 o pp gilt.

Insbesondere ist ¢4 bijektiv mit Umkehrfunktion ¢ ' = ¢4-1.%¢ Fiir w € C betrachten

wir A = (1 w) und
w1

z—w
ow(z) = pa(z) = T (z € C).
Dafiirte R ;
sin(arctan(t)) =

VI+t2

gilt ([0]), ergibt sich fiir w € C und z # —1/@ durch Ausmultiplizieren im Nenner

: [P (2)] |z — w|
sin(arctan |, (2)|) = =
( el Vitlew@P  VI1+2mP + ]z —wp

Mit arctan |oo| := 7/2 und mit @, (z) = 1/ gilt die Gleichheit von linker und rechter Seite
auch fiir z = —1/w und w = co. Mit

= X(Za w)'

o(z,w) := arctan |, (2)|

ist dann insbesondere

x(zw) < oz, w) < Sx(z,w).

Tatséchlich definiert o ebenfalls eine Metrik auf C.,, genannt sphérische Metrik, was
wir allerdings weder nutzen noch beweisen werden.?”

Bemerkung 3.19 Es sei (5, d) ein vollstindiger metrischer Raum. Dann ist fiir kompakte
metrische Rdume (K, d’) auf C(K, S) durch

di(f,9) = drs(f.9) == gnef%d(f(x),g(x))

eine vollstindige Metrik definiert.?® Konvergenz einer Folge beziiglich dx bedeutet gleich-
méfige Konvergenz. Im Fall § = C ist dg die von der Maximumnorm induzierte Metrik

dr(f,9) = max If =gl

36Damit ist die Menge der Mobius-Transformationen eine Untergruppe der Automorphismengruppe von
Coo.

375 (z,w) entspricht geometrisch der Linge des kleineren Bogens eines Grofikreises, auf dem die beiden
Urbildpunkte ¢(z) und ¢(w) unter der stereographischen Projektion liegen. Sind die beiden Punkte keine
Gegenpunkte, so existiert genau ein solcher Grofskreis; Gegenpunkte haben stets den sphéarischen Abstand
/2. Die Abbildung z — 1/z ist auch bzgl. o eine Isometrie.

38siche etwa Bem. 9.9 in https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_Analysis_
1617 .pdf.
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Bemerkung und Definition 3.20 Es sei Q) C C, offen. Fiir
Ky = K, (Q) :={z € Q: dist, (2,00) > 1/m} (m eN)
gilt K, = C fiir Q = C, und allgemein
o K, C Qist kompakt mit K, C (Kp41)°.
e Fiir alle K C Q kompakt ist K C K, fiir m gentigend grok.

Wir nennen (K,,) = (K,(Q?2)) die Standardausschépfung von Q. Ist nun (S,d) ein
vollstdndiger metrischer Raum, so definieren wir fiir f,g € C(Q,.5) mit dy(f,9) :==0

do(f,9) = da,s(f,g) == Slé%min{l/mvdmn(f’ 9t (£1).

Man kann leicht nachrechnen, dass dg eine Metrik auf C(2,.5) ist. Im Weiteren soll stets
C(£,S) mit dieser Metrik versehen sein.

Bemerkung und Definition 3.21 Es seien (S5,d), (X,d’) metrische Rdume und f, :
X — S. Dann heift die Folge (f,,) lokal gleichméfiig konvergent (auf X), falls zu jedem
a € X eine Umgebung U von a so existiert, dass (f,|v) gleichméfig auf U konvergiert. Ist
Q C Cy offen, so gilt f,, — f lokal gleichméfig auf Q genau dann, wenn (f,,) gleichméfig
auf allen kompakten Teilmengen gegen f konvergiert.?’

Satz 3.22 Es seien Q C Co offen und (S,d) ein vollstindiger metrischer Raum. Dann
gilt

1. FEine Folge (fn)nen in C(2,S) ist genau dann dg-konvergent, wenn sie lokal gleich-
mafig auf Q konvergiert.

2. Der metrische Raum (C(Q,S),dq) ist vollstindig.
Beweis. 1. =: Gilt f,, — f in (C(,5),dq) und ist K C Q kompakt, so wihlen wir ein
M = Mg € Nmit K C Kj;. Dann folgt
min{l/M,dg,, (f, fn)} < do(fn, f) =0 (n— 00),
also auch dg,, (f, fn) — 0 fiir n — oo und wegen K C Kj; damit
dr(f, fn) =0 (n — 0).
<: Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein M = M, € N mit 1/M < e. Also ist

sup min{l/m,dg, (f, fn)} <1/M <e (n €N).

m>M

39ergibt sich aus der der Aquivalenz von Kompaktkeit und Uberdeckungskompaktheit; siche Anhang C
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Weiter existiert ein N = N, € N mit dg,, (f, fn) < € fir n > N. Damit ist auch

, max, min{l/m,dx,,(f, fa)} <e

fiir n > N, also auch dq(f, f,) < e fir n > N.

2. Die Uberlegungen aus 1. zeigen, dass ( fn)nen genau dann eine dg-Cauchyfolge ist, wenn
(fnli)nen eine Cauchyfolge in (C(K, S),dk) fiir alle kompakten Teilmengen K von € ist.
Ist also (fy)nen eine do-Cauchyfolge, so existiert nach Bemerkung 3.19 fiir alle kompakten,
nichtleeren K C € eine stetige Funktion fx : K — S mit f,, — fx (n — o) gleichméfig
auf K. Durch f(z) := fk(2), falls z € K, ist damit eine Grenzfunktion f € C(Q,5)
definiert. |

Im Weiteren sei C stets mit der euklidschen Metrik und C,, mit der chordalen Metrik x
versehen. Wie iiblich schreiben wir kurz C(X) := C(X,C).

Bemerkung 3.23 Als Anwendung von der Cauchyschen Ungleichung ergibt sich: Ist Q C
C offen*® und sind £, € H(Q) mit f,, — f lokal gleichmiifig auf Q, so ist f € H(Q), und
fiir alle k € N gilt fflk) — ) lokal gleichmikig auf Q. Damit ist H(Q) abgeschlossen in
(C(Q),dq). Also ist auch (H(2),dq) als metrischer Raum vollsténdig.

Bemerkung 3.24 Es sei ) C C., offen. Konvergiert eine Folge (f,) in C(f2,C) lokal
gleichmifig gegen eine Funktion f € C(Q) (also eine C-wertige Funktion), so existiert zu
jeder kompakten Menge K C Q ein ng € N mit f,|x € C(K) fir n > ng und f, — f
(C(K),dg) fiir n — c0.!

Denn: Mit K ist auch f(K) C C kompakt, also insbesondere beschriankt in C
und damit ist § := dist, (f(K),00) > 0. Wegen f,, = f gleichméfig auf K (nach
Bemerkung und Definition 3.21) existiert ein ng € N mit dist, (f,(K),oc0) >
§/2 fir n > ng. Nach Bemerkung 3.14 gilt dann f,|x € C(K) fiir n > nx und
fu = £ in (C(K), dg).

Satz 3.25 Ist Q) C Cy offen, so ist M(Q) abgeschlossen in (C(),Cx),dq) also als metri-
scher Raum vollstindig.

Beweis. Es sei (f,) eine Folge in M () mit f,, — f in C(Q,Cx).
Ist a € Q mit f(a) # oo, so existiert eine offene Umgebung V' von a mit f|y € C(V). Ist
K = B,(a) C V, so gilt f,|x € C(K) fiir n genligend grof und f, — f in (C(K),dk)
nach Bemerkung 3.24. Ist U = U,(a), so ist f|y € H(U) nach Bemerkung 3.23.
Ist f(a) = oo, soist (1/f)(a) = 0. Aus f, — f in C(Q,Cy) folgt auch 1/f, — 1/f in
C(,Cx), da w +— 1/w eine Isometrie auf Co, ist. Wie vorher sieht man, dass (1/f)|v €
H(U) und damit f|y € M(U) fir eine Umgebung U von a gilt.

O

40Ist Q C C, also co € Q, so ist Q genau dann offen in (C, d).), wenn Q offen in (Co, x) ist. Daher gibt
kein Problem, wenn wir kurz davon sprechen, dass 2 C C offen ist.
41Hier ist dc die von der Maximumnorm auf C'(K) induzierte Metrik.
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4 Normal oder nicht — komplexe Dynamik

Wir beschéftigen uns in diesem Abschnitt mit Kompaktheitseigenschaften von Familien
meromorpher Funktionen.*? Zun#chst betrachten wir Familien .# stetiger Funktionen.
Fir .# C C(X,S) und A C X schreiben wir Z |4 :={f|la: f € Z}.

Definition 4.1 Es seien (5,d) und (X, d’) metrische Rdume. Eine Familie # C C(X,5)
heifit gleichgradig stetig an der Stelle a € X, falls fiir alle € > 0 ein § > 0 so existiert,
dass d(f(x), f(a)) < e fiir alle  mit d'(x,a) < § und alle f € F. Ist .F gleichgradig stetig
an allen a € X, so heifst .F kurz gleichgradig stetig.

Sind (S,d) ein vollstindiger metrischer Raum, (K,d’) kompakt und ist F C C(K,S)
relativ kompakt, d. h. jede Folge in .% hat eine gleichméfig konvergente Teilfolge, so ist .#
gleichgradig stetig ([U]). Im Fall kompakter S gilt genauer

Satz 4.2 (Arzela-Ascoli)
Sind (S,d) und (K,d’) kompakte metrische Riume, so ist & C C(K,S) relativ kompakt
genau dann, wenn % gleichgradig stetig ist.

Beweis. Es reicht, < zu zeigen, und dazu, dass .% priakompakt ist (siehe Bemerkung C.3).
Dazu seie > 0 gegeben. Fiir jedes a € K existiert ein 6, = 84, > 0 mit d(f(x), f(a)) < e fur
alle z mit d’'(z,a) < §, und alle f € %#. Da K kompakt und damit iiberdeckungskompakt
ist (siehe wieder Bemerkung C.3) und da (Us, )scx eine offene Uberdeckung von K ist,
existiert eine endliche Teilmenge E von K mit

K = | Us,(a).
aclE

Da (S, d) kompakt ist, ist auch (C(E, S),dg) = (Abb(E, S),dr) kompakt.*> Also ist . |g
prakompakt (da relativ kompakt), das heifst, fiir eine endliche Menge & C % gilt
Flec |J U-(gle) -
geSE
Es sei f € #. Dann existiert ein g € & mit f|g € U-(g9|g). Ist * € K beliebig, so ist
x € Us, (a) fiir ein a € E. Fir dieses a gilt

d(f(x),f(a)) <e und d(g(w),g(a)) <e,
also
d(f(x), g(x)) < d(f(z), f(a)) +d(f(a),g(a)) +d(g(a), g(x)) < 3e.

Folglich ist dx (f,g) < 3¢ und damit .% C |J Usc(g). O
geS

42Fiir die im Weiteren auftretenden Kompaktheitsbegriffe sei auf Anhang C verwiesen.
43siehe etwa Bem. 9.9 in https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_Analysis_
1617.pdf.
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Definition 4.3 Es seien Q@ C C,, offen und (5,d) ein vollstindiger metrischer Raum.
Eine Familie .# C C(, S) heift normal, falls .% relativ kompakt in (C(, S), dq) ist. Fiir
a € §) nennen wir .# normal an a, falls eine offene Umgebung U von a so existiert, dass
Z |y normal ist. Um Normalitét einer Familie in C'(2,Cs) von Normalitét in C(2) zu
unterscheiden, nennen wir im zweiten Fall die Familie auch norm-normal. Ist (f,) eine
Folge in C (2, S) mit f, — f lokal gleichméfig auf , so ist {f, : n € N} normal.

Denn: Ist (gi) eine Folge in %, so existieren k, € N mit gx = fi,. Ist (k)
beschrankt, so existieren ein N € N und eine unendliche Teilmenge I C N
mit k = ky fir kK € I. Dann gilt gr = gk — giy fur I 2 k — oo. Ist (ky)
unbeschréinkt, so hat (k,,) eine streng wachsende Teilfolge (ky,)necs mit ny — co.
Ist I ={k,:n € J} sogilt gp = fr, — f fiir I 3k — oo.

Beispiel 4.4 Es seien f,(z) = 2" fiir z € C, n € N und
F :={fn:neN} CC(C)c C(C,Cx).

Hier gilt f,(z) — 0 fiir n — oo lokal gleichméfig auf D und f,,(2) — oo lokal gleichméfig
auf C\ D ([U]). Insbesondere sind .%|p norm-normal und .| c\p normal. Allerdings ist .7

an keiner Stelle in C\ D norm-normal.

Satz 4.5 Es seien Q C C4 offen, (S,d) ein kompakter metrischer Raum und % C
C(92,S5). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) F ist normal.
b) F ist normal an allen Stellen a.

¢) F ist gleichgradig stetig.

Beweis. a) = b) ist klar.

b) = ¢): Es seien a € Q und U eine offene Umgebung von a so, dass |y normal ist. Ist
(fn)nen eine Folge in #, so existiert eine auf U lokal gleichméfig konvergente Teilfolge
(fr)ner. Ist 7 > 0 mit K := B,(a) C U, so konvergiert (f,)nes auf K gleichméfig. Also
ist # |k relativ kompakt in C'(K,S). Nach Satz 4.2 ist .# gleichgradig stetig an a.

c) = a): Es sei (K,,) die Standardausschopfung von Q. Nach Satz 4.2 ist F |k, fiir jedes
m relativ kompakt. Ist (f,,)nen eine Folge in F, so ergibt sich mit Iy := N induktiv, dass
zu jedem m € N eine Teilfolge (fn)ner,, von (fn)ner,,_, existiert, die gleichméfig auf K,
konvergiert. Definiert man ng := 1 und wéhlt n; > n;_; mit n; € I;, so konvergiert die
Folge (fn,); gleichmifig auf allen K,, und damit auch gleichméfig auf allen kompakten
Mengen K C €. m|
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Satz 4.6 (Vitali)

Es seien G C Co ein Gebiet und F C M(G) eine normale Familie. Ist (f,) eine Folge
in F so, dass (fn)nen punktweise auf einer Menge A C G mit Hdufungspunkt in G
konvergiert, so konvergiert (f,) lokal gleichmdfig auf G.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass jede in M (G) konvergente Teilfolge von (f,,) den gleichen
Grenzwert hat (siche Bemerkung und Definition C.1). Dazu seien (f,)ner und (fn)nes
konvergente Teilfolgen von (fy)nen. Nach Voraussetzung stimmen die Grenzfunktionen
auf A {iberein. Nach dem Identitétssatz (der auch fiir meropmorphe Funktionen gilt) sind
dann die Grenzfunktionen schon gleich. m|

Wir starten nun mit der Untersuchung dynamischer Systeme (f,Co) in Fall rationaler
Funktionen f = P/Q vom Grad > 1 %4 und (f, C) im Fall transzendenter ganzer Funktionen
f.% Wir schreiben im Weiteren kurz RT fiir die Menge dieser Funktionen und

Cy falls f rational
C falls f transzendent .

D := D(f) ::{

Bemerkung und Definition 4.7 Es sei f € RT und (f) := {f" : n € No} C M(D(f)).
Dann heiften
F:=F(f):={2€ D(f): (f) normal an z}

die Fatou-Menge von f und J := J(f) := D(f) \ F 6 die Julia-Menge von f. Aus der
Definition ergibt sich, dass F' offen und damit J abgeschlossen in D(f) ist. Auferdem ist
(f)|F normal nach Satz 4.5. Im Fall transzendenter f setzen wir noch

I(00) :=1I(f,00) :={z€C: f"(z) = o0 (n — o0)}.

Beispiel 4.8 Es sei f(z) = 22, also f"(z) = 22" fiir 2 € C,. Hier ist a = 0 ein
superattraktiver Fixpunkt und es gilt f"(z) — 0 lokal gleichmifig auf D.*” Auferdem
gilt f*(2) — oo lokal gleichmiiRig auf Co, \ D. Also ist Co \'S C F(f). Aus dem Satz
von Vitali folgt, dass SN F(f) = @ ist. Also ist hier J(f) = S. Das System (f,S) ist
die Winkelverdopplung, die wir bereits als exakt und chaotisch identifiziert haben (siehe
Beispiele 1.11 und 2.2).

Nach Definition sind Attraktionsbereiche vollstdndig invariant. Entsprechendes gilt fiir die
Fatou- und die Julia-Menge:

44Der Grad von f ist das Maximum der Grade von P und @ und unabhingig von der Wahl von P, Q fiir
teilerfremde P, Q.

45¢ine ganze Funktion nennt man transzendent, falls sie kein Polynom ist

46im Fall rationaler f, wie etwa im Fall des Newton-Fraktals, ist die Sphire Coo der natiirliche
Rahmen; fiir entsprechende Bilder siehe etwa https://mathematica.stackexchange.com/questions/
15047/how-to-draw-fractal-images-of-iteration-functions-on-the-riemann-sphere.

47mit quadratischer Konvergenz
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Satz 4.9 Fir f € RT sind F(f) und J(f) vollstindig invariant.

Beweis. Zunichst sind f~1(F) und f(F) wegen der Stetigkeit und Offenheit von f offen.
Es seien a € f~1(F) und ¢ > 0. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit von (f) an a :=
f(a) € F existiert ein 6 > 0 mit x(f"(z), f"(a)) < ¢ fiir n € Ng und z € U := Us(a). Da
f stetig ist, ist f~1(U) eine offene Umgebung von «. Wegen

XU, 771 @) = x(f"(f(0). fM(a)) <& (n€No, ¢ € fTH(U))

ist (f) gleichgradig stetig an a. Da o € f~1(F) beliebig war, ist f~!(F) C F nach Satz
4.5. Es seien nun b € f(F) und € > 0. Ist ¢ € F mit f(a) = b und ist U = Us(a) wie
vorher, so ist V := f(U) wegen der Offenheit von f eine Umgebung von b. Sind w € V
und z € U mit f(z) = w, so ist

X (™M (w), f1(b)) = x (" (2), /" (a)) <& (n €Np)

und damit (f) gleichgradig stetig an b. Da b in f(F') beliebig war, ist f(F') C F nach Satz
4.5. Insgesamt ist also F' vollstdndig invariant und nach Bemerkung 1.8 damit auch J. O

Wir zeigen nun, dass Fatou- und Julia-Menge von f und g bei geeigneter Konjugiertheit
entsprechen.

Satz 4.10 Sind f,g € RT wund ezistiert eine rationale Funktion h mit f oh = hog,
so gilt F(f) D h(F(g)). Ist h eine Mdébius-Transformation, so gilt F(f) = h(F(g)) und

J(f) = n(J(9))-

Beweis. Nach Satz 4.5 ist (g)| p(4) gleichgradig stetig. Da C., kompakt und h stetig ist, ist
h gleichméfig stetig. Damit ist auch {f™ o h|p,) = ho g"|p) : n € N} gleichgradig stetig
([U]). Wie im Beweis zu Satz 4.9 sieht man, dass auch (f)|n(r(y)) gleichgradig stetig ist, also
h(F(g)) C F(f) nach Satz 4.5. Ist h eine Mobius-Transformation, so folgt F(f) = h(F(g))
durch Anwendung der ersten Aussage mit A~!. Mittels Komplementbildung sieht man
dann auch, dass J(f) = h(J(g)) gilt. O

Beispiel 4.11 Esseia € R\ {0}. Wir betrachten das Newton-Verfahren fiir das quadrati-
sche Polynom P(z) = 22 — a%.® Hier ist

48also das Babylonische Wurzelziehen
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bildet das Paar (0,00) auf das Nullstellenpaar (—a,a) von P ab und den Kreis S wegen
Re((w+1)/(w —1)) = (Jw]* — 1)/Jw — 1]? fiir w # 1 auf die erweiterte imaginiire Achse
iR U {oo}. Weiterhin gilt

w? +1
= Qa =
2 w2 —1 w2 —1

g(w—kl w—l)_g(w+1)2+(w—1)2

sl 1t o h(w?).

h =

(o h)(w) w—1+w—|—1
Also sind f und w — w? vermittels h konjugiert. Nach Satz 4.10 und Beispiel 4.8 gilt
F(f)=C\iRund J(f) = iRU{oo}. Fiir £Re(z) > 0 gilt f"(z) — £a (mit quadratischer
Geschwindigkeit) und aus den Beispielen 1.11 und 2.2 ergibt sich, dass (f,iRU{co}) exakt
und chaotisch ist.

Bemerkung 4.12 Es sei h(z) = 1/z fir z € C. Ist f rational und f. := ho foh, so
ist wegen h~! = h die (rationale) Funktion f. konjugiert zu f vermittels der isometrischen
Mobiustransformation h. Man kann sich bei der Untersuchung des dynamischen Verhaltens

von f an oo daher bei Bedarf auf die Untersuchung des Verhaltens von f, an der Stelle 0
zurlickzichen. Nach Satz 4.10 ist F(f) = 1/F(f.) und J(f) = 1/J(fs).

Bemerkung und Definition 4.13 Es seien f € RT und p ein periodischer Punkt von f
mit Periode m. Gilt f™™ = (f™)" — p fiir n — oo gleichméfig auf einer Umgebung U von
p, so folgt frmtE = fko fmn s fk(p) gleichmibig auf U fiir n — oo und k € N ([U]). Nach
Bemerkung und Definition 4.3 ist %, » := {f*"**| : n € N} normal fiir k = 0,...,m — 1
und dann auch (f)|y = ;";01 Fm 0 Also ist p € F(f) und damit O(p) C F(f). Die
Zahl

(™ (p), falls p e C

((f™).)'(0), falls p=o0

heifst Multiplikator von f an p. Ist |A(p)| < 1, so gilt f™™ — p fiir n — co gleichméfig
auf einer Umgebung von p nach Bemerkung und Definition 1.6 und damit O(p) C F(f).

Ap) == Af,p) = {

Beispiel 4.14 Fiir f(z) = c¢sin z, wobei ¢ € C, ist a = 0 Fixpunkt mit A(0) = f'(0) = ¢.
Also ist 0 € F(f), falls |¢| < 1. Ist ¢ = 1, so kann man sich tiberlegen, dass 0 € J(f) gilt
([T).>

Satz 4.15 Ist f € RT ein Polynom, so ist J(f) nichtleer und kompakt in C.5!

Beweis. Ist f ein Polynom, so ist 0 ein superattraktiver Fixpunkt von f, und damit
A(f,00) = 0 [U]). Insbesondere ist oo € F(f) und es gilt f™ — oo fiir n — oo gleichmiiRig
auf einer Umgebung von oco. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra existiert auch

49endliche Vereinigungen relativ kompakter Mengen sind relativ kompakt.

50Interessante Bilder zum Thema: etwa http://paulbourke.net/fractals/sinjulia/.

51Man kann zeigen, dass J(f) stets nichtleer ist. Der Beweis ist relativ leicht fiir rationale Funktionen,
aber nicht leicht fiir transzendente.


http://paulbourke.net/fractals/sinjulia/
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(mindestens) ein Fixpunkt in C, nimlich eine Nullstelle von z — f(z) — 2.°2 Dann ist
aber F(f) # Cy (sonst wiirde f® — oo auf Cy nach dem Satz von Vitali gelten), also
J(f) # @ und beschrankt in C und damit nach dem Satz von Heine-Borel kompakt. O

Bemerkung und Definition 4.16 Es sei 2 C C, offen. Eine Familie .# C C(2) heifst
(lokal) beschrénkt wenn zu jedem a € Q2 ein r > 0 so existiert, dass .7|p, () beschrénkt
im Raum (C(By(a)), || - |5, (a)) ist™ also

sup max | f| < oo

fGE By (a) |f‘
gilt. In dem Fall ist .| fiir jede kompakte Teilmenge K von ) beschrénkt in (C(K), ||| x)-
Man sieht leicht ([U]): Ist .# C C(2) norm-normal, so ist .# beschrinkt.

Der Schrankensatz zeigt, dass die Verzerrung einer differenzierbaren Funktionen auf Stre-
cken durch den Betrag der Ableitung abgeschitzt werden kann. Umgekehrt ergibt sich fiir
holomorphe Funktionen aus der Cauchyschen Ungleichung und der Cauchyschen Integral-
formel auch eine Abschétzung der Ableitung durch die Funktion selbst. Dies fiihrt zu

Satz 4.17 (Montel fiir holomorphe Funktion)
Ist Q C C offen, so ist & C H(Q) genau dann norm-normal, wenn F beschrinkt ist.>*

Beweis. Nach Bemerkung und Definition 4.16 ist nur < zu zeigen. Dazu seien a € (),

r > 0 mit B,(a) C Q und R := sup gl?x) |f|. Anwendung der Cauchyschen Ungleichung in
fez brla

Verbindung mit der Cauchyschen Integralformel auf g(w) = f(a + rw) ergibt

max |f'| < 4r ! max |f| < 4r'R.
B, /2(a) B, (a)

Nach dem Schrankensatz ist®®

1f(z) = fla)| < mafflf’l Je—al <4rTIR[z—a|  (f€F, 2€Bya)).

la
Damit ist .# gleichgradig stetig an a. Da a beliebig war, ist .# gleichgradig stetig. Nach

Satz 4.5, angewandt mit S = Bg(0), ist .#|y, (q) norm-normal. m|

Wir wollen nun einen Normalitdtssatz fiir meromorphe Funktionen herleiten. Dabei wir
der Betrag der klassischen Ableitung durch eine passende sphérische Ableitung ersetzt.

52Wihrend jedes Polynom vom Grad > 2 Fixpunkte in C hat, gibt es transzendente Funktionen ohne
Fixpunkt, etwa z — e + z.

531st (K, d’) kompakt, so ist der normierte Raum C(K) = C(K, C) mit der Max-Norm || f||  := maxg |f|
ein Banachraum, d. h. die induzierte Metrik dx ist vollstdndig; vgl. Bemerkung 3.19.

54Man hat also in H(f2) eine dem Satz von Bolzano-Weierstra entsprechende Aussage.

550a,b] := {a +t(b—a) : t € [0,1]} bezeichnet die Strecke zwischen a und b
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Bemerkung und Definition 4.18 Es seien @ C C offen und f € M (). Ist a € Q, so

heifdt 1
£#(a) 1= lim ’W = Jim (a4 ). £ (@)

die sphirische Ableitung von f an a.’® Nach Definition ist f# > 0. Mit der Darstellung
von x aus Bemerkung und Definition 3.14 und der Isometrie von z — 1/z ergibt sich

[ (a)l/ (X +[f(a)]?), falls f(a) # oo
(/) @)/ A+ A/ F)(@)?), falls f(a) = o0

und die Stetigkeit von f#. AuRerdem ist die Abbildung

f#(a) = (1//)*(a) {

M(Q) > f— f*eC(Q)

stetig ([U]).
Beispiel 4.19 Fiir id = ide gilt id¥(z) = 1/(1 + |2|?) fiir z € C.

Bemerkung 4.20 Der Betrag der klassischen Ableitung f’ verandert sich nicht, wenn
man f eine affin-lineare Translation®” 7, ,(u) = a + bu mit b € S, nachschaltet, das heifit
[(Tap © f)'| = |f']. Eine entsprechende Eigenschaft kann man fiir die sphérische Ableitung
und geeignete M6bius-Transformationen herleiten. Fiir ¢ € C betrachten wir ¢, mit

- U —C
T 1+ ue

L;Oc(u) : (U S (C)

(vgl. Bemerkung und Definition 3.18). Dann gilt

1+ [c]?

(¢c) (u) = m

(ue C\{-1/c}).

Mit |1+ ue|? + |u — c|? = (1 + |ul?)(1 + |c]?) folgt

1+ |c)? 1 .
= = = d# .
TTw?tju—cf 1ipE 4 W

() * (u)

Aus Stetigkeitsgriinden gilt Gleichheit von rechter und linker Seite auch fiir v = —1/e.
Ist Q C C offen, so ergibt sich mit po(u) = 1/u fiir ¢ € Co, und f € H(Q) nach der
sphirischen Kettenregel ([U])

(‘Pcof)#:((soc)#of)|f/|:f#'

Durch lokale Anwendung der Kettenregel auf 1/f sieht man, dass (¢.o f)# = f# auch fiir
meromorphe f gilt.

56Man beachte, dass hier Q offen in (C,d|.|) ist. Der Fall co € Q wiirde eher x(z,w) im Nenner sinnvoll
machen.
57also eine Isometrie der Ebene
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Wir zeigen nun, dass durch die sphérische Ableitung f# die Verzerrung von f als Abbildung
von 2 C C in die Riemannsche Sphére C., abgeschétzt werden kann.

Satz 4.21 (Sphéirischer Schrankensatz)
Es seien G C C ein Gebiet und f € M(G). Sind a,b € G mit [a,b] C G, so ist

xX(f(b), f(a)) <|b—al max 17

Beweis. Ist f lokal konstant an einer Stelle z, so ist f konstant nach dem Identitétssatz.
Wir kénnen also voraussetzen, dass f an keiner Stelle lokal konstant ist.

1. Zunéchst sei f so, dass f(z) # f(a) und f(z) # —1/f(a) fiir alle z € (a,b) gilt.>® Ist o,
wie in Bemerkung 4.20, so existiert eine offene Menge D D [0,1) so, dass

(€)= (¢s(a) © flla+ (b —a))

eine auf D holomorphe Funktion definiert mit (0) = 0. Auferdem ist ¢ nullstellenfrei
auf (0,1) und damit |¢)| = \/¢ - ¢ differenzierbar auf (0,1) und stetig auf [0,1). Wegen
arctan(z) — /2 fiir x — +o0 ist g := arctano || stetig auf [0, 1] und differenzierbar auf
(0,1). Ist o die sphérische Metrik, so existiert nach dem Mittelwertsatz ein 7 € (0, 1) mit
[¥['(r)

o(f(b), f(a)) = arctan [ps(a) (F ()] = 9(1) = 9(1) = g(0) = ¢'(7) = OE

und mit umgekehrter Dreiecksungleichung ist |1 < [¢'], also o(f(b), f(a)) < ¥ (7).
Weiter ist nach der sphérischen Kettenregel und Bemerkung 4.20 mit £ :=a + 7(b — a)

V(T = (¢5() 0 H)F(E) - b —al = F7(€) - |b—al,

also auch
X(f(0). f(a)) < o(f(b), f(a)) < [7(€) - |b—al.

2. Ist f beliebig, so existiert zu jedem « € [a, b] eine offene Umgebung U, so dass f(z) #
fla)und f(z) # —1/f(«) fiir z € Uy \ {a}. Wegen der Kompaktheit von [a, b] existiert eine
endliche Menge A C [a, b] mit [a,b] C |J,ec 4 Ua- Daher gibt es Punkte 0 = 59 < 51 < ... <
sp =10, dass mit a; := a+s;(b—a) fir j =0,...,n die Bedingungen, aus 1., also f(z) #
fla;) und f(2) # —1/f(a;) auf (a;_1,a;), erfullt sind (beachte: [a;_1,a;] = [a;,a;_1]).
Durch Anwendung von 1. auf die Strecken [a;_1,a;] ergibt sich unter Verwendung der

Dreiecksungleichung fiir x die Behauptung (man beachte dabei, dass > |a;—a;j_1| = [b—aq|
Jj=1
gilt). O

Satz 4.22 (Marty)
Ist Q C C offen, so ist F C M(Q) genau dann normal, wenn F# = {f* . f € F}
beschrinkt ist.

58(a,b) :={a+t(b—a):t € (0,1)} bezeichnet die Strecke zwischen a und b ohne die Punkte a, b.
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Beweis. «<: Es seien a € Q und p > 0 mit B,(a) C Q. Ist z € U,(a), so ergibt sich fiir
f € % mit dem sphérischen Schrankensatz

X(f(2), f(a)) < max f# |2 — a| < |z — a| sup max f#.
[a,z] feZ Bp(a)

Also ist F gleichgradig stetig (an a und damit tiberall). Nach Satz 4.5 ist F normal.
=: Da f +— f7# stetig ist, folgt aus der Normalitiit von .# auch die von .##. Nach
Bemerkung und Definition 4.16 ist .## beschrinkt. |

Bemerkung und Definition 4.23 Es seien f € RT und p ein periodischer Punkt von f.
Ist |A(p)| > 1, so nennt man p abweisend. In diesem Fall ist p € J(f).

Denn: Nach Definition der Julia-Menge gilt J(f™) C J(f) fur alle m € N. Also
kénnen wir annehmen, dass p ein Fixpunkt ist. Ohne Einschrankung sei dabei
p € C (sonst: f,. betrachten). Es gilt

(f™)* () = 1/ () /(1 + [pI*)
und mit der Kettenregel (f™)'(p) = (f'(p))™ = AM(p)™ fiir n € N. Also folgt
(S 0) =A@/ (L +[p*) =00 (n— o0).
Nach dem Satz von Marty ist damit p € J(f).

Beispiel 4.24 Ist f(z) = csinz fiir z € C, so ist 0 € J(f) im Fall |¢] > 1 (vgl. Beispiel
4.14).
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5 Satz von Montel und Konsequenzen

Wir wollen nun einen fiir die komplexe Dynamik zentralen Satz beweisen, den groffen Satz
von Montel. Unser Zugang ist ein vergleichsweise neuer, der auf dem Reskalierungssatz von
Zalcman basiert. Einleitend betrachten wieder die Familie F := {f,, : n € N} ¢ M(C) mit
fn(z) = z™. Nach Beispiel 4.8 ist F etwa an z = 1 nicht normal. Man kann zeigen, dass

e = lm (1+ 5)" — lim (S, 0 n)(C)

n—oo n n—00

mit ¢, (¢) = 14 ¢/n gilt, wobei die Konvergenz lokal gleichmifig auf C ist ([U]). Es zeigt
sich also, dass eine geeignete affin-lineare Skalierung im Argument der f,, an der Stelle 1 zu
einer auf ganz C konvergenten Folge mit nicht-konstanter Grenzfunktion fithrt. Wir werden
beweisen, dass eine entsprechende Aussage ganz allgemein fiir nicht normale Familien gilt.
Fiir a € C, p > 0 und ¢ € C schreiben wir ¢, ,(¢) = a + p¢ und

A(C) :={paq,p:a€C, p>0}

Satz 5.1 (Zalcman-Lemma)

Es seien Q@ C C offen, a € Q und F C M(Q) nicht normal an a. Dann existieren eine
Folge (fy) in F, eine Folge (ay,) in C mit a, — a und eine Nullfolge (ry,) positiver Zahlen
s0, dass fir ¢, = @q, r, gilt:

1. fnopn, € M(D) mit (f, 0 ©,)”(0) =1 fiir alle n € N.
2. Fir alle R < oo existiert ein ng € N mit ¢, (Bgr(0)) C Q fir n > ng und

maX(angDn)#ﬁl (n%oo,nZnR).
Br(0)

Beweis. Es sei (sy,) eine Folge positiver Zahlen mit B, (a) C € und s, — 0. Aus dem
Satz von Marty ergibt sich induktiv die Existenz einer Folge (f,,) in F mit

$,- max f — oo (n — ).
Bs,, /2(a)
Dann gilt auch
M, = max f#(2)(sp—|z—al) > Sn . max f#* = o0 (n — o).
2€B., (a) " ~ 2 B, () "

Durch Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge kénnen wir voraussetzen, dass (M,,) wachsend
ist mit M,, > 1 fir alle n. Wir wihlen a,, € Us, (a) mit

f#(an)(sn - |a'n - a|) = M,
und setzen 7, := 1/f#(a,) fiir n € N. Dann gilt a,, — a fiir n — co und

M,

roMy, = —/—— =
f#(an)
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also insbesondere r, — 0 fiir n — oo und wegen der Dreiecksungleichung
an, + B, (0) = By m, (an) C Bs, (a) (n€N).

Wegen D C By, (0) ist ¢, (D) C Bs, (@) C 2 und damit f,, o ¢, definiert und meromorph
in D.

Nun sei R < oo gegeben und n = ng so gewahlt, dass R < M,,. Sind n > nr und
¢ € Br(0), so gilt ¢, (¢) = ay + rnC € ay + rn B, (0) C Bg, (a) und damit

M, > f#(@n(o)(sn —len(C) — a|) > ff(%(())(sn —lan — a\ —71nlCl)
also mit der sphérischen Kettenregel
(fno %)#(C) = Tnff(@n(o) <

und folglich

T My, B T My, - 1
S — |an — al = ruC] T M — 15|(] 1 —[¢|/Mp

L=rnff(an) = (fn o n)*(0) < max (f, 0 n)*

< — =1 n — o).
Br(0) ~1-R/M, ( )

O

Unter den Bedingungen des Zalcman-Lemmas ist nach dem Satz von Marty fiir beliebiges
R < oo die Familie {f, 0 @n|u,0) : # > nr} in M(Ur(0)) normal. Geeignete (affin-lineare)
Skalierung im Argument fiihrt also zu Normalitdt. Damit erhélt man

Satz 5.2 (Reskalierungssatz von Zalcman)

Es seien Q C C offen, a € Q und F C M(Q) nicht normal an a. Dann existieren eine
Folge eine Folge (fy) in F, eine Folge (v, = @a, r,) in A(C) mit a, — a und r, — 0
sowie eine Funktion g € M(C) mit

max g7 = g%(0) =1

und so, dass fir jedes R < oo die Folge (fn © ¢n)n>ny fir ein geeignetes ngp € N lokal
gleichmaflig auf Ur(0) gegen g konvergiert.

Beweis. Es seien (¢,,) und (f,) Folgen wie im Zalcman-Lemma. Da nach dem Satz von
Marty die Familie {f, o ¢, : n € N} in M(D) normal ist, kénnen wir nach Ubergang
zu einer geeigneten Teilfolge voraussetzen, dass die Folge (f,, o ¢,) in M (D) konvergiert.
Die Grenzfunktion bezeichnen wir mit gp. Wieder nach dem Satz von Marty ist fiir jedes
R < oo die Familie {f, o @n|u,(0) : m > nr} mit geeignetem np normal. Nach dem Satz
von Vitali existiert eine in C meromorphe Fortsetzung g von gp so, dass

an(Pn_>g (n—>oo,n2nR)

lokal gleichmiifig auf Ug(0) gilt. Aufgrund der Stetigkeit von h +— h# folgt (f,00,)* — g7
in C(Ug(0)). Wieder mit dem Zalcman-Lemma ergibt sich ¢#(0) = 1 und ¢#(¢) < 1 fiir
¢eC. m]
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Bemerkung 5.3 (Satz von Hurwitz) Es seien G C C ein Gebiet und (f,) eine Folge in
H(G) mit f, — f € H(G) lokal gleichmifig. Ist f € H(G) nicht konstant, so folgt aus w €
f(G) schon w € f,,(G) bis auf endlich viele n. Die Aussage ist eine direkte Folgerung aus
dem Satz von Hurwitz.?® Sie ist im Allgemeinen falsch, wenn die Grenzfunktion konstant
ist (man betrachte etwa w = 0 und f,, konstant = 1/n auf C). Eine Folgerung aus dem
Satz von Hurwitz ist, dass fiir Gebiete G der Raum

Hoo(G) := H(G) U{f = oo}

abgeschlossen in M (G) ist ([U]). Dies impliziert insbesondere, dass im Fall einer Familie
holomorpher Funktionen % die Grenzfunktion g im Reskalierungssatz von Zalcman eine
ganze Funktion ist.

Satz 5.4 (Montel, grof’)
Es seien Q C Cy offen, F C M(Q) und a € Q. Existiert eine Umgebung U von a so, dass
Flu drei Werte auslisst, das heift #(Coo \ Usesr f(U)) =3, so ist F normal an a.

Beweis. Wir konnen ohne Einschrénkung a € C annehmen und zudem, dass U = U,(a)
eine offene Kreisscheibe ist.
1. Zunéchst die Familie .%# so, dass

0,1,00¢ |J f(U)

feF

gilt. Dann ist .# C H(U) und aus 0 ¢ f(U) fir f € .Z folgt die Existenz m-ter Wurzeln
von f auf U, das heifit, fiir alle m € N existieren h = h,,, € H(U) mit h'™ = f ([0]).%° Fiir
k € N setzen wir

F={he HU): k2 = f fiir ein f € F}.

Wir schreiben S,, := {¢ € S: ("™ = 1} fiir die Menge der m-ten Einheitswurzeln. Wegen
1¢ f(U) fir f € Z ist h(U) NSqx = & fiir alle h € F.

Wir nehmen an, .% sei nicht normal an a. Ist V' C U eine offene Umgebung von a, so
existiert eine Folge (f), in %, die keine auf V lokal gleichméfig konvergente Teilfolge
besitzt. Sind k¥ € N und h,, , € F mit (hmk)'Qk = fn, so hat auch (h, k), keine auf V'
lokal gleichméfig konvergente Teilfolge. Also ist fiir alle k£ € N auch %, nicht normal an a.
Es sei gr € Hoo(C) eine Grenzfunktion zu %, wie im Reskalierungssatz (die dort g heifit).
Dann gilt g?f <1l= g,f (0). Also ist nach dem Satz von Marty {gx : k¥ € N} eine normale
Familie und da g nicht konstant ist, folgt aus Bemerkung 5.3, dass gi(C) NSyx = @ ist. Ist
g € Hoo(C) lokal gleichméfiger Grenzwert einer Teilfolge (g )ker von (gx)ken, so ist

# = 1 # =
g7(0) = lim g7 (0)=1.

59siehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Hurwitz_(Funktionentheorie).
60Wir schreiben hier - m statt m, da es sich um das punktweise Produkt der Funktionen handelt, nicht
um die m-te Iterierte.


https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Hurwitz_(Funktionentheorie)
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Wieder nach Bemerkung 5.3 enthilt g(C) keine 2*-te Einheitswurzel, jetzt aber fiir alle
k € N, das heift g(C) N W = @, wobei W := J,,cySor (man beachte dabei: Sy; O Sy fiir
j > k). Da W dicht in S ist und da g(C) nach Satz 3.13 und Satz B.4 ein Gebiet ist, gilt
g(C) C D oder g(C) C C\D. Im ersten Fall ist g konstant nach dem Satz von Liouville, im
Widerspruch zu ¢g# (0) = 1. Im zweiten Fall liefert die Anwendung des Satzes von Liouville
auf 1/g den gleichen Widerspruch.

2. Nun seien w1, wa, w3 € Coo \Uje 5 f(U) beliebig. Dann existiert eine Mobius-Transfor-
mation ¢ : Co, — Co, die die drei Werte w1, ws,ws nach 0,1, 00 abbildet.®! Wegen der
gleichmiifigen Stetigkeit von ¢ und ¢! ist nach 1. ist die Familie {¢o f : f € %} normal
an a ([U] und Satz 4.5) und mit f = ¢~' oo f fiir f €. dann auch .Z. O

Bemerkung 5.5 Da holomorphe Funktionen den Wert co stets auslassen, ist unter den
Bedingungen des Satzes von Montel eine Familie holomorpher Funktionen .# schon dann
normal an a, wenn % |y zwei Werte in C auslésst.

Fiir A C Co mit 0 € A schreiben wir im Weiteren A, := A\ {0}. Eine erste Folgerung aus
dem Satz von Montel ist

Satz 5.6 (Picard, grof)
Ist f € M(D,) und lasst f drei Werte aus, d. h. #(Co \ f(Dx)) > 3, so hat f ein
meromorphe Fortsetzung nach .52

Beweis. Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass die ausgelassenen Werte 0, co, w
sind (ansonsten: passende Mobius-Transformation nachschalten, vgl. den Beweis zu Satz
5.4). Dann sind f und 1/f holomorph. Definieren wir g,, € H(D,) durch

gn(2) := f(z/n) (neN, zeD,),

so sind 0,00, w & g,(D.) fir alle n. Nach dem grofen Satz von Montel und Satz 4.5 ist
{gn : n € N} normal in M(D,). Also existieren eine Teilfolge (gn)ner von (g,) und ein
g € Hyo (D) mit g, — g fiir I 3 n — oo lokal gleichméfig auf D,.. Ist g nicht konstant = oo,
so ist g € H(D,) und die Konvergenz gilt in H(D,) (vgl. Bemerkung 3.24). Insbesondere
ist daher (g, )ner beschrinkt in (C(K),|| - ||x), wobei K = 271S = {( : |¢| = 1/2}. Also
existiert ein M > 0 mit

FOI<M  und g ()] <M -1

fir ¢ € K, n € I und damit auch |f(n)] < M fir n € n 'K, n € I. Nach dem
Maximumprinzip (in der Version aus [U]) ist daher |f(z)] < M fiir z € 27'D,. Der
Riemannsche Hebbarkeitssatz ([U]) impliziert, dass f an 0 holomorph fortsetzbar ist. Ist
g konstant = oo, so argumentiert man entsprechend mit 1/f statt f. O

61 _ wa—w3 | 2wy iy : o zmwi g _
p(z) = B 2wy ISt im Falle w1, w2, ws € C geeignet, ¢(z) = Py fiir ws = oo.

62Wir man leicht sieht, gilt die (lokale) Aussage schon dann, wenn f drei Werte nur endlich oft annimmt.
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Bemerkung 5.7 (fiir uns im Weiteren wichtig) Ist f ganz, so ergibt sich durch Anwendung
des Satzes von Picard auf die Funktion h(z) = f(r/z) fiir geeignetes r > 0 die folgende
Version des Satzes von Picard fiir ganze Funktionen: Nimmt f mindestens zwei Werte nur
endlich oft an, d. h. existieren a,b € C, a # b, so, dass f~!({a,b}) endlich ist, so ist f
meromorph fortsetzbar nach Co..%% Ist f transzendent, so wird also jeder Wert bis auf
hochstens eine Ausnahme unendlich oft als Funktionswert angenommen! Wird a € C nur
endlich oft angenommen, so nennt man a einen Picardschen Ausnahmewert von f.
Jeder ausgelassene Wert a (also f~!({a}) = @) ist ein solcher, etwa der Nullpunkt fiir
exp. Der Nullpunkt ist aber auch Picardscher Ausnahmewert etwa von P -exp fiir beliebige
Polynome P # 0.

Mit dem Satz von Montel haben wir auch ein starkes Hilfsmittel zur Verfiigung, um weitere
Aussagen zu Fatou- und Julia-Mengen zu machen. Fir f € RT und offene Mengen U C
D(f) setzen wir

E(U) = E(f,U) :=Cs \O*(U)

Im Fall ganzer Funktionen ist stets co € E(U). Wir schreiben dann Ec(U) := CN E(U).

Satz 5.8 Es sei f € RT. Dann gilt

1. Ist U C D(f) offen mit U N J(f) # &, so ist E(U) hochstens zweipunktig und im
Fall ganzer Funktionen Ec(U) hochstens einpunktig.

2. Entweder ist J(f) = D(f) oder J(f) hat keine inneren Punkte.

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus dem groften Satz von Montel. Wir zeigen:
Hat J(f) einen inneren Punkt a, so ist F(f) = @. Dazu sei U := Us(a) C J(f). Da J(f)
invariant ist, folgt OT(U) C J(f), also F(f) C E(U). Nach 1. ist damit F(f) hochstens
zweipunktig und als offene Menge dann leer. |

Bemerkung 5.9 1. Fiir d € Z mit |d| > 1 sei g4 definiert ist durch g4(z) = z¢. Dann ist
J(gq) = S und E(gq,U) = {0,00} C F(gq) fiir alle offenen U C C, mit U NS # @ ([U]).
Dies zeigt, dass E(U) zweielementig sein kann.
2. Nach Satz 4.15 ist J(f) fiir Polynome f kompakt in C und damit hat J(f) nach Satz 5.8
keine inneren Punkte. Andererseits gibt es transzendente Funktionen, deren Julia-Menge
ganz C ist. So kann man zeigen, dass etwa J(exp) = C gilt.%? Weiterhin gibt es auch
rationale Funktionen f mit J(f) = Cu, etwa f(z) = (22 +1)/(42(2%2 — 1)) oder auch
flz)=1-2/2255

63In diesem Fall ist f ein Polynom.

64Einen Beweis findet man zum Beispiel in Morosawa, S., Nishimura, Y., Taniguchi, M., Ueda, T.

Holomorphic Dynamics, Cambridge University Press, Cambridge, 2000
65siehe etwa L. Carleson, T.W. Gamelin, Complez Dynamics, Springer, New York, 1993.
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Bemerkung und Definition 5.10 Es seien X # @ eine Menge, f: X — X und a € X.
Wir setzen
0~ (a) == |J f"(a})
neN
Fiir surjektive f ist O~ (a) # @. Ist U C X, so ist nach Definition a € OF(U) genau dann,
wenn O~ (a) NU # @ ist. Aus O~ (a) NOT(U) # @ folgt zudem a € OT(U).

Denn: Es sei z € O~ (a)NOT(U). Sind n,k € N mit f*(z) = a und z € f*(U),
so gilt a = f*(x) € f*(fF(U)) = f*HH(U) C OF(U).

Bemerkung und Definition 5.11 Es seien f € RT 0 und U C D(f) eine offene Menge
mit

UnJ(f) # 2.
Nach Satz 5.8.1 ist #E(U) < 2 bzw. #Ec(U) < 1. Ist f rational mit #E(U) = 2, so ist

f vermittels einer Md&biustransformation h konjugiert zu g; aus Bemerkung 5.9 fiir ein d
([0]). Nach Satz 4.10 ist J(f) = h(S) 7 und aukerdem

E(U) = h({0,00}) C h(C \S)) = F(f).

Ist f rational mit #E(U) = 1, also E(U) = {a} fiir ein a = ay € Cx, so ist O~ (a) # @
wegen der Surjektivitdt von f und

O~ (a) = {a}

(wire a # 2z € O (a), so wire z € O%(a) und nach Bemerkung und Definition 5.10
damit a € OF(a), also Widerspruch). Dann ist f vermittels einer Mobius-Transformation
konjugiert zu einem Polynom ([U]). Daher kann man sich im Wesentlichen bei der Untersu-
chung von E(U) auf ganze Funktionen zu beschrénken.

Es sei also f eine ganze Funktion. Ist #E¢(U) = 1, also E¢(U) = {a} fiir ein a = ay, so
ist nach Bemerkung und Definition 5.10

0~ (a) € {a}.

Einen Punkt a € C mit O~ (a) C {a} heift Montelscher Ausnahmewert von f. Ist a
ein Montelscher Ausnahmewert, so ist entweder O~ (a) = &, das heikt a € f(C) (wie etwa
a =0 bei f(z) = e*) oder aber O~ (a) = {a} und damit a ein Fixpunkt (wie etwa a = 0 bei
f(z) = 2% oder auch bei f(z) = ze* ). Jeder Montelsche Ausnahmewert ist natiirlich auch
ein Picardscher Ausnahemwert. Wir schreiben M (f) fiir die (in Fall transzendenter f nach
dem Satz von Picard hochstens einpunktige) Menge der Montelschen Ausnahmewerte. Wie

oben gesehen gilt
Be(U) € M(f). (5.1)

66Wie bereits erwanhnt ist J(f) stets nichtleer, was wir im Weiteren nutzen, aber nur fiir Polynome
bewiesen haben.

67also perfekt in Coo, da Bilder perfekter kompakter Mengen unter Hom&omorphismen perfekt und
kompakt sind. Tatséchlich ist hier h(S) ein Kreis auf der Sphére.
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Ist f ein Polynom und a € M (f), so ist O~ (a) = {a} da f keinen Wert in C auslésst. Also
hat die Gleichung f(z) — a = 0 nur die Losung a. Mit Linearfaktorzerlegung gilt

f(z)—a=c(z —a)?

mit d = deg(f) > 2 und einer Konstante ¢ # 0. Dies sind also die einzigen Polynome, bei
denen ein Montelscher Ausnahmewert existiert. In diesem Fall ist zudem a ein superattrak-
tiver Fixpunkt und damit a € F'(f). Also ist bei Polynomen stets Ec(U) C F(f).

Satz 5.12 Es seien f € RT und U C D(f) offen mit UN J(f) # @.

N
1. Ist f rational, so existiert ein N in N mit |J fm(UNJ(f)) = J(f).

n=1

2. Ist f transzendent, so ist J(f)\ M(f) C O (U NJ(f)) C J(f).

Beweis. Zunichst sei f € RT beliebig. Da J = J(f) invariant ist gilt f*(U N J) C
fO)yn f(J) c f"(U)NJ und da J auch riickwérts invariant ist, ergibt sich zudem D
(ist a € f"(U)NJ und z € U so, dass a = f™(z), so ist z € J und damit a € f"(U N J)).
Also ist fM(UNJ) = f*(U)NJ fir alle n € N und damit auch

orUunJ)y=0"U)NJ.

Ist f transzendent, so ergibt sich 2. damit aus (5.1). Ist f rational, so ist E(U)NJ = &,
also OT(U)NJ = J und damit

U mwnn=o0twni =
neN
Da f™(U) fir alle n € N offen in C ist, ist f*(U) N J offen in J fir alle n. Da J

als abgeschlossene Teilmenge von C., (iiberdeckungs-)kompakt ist, existiert ein N mit
UN, rwndJ)=J. u|

Bemerkung 5.13 Aus Satz 5.12.1 ergibt sich fiir rationale f € RT: Das dynamische
System (f, J(f)) ist transitiv und fiir jedes a € J(f) ist O~ (a) nach Bemerkung und
Definition 5.10 dicht in J(f).%® Fiir transzendente f ist O~ (a) fiir jedes a € J(f) \ M(f)
dicht in J(f) \ M(f). Insbesondere ist O~ (a) eine abzihlbare dichte Teilmenge von J(f)
bzw. J(f)\ M(f), also J(f) stets separabel.%”

Es gibt transzendente Funktionen ohne Fixpunkte, etwa f(z) = z 4+ e*. Auf der anderen
Seite kann man zeigen:

68Die Dichtheit von O~ (a) in J(f) kann genutzt werden, um Bilder von J(f) zu erzeugen (Inverse
Iteration Method, kurz IIM; siehe etwa https://en.wikipedia.org/wiki/Julia_set). Man startet mit
einem beliebigen a € J(f) und berechnet sukzessive die iterierten Urbilder. Die Vereinigung dieser Mengen
fullt J(f) dicht auf.

69Man kann allgemein zeigen, dass Teilmengen separabler metrischer Rdume separabel sind.


https://en.wikipedia.org/wiki/Julia_set
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Satz 5.14 Ist f transzendent, so hat f unendlich viele periodische Punkte der Periode zwei
oder es existiert ein Fizpunkt, der kein Picardscher Ausnahmewert ist.

Beweis. Wir betrachten die Funktion

g:=(fof—idc)/(f —idc) € M(C)\ {0, 00}.

Ist g(a) = 0, so ist a ein Fixpunkt von f o f, ist g(a) = oo, so ist a ein Fixpunkt von f
und ist g(a) = 1, so ist f(a) ein Fixpunkt von f o f. Da f kein Polynom ist, ist g keine
rationale Funktion: Angenommen, es ist ¢ = P/Q mit Polynomen P, Q # 0, also

(fof)Q— fP=idc(Q - P).
Fiir w € Cund z € f~'({w}) ist

fw)Q(z) —wP(z) = 2(Q(2) - P(2)).

Da beide Seiten Polynome in z sind, gilt die Gleichheit fiir alle z € C, falls w kein
Picardscher Ausnahmewert von f ist. Da dies fiir alle w € C mit héchstens einer Ausnahme
gilt, ergibt sich durch Differenzieren nach w die Konstanz von P/Q und f'(w) = P/Q fir
alle w. Andererseits ist mit f auch f’ transzendent, also ergibt sich ein Widerspruch.

Da g nicht rational ist, ist g(1/-) € M((Cs)«) nicht meromorph fortsetzbar an 0.7 Nach
dem Satz von Picard nimmt g einen der Werte 0, 1, co unendlich oft an. Gilt dies fiir 0 oder
fiir 0o, so hat f unendlich viele periodische Punkte der Periode 2. Ist g~*({1}) unendlich,
so ist jeder Punkt in W := f(g~*({1})) ein Fixpunkt von f. Ist W unendlich, so existieren
unendlich viele Fixpunkte. Ist W endlich, so existiert ein a € g7*({1}) mit f(a’) = f(a)
fiir unendlich viele a’ € g7({1}). Fiir f(a) gilt dann die zweite Alternative. i

Bemerkung 5.15 Sind f € RT und a so, dass O~ (a) ¢ {a}, so ist O~ (a) unendlich

Denn: Es existiert ein z # a mit f(z) = a. Ist f transzendent, so ist a oder z
kein Picardscher Ausnahmewert. Also hat einer der beiden Punkte unendlich
viele Urbilder. Ist f rational, so sieht man induktiv, dass a mindestens n + 1
Urbilder unter f™ hat. Damit ist auch hier O~ (a) unendlich.

Satz 5.16 Fir f € RT ist J(f) unendlich und fiir transzendente f ist J(f) unbeschrinkt
in C.

Beweis. Es sei f rational. Dann existiert nach Bemerkung und Definition 5.11 kein a € J
mit O~ (a) C {a}. Nach Bemerkung 5.15 ist J wegen der Riickwérts-Invarianz unendlich.
Also konnen wir uns auf den Fall transzendenter f beschrianken. Da J(f) D J(f o f)

7TOhaben wir bereits im letzten Abschnitt in einer Fufinote erwsnht, aber nicht bewiesen
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gilt, kdnnen wir nach Satz 5.14 ohne Einschrénkung annehmen, dass f unendlich viele
Fixpunkte oder einen Fixpunkt mit unendlich vielen Urbildern hat. Nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrat und dem Identitétssatz ist dann die Menge der a € C mit f™(a) = f(a)
fiir alle n € N unbeschénkt.

Angenommen, J sei beschrénkt, also J C B,(0) fiir ein p > 0. Wir setzen

U :=C\ B,(0) C F(f)

und zeigen: Es existiert eine Folge (gx) in (f) mit g — oo lokal gleichméfig auf U. Dies
steht aber im Widerspruch dazu, dass ein ¢ € U mit f”(a) = f(a) fiir alle n € N und damit
gr(a) = f(a) oder gr(a) = a existiert.

Nach Bemerkung und Definition C.1 reicht es zu zeigen: Es existiert eine Folge (gx)
in (f) fiir die jede auf U lokal gleichméafiig konvergente Teilfolge gegen oo konvergiert.
Angenommen, dies ist nicht der Fall. Dann existieren dann zu jeder Folge (gx) in (f) ein
g € H(U) und eine auf U lokal gleichméfig gegen g konvergente Teilfolge (gi)er. Nach
Bemerkung 3.24 ist die Konvergenz lokal norm-gleichméfig und nach dem Maximumprinzip
konvergiert dann (gx)res lokal norm-gleichméafig auf C (man beachte dabei: (gi)ger ist
eine Cauchy-Folge in (C(2pS),| - ||2ps) und nach dem Maximumprinzip dann auch in
((C(B2,(0)), | * | By, (0)); Vel. [U]). Dann ist aber F(f) = C, im Widerspruch zu J(f) # @.
O

Da J(f) abgeschlossen in D(f) ist, ist J(f) (mit der Spurmetrik von C bzw. C.,) ein
vollstdndiger metrischer Raum. Wir haben bereits gesehen, dass J(f) im Fall J(f) # D(f)
keine inneren Punkte hat. Wir zeigen nun, dass andererseits Julia-Mengen stets perfekt
(und wegen der Vollstandigkeit damit insbesondere iiberabzéhlbar) sind. Genauer gilt:

Satz 5.17 Fir f € RT ist J(f) perfekt und separabel. Auferdem ist (f,J(f)) transitiv
und w(a) = J(f) fir eine dichte Gs-Menge von Punkten a € J(f).

Beweis.

Nach Satz 5.16 ist J(f) unendlich. Damit ist fiir jedes a € J auch J\ O (a) unendlich: Ist
f(a) periodischer Punkt, so ist O (a) endlich und daher J\ O%(a) unendlich. Ist f(a) kein
periodischer Punkt, so ist O~ (f(a)) unendlich nach Bemerkung 5.15. Ist z € O~ (f(a)), so
ist 2 € J wegen der vollstindigen Invarianz von J. AuRerdem ist z € OT(a) (sonst wiire
z = f¥(a) fiir ein k € N, also f(a) = f*"T*~1(f(a)) fir n € N mit f*(z) = f(a), und damit
f(a) periodisch). Also ist wieder J \ O (a) unendlich.

Ist nun U offen mit a € U, so unterscheiden sich J und O*(U N J) nach Satz 5.12 um
hochstens einen Punkt. Also ist OT(U N J)\ O (a) unendlich. Ist w € OT(UNJ)\ OF(a)
und sind ( e UNJ, n € N mit f™(¢) = w, so ist { # a. Also ist a« Haufungspunkt von J.
Damit ist J perfekt.

Da kein Punkt in J (also insbesondere kein moglicher Montelscher Ausnahmewert) isoliert
ist, ist nach Bemerkung 5.13 stets (f,.J) transitiv und J separabel. "' Die letzte Aussage

"1 Tats#chlich man kann zeigen, dass Teilmengen separabeler Riume stets separabel sind.



45

folgt daher aus dem Transitivitétssatz. O

Als weitere Anwendung des Reskalierungssatzes beweisen wir, dass stets eine dichte Menge
periodischer Punkte in der Julia-Menge existiert. Nach Bemerkung und Definition 4.23
liegen abweisende periodische Punkte stets in J. Es gilt:

Satz 5.18 Es sei f € RT. Dann st ist die Menge der abweisenden periodischen Punkte
dicht in J(f) und (f,J(f)) chaotisch.

Beweis. Wegen Satz 5.17 reicht es, die erste Aussage zu beweisen. Dazu sei M Menge
aller Punkte a € J mit w(a) = J (oder gleichbedeutend mit in J dichtem Orbit O (a)).
Da M nach Satz 5.17 dicht in J ist, reicht es zu zeigen: Ist a € M und ist U C D(f) eine
Umgebung von a, so existiert ein abweisender periodischer Punkt in U.

Es seien also a € M und U eine offene Umgebung von a. Nach dem Reskalierungssatz
existieren Folgen (ay) mit ar — a, (pg) mit pr — 0, (ng) mit ny — oo sowie eine nicht
konstante ganze Funktion g so, dass fiir ¢r = @a, ..

ff o =g (k— 00)

gleichmiRig auf allen Br(0) gilt (wobei k > kg). Da O"(a) dicht in J ist und g nach dem
Satz von Picard hochstens einen Wert auslésst, ist O (a) NU Ng(C) nichtleer. Es sei w € C
mit g(w) € O%(a) NU C J. Dann existiert eine offene Umgebung V von w mit g(V) Cc U
und ¢'(z) # 0 fiir z € V' \ {w} (beachte: Z(¢') ist diskrete Menge). Da g(V \ {w}) offen
und J perfekt ist, gilt JNg(V\{w}) # @, und da O (a) dicht in J ist, existieren ein j € N
und ein ¢ € V \ {w} mit ¢g(¢) = f7(a). Mit ¢ — a gleichmiRig auf allen Br(0) folgt
frropr—flopr—g—f(a) (k- o0)

gleichmiRig auf allen Br(0). Da ¢ Nullstelle von g — f7(a) ist, existieren nach dem Satz
von Hurwitz (Bemerkung 5.3) Punkte (; mit ¢, — ¢ und

S (e (Ce)) = 7 (or(Cr)) =t i

fiir k& geniigend grok. Also ist 7 ein Fixpunkt von f™*~J und damit ein periodischer Punkt
von f fir k geniigend grofs. Aus ¢ (Ck) = ax + prx — a folgt

e — f(a) =g(¢) €U
fiir kK — oo, also n; € U fiir k geniigend groft. Schlieflich gilt, wieder fiir k geniigend grof,
(f™ o @r) (Ck) = (f™ 7 o fTopr) (C) = (F™ ) (k) - (F1) (0x(Ck)) - pi-
Aus
() (rGr) - o = () (@) -0=0 (k — o0)
und
(f™ o @r)'(Gr) = () #0 (k= o0)

folgt (f™=7)"(nx) — oo fiir k — oco. Damit sind die 7, abweisend fiir k geniigend grof. O
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Bemerkung 5.19 Ist f rational, so ist f gleichmifig stetig. Mit &hlicher Argumentation
wie in Bemerkung und Definition 4.13 sieht man, dass J(f™) = J(f) fiir jedes m € N gilt
([0]). Mit Satz 5.18 kann man zeigen, dass genauer als in Satz 5.12.1 fiir jedes offene U mit
UNJ(f) # @ ein N € N existiert mit f~(U N J(f)) = J(f). Dies zeigt: Fiir rationale f
ist das dynamische System (f, J(f)) exakt.

...genau
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A Der Satz von Baire

Im ersten Abschnitt verwenden wir ein recht elementares Ergebnis der Analysis, das in
vielen Situationen &uferst niitzlich ist:

Satz A.1 (Baire) Es sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum. Ist (U,) eine Folge

offener Mengen so, dass Uy, dicht in X ist fiir alle n € N, so ist auch (), oy Un dicht in X.

Beweis.”™ Es seien a € X, ¢ > 0. Zu zeigen ist: Be(a) N[,y Un # @. Wir setzen
Ap := B:(a). Da U; dicht in X ist, ist U.(a) N Uy # @ und offen. Also existieren b € X,
0 <6 <1/2mit Ay := Bs(b) € AgNU;. Dabei ist diam(A4;) < 26 < 1. Da Uy dicht
in X ist, ist Us(b) N Uz # @ und offen. Mit gleicher Argumentation wie vorher existiert
eine abgeschlossene Kugel Ay C A1 N Uz mit diam(A;) < 1/2. Induktiv erhélt man so eine
Folge (A,,)nen abgeschlossener Kugeln mit

A, CA,_1NU, CAyNU,

und diam(A4,) < 1/n. W&hlt man z; € A;, so ist (x;) wegen diam(A;) — 0 eine Cauchy-
Folge. Da X vollstdndig ist, existiert ein x € X mit z; — « fiir j — co. Ist n € N, so
gilt x; € A; C A, fiir j > n, also x € A, C Ay NU,, da A,, abgeschlossen ist. Damit ist
T EAoﬂﬂneN U,. ]

Bemerkung und Definition A.2 In vollstdndigen metrischen Rdumen (X, d) sind nach
dem Satz von Baire abzdhlbare Schnitte offener, dichter Mengen dichte Gs-Mengen. Ent-
hilt M C X eine dichte Gs-Menge, so nennt man M residual in X. Der Satz von Baire
zeigt, dass abzéhlbare Schnitte residualer Mengen wieder residual sind.

2Fiir A C X ist diam(A) := sup{d(=,y) : =,y € A} der Durchmesser von A.
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B Zusammenhangende Mengen

Wir stellen Begriffe und Ergebnisse aus der Topologie zusammen, die fiir im Rahmen
dynamischer Systeme eine wichtige Rolle spielen.

Bemerkung und Definition B.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

1. (X, d) heifsst zusammenhiingend, falls gilt: Sind U, V' C X offen mit X = UUV und
UNV =g,s0ist U =@ oder V = &. Andernfalls heiflt X unzusammenhingend.

2. M C X heift zusammenhingend, falls (M, dys) zusammenhingend oder M = &
ist.

Aus der Definition ergibt sich sofort, dass X genau dann zusammenhingend ist, wenn X
und @ die einzigen in (X, d) sowohl offen als auch abgeschlossenen Mengen sind. Weiter
sicht man leicht ([U]), dass eine Teilmenge von M genau dann offen in (M, dy;) ist, wenn
sie von der Form U N M fiir eine in (X,d) offene Menge U ist. Also ergibt sich aus
obiger Definition, dass M C X genau dann unzusammenhéngend ist, wenn offene Mengen
U,V CX existierenmit M CUUV, UNM#2, VAM#@udUNVNM=g. Man
kann leicht zeigen ([U]), dass dies dquivalent dazu ist, dass M zerlegt werden kann in zwei
nichtleere Mengen A, B mit ANB =@ und BNA= 2.

Bemerkung B.2 Sind X, Y metrische Rdume, ist X zusammenhéngend und ist f : X —
Y lokal konstant, so ist f konstant.

Denn: Es sei ¢ € f(X). Dann ist A := {2 : f(x) = ¢} nichtleer, abgeschlossen
(da f stetig ist) und offen (da f lokal konstant ist). Also ist A = X.

Satz B.3 Fine nichtleere Teilmenge M wvon R ist genau dann zusammenhdngend, wenn
sie ein Intervall ist.

Beweis. =: Es sei M C R kein Intervall. Dann existieren Punkte a,b,c mit a < ¢ < b
und a,b € M,c ¢ M. Folglich gilt fir U := (—o0,¢) und V := (¢, )

McUUV, UnNM#92, VAM+o wd UNVAM=2,

also ist M unzusammenhéangend.

<: Angenommen, M ist unzusammenhéngend. Dann existieren offene Mengen U,V in R
mit M CUUV, UNM#2, VNM#2undUNVNM=0g.

Esselena € UNM, b€ VN M. Dann ist a # b (und dann ohne Einschrankung a < b). Da
M ein Intervall ist, gilt [a,b] C M. Wir setzen £ := sup(UN[a, b]). Da U offen ist, gilt £ > a.
Angenommen, es ist £ € V. Da V offen ist, existiert dann ein a < ¢ < £ mit (¢,&] C V.
Nach Definition des Supremums ist (¢,§] N U # @ und damit auch U NV N M # @.
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Widerspruch. Damit gilt £ € V. Da M C UUV ist, folgt £ € U. Da U offen und € < b ist,
widerspricht dies der Definition von &. |

Der folgende Satz zeigt, dass sich der Zusammenhang einer Menge unter stetigen Abbild-
ungen auf die Bildmenge iibertragt.

Satz B.4 Es seien (X,d), (Y,dy) metrische Riume und f : X — Y stetig. Ist X
zusammenhdngend, so ist auch f(X) zusammenhdngend.

Beweis. Es sei B C f(X) offen und abgeschlossen. Dann existieren eine in (Y, dy) offene
Menge U und eine in (Y, dy ) abgeschlossene Menge A mit B=UNf(X) = AN f(X). Aus
der Stetigkeit von f folgt, dass f~1(B) = f~1(U) = f~1(A) offen und abgeschlossen in
(X,d) ist. Da X zusammenhiingend ist, ist f~!(B) = @ oder f~}(B) = X. Im ersten Fall
ist B = @ und im zweiten gilt f(X) = f(f~%(B)) C B, also B = f(X). Damit ist f(X)
zusammenhéngend. O

Als Konsequenz aus Satz B.3 und Satz B.4 ergibt sich folgender Zwischenwertsatz:

Satz B.5 Es sei (X,d) ein zusammenhdngender metrischer Raum. Ist f: X — R stetig,
so ist f(X) ein Intervall.

Beweis. Nach Satz B.4 ist f(X) zusammenhéngend, also nach Satz B.3 ein Intervall. O

Bemerkung B.6 Essei (X, d) ein metrischer Raum. Sind A, (« € I) zusammenhéingende
Mengen in X mit (] A, # &, so ist |J A, ebenfalls zusammenhéngend.
a€cl ael

Denn: Wir setzen A := |J A,. Es seien U und V in X offene Mengen mit
a€cl
ACUUV und ANU # @ sowie ANV £ 3. Istx € [ Aa, s0ist z € UUV.
acl
Ohne Einschrankung sei z € U. Weiter existiert ein o € I mit A, NV # @.

Aus x € A, NU folgt auch A, NU # @. Da A, zusammenhéngend ist, folgt
Ao NUNV # @. Damit ist auch ANUNV # @.

Bemerkung und Definition B.7 Da Strecken [u,v] C C nach den Sétzen B.3 und B.4
zusammenhédngend sind, sind sternférmige offene Mengen X C C nach Bemerkung B.6
zusammenhéngend, also Gebiete (falls nichtleer).
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C Kompaktkeit

Bemerkung und Definition C.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann heifst X

1. folgenkompakt oder kurz kompakt, falls jede Folge in X eine konvergente Teilfolge
hat.

2. prikompakt oder auch total beschrinkt, falls zu jedem £ > 0 ein endliche Menge
F C X mit X =J,cp U:(z) existiert.

Weiter heifit M C X kompakt bzw. prakompakt, falls (M,d|pxar) kompakt bzw.
prakompakt ist. Schlieflich heifft M relativ kompakt, falls jede Folge in M eine in
X konvergente Teilfolge besitzt. Ist M relativ kompakt, so ist eine Folge (a,,) im M schon
dann konvergent, wenn alle konvergenten Teilfolgen den gleichen Grenzwert haben.
Weiter ist M relativ kompakt genau dann, wenn M kompakt ist und auferdem ist jede
kompakte Teilmenge abgeschlossen in X.

Da Cauchyfolgen mit konvergenter Teilfolge konvergieren, sind kompakte Rdume vollstéan-
dig. Préaziser gilt

Satz C.2 FEin metrischer Raum X ist genau dann kompakt, wenn er vollstindig und
prakompakt ist.

Beweis. = Angenommen, es existiert ein ¢ > 0 so, dass X # (J,p U: () fiir alle endlichen
Mengen F' C X. Wir definieren induktiv eine Folge (z,,)nen in X so, dass d(xj,zx) > €
fiir alle j, k mit j # k gilt. Dazu wahlen wir z; € X beliebig und nehmen an, dass wir
Z1,...,&n € M mit d(z;,zx) > e fiir j,k =1,...,n,j # k bereits definiert haben. Nach
Annahme existiert dann ein x € X \ U;L:1 Uc(zj). Mit x4 := @ ist also d(zp41,25) > €
fir j = 1,...,n. Damit ist (x,) wie gewlinscht. Die Folge (z,) hat keine konvergente
Teilfolge, also Widerspruch.

< Da X priakompakt ist, existiert zu jedem n € N eine endliche Menge F;,, C X mit

X = U Ul/n(y)'
yeF,

Es sei () en eine Folge in X. Da Fj endlich ist, existiert ein y; € Fy so, dass
I = {] eN: T; € Ul(yl)}
unendlich ist. Entsprechend existiert ein ys € F5 so, dass

Iy = {j el: T; € U1/2(y2)}

unendlich ist. Induktiv erhélt man auf diese Weise eine Folge (y,,) und eine Folge (1)
unendlicher Mengen mit 1,11 C I, C N mit z; € Uy, (y,) fiir j € I,,. Setzt man jo := 1
und wihlt fiir jedes k € N ein ji, € I}, mit jg > jr_1, so ist jr. > k und x5, € Uy (yx) fiir
m > k, also d(zj,,,z; ,) < 2/k f"ur m,m’ > k und damit (z;, ) eine Cauchy-Folge in X.
Da (X, d) vollsténdig ist, ist (z;, ) konvergent. O
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Bemerkung C.3 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Als Folgerung aus Satz C.2 ergibt
sich: Jede relativ kompakte Teilmenge ist prdkompakt und im Fall, dass X vollstdndig ist,
sind relative Kompaktheit und Prakompaktheit dquivalent.

Denn: Ist M C X relativ kompakt, so ist M kompakt, also auch prikompakt.
Ist &€ > 0, so existiert eine endliche Menge F C M mit M C J,cp Ue/a(2)."
Wihlt man zu x € F ein y € M mit d(z,y) < €/2, so ist U-(y) D Ue o(x).
Damit kann M mit endlich vielen e-Kugeln mit Mittelpunkten in M iiberdeckt
werden. Ist X vollstindig, so ist M fiir alle M C X vollstindig. Ist dabei M
priakompakt, so ist auch M prakompakt, also dann auch kompakt.

Schieflich verwenden wir noch, dass X genau dann (folgen-)kompakt ist, wenn X {iber-
deckungskompakt ist, d. h. fiir jedes System % offener Mengen mit X = (J;4, U existiert
eine endliches Teilsystem & mit X = (Jyco U 4

73Die Kugeln Us(x) werden hier in X betrachtet.
74siehe etwa D. Werner, Funktionalanalysis, Springer, Berlin, 2005, Satz B.1.7.
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