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1 Gewodhnliche Differenzialgleichungen: Definition und
Beispiele

Differenzialgleichungen sind Gleichungen, in denen eine unabh#ngige Variable, Funktio-
nen und Ableitungen der Funktionen auftauchen. Dabei bezeichnen wir die unabhingige
Variable meist mit ¢ (Zeit).

Definition 1.1 Es sei D C R x K? offen, und es sei f : D — K¢ stetig. Wir schreiben ein
Element aus R x K¢ meist in der Form (¢, z), wobei ¢ € R und x € K ist.

1. Eine (gewohnliche) Differenzialgleichung (1. Ordnung) ist eine Gleichung der
Form

a'(t) = f(t,=(t)) (1.1)
oder kurz

¥ = f(t,x),

wobei z/(t) = () (t), ...,z (t)). Ist d = 1, so spricht man auch von einer skalaren
Differenzialgleichung, im Falle d > 1 dagegen auch von einem System gewdhn-
licher Differenzialgleichungen (1. Ordnung). Um einen Eindruck der durch die
rechte Seite f gemachten Vorgabe zu bekommen, betrachtet man zur Veranschauli-
chung im skalaren Fall gelegentlich entsprechende Richtungsfelder, also Vektorfelder
{1, f(t,z)) : (t,z) € E.}, wobei E eine diskrete Teilmenge von D ist.

Abbildung 1: Richtungsfeld fiir f(t,z) = tx.

2. Ist T C R, so heit eine Funktion ¢ : T — K% bzw. das Paar (p,T) eine Lésung der
Differenzialgleichung (1.1) falls ¢ differenzierbar auf T ist, falls

graph(p) = {(t, (1)) : t€ T} C D
gilt, und falls (1.1) fiir alle ¢ € T erfiillt ist, d. h.
P(t)=ftet)  (teT).
3. Ist (u,v) € D, so heifit ein Gleichungssystem der Form

¥ = f(t,x), z(u) =v (1.2)
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ein Anfangswertproblem fiir die Differenzialgleichung (1.1) (kurz: AWP) und die
Gleichung z(u) = v Anfangsbedingung. Ist I ein Intervall mit v € I und ist
(¢,I) eine Losung von (1.1) mit p(u) = v, so heifit ¢ bzw. (p,I) Losung des
Anfangswertproblems (1.2).

Bevor wir uns mit der allgemeinen Theorie beschéftigen, betrachten wir einige einfache
Spezialfille mit Anwendungsbeispielen.

Bemerkung und Definition 1.2 Sind 7' C R offen und D = T x K, so heif}t eine Glei-
chung der Form
¥ = f(t,x) = a(t)x + b(t)

mit stetigen Funktionen a : T'— K und b : T — K eine skalare lineare Differenzialglei-
chung (1. Ordnung). Ist b = 0, so spricht man von einer homogenen Gleichung.

Bei skalaren linearen Differenzialgleichungen 1. Ordnung kénnen die Losungen mittels In-
tegration bestimmt werden. Genauer gilt:

Satz 1.3 Es seien T C R offen und a,b: T — K stetig. Sind uw € T und v € K, so hat fiir
jedes Intervall I CT mitu € I das Anfangswertproblem

' =a(t)r + b(t), x(u) =v (1.3)

genau eine Lisung ¢ auf I, die mit a(t) := fut a(s)ds fiirt € I gegeben ist durch

gmt)ea@>(v4j/tea“>b@gds) (tel.

Beweis. Es gilt ¢(u) = e*(Wy = v und

¢@:M%@@+/lﬂ%@$ymwwﬂ%m:wwm+w)@en

u

Also ist ¢ Losung des Anfangswertproblems auf I.
Ist (¢, ) eine weitere Losung auf I und ist §(t) := (¢ — ¥)(t)e= "), so gilt

8'(t) = (&' (1) = ¢/ (t))e™* = (p(t) — v(t))e *Wa(t) =0 (tel).

Da I ein Intervall ist, folgt 6(¢) = d(u) = 0 fiir ¢ € I und (da exp nullstellenfrei ist) auch
p=1 auf I . a
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Beispiel 1.4 1. Sind I = R, A € K und a = Al sowie b = 0, so ist a(t) = (¢t — u)A und
damit ¢ : R — K mit
o(t) = ve™WA (1 e R)

die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems
2/ () = \x(t), x(u) =v

auf R. Ist v > 0, so ergibt sich im Fall A > 0 ein exponentielles Wachstum und im Fall
A < 0 ein exponentielles Abklingen der Lésung ¢ fiir ¢ — co. Fiir A = ¢ und u = 0 ist

o(t) = ve' = v(cost +isint) (t€R).

Abbildung 2: e fiir ¢ € [0, 107].

2. Es seien T'= R und a(t) = ¢t sowie b(t) = p € K. Dann ist die Losung des Anfangswert-
problems
' = a(t)r + b(t) = tx + p, z(0) = v

wegen «a(t) = t2/2 gegeben durch

¢
o(t) = et/ (v +,u/ e /2 ds) (t € R).
0

-

RSN

00f = = = = = - e

Abbildung 3: Richtungsfeld und Lésung fiir p = 0 und v = 1/5.

Wir betrachten einen zweiten Typ skalarer Gleichungen, bei denen ggfs. Losungen per
Integration berechnet werden kénnen.
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Bemerkung und Definition 1.5 Es seien T, X offen, D =T x X und f von der Form
f(t,x) = h(t)g(x) mit stetigen h: T — R und ¢g: X — R, also

Dann spricht man von einer Differenzialgleichung mit getrennten Verinderlichen
oder auch von einer separierbaren Differenzialgleichung. Ein wichtiger Spezialfall ist
gegeben durch h = 1g, also

o’ =g(x).
Solche Gleichungen nennt man autonom. Ist v eine Nullstelle von g, so ist die konstante
Funktion ¢ = v1; fiir jedes Intervall I C T und jedes u € I eine Losung des Anfangswert-
problems

' = h(t)g(x), x(u) = v. (1.4)

Man nennt ¢ triviale oder stationére Losung.

Satz 1.6 Es seien T, X ein offene Intervalle, h : T — R, g : X — R stetig, u € T und
v € X mit g(v) # 0. Weiter seien J C X ein Intervall mit v € J und g(x) # 0 firxz € J
sowie .
H(t) := / h(s)ds (teT) G(zx) := /I ds
u ’ v 9(s)
Dann ezistiert auf jedem Intervall I C T mit w € I und H(I) C G(J) genau eine Lisung
(¢, I) des Anfangswertproblems (1.4). Diese erhdlt man durch Auflésen der Gleichung

(x e J).

nach z, also p = G1 o H|j.

Beweis. Nach dem Zwischenwertsatz ist g > 0 auf J oder g < 0 auf J. Wegen G’ = 1/g ist
G daher streng monoton auf J. Also besitzt G eine stetig differenzierbare Umkehrfunktion
G™!':G(J) = J. Ist I C T ein offenes Intervall mit « € I und H(I) C G(J), und ist
p:=G 1oH, sogilt p(u) =G H(H(u)) = G1(0) = v und

h=H = (Goyp) =((1/g)cp)¢,

also ¢/ = h(gop). Ist ¢ : I — J eine weitere Losung des Anfangswertproblems, so gilt
' = h(g o) auf I und damit nach der Substitutionsregel

P(t) t t
Glu(t) = / 1/g = / ((1/g) o)/ = / h=H(t) (el

= (u)
also auch ¥(t) = G1(H(t)) = ¢(¢) fiir t € I. O
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Bemerkung 1.7 1. Oft verwendet man Satz 1.6 lokal : Ist g(v) # 0, so existiert ein
offenes Intervall J C X mit v € J und g(z) # 0 auf J. Ist u € T, so existiert dann wegen
H(u) = 0 = G(v) auch ein offenes Intervall I C T' mit H(I) C G(J). Damit sind Existenz
und Eindeutigkeit einer Losung des Anfangswertproblems lokal (also auf einer Umgebung
von u) garantiert und die Losung kann lokal durch Auflésen der Gleichung H(t) = G(x)
bestimmt werden.

2. Im Fall einer autonomen Gleichung ist H(t) = t — v auf R und damit die Lésung von
(1.4) gegeben durch

o) =Gt —u)  (teut+G(])).

Beispiel 1.8 1. Wir betrachten fiir £ € Z mit X = R das Anfangswertproblem
o =g(x)=1+2?, x(kT) =0.

Die Losung ergibt sich nach Bemerkung 1.7 mit J = R aus

G(z) = /Oz 117532 = arctan(z) (x € R)

und G(R) = (—7/2,7/2) als
o(t) = pr(t) = tan(t — kr) = tan(t) (t € km+ (—7/2,7/2)).

Man sieht, dass die Losung lediglich auf einem echten Teilintervall von R existiert. In einem
solchen Fall sagt man, die Lésung hat eine endliche Entweichzeit.!

2. Wir betrachten die in der Populationsdynamik zur Modellierung von Tier- oder Pflan-
zenpopulationen oft verwendete logistische Gleichung 2’ = g(z) := z(1 — ) und suchen
die Losung des Anfangswertproblems

' =z(1-1), z(0)=v>0.

Ist v =1 oder v = 0, so ist g(v) = 0 und damit sind ¢ = 1g und ¢ = 0 triviale Losungen.

Abbildung 4: Richtungsfeld und Lésung zur Anfangsbedingung z(0) = 1/5.

Es sei nun 0 < v < 1. Nach Bemerkung 1.7 erhalten wir eine Losung lokal aus

t * ds T ds * ds x v
t:/odS:A s(l—s):/v ?—'—/U 1—s:1n(1—x)_ln(1—y>’

Ltan 16st die Differenzialgleichung auf (R \ 7Z) — m/2.
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also e - = 2 = - — 1 und damit
1 (1—v)e? v
t)y=z2=1—-——7—=1-— = .
o(t) 1+ et % (I—v)et+v (I1—v)et4w

Nachrechnen zeigt, dass dadurch eine Losung auf ganz R gegeben ist. Eine entsprechende
Rechnung gilt fiir v > 1. Man beachte, dass nun

v

olt) = (I—v)emt+wv

nur auf (In(1 — 1/v), 00) definiert und Lésung ist. Hier hat man wieder eine endliche Ent-
weichzeit.

Bemerkung 1.9 Wir betrachten die Gleichung

, NGB falls z > 0
r'=g(z) =
0, falls x < 0

Fiir v < 0 ist ¢(t) = v die triviale Lésung des Anfangswertproblems mit z(0) = v auf R.

Fir v = 0 ist durch
t2/4, t>0
Y(t) =
0, t<0

eine weitere Losung auf R gegeben. Man sieht, dass das Anfangswertproblem mit z(0) = 0
mehrere Losungen hat. Einen Punkt (u,v), an dem das Anfangswertproblem mit (u) = v
mehrere Losungen hat, nennt man Verzweigungspunkt der Differenzialgleichung.

Abbildung 5: Richtungsfeld und zwei Losungen zur Anfangsbedingung x(0) = 0.

Zum Abschluss wollen wir uns noch mit einer Klasse von Differenzialgleichungen beschéfti-
gen, in denen hohere Ableitungen auftreten.

Definition 1.10 Es sei D C R x K" offen, und es sei f € C(D,K). Eine Gleichung der
Gestalt
2™ (t) = f(t,2(t),2'(t),...,.2"7D(t)) (1.5)
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oder kurz
2 = [tz 2. .. ,x(”*l))

heifit (gewshnliche) Differenzialgleichung n-ter Ordnung. Eine Funktion ¢ : T'— K
bzw. das Paar (¢, T) heifit Lésung von (1.5), falls ¢ n-mal differenzierbar auf T ist mit
(t,ot),...,e" D(t)) € D und

e () = f(tot),....o" V(@) (teT).
Ist (u,vq,...,vn—1) € D, so heifit ein Gleichungssystem der Form
™ = f(tz,... ,a:("fl)), z(u) = v, ..., ™V (u) = v,y (1.6)
ein Anfangswertproblem fiir (1.5). Schlielich heifit eine Losung (¢, I) von (1.5) Lésung
des Anfangswertproblems (1.6), falls I ein Intervall ist und
o(u) =vo,y ..., cp(nfl)(u) = Up_1

gilt.

Beispiel 1.11 (harmonischer Oszillator) Fiir (vg,v1) € R? hat das Anfangswertpro-
blem
= —ux, 2(0) = vy, 2'(0) = vy

die Losung ¢(t) = vg cost + vy sint auf R.

Bemerkung 1.12 Man kann eine Differenzialgleichung n-ter Ordnung stets auf ein System
von Differenzialgleichungen 1. Ordnung wie aus Definition 1.1 umschreiben: Betrachten wir
F:D — K" mit

Fi(t,zy,...,xq) = T2

Foi(t,z1,...,z,) = T
F,(t,x1,...,2,) flt,x, ... xn)

Ist einerseits (p,T) eine Losung von (1.5), so ist ® = (p,¢',...,0™ T wegen & =

(@@, ..., 0D )T eine Losung von 2’ = F(t,x) auf T. Ist andererseits (®,T) eine
Losung von o’ = F(t,x) und ist ¢ := ®1, so ist ¢ = &} = y,..., ") =@/ | =,
und damit (¢,7T) eine Losung von (1.5). Auflerdem 16st (¢, ) das Anfangswertproblem
(1.6) genau dann, wenn (®, I) das Anfangswertproblem

' = F(t,x), x(u) = (vo, .. vn_1)"
16st.
Bemerkung 1.12 zeigt, dass man sich bei einer allgemeinen Losungstheorie auf Gleichungen

1. Ordnung beschrénken kann. Einer solchen Losungstheorie wenden wir uns als néchstes

Zu.
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2 Losungstheorie fiir gewohnliche Differenzialgleichun-

gen
Sind (E,|| - ||) ein normierter Raum, a € E und ¢ > 0, so schreiben wir
Us(a):={e€ E:|le—al]| <é} und Bsla):={ecE:|le—a|l <}

Im Weiteren betrachten wir stets die euklidsche Norm auf K¢ (und schreiben dafiir kurz
| -]) und auf R x K die Norm |(t, )| := |(, %)|max := max{|t|,|z|}. Fiir (u,v) € R x K%
gilt dann

B(;(u, 11) = B(s(u) X B(;(’U).

Im Weiteren sei f € C(D,K%),2 wobei D C R x K offen ist. Fiir (u,v) € D betrachten wir
das Anfangswertproblem (1.2), also

' = f(t,x) z(u) =wv.

In Bemerkung 1.9 haben wir gesehen, dass Verzweigungstellen existieren kénnen. Im Fol-
genden wollen wir zeigen, dass unter einer etwas stiarkeren Voraussetzung als der Stetigkeit
an f stets lokal eindeutige Losbarkeit garantiert ist, und dass genau eine maximale Losung
existiert.

Definition 2.1 1. Es seien (X, dx) ein metrischer Raum und G € C(X,K?%). Wir nennen
G gleichgradig Lipschitz-stetig, falls ein L > 0 existiert mit

lg(x) —g(y)| < Ldx(z,y)  (z,y€ X, g€q).

Ist G = {g} einelementig, so heifit g kurz Lipschitz-stetig.

2. Es sei D C R x K% offen. Eine Funktion f : D — K% heiit lokal Lipschitz-stetig
beziiglich der zweiten Variablen (oder kurz beziiglich x), wenn zu jedem (u,v) € D
Umgebungen U von u von U und V' von v so existieren, dass {f(¢,)|v : t € U} gleichgradig
Lipschitz-stetig ist, d. h. falls eine Konstante L = L(u,v) > 0 existiert mit

[f(t2) = fE )l < Llz =yl ((t2),(ty) €U xV).

Wir schreiben C*(D,K%) fiir die Menge aller f € C(D,K%), die lokal Lipschitz-stetig
beziiglich der zweiten Variablen sind.

Satz 2.2 Es seien D C R xK? offen und f € C(D,K?). Genau dann ist f lokal Lipschitz-
stetig beziiglich x, wenn fir alle kompakten Mengen K C D eine Konstante L = L(K) > 0
existiert mait

[f(tx) = f(ty)l < Lle -yl ((t,2),(t,y) € K).
2Fiir metrische Riume X,Y bezeichnet C(X,Y’) die Menge der stetigen Funktionen f: X — Y.
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Beweis. <: Ist (u,v) € D, so existiert ein § > 0 mit K := Bjs(u) x Bs(v) C D. Dabei ist
K kompakt nach dem Satz von Heine-Borel.

=: Es sei K C D kompakt. Angenommen, es existiert keine Konstante L wie gewiinscht.
Dann existieren Folgen (¢, Z,), (tn,¥n) in K mit

|f(tns2n) = f(tn, yn)l/|Tn — yn| — 00 (n — o0).

Da K kompakt ist, besitzt (¢,,x,) eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert (u,v) in K.
Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass die Folge (t,, x,) selbst konvergiert. Aus

(b 20) = Fltn, )| < 2max|f]  (n€N)

folgt |xn — yn| — 0. Dann gilt auch (¢,,y,) — (u,v). Nach Voraussetzung existieren
Umgebungen U von w und V von v und ein L > 0 mit

[f(t,2) = fty)l < Llz -yl ((t,2),(ty) €U x V).

Da (t,,, ) und (t,,,yn,) fiir grofe n in U x V liegen, ergibt sich ein Widerspruch. o

Satz 2.3 Es secien D C R x R? offen und f : D — R®. Existieren fir j,k = 1,...,d die
partiellen Ableitungen 0f;/0xy auf D und sind die Funktionen 0f;/0xy : D — R stetig, so
st f lokal Lipschitz-stetig beziiglich x.

Beweis. Mit

o o

Tﬁ(t,x) Tgi(t,x)
agf(t,l') = . ..

9 9

Tfj(tv:r’) Wﬁ;(taz)

fiir (t,#) € D folgt aus Eigenschaften der Operatornorm?® leicht, dass dof : D — R4*4
stetig ist.* Ist (u,v) € D, so ist K := Bs(u) X Bs(v) C D fiir geniigend kleines § > 0 eine
kompakte Umgebung von (u,v). Also existiert

L:= max |02.f]|-

Fiir (¢,£) € K ist 05 f(¢,€) die Jacobi-Matrix von f(t,-) an der Stelle €. Sind (¢, z), (t,y) €
K, so gilt damit nach dem Schrankensatz |f(¢,z) — f(t,y)| < L|x — y|. O

Beispiel 2.4 1. Es sei f(t,7) := t2? fiir t,# € R Dann gilt 9y f(¢,7) = 2tz. Insbesondere
ist Oy f stetig auf R?. Nach Satz 2.3 ist f auf R? lokal Lipschitz-stetig beziiglich z.

3Im Weiteren soll K% ¢ stets mit der Operatornorm || - ||, also ||A]| := SUPLe B, (0) |Az| fiir A € Kdxd
versehen sein.
4ygl. https://www.math.uni-trier.de//~mueller/EinfMathe/Analysis_S0S2021.pdf, Bemerkung 3.11


https://www.math.uni-trier.de//~mueller/EinfMathe/Analysis_SoS2021.pdf
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2. Fiir t,z € R sei
vz, >0

0, <0

fltx) = g(x) = {

wie in Bemerkung 1.9. Auf D = {(t,z) € R? : x # 0} ist Oaf stetig. Also ist f|p lokal
Lipschitz-stetig bzgl. z. Andererseits gilt fiir alle z > 0
|z — 0|

Ve oo
Aus 1/\/x — oo fiir x — 07 folgt, dass f auf keiner offenen Menge D, die R x {0} trifft,
lokal Lipschitz-setig beziiglich x ist.

l9(2) — 9(0)] = Vi =

Wir zeigen nun, dass das Anfangswertproblem (1.2) dquivalent ist zu einer gewissen In-
tegralgleichung. Um dies fiir K% wertige Funktionen formulieren zu kénnen, definieren wir
fiir Intervalle I und f = (f1,..., fs)" € C(I,K9)

/utf:/utf(s)dsz:(/utfl,...,/utfd)TeKd (ut € D).

Dann ist f — qu f linear. Aulerdem gilt

‘/utf’ = ‘[fl’ (ut €1, f € C(I,K?)).

Denn: Ohne Einschrinkung kénnen wir v < ¢ annehmen. Mit v := fi f gilt
nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

> = vTvzivj Ltfj<s>ds=Lt(ivjfj<s>)ds

= /thf(s)ds = Re/thf(s)ds = /ut Re(v' f(s))ds

IN

o7 SGs)ds < [ ol 7(e)lds = ol [ 171

u

Satz 2.5 Es seien D C R x K¢ offen und f € C(D,K%). Weiter seien (u,v) € D und
I C R ein Intervall mit u € I. Dann sind fiir o € C(I,K?) folgende Aussagen dquivalent:

a) (¢,I) ist eine Lisung von (1.2), d. h. o(u) = v und
¢(t) = fltp®)  (tel).

b) Es ist graph(y) C D und fir alle t € T gilt

w(t)=v+/ f(s,(s))ds .
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Beweis. a) = b): Es sei ¢ = (¢1,...,904), v = (v1,...,va). Aus ¢(s) = fj(s,¢(s)) fiir
s € [ folgt insbesondere, dass gog- stetig ist. Mit ¢;(u) = v; ergibt sich durch Anwendung
des Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung fiir allet € T und j =1,...,d

p;(t) —v; = /ut @ (s)ds = /ut fi(s,0(s))ds.

b) = a): Da ¢ stetig auf T und f stetig auf D sind, ist s — f(s,¢(s)) stetig auf I. Also
ergibt sich a) durch Anwendung des Hauptsatzes iiber Integralfunktionen. O

Bemerkung 2.6 1. Es seien (X,dx) ein metrischer Raum und M C X. Dann heiflen
M := M U M’ der Abschluss von M, die Menge M° der inneren Punkte von M das
Innere von M und OM := M \ M° der Rand von M. Man sieht leicht, dass M° offen ist,
und dass M und OM abgeschlossen sind. Fiir A, B C X heit zudem (mit inf @ := 00)

dist(A4, B) := inf{d(a,b) : a € A,b € B}

der Abstand von A und B. Dabei gilt: Sind A abgeschlossen und B kompakt mit AN B =
@, so ist dist(A, B) > 0 ([0]).
3. Sind (E,|-|g) ein normierter Raum und A, B C E kompakt, so ist auch die Minkowski-

Summe A+ B:={a+b:a € A, be B} kompakt ([U]).

Damit kénnen wir folgende erste Version eines Existenz- und Eindeutigkeitssatzes fiir An-
fangswertprobleme beweisen.

Satz 2.7 (Picard-Lindel6f; lokale Version)
Es seien D C R x K% offen und f € CT(D,K%). Dann ezistiert zu jeder kompakten Menge
K C D eina=a(K) >0 so, dass das Anfangswertproblem (1.2) fir jedes (u,v) € K und

jedes Intervall I C [u — a,u + o] mit uw € I genau eine Lisung auf I besitzt.

Beweis. Unser Beweis beruht auf einer geeigneten Anwendung des Banachschen Fixpunkt-
satzes.
1. Es sei K C D kompakt. Da dist(K, 9D) nach Bemerkung 2.6 positiv ist, existieren v > 0
und B > 0 so, dass

Kypi=K+A{(tz):[t| <, [z] < B}

in D enthalten ist. Nach Bemerkung 2.6 ist auflerdem K, g kompakt. Wir setzen
M =
i /]

und (mit p/0 := oo fiir p > 0)
o :=min(y, 3/M).
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Es seien nun (u,v) € K und I C [u — o/, u + '] ein Intervall mit u € I. Wir setzen®
C:={pecCKY :|pt) —v| <pfirallet eI} c B(I,K9).

Der normierte Raum (B(I,K?),||||) ist ein Banachraum.b Ist (,), eine Folge in C mit
©n — @ fiir ein o € B(I,K%), so ist ¢ als gleichmiBiger Grenzwert stetiger Funktionen
stetig auf I, d. h. ¢ € C(I,K%). AuBerdem gilt fiir alle t € [ und n € N

o(t) = v| < len(t) = v[ + lon(t) —(t)]| < B+ lon(t) — ()] = B (n— o0).
Also ist auch |p(t) — v| < . Damit ist C € B(I,K?%) abgeschlossen. Ist ¢ € C, so folgt
(s,0(s)) € Ky C D fiir alle s € I. Da s — f(s,(s)) stetig auf I ist, definiert

Too(t) = v+/ F(s.0(s))ds  (teT).

nach dem Hauptsatz iiber Integralfunktionen eine auf I stetige Funktion Tp.” Weiter gilt
fuirtel

ITwﬂ—M=‘K?ﬂ&M@M4<‘Anﬂ&w@mw‘<M*H—M<Aﬁa“<ﬂ

Also ist T € C und damit T(C) C C.
2. Es seien nun 0 < A < 1, L = L(K,, g) wie in Satz 2.2,

a := min(a’,\/L)

und I C [u — o, u + «]. Dann gilt fir g, € Cund t € T

t

[ [ 1£(s0(s) = £ (s, 0(s)lds]| <

u

To(t) = Ty (t)]

IN
©

IN

t
| [ lots) = wl)lds] < Lllp = vt
< Ll = dlloo - < Allp = Yloo -

A

Also ist auch

[T = Tolloc < Allp = Plloo
und damit T eine A-Kontraktion. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz® hat T’ genau einen
Fixpunkt ¢ € C, d. h. es existiert genau eine Funktion ¢ € C mit

¢@=Twﬂ=v+/f@¢@ws (tel).

Da jede Funktion, die das Anfangswertproblem (1.2) auf I 18st, notwendigerweise in C' liegt
([0]), ist ¢ nach Satz 2.5 die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems (1.2)
auf I. 0

5Fiir eine Menge M und einen Banachraum (E, |- |g) bezeichnet (B(M, E), | - |lcc) den Raum der auf
M beschrankten Funktionen mit der Supremumsnorm.

6siche etwa https://www.math.uni-trier.de//~mueller/EinfMathe/Analysis_SoS2021.pdf, Satz 1.21.

Ttatséichlich ist T'p sogar stetig differenzierbar

8siehe etwa https://www.math.uni-trier.de//~mueller/EinfMathe/Analysis_So0S2021.pdf, Satz 5.2


https://www.math.uni-trier.de//~mueller/EinfMathe/Analysis_SoS2021.pdf
https://www.math.uni-trier.de//~mueller/EinfMathe/Analysis_SoS2021.pdf

2 LOSUNGSTHEORIE FUR GEWOHNLICHE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN 15

Bemerkung 2.8 Es seien D C R x K¢ offen und f € C(D,K9).

1. Man sagt, dass Anfangswertproblem (1.2) sei lokal eindeutig lésbar, falls eine Um-
gebung U von u so existiert, dass das Anfangswertproblem auf jedem Intervall I C U mit
u € I genau eine Losung hat. Insbesondere ergibt sich aus Satz 2.7, dass fiir f € C*(D,K%)
das Anfangswertproblem in jedem Punkt (u,v) € D lokal eindeutig losbar ist (man wihle
K ={(u,v)} und U := [u — a,u + a]).?

2. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis zu Satz 2.7 ergibt sich fiir f € C+(D,K%) mit
dem Banachschen Fixpunktsatz folgendes iterative Verfahren zur ndherungsweisen Berech-
nung der Losung des Anfangswertproblems (1.2): Ist I C [u—«,u+a] und sind 7" : C — C
die Tterierten von T, d. h. TV := idc und T" := T o T™! fiir n € N, so konvergiert fiir
jeden Startwert ¢ € C die Folge (T"%), also

() (1) = v+ / f(s. T V(s))ds (te T, neN),

gleichmilig auf I gegen die Losung ¢ und der Fehler || — 7™ || klingt mit geometrischer
Rate A™ ab. Das dadurch definierte Naherungsverfahren zur Bestimmung der Losung heif3t
Picard-Lindel6fsches Iterationsverfahren. Fiir das einfache Beispiel 2’ = z, z(0) =1

erhalten wir mit ¢ = 1g
n

(T )(t) =

v=0

tl/

vl

also ¢ = lim T = exp, hier sogar gleichméfig auf jedem kompakten Intervall mit 0 € I.
n— oo

Definition 2.9 1. Es seien (p,I) und (¢, J) Losungen des Anfangswertproblems (1.2).
Dann heiit (¢, I) Fortsetzung von (¢, J) bzw. (¢, J) Einschrinkung von (¢, I), falls
I D J und ¢|; = ¢ gilt. Dabei nennt man im Falle I # J die Fortsetzung bzw. die Ein-
schrinkung echt. Die Losung (¢, I) heifit maximal, falls (p, ) keine echte Fortsetzung
hat. Das Intervall I heiffit dann ein maximales Losungsintervall des Anfangswertpro-
blems.

2. Das Anfangswertproblem (1.2) heifit global eindeutig l6sbar, falls eine Losung (¢g, Io)
so existiert, dass jede Losung Einschrinkung davon ist. In diesem Fall ist (¢g, o) maximal
und einzige maximale Loésung. Wenn wir die Abhéingigkeit von den Anfangswerten (u,v)
betonen méchten, schreiben wir im Falle der global eindeutigen Losbarkeit auch ¢(-, u, v)
fiir die maximale Losung und I(u, v) fiir das maximale Losungsintervall.

Beispiel 2.10 1. Wir betrachten wieder Beispiel 1.4.1. Mit D = R x C und A € C ist das
Anfangswertproblem
2/ (t) = Ax(t), x(u) =v

9Man kann zeigen, dass auch ohne die Voraussetzung der lokalen Lipschitz-Stetigkeit die Existenz einer
Losung des Anfangswertproblems auf einer Umgebung von w gesichert ist Dies ist der Existenzsatz von
Peano. Wie etwa Bemerkung 1.9 zeigt, sind die Losungen in diesem Fall allerdings im Allgemeinen nicht
mehr lokal eindeutig. Auf den Beweis des Satzes von Peano, der weitergehende Hilfsmittel der Analysis
erfordert, werden wir nicht eingehen. Einen Beweis findet man etwa in B. Aulbach, Gewdhnliche Differen-
tialgleichungen, Spektrum Verlag, Heidelberg, 1997.
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fiir (u,v) € R x C nach Satz 1.3 global eindeutig lésbar mit
o(t,u,v) = ve=WA  auf I(u,v) =R.

2.Ist D = R x R und f(t,z) = g(x) = /|2 fiir t,» € R, so ist das Anfangswertproblem
2’ = g(x), (1) = 1/4 nach Satz 1.6 zwar lokal eindeutig 16sbar, ndmlich durch p(t) = t2/4
fiir ¢+ > 0, kann aber einerseits durch 0 und andererseits durch —t2/4 zu einer Losung auf
R fortgesetzt werden. Damit ist das Anfangswertproblem nicht global eindeutig l6sbar.

Satz 2.11 Es seien D C R x K% offen und f € C(D,K?). Ist das Anfangswertproblem
(1.2) fir jedes (u,v) € D lokal eindeutig losbar, so ist es auch fir jedes (u,v) € D global
eindeutig losbar.

Beweis. 1. Wir zeigen zunéchst: Sind (¢, I) und (¢, J) Losungen von (1.2), so gilt

oling = ¥ling-

Angenommen, es existiert ein t € I N J mit ¢(t) # ¥(t). Ohne Einschrinkung betrachten
wir den Fall £ > u und setzen

ri=if{teINJ:t>u, o) #v(t)}.
Nach Voraussetzung ist u < 7 und nach Definition von 7

(p|[u,7') = w|[u,7) .

Da ¢ und 9 stetig auf [u, 7] C I N J sind, gilt auch

und damit insbesondere 7 < t. Also ist 7 kein Randpunkt von I N J und ¢ und 1 sind
Losungen von o' = f(t,x), (1) = ¢¥(7)(= (7)) auf I N J. Nach Voraussetzung existiert
eine Umgebung U von 7 mit ¢|y = 9|y, im Widerspruch zur Definition von 7.

2. Es seien (u,v) € D und I die Vereinigung aller Intervalle I mit u € I und so, dass auf
I eine Losung ¢ von (1.2) existiert (solche Intervalle existieren nach Voraussetzung). Nach
1. ist durch pg(t) := ¢(t) falls t € I eine Funktion g : Iy — K? wohldefiniert. Aus der
Definition ergibt sich, dass ¢y Losung von (1.2) ist und dass jede Losung Einschrinkung
von (o, Ip) ist. O

Es gilt damit

Satz 2.12 (Picard-Lindel6f, globale Version)

Es seien D C R x K¢ offen, f € C*(D,K%) und (u,v) € D. Dann ist das Anfangswertpro-
blem (1.2) global eindeutig losbar und zu jeder kompakten Menge K C D existieren uy, us
mit inf I(u,v) < ug < u < uy < sup I(u,v) und der Eigenschaft, dass (t, p(t,u,v)) &€ K fir
alle t > uy und fir alle t < ug. Auflerdem ist I(u,v) offen.
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Beweis. Nach Bemerkung 2.8.1 ist das Anfangswertproblem (1.2) fiir jedes (u,v) lokal
eindeutig l6sbar. Aus Satz 2.11 folgt dann die global eindeutige Losbarkeit.
Es seien K C D kompakt und (u,v) € D. Angenommen, es existiert kein u; wie gefordert.
Ist b = sup I(u,v) € (u, 0], so existiert damit eine Folge (¢,) mit u < t,, — b fiir n — oo
und

(tn, o(tn,u,v)) € K (neN).

Dann ist insbesondere b < co. Es sei nun o = a(K) wie in Satz 2.7. Wir wéhlen ein N € N
mit ty > b — « und betrachten das Anfangswertproblems

¥ = f(t,x), z(ty) = w = o(tn,u,v) .

Nach Satz 2.7 gilt [ty — a,tn + o] C I(ty,w) fiir die maximale Lésung (-, tn, w). Da
ty + o > b gilt und da ¢(-,tn,w) als Fortsetzung von ¢(-,u,v) auch Losung von (1.2)
ist, ergibt sich ein Widerspruch zur Maximalitét von ¢(,u,v). Also existiert ein u; wie
gefordert. Zudem ist dabei b & I(u,v), denn sonst wire [u,b] X ¢([u,b], u,v) kompakt in
D als Bild der stetigen Funktion ¢ — (¢, ¢(t,u,v)) unter der kompakten Menge [u, b]. Dies
widerspricht aber dem eben Bewiesenen.

Eine entsprechende Argumentation fiir a := inf I(u,v) zeigt die Existenz eines uy wie
gefordert und damit insbesondere auch a & I(u,v). O

Bemerkung 2.13 Unter den Voraussetzungen des Satzes 2.12 existiert zu jedem (u,v) €
D eine eindeutig bestimmte maximale Losung (-, u,v). Die dadurch definierte Funktion
@ Q — K mit

Q:={(t,u,v) ERxRx K?:t € I(u,v), (u,v) € D}
nennen wir die allgemeine Lésung der Differenzialgleichung o’ = f(¢, z). Dabei ,,verldsst

(-, u,v) jede kompakte Teilmenge von D¢, sowohl bei Anniiherung an den rechten Rand-
punkt von I(u,v), als auch bei Annitherung an den linken.!°

Beispiel 2.14 1. Es sei D = R x R. Wir betrachten das Anfangswertproblem

z = ta?, z(u) =v

fir (u,v) € RxR. Ist v = 0, so ist ¢(,u,0) = 0 auf R die maximale Losung. Nach
Bemerkung 1.7 ergibt sich fiir v # 0 eine Losung lokal durch Auflésen von

1 t T ds 11

- t2 a2y — ds = = —

2( w) /u sas b 52 z Ty
nach z. Man erhélt dann

_ 1 _ 2v
o lo— (2 —u2)/2 2 —v(t2 —u?)

T

10Man spricht auch davon, dass die maximalen Lésungen von Rand zu Rand verlaufen.
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fir |t — u| geniigend klein. Genauer ist dadurch eine Lésung des Anfangswertproblems
auf jedem Intervall gegeben, das u, aber nicht die im Falle ¢ := c(u,v) := u? + 2/v > 0
auftretenden Nullstellen des Nenners ++/c, enthilt. Nach passenden Fallunterscheidungen
ergibt sich (mit viel Konzentration)

R, falls ¢ < 0
9 /e, /E), fallse>0,0>0
cp(t,u,v):% fir t € I(u,v) = (=ve,ve) ame="
2 —o(t? — u?) (¢, ), falls¢>0,v <0, u >0
(—o0,—y/c), fallsc>0,v<0,u<0

....L
i,

LTI

Abbildung 6: Losungen ¢(t,0,v) fir ¢ € [-2,2] und v € [-3/2,5/2].
Alle Losungen verlassen jede kompakte Teilmenge von D = R2. Genauer gilt im Fall ¢ > 0

oo fiirt — +y/ec, fallsv >0
o(t,u,v) = ¢ —oco fiirt — /e, fallsv<0,u>0
—oo fiirt — —+/c, fallsv<0,u<0

2. Es seien D = R x (0,00) die offene obere Halbebene und f(¢,z) = —t/x. Dann ergibt

sich aus Satz 1.6 ([U])
o(t,u,v) = Vu? + 02 — 2 (t € I(u,v))

mit [(u,v) = (—vu? + v2,Vu? + v2). Wieder verlassen die Lésungen jede kompakte Teil-
menge von D fiir t — +v/u? + v2.

N

Abbildung 7: Graphen der Losungen (¢, u, v).

3. Essei D = (0,00) x C und f(t,z) = —iz/t%. Aus Satz 1.3 folgt ([U])

o(t,1/m,—1) = et (t € (0,00)) .
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/
Abbildung 8: Losung ¢(t,1/m, —1).

Am linken Randpunkt 0 des maximalen Losungsintervalls (0,00) = I(1/m, —1) existiert
hier kein Grenzwert!

Unter zusétzlichen Voraussetzungen an f kann man eine Aussage iiber die Grofle der maxi-
malen Losungsintervalle machen. Vorbereitend beweisen wir das duflerst niitzliche Lemma
von Gronwall:

Satz 2.15 Es seien —oo < u < < oo und i) € C([u, B),R). Existieren Konstanten A € R
und B > 0 mit

wwSA+B/w (t € [u.B)).

S0 st
Y(t) < AP (2 e [u, B)).

Beweis. Fiir § > 0 setzen wir
95(t) = (A+6)eP0™ (L€ u,p)).

Dann gilt g5(t) = Bgs(t) und nach Satz 2.5

t

%@=A+5+B/ga (t € [u, ).

u

Wir zeigen: Fiir alle § > 0 ist ¢ < gs. Dann ist ¢ < gg und damit gilt die Behauptung.
Dazu sei 6 > 0. Angenommen, es existiert ein ¢ mit 1(t) > gs(t). Wegen

Y(u) <A< A+ =gs(u)
ist
T:=1inf{t € [u,B) : Y(t) > gs(t)} > u

und es gilt Y1y ] < g5l[u,-) sowie (1) = gs(7) . Nach Voraussetzung ist dann aber ande-

rerseits auch .

¢(7)§A+B/T¢<A+§+B/ gs = gs5(7) .

Widerspruch! O
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Satz 2.16 (linear beschrinkte rechte Seite)
Es sei D eine Zylindermenge der Form D = I x K¢ fiir ein offenes Intervall I C R. Weiter
sei f € CT(D,KY) so, dass zu jedem kompakten Intervall J C I Konstanten L, M > 0

existieren mit
|f(t,z)| < Llx|+ M ((t,x) € J x K%).

Dann ist I(u,v) = I fir alle (u,v) € D.

Beweis. Angenommen, I(u,v) # I. Ohne Einschrinkung sei 8 := sup I(u,v) < supl.
Dann ist J := [u, 8] C I kompakt und damit existieren L, M > 0 mit |f(¢t,z)| < L|z| + M
fiir alle (t,2) € J x K% Fiir ¢ € [u, 8) gilt nach Satz 2.5

o(t,u,v) =v —|—/ f(s,0(s,uv))ds

und mit « := 8 — u daher

t t
vlt) = lplt.un) < ol + [ [fGsspls,uo)lds < o+ Ma+ L [ 6 (tefup).
Aus dem Lemma von Gronwall folgt
|ty u,v)| = o(t) < (Jo] + Ma)e" =) < (Jo| + Ma)e™™  (t € [u, §)),

also ist ¢(-,u.v) beschrinkt auf [u, 5). Das widerspricht aber der Tatsache, dass ¢(-,u,v)
fiir ¢ — B nach Satz 2.12 jede kompakte Teilmenge von D verlésst. m|
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3 Allgemeine lineare Differenzialgleichungen

Bereits in Abschnitt 1 hatten wir uns kurz mit (skalaren) linearen Differenzialgleichungen
beschiftigt. Wir untersuchen jetzt den wesentlich allgemeineren Fall von Systemen linearer
Differenzialgleichungen. Dazu seien im Folgenden stets I C R ein offenes Intervall und
A = (aji) € C(I,K?) sowie b € C(I,K%). Mit D := I x K und f : D — K¢, definiert
durch f(t,z) := A(t)x + b(t), nennt man die Differenzialgleichung

' = f(t,x) = A(t)x + b(t) (3.1)

ein lineares System (von Differenzialgleichungen) oder kurz lineare Differenzialglei-
chung (man beachte dabei: f : D — K% ist stetig). Die Gleichung

' = Atz (3.2)

heifit zugehorige homogene Gleichung. Ist b = 0, so heifit (3.1) homogen. Meist
betrachten wir auch jetzt wieder Anfangswertprobleme der Form

¥ = A(t)x + b(t), z(u) =v (3.3)

fir u € I,v € K% Aus den Ergebnissen des vorigen Abschnittes erhalten wir unmittelbar

Satz 3.1 Es seien I C R ein offenes Intervall und A : I — K4 b : I — K% stetig.
Dann ist fiir jedes (u,v) € I x K¢ das Anfangswertproblem (3.3) global eindeutig l6sbar mit
I(u,v) =1.

Beweis. Fiir f: D = I x K¢ — K¢ mit f(t,2) := A(t)x + b(t) gilt
[f(t.2) = fty)| =AW (@ - y)l < [[AD) |z —y| (el zyeKT).

Ist J C I kompakt, so existiert
L := max|[|A(t)]].
Also gilt
|f(t,x)—f(t,y)|§L|w—y| (tGJ,x,yEKd).

Insbesondere ist damit f € C*(D,K%), also nach der globalen Version des Satzes von
Picard-Lindelof (S. 2.12) jedes Anfangswertproblem (3.3) global eindeutig 16sbar. Zudem
ergibt sich mit M := max |b(t)| wegen f(t,0) = b(t)

[f(t2) < [f(tx) = f(40)] + |f(4,0)| < Llz| + M (1€ J z€KT).
Aus S. 2.16 folgt I(u,v) =1 . |
Wir wollen uns nun die Struktur der Lésungsmenge von (3.1) genauer anschauen. Dazu

betonen wir die Abhéngigkeit von der Inhomogenitét b und schreiben (-, u,v) fiir die
maximale Losung von (3.3). Auflerdem setzen wir

Ly :={t¢:¢16st (3.1) auf I},
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also insbesondere
Lo ={y:¢lost (3.2) auf I'}.

Ist u € I, so gilt wegen 1 = @p(-, u, ¥ (u)) fiir alle ¢ € Ly
Lb = {@b(')uvv) HONS Kd}

und insbesondere
Lo := {po(-,u,v) : v € K} .

Weiter erhalten wir

Satz 3.2 Es seien I C R ein offenes Intervall und A : I — K> b: T — K? stetig.
1. Fir jedes u € I ist T, : K¢ — C(I,K%) mit T,v := po(-,u,v) linear und injektiv.
2. Lo ein d-dimensionaler Unterraum von C(I,K%) und fiir vy, € Ly gilt
Ly = 4y + Lo,

d. h. Ly ist ein d-dimensionaler affiner Unterraum von C(I,K?).

Beweis. 1. Wir schreiben kurz T = T,,. Sind v,w € K¢ und X € K, so gilt
(ATv + Tw) = NTv) + (Tw) = NATv + ATw = AANTv + Tw)
auf I und
(ATv + Tw)(u) = Ao (u, u,v) + pol(u,u,w) = Av + w.

Wegen der Eindeutigkeit der maximalen Losung von (3.3) ist folglich

ATv + Tw = o+, u, Av + w),
also ATv + Tw = T(A\v + w). Damit ist T linear. Ist Tv = 0, so gilt

0 ="Tv(u) = ¢o(u,u,v) =wv.

Also ist T injektiv.

2. Aus 1. folgt, dass Ly = Bild(T) isomorph zu K¢ ist. Damit ist Ly ein d-dimensionaler
Unterraum von C(I,K%). Es bleibt zu zeigen, dass Ly, = 1, + Lg gilt.

D: Es sei ¢ € ¥y + Lo, d. h. ¢ = 9y, + 9 fiir ein ¢y € Ly. Dann ist

V' = Ay + b+ Ao = Ay + o) +b =AY +b

auf 1. Also ist ¢ € L.
C:Esseiv € Ly, d. h. ¢/ = Ayp+b auf I. Dann gilt (v —p) = A(Y—1yp), also Y —1hy € L.
Damit ist ¢ = ¢y, + (¥ — ) € ¥y + Lo. O

Satz 3.2.2 zeigt, dass sich die Bestimmung einer beliebigen Losung des inhomogenen Sy-
stems ' = A(t)x + b(t) auf die Bestimmung einer speziellen Loésung des inhomogenen
Systems und einer Basis des Losungsraumes Lg der zugehorigen inhomogenen Gleichung
reduziert. Wir befassen uns zunichst mit homogenen Gleichungen (und schreiben meist
wieder ¢ statt ¢g).
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Bemerkung und Definition 3.3 1. Da nach Satz 3.2.2 der Lésungsraum Ly der homo-
genen Gleichung 2’ = A(t)x ein d-dimensionaler linearer Raum ist, reicht es, zur Bestim-
mung einer beliebigen Losung ein linear unabhiingiges System (i1, . ..,14) von Losungen
zu kennen. Eine solches System nennt man ein Fundamentalsystem der Gleichung (3.2).
Die lineare Unabhéngigkeit von Losungen ist nach Satz 3.2.1 dquivalent zur linearen Un-
abhéingigkeit der Anfangswerte.

2. Sind 91, ...,%q € C(I,K%) und ist

P11 . Y14
q)::(wla"'aql)d): 9
a1 .. Yad
wobei ;1 die j-te Komponentenfunktion von v bezeichnet, so sind 11, ..., 1¥q Losungen

von ¢’ = A(t)x auf I genau dann, wenn ¢ Losung der Matrix-Differenzialgleichung

X' =At)X

ist, also ®'(t) = A(t)®(¢t) fiir t € I gilt ([U]).*!
3. Sind 91, . ..,1g Losungen von 2’ = A(t)x auf I, so heifit

W(t) := W (41, ..., a; t) := det ®(t)

die Wronski-Determinante von 1, ...,%4 an der Stelle t € I. Wegen ¢, = (-, u, ¢ (u))
sind nach Satz 3.2 dquivalent:

a) 1, ..., ist ein Fundamentalsystem.
b) W(u) # 0 fiir ein u € I.
¢) W(u) # 0 fiir alle u € I.

Bilden 11, ..., 14 ein Fundamentalsystem, so heifit die Funktion ® : I — K%*¢ eine Fun-
damentalmatrix der Gleichung =’ = A(t)x.

Bemerkung 3.4 Es seien I ein offenes Intervall und a = (a1,a2)" € C(I,R?). Dann ist
¢ : I — C Lésung von
' = (a1 (t) +iax(t))

genau dann, wenn (Re ¢, Im ) Losung von

’ a1 (t) —a2 (t)
Tr = x
as(t)  ax(t)
HWir verwenden hier die Definition der Differenzierbarkeit fiir Funktionen bA : I — K™*? als Abbildun-
gen in den Banachraum (K™, || -||) versehen mit der Operatornorm. Dabei ist ® = (¢; ;) differenzierbar

an a € I genau dann, wenn alle ¢; 5, an a differenzierbar sind, und in dem Fall ist ®'(a) = ( ; 5(@)).
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([U]). Ist etwa I = (0, 00) und
- 0 1/t
A(t) :== ( e o > (t>0),

so ist a;(t) = 0 und ay(t) = —1/t2. Aus Satz 1.3 ergibt sich fiir v = (vy,v2)" € R? (vgl.
Beispiel 2.14.3)
o(t, 1/m,v1 +ivg) = —(vy +ivg)e/t (£ >0).

Insbesondere erhiilt man mit v = (—1,0) und v = (0,1) die Losungen
_ [(Re(et)\ _ [cos(1/t) _ (Re(—ie'/t)\ [ sin(1/t)
510 = (o) = (i) ™0 20 = (i ie) = (Coostn)
von x’ = A(t)z auf (0,00). Mit

P — (¢17¢2) _ ( '(/Jl,l w172 ) _ ( COS(l/') sin(1/~) )

VY21 Y22 sin(1/-)  —cos(1/+)
ist W(1/m) = det ®(1/7) = —1 und damit ® eine Fundamentalmatrix.

Satz 3.5 Ist ® eine Fundamentalmatriz von z' = A(t)x, so gilt fiir alle (u,v) € I x K¢
o(t,u,v) = ®(t) - & 1 (u) - v (tel

d. h. die allgemeine Losung der Gleichung ergibt sich als Produkt der matrizwertigen Funk-
tion ® mit dem Vektor ®1(u)v.

Beweis. Nach Bemerkung und Definition 3.3 ist ®(u) fiir alle w € I invertierbar (da
W(u) = det ®(u) # 0). Fiir jedes v € K ist 1) := ®®~!(u)v eine Linearkombination der
Spalten 91, ...,%4 von ®, also eine Losung von 2’ = A(t)z. Aulerdem gilt

Y(u) = ®(u)® (u)v = v,

d. h. auch die Anfangsbedingung ist erfiillt. Folglich ist ¥ = (-, u, v). |

Beispiel 3.6 Es seien A und ® wie in Bemerkung 3.4. Dann gilt

o(1/7) = ( _(1) (1) )
& 1(1/7) = ( _(1) ‘1) ) .

Also ist die Losung des Anfangswertproblems 2’ = A(t)x, z(1/7) = v gegeben durch

und damit auch

_v1>_ —vrcos(1/t) +vasin(1/e) \ Y1 (1) + vt (1)

V2

o(t,1/mv) = (I)(t)( —vy sin(1/t) — vy cos(1/t)
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Wir betrachten nun sehr spezielle lineare Systeme, fiir die wir in gewisser Weise explizite
Fundamentalsystme angeben koénnen. Es sei

7' (t) = Ax(t), (3.4)

wobei A € K9*? eine feste Matrix ist (also unabhiingig von t). Eine solche Gleichung heifit
lineares System mit konstanten Koeffizienten.

Bemerkung 3.7 Wir erweitern verschiedene Begriffe der Analysis in natiirlicher Weise.
1. Essei (E, ||-||) ein K-Banachraum. Man kann leicht zeigen, dass jede absolut konvergente

Reihe in E auch konvergiert ([U]).12 Ist (cx) eine Folge in E, so heifit

R:=sup{r>0: ZrkHckH < oo}
k=0

Konvergenzradius der Potenzreihe Y h¥cj. Die Potenzreihe ist dann konvergent in E fiir
k=0
alle h mit |h| < R. Ist a € Kund ist f : Ug(a) — F definiert durch

f(z) = Z(m —a)Fep,

k=0

so ist f differenzierbar auf Ug(a) mit
fl(x) = Z(az —a)*(k+1)cpyr -
k=0

2. Es sei nun (E, || - ||) spezieller eine unitale Banachalgebra, d. h. es existiert zusétzlich
eine Abbildung - : B x E — E so, dass (E,+,-) ein Ring ist und dass zudem fiir A € K
und a,b € E gilt

AMa-b)=Xa-b=a-Ab und |[|a-b|| <||a]|-][b]l.

o0
Dann ist fiir jede konvergente Reihe > ¢ in Fund a € E
k=0

o0 o0 o0 o0
g a-ck=a~g Ck und g ck-a:(g ck>~a,
k=0 k=0 k=0 k=0

In unitalen Banachalgebren ist a* (mit a® := 1) fiir « € E und k € Ny definiert. Ist a € F,
so folgt aus ||a*|| < ||a]|*, dass die Potenzreihe Y=, a*/k! (absolut) konvergiert. Definiert
man

ok
u a
e’ :=exp(a) := Z o (a € E),
k=0
so gilt fiir feste a € E und v € R nach obigen Bemerkungen

(el ~wa) = g . el —wa — gl —wa 4 (3.5)

12Tatsichlich sind Banachriaume durch diese Eigenschaft charakterisiert.
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Vertauschen a,b € E, gilt also ab = ba, so sieht man wie im skalaren Fall: Aus der Giiltigkeit

i =35 (M)

v=0

der binomischen Formel
ergibt sich die Funktionalgleichung

Insbesondere gilt damit e(*+t¥)e = e%%¢va fiir alle 2,y € K '* und e%e~® = ® =1, d. h. e®
ist stets invertierbar mit
(e) "t =e9,

Bemerkung 3.8 Wir betrachten wieder £ = K?*? versechen mit der Operatornorm. Da
die Operatornorm submultiplikativ ist, ist (K%< || -||) eine unitale Banachalgebra mit der
d-dimensionalen Einheitsmatrix I = I; als Einselement.

Sind nun A € K¢ und u € R, so ist nach Bemerkung 3.3.2 und (3.5) ist die Abbildung
t + e(t="4 eine Fundamentalmatrix fiir (3.4). Zudem ist nach Satz 3.5 fiir alle v € K¢ die
maximale Losung des Anfangswertproblems

2/ (t) = Ax(t), z(u)=v

gegeben durch
o(t,u,v) = et=W4 y (teR).

Wegen (e 4C) = (e'4)'C fiir C € K¥9 ([U]) ist nach dem Determinantenmultiplikati-
onssatz im Fall invertierbarer C' auch e*AC eine Fundamentalmatrix.

Im Prinzip haben wir also Fundamentalmatrizen fiir (3.4) gefunden, nimlich e*AC' fiir
beliebige invertierbare C. Es stellt sich dabei die Frage, ob und ggfs. wie man e*4C auf
skalare Exponentialfunktionen reduzieren kann.

Satz 3.9 Fs seien A, B € K¢,
1. Ist C invertierbar mit A = CBC~1,'* s0 ist

AC =Cet?  (teR).

2. Hat A Blockdiagonalform

E I
o [A]

mit Ay, € K%Xd fiir k= 1,...,m, so gilt !4 = diag(e!1, ..., et4m) fiirt € R.

3Wichtig zu beachten: Die Gleichung e®e? = e®*? gilt im Allgemeinen nicht fiir beliebige a,b € E.
4 Existiert eine solche Matrix C, so nennt man die Matrizen A, B dhnlich.

A = diag(Ay, ..., Ap) =
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Beweis. 1. Per Induktion sieht man, dass
AP = (CBC™hHr =CB*C™! (ke Np).
gilt. Also erhalten wir

— 1 — 1
cePct =C <Z wt”B”) CTl=) StCBICTl ="

v=0 v=0
2. Ist A = diag(A4,...,An), so ist nach Definition der Matrixmultiplikation auch
AY = diag(A7, ..., AY)
fiir v € Ng. Damit ergibt sich 2. aus der Tatsache, dass fiir beliebige Matrizen A, = (agz))

J

[ee] (oo}
Konvergenz von > A, in K9*? gleichbedeutend mit der Konvergenz aller Reihen Y a%)
v=0 v=0

in K ist, und dass dann ) A, = (Z a%)) gilt. ]
v=0 v=0

Bemerkung 3.10 Es sei A € K%%¢ diagonalisierbar, d. h. es existieren — nicht notwen-
dig paarweise verschiedene — Eigenwerte Aq,...,A\q von A und eine Basis ¢i,...,¢cq aus
zugehorigen Eigenvektoren. Dann ist mit A := diag(Ay,...,A\g) und C := (¢1,...,¢q)

AC = (Acy, ..., Acg) = (Mica, ..., Aagca) = CA
und damit auch A = CAC~!. Nach Satz 3.9 ist durch
AC = Ceth = Cdiag(eM?, ... ettt = (e)‘ltcl, cee e/\'itcd) (t e R)

eine Fundamentalmatrix von (3.4) gegeben.

Beispiel 3.11 1. Wir betrachten die (symmetrische) Matrix

0 -1 1
A=] -1 0 1 |eR¥
1
Es gilt
det(A— M) = -N 43\ —2=—(A—1)*(\+2),
also haben wir die Eigenwerte Ay = Ao = 1 und A3 = —2. Weiter rechnet man nach, dass

c1 = (1,0,1)T und ¢y = (0,1,1) 7 (linear unabhingige) Eigenvektoren zu 1 sind, und dass
c3 = (—1,—1,1)" Eigenvektor zu —2 ist. Also ist mit C' = (c1, ¢z, c3) nach Bemerkung 3.10

0 -1
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ein Fundamentalystem. Mit

-1

1 0 -1 2 -1 1
cl'=[01 <1 :% -1 21
1 1 1 -1 -1 1
erhélt man
2¢t 4 o2t et 42t ot _ -2
etd = = —et fe 2t et 4 o2 et — =2t

2. Wir betrachten

1 3 4
A= 0 1 -1 | eR¥>3 33,
0 1 1

Es gilt

det(A—N) = (L= N)((1=\)?+1),
also haben wir die Eigenwerte A\ = 1 und Mg 3 = 1 % i. Zugehorige Eigenvektoren sind
c1 =(1,0,0)7, cg = (3 —44,i,1) " und c3 = . Damit bilden etwa

1 3—4s 3+ 41

144)t i p(1=0)t —

1 1

e 0 , el

ein Fundamentalsystem von 2’ = Az (als Gleichung iiber C betrachtet). Ein reelles Funda-
mentalsystem erhélt man, indem man die zweite und dritte Losung e(E)t oy yund e(-teg

durch Re(e(*9tcy) und Im (e +tcy) ersetzt ([U]).

Schwieriger wird die Berechnung eines Fundamentalsystems naturgemifi dann, wenn A
nicht diagonalisierbar ist. Fiir A € K und r € N ist die Jordan-Matrix J(\) € K"™*"
definiert durch

TN = J,(\) = 3 -

A

falls > 1 und J(A) := J1(\) := (A) fiir » = 1. Aus der Linearen Algebra verwenden wir,
dass jede Matrix A € C?*¢ (die natiirlich auch rein reelle Eintriige haben kann) #hnlich zu
einer Blockdiagonalmatrix der Form

B = diag(Jr, (M), Jr,, (Am))

Y Y Tm
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ist, also A = CBC~! fiir eine Matrix C mit det(C') # 0 gilt.'® Nach Satz 3.9 reduziert sich
die Bestimmung der Fundamentalmatrix e!AC' auf die Bestimmung der Matrizen C' und
e!riw) fiir k= 1,... m. Aus Sicht der Analysis stellt sich damit insbesondere die Frage
nach dem Aussehen von e’/ fiir A € K. Wir schreiben kurz

N := N, :=J,.(0)
Dann ist J(A) = AT + N.

Satz 3.12 Ist A € K, so ist et/ = eMetN mit

t2 t'r—l
1t 5 o
1 tr—?
(r—2)!
tN — :
0 t
1

Beweis. Man rechnet nach, dass (mit dem Kroneckersymbol ¢)
NY = (8jk—v)jk=1,...r (v=0,...,r—1)

und N¥ = 0 fiir v > r gilt. Hieraus folgt

2 r—1
1 t % (r=1)!
r—1 1
tN _ vV ATV
v=0
0 t
1
Da A und N vertauschen, gilt zudem et/(N) = etMetN = A JetN = etAetN O
Beispiel 3.13 Es sei
-1 1 0
A= 0O -1 0 |,
0 0 2

also A = diag(J2(—1), J1(2)). Dann ist nach Satz 3.9.2 und Satz 3.12

et tet
ot A — diag(etb(_l),et‘h(z)) = diag(e teN2, ety = | 0 et
0 0 e
und damit e~fey, e~(te; + e3), e?’es ein Fundamentalsystem.
15Dabei sind Al,...,Am die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A. Die Darstellung ist

eindeutig bis auf die Reihenfolge der Jordanblécke.
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Mit Satz 3.12 und den vorangegangenen Uberlegungen ergibt sich folgendes Ergebnis iiber
die Struktur des Losungsraumes von x'(t) = Ax(t).

Satz 3.14 Es sei A € C™* mit A = Cdiag(Jr, (M), ..., I, (Am))C 71 Sind ¢y, ..., cq die
k=1

Spalten vion C, so ist firk=1,...,m und £ =1,...,1, mit s := Y r; die ({ + si)-te
j=1

Spalte etAcHSk der Fundamentalmatriz e*C von der Form
tA et
e Coqs, =€F Pk,g(t),

wobei die Funktionen Py ¢ Polynome vom Grad < £ — 1 mit Koeffizienten in C* sind.'®

Beweis. Es gilt

tA : At tN, Amt tN,
€0 = (Cly ey Cryy ooy Clpsgs ooy Crpdspy « -+ 3 Clas,, s -y Ca)diag(e et oo etmbetNrm)

Fir k=1,...,m haben die Spalten 1 + s, ..., + s die Form

A

t Akt
e 1 sy, e (

ot tT'k—l t?"k—2
tcl+7‘k + 02+Tk)a N (ﬁcl‘FTk + mC%ﬂ‘k +---+ cSk+Tk)'

Tk
O

Wir kommen zum Abschluss des Abschnitts zuriick zum inhomogenen System (3.1). Ist &
eine beliebige Fundamentalmatrix, so gilt nach Satz 3.2 und Satz 3.5 fiir u € I und v € K¢

(Pb(', uvv) = @b('vuvo) + 300(3 U,U) = @b('vuvo) + (I)(~)(I’_1(’U,)U.

Per Integration ldsst sich aus ® auch die spezielle Losung (-, u,0) der inhomogenen Glei-
chung bestimmen:

Satz 3.15 (Variation der Konstanten)
Es sei @ eine Fundamentalmatriz von (3.2). Dann ist fir v € I

t

(L1, 0) = (1) / oL (s)b(s)ds  (te ).

u

Beweis. Da ® eine Fundamentalmatrix ist, gilt ®'(¢) = A(t)®(¢) fiir ¢t € I. Mit

W(t) = <I>(t)/ oL (s)b(s)ds (te )

ergibt sich nach der Produktregel fiir matrixwertige Funktionen ([U]) und dem Hauptsatz
iiber Integralfunktionen
¢

P (t) = <I>'(t)/ O (s)b(s)ds + (1) (t)b(t) = A(t)cp(t)/ O (s)b(s)ds + b(t)

u u

fiir ¢t € I. Also ist ¥ Losung von (3.1) auf I mit (u) =0, d. h. ¥ = @4(+, u,0). O

e,
16Genauer ist P o(t) = Y &T:L).C;L+5k~
p=1 '
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Beispiel 3.16 Wir betrachten wieder I = (0,00) und A aus Beispiel 3.6. Weiter sei

b(t) = (Uf) (t>0).

Fiir

o(0) = <c?s(1/t) sin(1/¢) ) t>0)
sin(1/t) —cos(1/t)

aus Beispiel 3.6 ist ®~1 = &, also

[ [ - ()
Nach Satz 3.15 ist

oo (t:1/7,0) = <I>(t)/1

t

1 _ —sin(1/t) \ sin(1/t)
. O (s)bls)ds = @(1) (cos(l/t) + 1) B (—1 - cos(l/t)) '
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4 Lineare Differenzialgleichungen héherer Ordnung

Wir wollen nun die Ergebnisse des letzten Abschnitts auf lineare Differenzialgleichungen
n-ter Ordnung anwenden: Sind ag, a1, ...,an—1 : I — Kund b: I — K stetig, so heifit eine
Gleichung der Form

(”)—Zak )™ b(t) (4.1)

eine (skalare) lineare Differenz1a1g1e1chung n-ter Ordnung. Die Gleichung

™ = Z an(t)z® (4.2)

heifit zugehoérige homogene Gleichung. Entsprechende Anfangswertprobleme sind von
der Form

W—Zak )2 +bt), 2™ (w)=v (k=0,..,n—1) (4.3)

mit u € I, v := (vg,...,vp—1) € K™

Bemerkung 4.1 In Bemerkung 1.12 hatten wir gesehen, dass man Gleichungen n-ter
Ordnung bzw. Anfangswertprobleme in Systeme 1. Ordnung umschreiben kann. Hier ist
das entsprechende System

) 0 1 0 ... ... 0 x1 0
2 O 0 1 0 .. 0 s
= + : (4‘4)
x4 0 R ¢ 1 Tp_1 0
xh, ap(t) ar(t) ... ... ... ap—1(¢) T b(t)

linear. Nach Bemerkung 1.12 lassen sich sdmliche Ergebnisse iiber Losungen des Systems
(4.4) in Ergebnisse iiber die Losungen von (4.1) iibertragen. Insbesondere erhalten wir aus
Satz 3.1: Fiir jedes (u,v) € I x K" hat das Anfangswertproblem (4.3) genau eine Losung
auf I und jede weitere Losung ist Einschrinkung dieser Losung. Wir schreiben fiir diese
(maximale) Losung wieder

oy (Voy -y Un—1)) = (-, u,v)

und auch ¢y, statt ¢, falls die Abhéngigkeit von b hervorgehoben werden soll. Wir bezeichnen
die Losungsmenge des linearen Systems (4.4) wieder mit L, und setzen

My :={¢: ¢ 16st (4.2) auf I} sowie M, :={v : ¢ 16st (4.1) auf I}.
Da die Abbildung j = jp : Mp — Lp mit

@) = @, 0, T (g€ M)
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bijektiv und im Falle b = 0 linear ist, erhdlt man durch Anwendung von j aus den entspre-
chenden Ergebnissen fiir (4.4) aus Satz 3.2 und Bemerkung 3.3:

1. My ist ein n-dimensionaler Unterraum von C(I,K) und fiir v € I gilt
Moy = {po(-,u,v) : v = (vg,...,vp—1) € K"}
Eine Basis von M heifit wieder ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung.

2. Fiir jedes ¢y, € My ist My = vy + M.

3. Sind 91, ...,1¥, € My, so sind ¢, ...,¥, genau dann ein Fundamentalsystem, wenn
die Wronski-Determinante W (u) := det ®(u), wobei
P1(t) cee e (D)
P (t) R VA (3!
o) :=| . €K™,
R (5 IO el 0

fiir ein u € I nicht verschwindet. der In diesem Fall ist schon W (u) # 0 fiir alle u € I.
Zur Abkiirzung schreiben wir noch

'1/11 e ’(ﬂj,1 ijrl e 'I/Jn
B 1 Y ¥,
J . . . .

n—2 n—2 n—2 n—2

T R RV

fiir die Determinante der (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die aus ® durch Streichen der
letzten Zeile und der j-ten Spalte entsteht.

Satz 4.2 (Variation der Konstanten)

Istq, ..., 1y, ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung (4.2), so ist fiir jedes u € I
17

u, n+j tb(s)Wj(s) s
»(t, u,0) ij /UW(S) d (tel). (4.5)

Beweis. Da (¢1(t),...,¥n(t)) die erste Zeile von ®(¢) und die Inhomogenitit hier b(t)e,
ist, folgt aus Satz 3.15

op(t,u,0) = (7,/11(75) e ,1/)n(t)) . / b(s)@fl(s)en ds (tel).

1"Diese Darstellung erklirt den Namen ,, Variation der Konstanten“: Wihrend jede Lésung der homoge-
nen Gleichung von der Form Z?:l Ajp;(t) ist, erhdlt man

»(t,u,0) = Z)\ Y (t),

als Linearkombination der 11 (%), ..., ¥n(t) mit Koeffizienten A1(t), ..., An(t), die mit ¢ variieren.
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Um die letzte Spalte ®~*(s)e,, von ®71(s) zu bestimmen hat man hat das lineare Glei-

chungssystem
D(s)c =ey
in der Variablen ¢ = (cy, ..., ¢,) zu ldsen. Mit der Cramerschen Regel ergibt sich
'1/11 . ’(ﬁj,l 0 1/Jj+1 N ’(/)n
¥ -1 0 Y (4 ,
W(s)e, =det | o ") = 0w,
n—1 n—1 n—1 n—1
O a A BRI

Beispiel 4.3 (harmonischer Oszillator mit Anregung, vgl. Beispiel 1.11)
Fiir b : R — C betrachten wir die lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung

2 =—x+bt).

Man rechnet sofort nach, dass durch 1y (t) = e, 15(t) = e~ fiir t € R ein Fundamental-
system der homogenen Gleichung z” + = = 0 gegeben ist. Also erhalten wir mit

pit it
W(t) =det | i =

iett  —ie
Wi(t) = det(e™®) = e, Wo(t) = det(e) = e

fiir den Resonanzfall b(t) := e nach (4.5) die spezielle Losung vy, := (-, 0, (0,0)) als

-1 Y L L 1, . 2is it
vp(t) = —,(—e”/ e”e’”ds—ke’”/ e”e”ds):f.(eltt_eﬂt . )
2 0 0 24 2¢ lo
1 .
= ?(te”—sint).
i

Damit ergibt sich fiir cos(t) = Re(e'*) = Re(b(t)) auch

1 , t
©ORre) (1,0, (0,0)) = Rehy(t) = ilm(te” —sint) = 3 sint.

Abbildung 9: ¢t — tsin(t)/2.
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Wie im Abschnitt vorher wollen wir uns auch hier gesondert mit linearen Differenzialglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten beschéftigen: Es seien ag,aq,...,a,—1 € K. Dann
heilt eine Gleichung der Form

n—1
() = " ap®™(t) =0 (4.6)
k=0

eine (homogene) lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten. Im Prinzip kann man zur Berechnung eines Fundamentalsystems auf R so
vorgehen, dass man Satz 3.14 fiir das entsprechende lineare System (4.4) nutzt. Wir wollen
hier jedoch einen direkten Weg wihlen, der uns unabhéngig von der Jordanschen Normal-
form macht.

Bemerkung 4.4 1. Sind P(z) = Y. pxz" ein Polynom und I ein Intervall, so definieren
k=0
wir die lineare Abbildung P(D) : C*°(I) — C*°(I) durch

P(D)p =Y peDy,
k=0
wobei DFg := o®) fiir k € Nund D° :=id, d. h. D% = ¢. Ist Q(2) = > ;27 ein weiteres
§=0

Polynom, so gilt fiir ¢ € C*°(I)

(P(D) o QD)) =>_peD* (QD)p) =Y prg; Do = (P-Q)(D)g
k=0

k=0 j=0

und damit P(D)Q(D) = (PQ)(D).*® Insbesondere vertauschen P(D) und Q(D).
2. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gilt: Sind P vom Grad n mit fiihrendem Koef-
fizienten 1, Z(P) die Menge der Nullstellen von P und «(A) die Ordnung der Nullstelle A,

soist > a(M\)=nund P(z)= J] (2z— X)W fiir z € C. Nach 1. gilt
AEZ(P) AEZ(P)

PD)= [] (D-X\id)*™.
AEZ(P)

3. Sind A,z in C und ist ey (t) := e fiir t € R, so gilt fiir g € C>(1)

(D — pid)(exg) = ex - (A = p)g + Dyg)

und insbesondere (D — Aid)(exg) = exDg. Ist dabei g ein Polynom vom Grad d, so ist
(A — w)g + Dg fiir p # X wegen Grad Dg < d wieder ein Polynom vom Grad d.?

n—1
Bemerkung und Definition 4.5 Das Polynom P(z) := 2" — 3. a2" heifit charakte-

k=0
ristisches Polynom von (4.6). Damit ist ¢ € C°°(I) Losung von (4.6) auf I genau dann,
wenn P(D)yp = 0 auf T gilt.

18Man schreibt kurz T'S := T o S fiir die Komposition der Operatoren T, S und zudem T™ := T°™.
9Dabei ist der Grad des Nullpolynoms auf —co < 0 gesetzt.
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Satz 4.6 FEs sei P das charakteristische Polynom von (4.6). Dann ist durch
ts et (ANeZ(P),£=0,...,a(\) — 1)

ein Fundamentalsystem von (4.6) auf R gegeben.

Beweis. 1. Wir schreiben g(t) := t* fiir £ € Ny und ¢t € R. Sind A € Z(P) und £ € Ly :=
{0,...,a(X\) — 1}, so folgt wegen D*M g, = 0 aus Bemerkung 4.4.3 (induktiv angewandt)

(D — /\id)ao\)(e)\gg) = eADa(A)gg = 0.

Damit ist nach Bemerkung 4.4.2 auch P(D)(exge) = 0. Also sind die Funktionen ey gy fiir
e Lyund X € Z(P) Losungen von (4.6) auf R.

2. Da der Losungsraum My von (4.6) n-dimensional ist und da > a(\) = n gilt, reicht
AEZ(P)
es, zu zeigen: {geex : £ € Ly, \ € Z(P)} ist linear unabhiingig in C(R,C). Dazu seien

cx,e € C mit
0= E E (SWE VAN auf R.
NEZ(P) LeLx

Wir haben zu zeigen: ¢y ¢ = 0 fiir A € Z(P),¢ € Ly. Mit Qx := > cxeg¢ gilt
C€Ly
0= Z ex@, auf R.

AEZ(P)

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der g reicht es also, zu zeigen: Q) = 0 fir A € Z(P).
Es sei dazu A € Z(P) fest. Ist

PA(z) = P(2)/(z =NV = ] (z—n)®,
Z(P)2u#X

so folgt aus 1. (angewandt mit Py statt P)

PA(D)(e, Q) =0 (€ Z(P), p# ).

Nach Bemerkung 4.4.2 und 3. ist zudem Py(D)(e Q) = exR mit einem Polynom R = R)
vom gleichen Grad wie Q. Aus

0=P\(D)0=P\(D)( Y €uQu)=Pr(D)(exQx) = exR
REZ(P)

folgt R =0, also deg(R) = —oco und damit auch deg(Q,) = —oo, d. h. Q@ = 0. |

Bemerkung 4.7 Ist Preell, d. h.sind ag, ..., a,—1 reell und ist A = p+io eine nichtreelle
a-fache Nullstelle von P, so ist auch A = p — i0 eine a-fache Nullstelle von P. In diesem
Fall haben wir also die 2a. Losungen

e)\tté — euteiattf

Ml _ out g—iotyl (=0,...,a—1).
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Ein reelles Fundamentalsystem erhélt man dann, indem man fiir alle solchen Nullstellen

diese Losungen ersetzt durch ([U])

Re(eMt*) = et cos(at)t!

Im(eMt*) = et sin(ot)t*

Beispiel 4.8 (geddmpfte Schwingung) Wir betrachten die Gleichung
2" + 20z’ + wir =0

mit w,a > 0. Dabei bezeichnet a den Dampfungsparameter. Hier ist
P(z) = 2* + 2az + .

Also sind die Nullstellen 21 5 mit A := a? — w? gegeben durch

—a+ VA, falls A > 0
z = .
b2 —a+iv/—A, falls A<O0

Nach Satz 4.6 und Bemerkung 4.7 ist ein Fundamentalsystem gegeben durch

elmaEVAN falls A > 0
Pra(t) = e™, te ™, falls A =0 .
e~ cos(v/—At), e ¥sin(v/—-At), falls A <0

1.0 1.0
0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4 \\
02 02 \

-0.2 -0.2

ol

Abbildung 10: 4 (links) und vy (rechts) firw=1und a=13,a=1,a=0.4

Wir betrachten zum Abschluss kurz den Fall nichtkonstanter Koeffizienten und beschranken
uns dabei auf den Fall n = 2. In gewissen Fillen ist es moglich, Losungen der Differenzial-

gleichung (4.2) durch einen sogenannten Potenzreihenansatz zu gewinnen.

Satz 4.9 (Potenzreihenansatz) Es seien r > 0 und

o0 oo
p(z) = mz",  qlz) =) @it
k=0 k=0
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o0

Potenzreihen mit Konvergenzradius > r. Ist p(2) = Y. apz" eine Potenzreihe mit Konver-
k=0

genzradius > r, so gilt

29" (2) = p(2)¢' (2) + q(2)p(2) (2] <r).

genau dann, wenn

(k+1)(k —po)ar+1 = i(jpkﬂﬂ‘ +qr—j)a; (k€ No) (4.7)
Jj=0
erfillt ist.2°
Beweis. Fiir |z| < r gilt
'"(2) = i kapz""1 = i(k + Dag128 und 2 i k4 1)kagy2".
k=1 k=0 k=0

Also erhalten wir mit Hilfe des Cauchy-Produktes®! fiir |z| < r

p(2)¢'(2) +a(2)e(z) = (Zpkz > (Z k‘+1)ak+1zk> + (Z W’“) <Zakzk>

k=0
0o k

SDINI0 SIRTPINES o0 SYere
k=0 7=0
oo k

= Z 2 ((k + Dpoak+1 + Z(j Prt1—j + Qk—j)aj)
k=0 =0

Diese Potenzreihe stimmt genau dann mit Y (k + 1)k ag, 12" iiberein, wenn die a;, die
k=0
Bedingung (4.7) erfiillen.?? a

Bemerkung 4.10 Insbesondere ist unter den Bedingungen des vorhergehenden Satzes ¢
eine Losung der Differenzialgleichung

o = (p(t)/t)x" + (q(t)/t)x

auf (0,r) und auf (—r,0). Gilt pg &€ Ny, so ergeben sich mit beliebigem Startwert ag € K
die weiteren Koeffizienten rekursiv aus (4.7). Gilt pg = go = 0, so kann man die Werte ag
und a; wihlen und (4.7) ergibt dann eine Rekursionsformel fiir & € N.

20Man kann zeigen, dass die Potenzreihe ¢ stets Konvergenzradius > r hat, falls die a, die Formel
erfiillen. Wir verzichten auf den mit den uns zur Verfiigung stehenden Mitteln etwas aufwéndigen Beweis.
In den Beispielen ist die Konvergenz typischerweise direkt zu sehen.

2lsiche etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Cauchy-Produktformel

22Wichtig: Zwei Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius stimmen genau dann iiberein, wenn alle
Koeffizienten tibereinstimmen.
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Beispiel 4.11 Fiir v € C heifit die lineare Gleichung zweiter Ordnung
22" (2) + 22’ (2) + (22 =12z =0
Bessel-Gleichung. Wir betrachten den Fall ¥ = 0 und damit die Gleichung
=2/t —x (4.8)
Hier sind p(t) = —1, q(t) = —t, alsopg = =1 #0, pp =0 fir k€ N, ¢y = —1 und ¢, = 0
fir k # 1. Wegen qi—; = —0; 51 lautet (4.7) hier

1 k {07 falls k = 0

Qpg)] = —————— JPk+1—-5 + qr—j)a; = '
i (k+1)(k+1)j§:;)( e 1) —ap_1/(k+1)2, fallskeN

Wihlt man ag = 1, so erhilt man induktiv ag,,4+1 = 0 fiir m € N und

(-1"

Azm = P2 (m)? (m eN).

Die Funktion Jy : C — C, definiert durch

=3 SRET e,

m=0

heiflt Bessel-Funktion der Ordnung 0. Nach Bemerkung 4.10 ist Jo|(0,00) €ine Losung der
Gleichung (4.8).

Abbildung 11: Bessel-Funktion Jj.

Kennt man bereits eine nichtverschwindende Loésung einer linearen Differenzialgleichung
der Ordnung 2, so ldsst sich dies nutzen um ein zweite, linear unabhéngige Losung zu

bestimmen. Man spricht dann von Reduktion der Ordnung.

Satz 4.12 (Reduktion der Ordnung) Fs seil C R ein offenes Intervall, ag,aq : I — K
stetig und « eine Stammfunktion zu ay. Weiter seien J C I ein offenes Intervall und (v, J)
eine Losung der Differenzialgleichung

2 =a1(t)r’ + ao(t)z (4.9)

mit o(t) # 0 fiir alle t € J. Ist 9(t) := @~ 2(t)e®® und ist U eine Stammfunktion zu 1, so
bilden p, ¥ ein Fundamentalsytem zu (4.9) auf J.?3

234 16st die lineare Gleichung erster Ordnung @’ = (a1 (t) — 2¢’(t)/p(t))z. Daher der Name Reduktion
der Ordnung.
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Beweis. Wegen 1) = e®~21n% ist ¢/ = (a1 — 29 /). Mit ¢ = a;¢’ + agy erhilt man
(00)" = a1(p¥) = (a1¢' + ao) ¥ + 20"y + a1 — 2¢' /)b — a1’V — arph = agp V.

Damit ist ¥ Losung von (4.9) auf J. Da ¥ nicht konstant auf J ist, sind ¢ und ¢V linear
unabhéngige Losungen. m]

Beispiel 4.13 Wir betrachten wieder die Bessel-Gleichung (4.8), also
2 =2 /t—x

Durch ¢ — —In(#) ist eine Stammfunktion zu a;(t) = —1/t auf (0, 00) gegeben. In Beispiel
4.11 haben wir gesehen, dass die Bessel-Funktion Jy eine Loésung der Gleichung auf (0, co)
ist. Wegen Jp(0) = 1 ist Jy(t) # 0 fur kleine ¢. Ist T := inf{t > 0 : Jo(¢) = 0} und ist ¥

eine Stammfunktion zu
G(t) = J (e "D =1/(tJ5 (1)  (t€(0,T)),

so bilden Jy, Jo¥ ein Fundmentalsystem der Bessel-Gleichung auf (0,77). Mit einer ge-
eigneten Konstante ¢ ist JoU + ¢Jy = (7/2)Y, wobei Yy die Bessel-Funktion zweiter
Gattung der Ordnung 0 bezeichnet.?*

Abbildung 12: Bessel-Funktionen Yy (blau) und Jp.

24siehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Besselsche_Differentialgleichung
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5 Stabilitat

Ein wesentlicher Untersuchungsgegenstand bei Differenzialgleichungen ist die Frage nach
dem Verhalten von Losungen wenn ¢ sich einem der Randpunkte des maximalen Lésungsin-
tervalls ndhert. Wir beschrénken uns auf autonome Systeme, also Differenzialgleichungen
der Form

o’ =g(),
wobei G C K? offen und g € C(G,K?) ist (d. h. hier ist f(¢,z) = g(x) auf D = R x G). Ist
g lokal Lipschitz-stetig auf G, d. h. existieren fiir alle v € G eine Umgebung U von v in G
und ein L = L(U) > 0 mit

l9(x) —gy)| < Llz —y|  (z,y €U),

so existiert nach dem globalen Satz von Picard-Lindelsf (Satz 2.12) genau eine maximale
Losung o(+,0,v) =: ¢(-,v) des Anfangswertproblems

' = g(x), z(0)=veq

auf I(0,v) =: I(v).2> Weiter schreiben wir I(v) =: (t~(v),t"(v)), d. h. t=(v) € RU {—o0}
bzw. t1(v) € RU{co} sind linker bzw. rechter Randpunkt von I(v).
Wir betrachten zunéchst sehr speziell lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten. Hier
interessiert also das Verhalten fiir ¢ — oo oder ¢ — —oo. Wir beschrénken uns auf den Fall
t — oo. Ist T : C? — C? linear, so schreiben wir ¢(T') fiir die Menge der Eigenwerte von T
und

Y(T) := max{Re(A) : A € o(T)}.
Ist A € C¥*? so schreiben wir wie iiblich (Identifikation von A mit = — Az) auch o(A)
und v(A). Als Anwendung des Satzes 3.14 ergibt sich

Satz 5.1 (Stabilititskriterium)
Es sei A € C4. Ist yu > ~v(A), so existiert ein M > 0 mit ||e!|] < Met firt > 0.
Auflerdem sind die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) Es existieren M, > 0 mit ||et4|| < Me=°t fiir t > 0.
b) Fiir alle Losungen ¢ von z'(t) = Ax(t) auf R gilt 1(t) — 0 (t — 00).%5

c) v(4) <0.

d
Beweis. 1. Es sei B = (by,...,bq) € K. Dann gilt ||B|| < 3 |bx| wegen
k=1

d

d d
| Bx| §Z|$k|‘bk| SZ‘I)H (J::Za:kek € B1(0)).
k=1 k=1

k=1

25Bei autonomen Gleichungen kann man sich auf den Fall u = 0 beschrinken, da sich die Losung fiir
allgemeines u durch eine Verschiebung im Argument aus dem Spezialfall ergibt; genauer ist ¢(t,u,v) =
ot —u,0,v) fir t —u € I(v).

26Dann auch mit exponentieller Rate.
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Ist C wie in Satz 3.14, so ist die k-te Spalte e*c, von e!4AC von der Form t s e+! Py (t)
mit A € 0(A) und einem Polynom Pj. Wegen u — Re(Ax) > 0 existiert eine Konstante
My, > 0 mit |Py(t)] < Mpe=ReA)t und damit [ef s Py(t)| = et ReXx|Py(t)| < ert M, fiir
t > 0. Also folgt

d d
e < [l el - IoT T < O D le el < e lCTHI Y M
k=1 k=1
2.a) = b): Ist 1(0) = v, so ist Y (t) = @o(t,v) = etv, also [¢(t)] < ||et4|-|v] — 0 (t = o0).
b) = ¢): Angenommen, es existiert ein Eigenwert A von A mit Re(A) > 0. Ist ¢ # 0 ein

A

zugehoriger Eigenvektor, so ist 1(t) = e*c eine Losung von z’(t) = Az(t) mit

[W(t)] = e > |e| (= o).

Widerspruch zu ¢(t) — 0 fiir ¢t — oc.
c¢) = a): Aus 1. folgt |[et4]] < MefY(/2 fir t > 0. Also ist o := —y(A)/2 geeignet. O

Bemerkung 5.2 Hat man ein (inhomogenes) lineares System mit konstanter Koeffizien-
tenmatrix A, also

' = Ax + b(t)
mit A € K¢ und b : I — K¢ stetig, so erhilt man eine spezielle Lésung der inhomogenen
Gleichung nach Satz 3.15 durch

t

op(t,u,0) = etA/ e *Ab(s)ds .

Ist auch die rechte Seite b unabhéngig von ¢, also b(¢t) = b auf I = R, so ist die Gleichung
autonom. Falls A invertierbar ist, erhilt wegen (e *4A71) = —Ae 4 A~ = —e?4 nach
den Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung?”

t
op(t,0) = etA/ e Ads b=eMN—e AT A=A - A7 .
0

Ist also y(A) < 0, so gilt mit Satz 5.1 fiir jedes v € K¢

wp(t,v) = @o(t,v) + @p(t,0) = etA(U + AT AT - AT (t— 00).

Wir betrachten jetzt nichtlineare Gleichungen. Wir werden sehen, dass man unter geeigne-
ten Voraussetzungen an die rechte Seite g gegebenenfalls Aussagen iiber das asymptotische
Verhalten von Losungen (-, v) machen kann ohne die Losungen explizit zu kennen.

Bemerkung und Definition 5.3 Sind g € C(G,K?%) und p € G mit g(p) = 0, so ist
o(t,p) = p fir t € I(p) = R. Nullstellen von g nennt man stationiire Punkte der
Gleichung z’ = g(z). Entsprechend heiflen die konstanten Losungen stationér. Weiter
heifit p

27Integrale iiber matrixwertige Funktionen sind eintragsweise definiert
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1. attraktiv, falls ein § > 0 so existiert, dass t*(v) = oo und ¢(¢,v) — p fiir t — oo
und v € Us(p) gilt,?®

2. stabil, falls fiir alle € > 0 ein § > 0 so existiert, dass t*(v) = oo und ¢(t,v) € Ue(p)
fiir alle v € Us(p),t > 0,

3. asymptotisch stabil, falls p attraktiv und stabil ist.

Satz 5.4 (linearisierte asymptotische Stabilitéit)

Es seien G C R offen und g € C*(G,R?). Weiter sei p ein stationdrer Punkt von 2’ = g()
mit v(Jg(p)) < 0.22 Ist 0 < a < —y(Jg(p)), so existieren eine Umgebung U von p und ein
M >0 mit tT(v) = oo fiir alle v € U und

lo(t,v) —p| < M|v—ple™* (t>0,veU). (5.1)

Insbesondere ist p asymptotisch stabil.

Beweis. 1. Ohne Einschriankung sei p = 0. Wir setzen A := Jg(0). Da g differenzierbar an
p =0 ist, gilt
o) = Az +7(2)

mit 7(z)/|z] = 0 (z — 0). Es sei § > 0 so, dass a+ 9 < —y(A), also p := —(a+6) > v(A4).
Nach Satz 5.1 existiert ein M > 0 mit

le" | < Met (£ =0).
Weiter existiert ein p > 0 mit U,(0) C G und
r@) < 6] (2] < p).

Fir v € U,(0) definieren wir

T(v) :=sup {t € [0, (v)) : |p(s,v)| < p fiir alle s € [0,7) }
und zeigen, dass (5.1) fiir ¢ € [0, 7(v)) erfiill ist: Zunéchst gilt

¢'(t,0) = glp(t,v)) = Ap(t,v) +r(p(t,v)  (t€I(v)).
Also ist ¢(-,v) Losung des linearen Systems 2/ = Az + b(t) mit b(t) := r(p(t,v)) fiir

t € I(v). Mit Bemerkung 5.2 ergibt sich

o(t,v) = po(t,v) + @p(t,0) = o + /0 e(tfs)Ar(go(s,v))dS (tel(v)).

Ist t € [0,7(v)), so gilt [r(p(s,v))| < (6/M)[p(s,v)| und [let==)4|| < Mert=*) fiir s € [0,1]
und damit ,
[o(t. )] < Mefol 45 [ e lo(s, )] ds.
0

28 ,3sungen, die geniigend nahe an p starten, werden von p fiir ¢ — co angezogen.
29Wenn wir von Eigenwerten sprechen, fassen wir die Jacobi-Matrix Jg(z) an x als Matrix in C**¢ auf.
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Mit () := e #|p(t,v)| = el@Ot|p(t,v)| ist also

¢
w(t) < Myl +5/0 W(s)ds  (te [0,7(v)).
Aus dem Gronwall-Lemma (Satz 2.15) erhdlt man
e‘gteat|gp(t,v)| = o(t) < M|v|e’ (te [0,7(v)))

und damit |p(t,v)| < Mv|e=®* fiir t € [0,7(v)).
2. Nach 1. ist insbesondere |o(t,v)| < M|v| fiir alle t € [0,7(v)) und v € U,(0). Ist also

velU:= Up/(2M+1)(O) C UP(O),

so ist |o(t,v)| < p/2 fiir t € [0,7(v)). Hieraus folgt 7(v) = t*(v), denn sonst wére
lo(7(v),v)| > p, was der Stetigkeit von ¢(-,v) an 7(v) widerspriiche. Da B,,/5(0) C G kom-
pakt ist, ergibt sich aus dem globalen Satz von Picard-Lindeldf (Satz 2.12) mit D =R x G
dann auch 7(v) = t*(v) = co. Nach 1. gilt (5.1) also fiir alle v € U und ¢ € [0, 00). m

Beispiel 5.5 1. (logistische Gleichung) Wir betrachten wieder g(z) = (1 — ) fir x € R
(siehe Beispiel 1.8.2). Hier sind 0 und 1 die stationidren Punkte. Dabei gilt ¢’(0) = 1 und
g'(1) = —1. Also ist p = 1 nach Satz 5.4 asymptotisch stabil. Man sieht: Fiir die maximale

Losung
v

v+etH1l—v) (telw)

des Anfangswertproblems mit x(0) = v gilt hier tT(v) = oo fiir v € (0,00) und p(¢,v) — 1

(P(t’ U) =

fiir t — oo mit exponentieller Geschwindigkeit.
2. Es seien o, p, 8 > 0. Dann heifit das nichtlineare System z’ = g(x), wobei

1 o(ze — x7)
g@) =g lax | = |zi(p—a3) — 22| (xR,
z3 z1T2 — B3

Lorenz-System mit den Parametern o, p, 3.3 Offensichtlich ist p = (0, 0, 0) ein stationirer
Punkt. Weiter gilt

-0 o 0
(Jg)0)=1p -1 0
0 0 -8

und damit

P(X) :=det(Jg(0) = AI) = =(A+ B) (N> + Ao + 1) + (1 — p)).

30Das System ist in den 1960er Jahren von Edward Lorenz, einem Mathematiker und Meteorologen,

im Zusammenhang mit der Frage nach Modellen fiir die Wettervorhersage untersucht worden; siehe et-
wa https://en.wikipedia.org/wiki/Lorenz_system. Der in diesem Zusammenhang auftretende Lorenz-
Attraktor ist spéter zu einer Ikone der Chaostheorie geworden.


https://en.wikipedia.org/wiki/Lorenz_system
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Die Nullstellen von P sind A3 = —3 < 0 und

oc+1 o+ 1\2
)\1)2—— 9 i\/( 9 )—0’(1—[)).

Ist dabei p < 1, so gilt A 2.3 < 0. Nach Satz 5.4 ist p = 0 asymptotisch stabil. Man kann
zeigen, dass der Nullpunkt im Fall p < 1 sogar global attraktiv ist, d. h. fiir alle v € R3 gilt
(t,v) — 0 fiir t — oco. Das Verhalten der Losungen wird deutlich komplizierter fiir p > 1.
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6 Mannigfaltigkeiten

Im Zusammenhang mit partiellen Differenzialgleichungen, also Differenzialgleichungen, bei
denen partielle Ableitungen auftauchen, spielen Integralsitze eine wesentliche Rolle. Oh-
ne auf die Theorie partieller Differenzialgleichungen einzugehen, geben wir eine kurze
Einfiihrung in Mannigfaltigkeiten und Integralséitze.

Definition 6.1 Es seien d € N und k£ € Ny mit d > k. Eine Menge M C R heifit
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? oder kurz k-dimensionale Mannigfal-
tigkeit in R?, wenn es zu jedem p € M eine offene Umgebung U C R? von p und eine
Funktion f € C1(U,R4*) gibt3! mit

1. MNU ={z e U: f(z) =0} = f~1({0}),

2. p ist eine regulére Stelle von f, d. h. die lineare Abbildung f'(p) ist surjektiv bezie-
hungsweise, dquivalent, die Jacobi-Matrix J f(p) hat vollen Rang d — k.

Ist speziell k = d — 1, also f € C*(U,R), so heiBt M Hyperfliiche in R%. In diesem Fall
ist p genau dann regulir wenn V f(p) # 0 ist.

Beispiel 6.2 1. Esseien 7 > 0und f: RY - R, f(z) = |2|? —r? = 2"z — r2. Dann ist
M, :={z cR: |z| =7} = {z € R?: f(z) = 0},

wegen Vf(z) = 2z # 0 fiir x # 0 eine Hyperfliche in R%. Speziell ist S¥~! := M; die
(d — 1)-dimensionale Einheitssphiire und damit M, = rS¢~1.

@ e

Abbildung 13: S? = M; und Torus Tp5,1.

2. Fiir 0 <7 < Rsei f:R3— R definiert durch
f(zy, w0, 23) := (23 + 23 + 23 + R* — r?)® — 4R*(2% + 23)
Dann ist

T:=T,gr:={zeR: f(z) =0} ={r e R®: ({/2? + 23 — R)? + 23 = r?}

31Dabei ist R := {0} der Nullraum.
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und T eine Hyperfldche in R3 ([U]) Man nennt T einen Torus.>??

Bemerkung 6.3 1. Sind d > k, S C R¥ offen und g € C*(S,R?F), so ist

graph(g) = {(s,g(s)) : s € S}
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R<.

Denn: Betrachtet man f : U := S xR*™* — R¥=F mit f(z) = f(s,y) = y—g(s),
wobei z = (s,y) mit s € S, y € RF 50 ist graph(g) = {z € U : f(z) = 0}
und Jf(z) = (—Jg(s), Iq—x) hat vollen Rang d — k fiir alle x € U.

2. Nicht jede Untermannigfaltigkeit der Dimension k& < d ist Graph einer C'-Funktion
von k reellen Variablen,? aber es gilt trotzdem folgende lokale Aussage, die nichts anderes
als eine Interpretation des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen darstellt: Sind M C
R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M, so gibt es nach eventueller
»Umnummerierung der Koordinaten“ s = (z4(1),---,Za))s ¥ = (Ta(k+1), - - - > Ta(d)) Mit
einer Permutation « von {1,...,d} so, dass f(a, ) (p) € Aut(R4*) fiir p =: (a,b) € M
gilt3*, offene Umgebungen V' von a und W von b und eine Funktion g € C*(V,R%*) mit

MOV xW)={(s,g(s): sV}

Bemerkung und Definition 6.4 1. Es seien (X, dx) und (Y, dy ) metrische Rdume und

¢ : X — Y bijektiv. Dann heifit ¢ ein Hom&omorphismus von X nach Y, falls sowohl ¢
35

als auch ¢~ ! stetig sind. Die Stetigkeit von ¢! ist fiquivalent zur Offenheit von ¢ ([U])
2. Es seien S C R* offen und d > k. Eine Abbildung ¢ € C!(S,R?) heifit Immersion, falls
©'(s) injektiv fiir alle s € S ist.® Ist M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit in R? und ist
eine Immersion ¢ : S — M ein Homéomorphismus auf das Bild ¢(S) C M, so nennt man
© eine glatte Einbettung von S in M.

3. Ist g wie in Bemerkung 6.3.2., so ist ¢ : V. — M N (V x W) mit ¢(s) := (s,g(s))T fiir
s € V bijektiv. Da J(s) fiir alle s vollen Rang & hat, ist ¢ eine Immersion. Aulerdem ist
@~ 1 als Einschrinkung der Projektion (s,y) + s stetig. Also ist ¢ eine glatte Einbettung
von V in M.

Beispiel 6.5 1. (Polarkoordinaten) Es sei S = R. Dann ist durch

o(t) := (cost,sint) (teR)

eine surjektive Abbildung ¢ : R — S! definiert. Wegen ¢’(t) # 0 fiir alle ¢ ist ¢ eine
Immersion. Man beachte, dass ¢ nicht injektiv ist, dass aber fiir jedes 7 € R etwa |y mit

327, R entsteht durch Rotation der Kreises {R, 0,0} + {(z1,0,23) : 22 + 22 = 72} um die z3-Ebene.
33etwa St = {z € R? : 22 + 23 = 0}

34 Aut(R™) bezeichnet die linearen und bijektiven Abbildungen auf R™

354 : X — Y heiBt offen, falls o(U) offen in Y ist fiir alle offenen Mengen U C X.

36 Anders ausgedriickt, falls Jip(s) fiir alle s vollen Rang k hat
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V = (1 —m, 7 +7) eine glatte Einbettung von V in S! ist. In diesem Fall unterscheiden sich
(V) und S durch einen Punkt.
2. (Kugelkoordinaten; sphérische Polarkoordinaten) Durch

coss-sint
@(s,t) = | sins-sint ((s,t) € R?).

cost
ist eine surjektive Abbildung ¢ : R? — S? definiert.

Denn: Die Inklusion ¢(R?) C S? ergibt sich sofort aus cos? +sin? = 1. Ist z € S?

und u = /2?2 + 22, s0 ist u? + 2% = 1. Also existieren zunéchst ein ¢ € [0, 7] mit

x3 = cost, u =sint und dann ein s € R mit ; = sintcoss, o = sintsins.?”

Abbildung 14: S? mit Liangen- und Breitengraden.

Weiter ist
—sinssint cosscost
Jo(s,t) = | cosssint sinscost
0 —sint

Damit hat Jp(s,t) vollen Rang 2 genau dann, wenn sint # 0 ist. Also ist etwa ¢|g, wobei

:= R x (0,7), eine Immersion. Wieder ist ¢|gs nicht injektiv. Ist jedoch (o,7) € S und
betrachtet man etwa V = (0 — 7,0 + m) x (0,7), so kann man sich iiberlegen, dass ¢y
eine glatte Einbettung von V in S? ist. Hier unterscheiden sich (V) und S? durch einen
Meridian.

Bemerkung und Definition 6.6 Sind X,Y C R* offen, so heifit eine bijektive Abbil-
dung ¢ : X — Y ein Diffeomorphismus, falls ¢ und ¢~ stetig differenzierbar sind.
In diesem Falle sind nach der Kettenregel ¢/(x) € Aut(R*) und (¢ !)'(y) € Aut(RF)
fir alle x € X bzw. y € Y. Nach dem Hauptsatz iiber lokale Umkehrbarkeit impliziert

¢'(x) € Aut(RF) fiir alle z schon (1) (y) € Aut(RF) fiir alle y.

Satz 6.7 Es seiend >k, S C RF offen und ¢ : S — R? eine Immersion. Dann ezistiert zu
jedem o € S eine offene Umgebung V von o so, dass ¢ : V- — @(V') ein Homdéomorphismus
und o(V) eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von RY ist.

3"Man kann s als eine Art Lingengrad und t als eine Art Breitengrad ansehen.



6 MANNIGFALTIGKEITEN 49

Beweis. Wir kénnen nach geeigneter Umnummerierung der Koordinaten, falls nétig, wie-
der davon ausgehen, dass ¢ von der Form ¢ = (h,g)" mit det Jh(c) # 0 ist, wobei
h = (@a1), - Pamk)) Wd g = (Pak+1); - - > Pa(a)) fiir eine Permutation o. Nach dem
Hauptsatz tiber lokale Umkehrbarkeit existiert eine offene Umgebung V' von o so, dass
h:V — V' := h(V) ein Diffeomorphismus ist. Setzt man U := V' x R¥~* so definiert

_ Ms) -
D(s,y) == (g(s) L y> ((s,y) € V x REF)

einen Diffeomorphismus ® : V x R — U, denn zum einen sieht man leicht, dass ®
bijektiv ist, und zum anderen gilt wegen

Jh 0
det Jo(s,y) = | ") = det Jh(s) £ 0
Jg(s) Idfk
nach Bemerkung 6.6 auch (®~1)'(z) € Aut(R?) fiir # € U. Weiter folgt aus

h(s)
9(s)
dass ¢ : V. — (V) injektiv (und damit bijektiv) ist mit stetiger Umkehrfunktion. Fiir
f= (@,;1_1, ce @;1) ergibt sich

B(s,0) = =¢(s)  (seV),
(o)

e(V)=@(Vx{0})={zecU:®, ] (x)=...=0; (x) =0} ={z € U : f(z) = 0}.
Wegen det J®~1(z) # 0 fiir alle z € U hat die Jacobi-Matrix
(Vo117 ()
Jf(z) = :
(Ve )T (x)
vollen Rang (= d — k) fiir alle z € U. O

Damit erhalten wir eine Charakterisierung von Mannigfaltigkeiten, die von zentraler Be-
deutung ist:

Satz 6.8 Fs seien d,k € N mit d > k und M C R®. Dann ist M eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R¢ genau dann, wenn zu jedem p € M eine offene Menge V C RF
und eine glatte Einbettung ¢ : V. — M mit p € p(V) existieren.

Beweis. Die Aussage = ergibt sich aus Bemerkung und Definition 6.4.3. Umgekehrt folgt
< aus Satz 6.7, da Untermannigfaltigkeiten lokal definiert sind. m|

Definition 6.9 Ist M eine Untermannigfaltigkeit von R?, so heiBit jede Abbildung ¢ wie
in Satz 6.8 eine lokale Parametrisierung von M am Punkt p oder auch eine Karte von
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M bzgl. p. Ist A eine Menge von Karten mit U«peA ©(V) = M, so nennt man A einen Atlas
von M .38

Beispiel 6.10 (vgl. Beispiel 6.5) Fiir 7 € R sei ¢, : (1 — 7,7 + 7) — R? definiert durch
©-(t) = (cost,sint). Dann ist durch {@g, ¢} ein Atlas von S! gegeben.

Definition 6.11 Es sei M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Ist p € M, so
heifit v € R? ein Tangentialvektor an M in p, falls ein offenes Intervall I mit 0 € I und
eine Funktion v € C1(I,RY) existieren mit v(I) C M, v(0) = p und 7/(0) = v. Die Menge

T,M := {v € R? : v Tangentialvektor an M in p}

heifit Tangentialraum von M in p.

Satz 6.12 Es sei M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei p € M.
Dann gilt:

1. T, M ist ein k-dimensionaler Unterraum von RY.

2. Ist ¢ : V. — M eine glatte Einbettung mit p(o) = p, so ist {0j¢(0),j =1,...,k} eine
Basis von T, M.

3. Sind U C R? eine offene Umgebung von p und f € CY(U,R¥*) mit M NU =
f71({0}) und so, dass p regulir ist, so gilt T,M = {Vf;j(p):j=1,...,d— k}L .

Beweis. Wir setzen

Ty == span{01p(0),...,0kp(0)} und Ts:={Vfi(p),...,Vier(p)}*.

Da ¢ eine Immersion ist und p ein reguldrer Punkt von f ist, sind 77 und T, beide k-
dimensional. Also geniigt es, 71 C T, M C T3 zu zeigen.
Ty C T,M : Es sei

k
v=> X0jp(o) = Jp(o)X € Ty.
j=1

Ist € > 0 so klein, dass o+t\ € V fiir || < e gilt, soist v : (—¢,&) = M mit y(¢) := p(c+t\)
stetig differenzierbar und es gilt v(0) = (o) = p sowie

7(0) = Jp(o) A=v

nach der Kettenregel.

380ft bezeichnet man die Umkehrabbildung ¢ = ¢ =1 : (V) — V als Karte von M bzgl. p und dann
auch die Menge {p~ ! : p € A} im Fall Uyea ©(V) = M als einen Atlas vom M.
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T,M C Ty : Es sei v € C*(I, M) mit (0) = p und 7/(0) = v. Dann existiert ein € > 0 mit
v((—e,e)) C M NU, also f(v(t)) =0 fiir [t| <e. Mit der Kettenregel folgt

0= (f;09)(0)= (V) (p) -~ (0)

fir j=1,...,d—k, d. h. y(0) € Ts. O

Bemerkung und Definition 6.13 Es seien d > k und M C R? eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R?. Fiir p € M setzen wir N,M := (T,M)*. Die Vektoren
w € N, M\ {0} heilen Normalenvektoren von M an p. Ist f wie in Definition 6.1, so ist
{Vfi(p),j=1,...,d — k} nach Satz 6.12 eine Basis von N,M.

Bemerkung und Definition 6.14 Eine abgeschlossene Menge A C R? nennen wir ori-
entierbar berandet, falls zu jedem p € JA eine offene Umgebung U € R? von p und ein
f € CY(U,R) existieren mit

L ANU = f~'((~o0,0]),
2. Vf(z) #0firz e U.
Dann gilt auch U N9A = f~1({0}). Insbesondere ist JA eine Hyperflsiche in R<.

Denn: C: Ist z € UN A mit f(x) < 0, so existiert ein § > 0 mit f(z') < 0 fur
2’ € Us(x), also Us(x) C A. Damit ist x € A°.

D:Ist x € ANU mit f(z) =0, so ist x € A, denn sonst wire x € A°NU eine
Maximalstelle von f, also V f(z) = 0.

Satz 6.15 Es sei A C RY orientierbar berandet. Dann ist dim N,(0A) = 1 fiir alle p € A
und es gibt genau einen Vektor n(p) € Np(0A) mit |n(p)‘ =lundp+tn(p) ¢ A firt>0
gendigend klein. Auferdem ist die Abbildung n : A — S~ stetig.

Beweis. Es seien p € 0A und f wie in Bemerkung und Definition 6.14. Da 0A eine
Hyperfliche in R? ist, ist dim7,(0A) = d — 1, also dim N,(0A) = 1 und N,(0A) =
span{V f(p)} nach Bemerkung und Definition 6.13. Wir setzen

_ Vfip)
nP) = 77

Da n(p) Anstiegsrichtung und —n(p) Abstiegsrichtung von f ist, ist n(p) der einzige Vektor
in St N N,(0A), der die Bedingung aus dem Satz erfiillt. Weiterhin ist auch n(z) =
Vf(z)/|Vf(z) fir alle z € U N OA und damit ist n insbesondere stetig. O




6 MANNIGFALTIGKEITEN 52

Bemerkung und Definition 6.16 In der Situation von Satz 6.15 nennt man n(p) den
#uBeren Einheitsnormalenvektor von A in p und n : 9A — S?~! H#uBeres Einheits-
normalenfeld. Ist f wie in Bemerkung und Definition 6.14, so ist

n(z) = Vf(x)/IVf(z)|

fir x € UNOA.

Beispiel 6.17 Es seien 7 > 0 und A := B,(0) = {z € R? : |z| < r} die abgeschlossene
Kugel mit Radius 7 in R?. Dann ist 9A = rS?~!. Wihlt man etwa U := R?\ {0} und
f(z) = |z|?> — 72 fiir x € U, so gilt Vf(x) = 2z # 0 sowie

ANU = A\U,2(0) = f~!(—00,0]).
Also ist A orientierbar berandet (man beachte, dass U Umgebung aller p € 9A ist) . Hier
ist
n(z) =xz/|z| =z/r

fir x € rS%-1.

Bemerkung 6.18 Es sei A C RY orientierbar berandet. Ist p € A so koénnen wir nach
geeigneter Permuation der Variablen davon ausgehen, dass 0 A lokal Graph einer Funktion
g € CYHV,R) ist (vgl. Bemerkung 6.3.2 und beachte d — k = 1 hier), d. h.

(0A)NU = {(s,9(s)) : s €V}

fiir eine offene Umgebung U = V' x [ von p, wobei I ein offenes Intervall ist. Da A ori-
entierbar berandet ist, kann man sich mit Satz 6.15 iiberlegen, dass U so gewéhlt werden
kann, dass entweder

ANU={(s,y) eU:y<g(s)}

oder
ANU={(s,y) €U :y>g(s)}

gilt. Also ist f: U — R? mit f(x) = f(s,y) := y — g(s) im ersten bzw. f(z) := g(s) —y im
zweiten Fall wie in Bemerkung und Definition 6.14. Fiir s € V ist im ersten Fall damit

a(safs) = L (~Vals)
(5. 9(5)) ﬁlv9(5)2( o)

und im zweiten Fall

nsofsh e L Vy(s)
(5,9(5)) ,/1+|vg(s)|2< -1 )
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7 Oberflichenintegrale und Gauflscher Integralsatz

Wir wollen nun Oberflichenmafie und Oberflichenintegrale fiir Funktionen auf Unterman-
nigfaltigkeiten definieren. Dabei verwenden wir einige wenige Bezeichnungen und Ergeb-
nisse der Maf}- und Integrationstheorie, die im Anhang zu finden sind. Wesentliches er-
stes Ziel ist die Herleitung die Formel (7.4), die zeigt, wie man Oberflichenintegrale iiber
Parametrisierungen berechnen kann. Unser Zugang zu Oberfichenintegralen erfolgt iiber
Hausdorff-Mafle.

Bemerkung und Definition 7.1 Es sei (X,dx) ein metrischer Raum. Fiir p > 0 und

)

d > 0 setzen wir mit inf @ := oo und diam(@) := 0

H, ;B mf{z (diam(B :BC UB diam(B -)gé}e[o,oo] (BCX)
j=1

und

H;(B) =sup Hy s(B) = lim H,, 5(B) € [0,00] (B C X).
5>0 =0

Man kann zeigen, dass H, ein metrisches dufleres Maf ist, genannt das p-dimensionale
duBere Hausdorff-Maf} auf der Potenzmenge Pot(X) von X.3? Weiter sieht man leicht:
Sind S eine Menge, C > 0 und f,g: S — X mit dx(f(u), f(v)) < Cdx(g(u), g(v)), so ist

H; (f(A)) < CP(H3(g(A4)) (AC S). (7.1)

Insbesondere ist H}; invariant unter Isometrien.*0

Bemerkung und Definition 7.2 Nach Bemerkung und Definition A.3 und Bemerkung
und Definition 7.1 ist H, := H, |(x) ein Maf}, genannt das p-dimensionale Hausdorff-
Maf auf #(X) bzw. X.

Es sei nun k € N. Sind d,d’ > k und Hj, 4 das k-dimensionale Hausdorff-Maf auf R4, so ist

Hy.a(B) = Hy,a (B x {0})

falls d > d und B € %,. Daher spielt es keine Rolle, beziiglich welches d > k wir Hy 4
betrachten. Man schreibt daher wieder kurz Hy. Auflerdem ist Hy nach Bemerkung und
Definition 7.1 invariant unter Bewegungen, d. h. Isometrien auf R?, und damit insbesondere
translationsinvariant. Da 0 < Hy([0,1]4) < oo ist ([U]), existiert nach Bemerkung und
Definition A.2 eine Konstante wg > 0 4! mit

wde(B) = )\d(B) (B S %d) (72)

39H¢ ist das ZahlmaB p auf Pot(X), d. h. u(A) € [0, 00] ist die Anzahl der Elemente von A fiir endliche
A und oo sonst.

40Eine Abbildung f : X — X heiit Isometrie, falls dx (f(z), f(y)) = dx (z,y) fiir alle z,y € X gilt.

4IMan kann zeigen, dass wy = A(B1/2(0)) = 7#/2/(290(d/2 + 1)) gilt, was wir nicht brauchen. Einen
Beweis findet man etwa in J. Elstrodt, Maf- und Integrationstheorie, Springer, 2011, Kapitel V, Satz 1.16.
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Bemerkung 7.3 Ist T : R¥ — R? linear und T* der adjungierte Operator,*? so ist der
lineare Operator T*T : R¥ — RF positiv semidefinit und daher existiert genau ein po-
sitiv semidefiniter Operator S : R¥ — R¥ mit S? = T*T (siche lineare Algebra). Man
schreibt kurz S =: |T| und nennt det |T'| die Gramsche Determinante von 7. Nach dem
Determinantenmultiplikationssatz ist

det |T'| = /det(T*T)

und im Falle £k = d auch
det |T| = |det T

Man kann damit zeigen: Ist k < d, so gilt
Hy(T(A)) =det|T|- Hp(A) (A€ By).

Der Beweis®® beruht im Wesentlichen auf der entsprechenden Aussage fiir das Lebesgue-
Maf (siehe A.2).

Es sei M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann ist M € %43** und (mit
wp := 1) durch
m(B) := wp Hg(B) (B € B(M))

ein Ma m = my; auf B(M) = {B € By : B C M} definiert, genannt das Oberflichen-
maf} von M.* Damit gilt folgender fiir die Integration auf Mannigfaltigkeiten zentrale
Satz:

Satz 7.4 Es sei M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und ¢ : S — M eine
injektive Immersion. Dann ist p(A) € B(M) fir A € B(S) mit 4

m(p(A)) = /A det || . (7.3)

Ist f: M — C integrierbar bzgl. m, so gilt

[ _gam= [ (gop)detiy (7.4)
»(S) N

Beweis. 1. Wir zeigen zunéchst: Fiir jedes o > 1 existieren eine disjunkte Folge (B;) in
2(S) mit S = (J;cy Bj und eine Folge (7}) in L(RF, R mit

o T;h] < ¢ (@)h] < o|Tjh| (2 € By, h e RY) (7.5)

“2definiert durch T (T*y) = (Tz) Ty fiir alle z € R*¥, y € R?

43siehe etwa in G.B. Folland, Real Analysis, John Wiley and Sons, New York, 1984., Proposition 10.24.

44Genauer ist M stets o-kompakt, also abzihlbare Vereinigung kompakter Mengen.

45m ist das Spurmaf von wy Hy, auf M; siche Bemerkung A.6.

46Wir schreiben kurz [, g := [ gdAa; vgl. Bemerkung A.6.

47Fiir endlich-dimensionale K-Vektorraume V, W bezeichnet L(V, W) die Menge der linearen Abbildungen
von V nach W.
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und
a Tz — Tyy| < |o(x) — )| < a|Tjz — Tyy| (x,y € By). (7.6)

Denn: Wir wihlen 0 <e <a—1und 1 < 8 < a—e¢ so, dass a~ ! +¢ < B!, Weiter sei .J
eine abziihlbare und in L(R¥, R%) dichte Menge.*® Fiir T € 7 und m € N sei E(T,m) die
Menge aller x € S mit

B7YTh| < |¢'(x)h| < BITh| (h €R¥) (7.7)
und
a N Tje — Tyy| < |p(x) — )| < a|Tje —Tyy| (y €S, ly— x| <1/m). (7.8)

Die Mengen E(T,m) sind Borelmengen, da man sich bei h und y jeweils auf abzihlbare
Mengen in R* bzw. S beschrinken kann. Es sei nun x € S. Da ¢’ injektiv ist, gilt

4= i "(x)h| > 0.
hgls}}}llw(x) |

Wir wéhlen T' € .J mit
IT = ¢'(2)|| < min{(8 — 1)s, (1 = B~")d}.
Dann gilt fiir |h| =1
ITh| < |¢'(x)h| + |Th — ¢ (2)h] < |@'(x)h] + (B — 1) < Bl¢' (x)h]

und entsprechend |Th| > 71| (z)h|. Aus Linearititsgrunden gelten die Abschiitzungen
auch fiir beliebige h. Damit ist (7.7) erfiillt und zudem T injektiv, also auch
n:= min |Th|>0.
heSk—1

Da ¢ differenzierbar an z ist, existiert ein m € N mit
lo(y) — (@) = ' (@)(y —2)| <enly —z| <e|T(y —2)| (ly— 2] <1/m)
und folglich
lo(y) — (@) < elTw = Tyl + |¢'()(y — 2)| < e|Ty — Tx| + BTy — Tx| < o|Ty — Tx|

fiir |y — x| < 1/m. Entsprechend sieht man |p(y) — ¢(z)| > a~|Ty — Txz|. Damit ist auch
(7.8) erfiillt, also « € E(T,m). Da « € S beliebig war, ist

S={JE®Tm).
T,m

Weiter ist jede Menge E(T,m) abzihlbare Vereinigung von Mengen Ey(T,m) mit Durch-
messer < 1/m. Indem man die abzdhlbare Familie {E,(T,m) : T € 7, {,m € N} disjukti-
fiziert, erhélt man eine Folge (B;) wie gefordert.

48Eine solche existiert; man betrachte etwa die Menge der Matrizen mit rationalen Eintréigen und dann
die entsprechenden linearen Abbildungen.
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2. Das Mengensystem . aller A C S mit p(A) € %, ist eine o-Algebra. Da S C R* offen
ist, ist S eine o-kompakte Menge, genauer kann S durch abzéhlbar viele kompakte Mengen
ausgeschopft werden.*® Damit ist auch jede in S abgeschlossene Menge A eine o-kompakte
Menge. Da ¢ stetig ist, ist ¢(A) ebenfalls o-kompakt, also ¢(A) € B, und damit A € 7.
Folglich ist .7 D #A(S5).

Wir zeigen nun — und nur — die Gleichung (7.3); die zweite Formel (7.4) ergibt sich daraus
per Standardschuss (siehe Mafltheorie). Dazu seien A € Z(S) und a > 1 gegeben. Wir
wihlen (Bj), (T;) wie in 1. und setzen A; := AN B; fiir j € N. Aus (7.5) folgt mit (7.1)

o "Hi(T3(E)) < Hy(¢'(2)(B)) < o Hy(T3(E))  (x € Aj, B € By)
und nach Bemerkung 7.3 damit
a~Fdet |T;| < det |¢(x)] < o det |T}] (z € Aj).
Weiter folgt aus (7.6), wieder mit (7.1),
a " Hi(T;(4;)) < Hi(p(A;))) < " Hy,(T;(4;))
und aus Bemerkung 7.3 zudem Hy(Tj(A4;)) = det|T;| Hx(A;). Also erhalten wir

o Hy(o(4;))

IN

o Fdet |T;| Hi(4;) < / det |¢ (z)| dHy(z)

J

IN

o det |Tj| Hy(A;) < o®* Hi(p(4y)) -
Wegen der Injektivitét von ¢ ist (¢(A;)) eine disjunkte Familie und damit

Hi(o(A)) = 3 Hilg(Ay)):
jeN
Also ergibt sich
o H(p(4) < 3 /A det |/ ()| dHi(z) = /A det ¢/ (x)| dHy (z) < o Hy(p(A))
jenA;

und damit (7.3) durch Grenziibergang o — 1, Multiplikation mit wy und wxH, = Ag. O

Bemerkung 7.5 1. Es seien I C R ein offenes Intervall und ¢ : I — R? eine injektive

Immersion. Dann gilt *°

det [¢'| = \/(J@)TM = \/(w’)Tw’ = |¢'| .
Ist M eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von R? und ¢(S) C M, so folgt mit (7.3)
mie(0) = [ 19

Betwa durch K, := {s € S : dist(s,d5) > 1/n, |s| < n}
50Hier ist h — ¢’(z)h mit dem Vektor ¢’ = (¢, ..., /) identifiziert
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In diesem Fall heifit m(p(I)) auch die Ldnge von ¢(I).
2. Sind S C R? offen und ¢ : S — R? eine injektive Immersion, so gilt °!

|01? O - Do
Jo) T = ;
O1p-Oap |02

und damit
det |i¢'] = det | To| = \/det((J)T ) = (101 - 8ol — (Do - Dap)?) ",

Beispiel 7.6 1.Sind I = (—m,7) und ¢(t) = (cost,sint), so ist ¢ eine injektive Immersion
mit p(I) =S\ {(—1,0)}. Nach Bemerkung 7.5 ist

m(S') = m(p(I)) = / (cos? +sin?)1/2 = / 1=2m.
(—=m,m) -7
2. Es seien S = (—m,7) x (0, ) und ¢ : S — R3 definiert durch
cos ssint
ols.t) = | sinssint | ((s.8) € 5)).

cost

Dann ist ¢ : S — S? eine injektive Immersion (vgl. Beispiel 6.5). Hier sind

—sinssint cos scost
O1p(s,t) = | cosssint und  Gap(s,t) = | sinscost | ,
0 —sint

also |01¢(s,t)|? = sin?t, |9ap(s,1)[? = 1 und 9y - Oap = 0. Wegen sint > 0 fiir t € (0,7)
gilt nach Bemerkung 7.5
det |Jp|(s,t) = sint.

Also folgt mit (7.3) und dem Satz von Fubini 2

m(go(S)):/detUgo\:/ / sintdtds = 4.
S —m J0

Da das Oberflichenmaf eines Meridians verschwindet, gilt auch m(S?) = 0.

Bemerkung 7.7 1. (mehrdimensionale Substitutionsregel) Sind k = d und ¢ : S — ¢(5)
ein Diffeomorphismus, so ist
det |¢'| = | det ¢'|

51Wir schreiben im Weiteren oft kurz -y := x| y fiir 2,y € K% Im Fall K = R ist dies das kanonische
Skalarprodunkt von z,y € R®.
52siehe A.7 und mehr etwa in Wikipedia https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Fubini
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und nach (7.2) sowie Satz 7.4 eine Funktion f : ¢(S) — C genau dann integrierbar auf ¢(.5),
wenn (f o )| det ¢’| integrierbar auf S ist, und in diesem Fall gilt die Substitutionsregel

L(S)f:/s(fow)ldet<p’,

2. (Gramsche Determinate fiir Graph) Es seien S C R?~! offen, g € C*(S,R) und ¢ : S —
R? definiert durch ¢(s) := (s, g(s)). Dann gilt

o= ((%ﬁ) /

(0o = (11-1.99) gty ) = Toa+ Y+ (V)

Aus det(I,, +ab") =1+ a'b fiir a,b € R™ 53 folgt

also

1/2
det [¢'] = det |Jp| = (det((J)TJ9)) "> = (1 +[Vg|?)'/2.

Wir kommen nun zum Gauflschen Integralsatz, der zeigen wird, dass Integrale iiber orien-
tierbar berandete kompakte Mengen durch geeignete Randintegrale ersetzt werden kénnen.
Fiir orientierbar berandete A C R? sei im Weiteren m = mga stets das OberflichenmaB
auf 0A. Wir beweisen zunéchst eine lokale Version des Integralsatzes.

Sind Q € R? offen und f € C(£2,KP), so schreiben wir supp(f) fiir den Tréger von f, also
den Abschluss der Menge {x € Q : f(x) # 0} in Q. AuBerdem schreiben wir C.(2) fiir die
Menge aller f € C(2) mit kompaktem Triiger und C}(Q2) := C1(Q) N C.(Q).

Satz 7.8 Esseien A C R orientierbar berandet und U = V xI so, dass UNOA Graph einer
Funktion g € C*(V,R) ist mit ANU = {(s,y) : y < g(s)} oder ANU = {(s,y) : y > g(s)}.%*
Dann gilt fiir alle f € CL(U) %

/ Vf= fndm .
UnA UnoA

Beweis. Zunichst ist ¢ : V. — 9A mit ¢(s) := (s,g(s)) eine injektive Immersion mit
¢(V) = UNOA. Ohne Einschriankung sei ANU = {(s,y) : y < g(s)}. Dann gilt nach (7.4),
Bemerkung 7.7.2 und Bemerkung 6.18 mit n = (ng,...,ng)

ng dm = n) o o _fv f(s,9(5))0kg(s)ds, fallsk <d
/UmaAf K d —/V((f k) (p)det|¢|_{fvf(s7g(s))ds, ol b

53siehe https://en.wikipedia.org/wiki/Matrix_determinant_lemma
54gemiB Bemerkung 6.18 existiert stets eine solche Umgebung U
55Integrale iiber K%-wertige Funktionen sind jeweils komponentenweise definiert.
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1. Fall: k € {1,...,d — 1}. Wir setzen « := inf I und definieren F': U — C durch *°
y
Fs)= [ fsdt (sevigen)
@
Dann folgt aus dem Hauptsatz iiber Integralfunktionen
oF
aF (s,y)( = 8*(572/)) = f(s,9)
)
und mit Differenziation von Parameterintegralen 57
OF Y
OF () (= G- (sv0)) = [ Ous(s )t
Sk o
Definiert man h : V' — C durch
g(s)
hs = [ fsit)dt = Flsigls) (€ V).

so hat auch h € C1(V) kompakten Triiger. Mit dem Satz von Fubini und dem Hauptsatz

der Differenzial- und Integralrechnung ergibt sich ([U])

| an=o.
v
Weiter folgt aus der Kettenregel
Oh(s) = w(Fog)(s) = (VF(p(s) Orp(s) = 0F (s,9(s)) + 0aF (s,9(s)) - Og(s)

g(s)
[ sty £(s.065) rgls)

Damit ergibt sich mit dem Satz von Fubini
g(s)
/ / Ok f(s,t)dtds = / Orh(s)ds — / f(s, g(s)) Org(s) ds
vJa % v

/ O f
UNA
= / fngdm .
UNoA

2. Fall: k = d. Da fiir jedes s € V die Funktion y — f(s,y) auBerhalb einer kompakten
Teilmenge von I verschwindet, folgt aus dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrech-
nung

g(s)
/ Daf(s,8) dt = F(s,8)]) = F(s,9(s))-

Also folgt wieder mit dem Satz von Fubini

/AOU &zf:/v/ag(s) Daf(s,t) dtds:/vf(s,g(s)) dSZ/UﬂaA Frgdm

und damit die Behauptung auch im Fall k = d. |

56Man beachte: Da f € CL(U) ist, also f = 0 auBerhalb einer kompakten Teilmenge von U = V x I
verschwindet, ist das Integral nicht uneigentlich.
57siehe etwa https://www.math.uni-trier.de//~mueller/EinfMathe/Analysis_S0S2021.pdf, Satz 3.22.
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Bemerkung und Definition 7.9 Es sei M C RY kompakt und es sei (U,),cs eine offene
Uberdeckung von M. Dann existiert aufgrund der Uberdeckungskompaktheit von M eine
endliche Menge £ C J so, dass J,.z M NU, = M. Weiter existiert eine der Uberdeckung
(U,).eg untergeordnete, glatte Zerlegung (7,),cg der Eins auf M, d. h. eine Familie von
Funktionen 7, € C}(R?) mit folgenden Eigenschaften:*®

e Fiir jedes ¢ ist 0 < 7, <1 und supp 7, C U, kompakt.

[ ] E TL|1\/[ = 1
LEE

Es sei nun M C R? eine k-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit und (p,),cr
eine endliche Familie lokaler Parametrisierungen ¢, : V, — M mit ¢,(V,) = M N U, und
U,ep M NU, = M, wobei die U, C R? offen sind.”” Wir wihlen eine der Uberdeckung
(U,).er von M untergeordnete, glatte Zerlegung (7,),cp der Eins. Ist f integierbar bzgl.
m = myy, so gilt nach (7.4)

s>

LeE

/MQUL frdm=3" /V ((Fr) o @) det | (7.9)

LeE

Definition 7.10 Es sei Q C R? offen. Ist F € C'(Q,K?), so nennt man

d
divF := Z O Fy,

k=1

Divergenz von F.

Satz 7.11 (Gauflscher Integralsatz)
Es seien A C R? kompakt und orientierbar berandet sowie Q D A offen. Dann gilt

/sz/andm (f € CY(Q)

und
/divF: F-ndm  (FeCYQ,KY).
A 0A

Beweis. 1. Es sei x € JA. Dann existieren nach Bemerkung 6.3 eine Permutation der
Variablen sowie offene Mengen V,,I, und g, € C*(V,,R) wie in Bemerkung 6.18. Wir
setzen U, := V, x I,. Ist x € A°, so setzen wir U, := = + (—E,E)"l7 wobei £ > 0 so, dass

U, C A°. Ist h € C}(U,), so gilt im ersten Fall nach Satz 7.8 und im zweiten nach [U]

/ — fUmmaA hndm, fallsz € 0A
AN, [, Vh=0,  fallszec A°

58Siehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Zerlegung_der_Eins. Einen Beweis der Existenz findet
man zum Beispiel in J. Pdschl, Noch mehr Analysis, Springer Spektrum, Wiesbaden, 2015, Abschnitt 2.2.

59¢ine solche existiert aufgrund der Uberdeckungskompaktheit und der Tatsache, dass relativ offene
Mengen in M von der Form M N U fiir eine offene Menge U C R? sind
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Nach Definition ist (U, )zc eine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, existiert
eine endliche Menge E C A so, dass A C (,cp
(U)zer untergeordnete, glatte Zerlegung (7,)zcr der Eins auf A. Da fr.|y, € CL(U,)

U,. Wir wihlen eine der Uberdeckung

gilt, ergibt sich

ndm, fallsz € ENdA
/ V(fr) = Jo.noa fremdm,  falls x .
ANU, 0, falls x € E N A°

Nach (7.9), angewandt auf Jy f fiir k = 1,...,d, erhalten wir wegen > 7.|a =1
rEE

/BAfndm= > /UzmaAfTwndm:g;s/AOUIV(fo):AVf.

zeENOA
2. Nach 1. gilt

d d
divF = / 8ka = / Fknk dm = (F . n) dm.
/A ; A kz:l 0A

0A

Bemerkung 7.12 1. Im Falle d = 1 und A = [a,b] ergibt sich wegen n(b) = 1 und
n(a) = —1 fiir offene Obermengen 2 von A

b
/ f=1b) - fa)  (feciQ)).

Also erhalten wir die Aussage des Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung.
2. Ist A C R? kompakt und orientierbar berandet, so gilt mit div idga = d nach dem
Gaufschen Integralsatz

LA$'H($)dm(w)=Adivide —d-AA).

Im Falle A = By := B;(0) ergibt sich 04 = S ! und n(z) = z fiir z € S, also
x-n(z) =1 fir v € S, und damit

m(s4-1) = /S Ldm(z) = d - A(By).

Definition 7.13 Fiir u € C?(Q2) nennt man den linearen Operator A : C?(Q) — C(Q),
definiert durch ;
Ay = Z Ou = div(Vu) (u € C%(Q)),
k=1
den Laplace-Operator auf €2. Damit heifit « harmonisch, falls Au = 0 auf ) ist. Weiter
schreiben wir dyu = Vu - n fiir die Richtungsableitung von u in Richtung n.
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Satz 7.14 (Greensche Formeln)
Es sei A C R? kompakt und orientierbar berandet. Sind u,v € C?(Q) auf einer offenen

Obermenge 2 von A, so gilt

/vAu—l—/Vv-Vu:/ v Opt dm
A A 9A

/ (vAu — ulAv) = / (v Onu — U Opv) dm.
A DA

und

Beweis. Die erste Gleichung ergibt sich wegen
d
div(vVu) Z Ok (vOgu) = Z 3kv (Oku) + vaku) Vv -Vu+wv-Au
= k=1

aus dem GauBschen Integralsatz, angewandt auf F := vVu € C1(Q,C?). Die zweite Glei-
chung ergibt sich aus der ersten durch Differenzbildung. O

Bemerkung 7.15 Ist A C R? kompakt und orientierbar berandet und ist v harmonisch
auf einer offenen Obermenge von A, so folgt mit v = 1 aus der ersten Greenschen Formel

Opudm = 0.
A
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A Mafle und Integrale

Wir stellen einige Grundbegriffe und Ergebnisse der Mafitheorie zusammen, die in entspre-
chenden Einfiihrungen zu finden sind. Fiir 2 € [0, 00] sei dabei oo+ = oo und fiir Familien

be = sup Z$L~

el FCI endlich eF

(,).er in [0, 00] zudem

Definition A.1 Es sei 2 # @ eine Menge.
1. Ist 3 C Pot(92), so heifit 3 eine o-Algebra (in ), falls gilt

(cl) @ X
(02) Mit A € ¥ ist auch 2\ A € %.
(03) Ist N abzéhlbar und (A, )nen eine Familie in X, so ist |J,cy An € Z.

Das Paar (€,3) nennt man einen Messraum.
2. Ist X eine o-Algebra, so heifit eine Abbildung p : ¥ — [0, 00] Mafl (auf X), falls

(M1) p(2) =0.

(M2) Ist N abzdhlbar und (A,,)nen eine Familie paarweiser disjunkter Mengen in ¥, so ist

(U An) = 3 nlAn).

neN neN

In diesem Fall nennt man (2, ¥, 1) einen Maflraum.

Bemerkung und Definition A.2 Ist (X, dx) ein metrischer Raum, so heift die kleinste
o-Algebra, die die offenen Mengen enthiilt, die Borel-o-Algebra beziiglich (X, dx). Wir
schreiben dafiir (X, dx) oder kurz Z(X). Ist speziell (X,dx) = (R%,d,), so existiert
genau ein MaB A\ = \g auf %, := %(R?) mit

)\([al,bl] X oo X [ad,bd]) = (b1 — a1)~-~(bd — ad)

fiir alle Rechtecke [aq,b1] X . .. X [ag4, bg]. Man nennt A4 das d-dimensionale Lebesgue-Maf.
Man sieht leicht, dass g translationsivariant ist, d. h.

)\d(A + b) = )\d(A) (A e <%d).

Weiter kann man zeigen: Jedes translationsinvariante Mafl auf %,;, das auf kompakten
Mengen endlich ist, stimmt bis auf Skalierung mit dem d-dimensionalen Lebesgue-Maf3 A4
iiberein. Fiir uns ist insbesondere wichtig, wie sich das Lebesgue-Maf} einer Menge unter
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linearen Abbildungen #ndert: Ist 7' : RY — R? linear, so ist T(A) € %y fiir jede Menge
A € B4 und es gilts®
Na(T(A)) = | det TIA4(A).

Insbesondere ist Ay bewegungsinvariant. Auflerdem gilt

Na(rA) = rI\g(A) (A€ By, r>0).

Bemerkung und Definition A.3 Es seien () # @ eine Menge und p* : Pot(2) — [0, 00].
Dann heifit p* dulleres Maf, falls

(a1) *(2) = 0.
(a2) Ist N abzéhlbar und (A, )nen eine Familie in Pot(2), so ist

u*( U An> <Y ui(An)

neN neN
(a3) Sind A, B C Q mit A C B, so ist u*(A) < p*(B).
Sind dg eine Metrik auf 2 und p* ein duleres Mafl, so heifit ©* metrisch, falls fiir alle
A, B C Q mit dist(A,B) >0
P (AU B) = p*(A) + p*(B)

gilt. Man kann damit zeigen: Ist p* ein metrisches duBeres MaB, so ist u = p*[zq) ein
Maf.6!

Bemerkung und Definition A.4 Es sei (Q, ) ein Messraum. Ist f: Q — C, so heifit f
messbar, falls f~1(U) € X fiir alle offenen Mengen U C C gilt. Weiter heifit f einfach
(bzw. Elementarfunktion), falls f messbar und f(Q2) endlich ist. Ist f: Q@ — C messbar,
so existiert eine Folge (¢,,) einfacher Funktionen mit ¢,, — f punktweise auf Q und |p,| <

/-

Bemerkung und Definition A.5 Es sei (2,3, 1) ein Mafiraum.
1. Ist ¢ einfach mit ¢ > 0 oder u(¢~1(C\ {0})) < oo, so setzen wir mit 0 - oo := 0

[ein=3 a-utetah)

{e [0,00], falls ¢ >0
a€p(Q)

e C, falls u(p=1(C\ {0})) < '

2. Ist g messbar und g > 0, so setzen wir

/gd,u = sup{/gpdu:gpeinfach,()ggogf} € [0,00].

60cinen Bewies findet man etwa in J. Elstodt, Ma8- und Integrationstheorie, Springer, Berlin, 2011,

Kapitel III, Satz 2.5. und in J. Wengenroth, Wahrscheinlichkeitstheorie, de Gruyter, Berlin, 2008.
6lsiche etwa in J. Elstodt, MaB- und Integrationstheorie, Springer, Berlin, 2011, Kapitel I, Satz 9.3.
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3. Ist f messbar, so heifit f integrierbar (bzgl. p), falls [ |f|dp < co gilt. Wir setzen
ZL(p):={f:Q— C: f integrierbar}.

Damit ist durch

[ ani= [ f)duw) = tim [ educc,

wobei (¢,,) eine beliebige Folge wie in Bemerkung und Definition A.4 ist, eine lineare
Abbildung £ (1) > f — | fdp — C (wohl-)definiert mit [ fdu < [ gdp falls f < g und

[l < [17)dn

Man nennt [ f dp das p-Integral von f.
4. Ist M € X, so ist mit f auch 1af € £ (u). Man schreibt dann auch

Mfdu ::/flMdu.

Die Schreibweise verwendet man auch im Fall messbarer Funktionen f > 0.

Bemerkung A.6 Ist p ein Mafl auf ¥ und ist M € X, so ist
Sy={AeX: AC M}

eine o-Algebra und durch
par(A) == p(A) (A€ Xy)

ein Maf} auf ¥,; definiert, genannt das Spurmafl von g auf M. Im Falle 4 = Ay und
M € B, setzen wir L (M) := L(A\y). Fiir f € Z(M) sagen wir kurz f sein integrierbar
auf M und schreiben dann

/Mf(x)da: = /Mf::/fdAM:/MfodA,

wobei fo die durch 0 auf R? fortgesetzte Funktion bezeichnet, und fiir M = R? noch kiirzer

[ = [ sdes= 1.

Ist f : [a,b] — C eine Regelfunktionen, so gilt damit

/ab /= [a,b] )

Bemerkung A.7 (Satz von Fubini fiir Lebesgue-Mafle) Sind d,k € N mit d > &k und
A€ By, B € By_g, so gilt fir f € £(A x B)

/AXBf(:r,y)d(:z:,y):/B/Af(:v,y)d:cdy:/A/Bf(x’y)dydx.
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