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1 Gewodhnliche Differenzialgleichungen: Definition und
Beispiele

Differenzialgleichungen sind Gleichungen, in denen eine unabhéngige Variable, Funktionen

und Ableitungen der Funktionen auftauchen. Dabei bezeichnen wir die unabhéngige Varia-

ble meist mit ¢ (Zeit). Bevor wir uns mit der allgemeinen Theorie beschéftigen, betrachten
wir einige einfache Spezialfille mit Anwendungsbeispielen.

Beispiel 1.1

Definition 1.2 Es sei D C R x K¢ offen, und es sei f : D — K¢ stetig. Wir schreiben ein
Element aus R x K% meist in der Form (¢, ), wobei t € R und = € K% ist.

1. Eine (gewohnliche) Differenzialgleichung (1. Ordnung) ist eine Gleichung der

Form
2(1) = f(t,2 (1)) (L1)
oder kurz

¥ = f(t,x),

wobei z/(t) = (z}(t),...,x5(t)). Ist d = 1, so spricht man auch von einer skalaren
Differenzialgleichung, im Falle d > 1 dagegen auch von einem System gewdhn-
licher Differenzialgleichungen (1. Ordnung)

2. Ist T C R, so heifit eine Funktion ¢ : T — K% bzw. das Paar (¢, T) eine Lésung der
Differenzialgleichung (1.1) falls ¢ differenzierbar auf T ist, falls

graph(p) = {(t,¢(t)) : t € T} C D
gilt, und falls (1.1) fiir alle ¢t € T erfiillt ist, d. h.

O (t) = f(t, 0(t)) firalle tcT.

3. Ist (u,v) € D, so heifit ein Gleichungssystem der Form
' = f(t,x) x(u) =v (1.2)

ein Anfangswertproblem (fiir die Differenzialgleichung (1.1)) (kurz: AWP). Ist I
ein Intervall mit v € I und ist (¢, I) eine Losung von (1.1) mit p(u) = v, so heifit ¢
bzw. (p,I) Loésung des Anfangswertproblems (1.2).

Eine Klasse von Differenzialgleichungen, bei denen man die Losungen mittels Integration
bestimmen kann, sind (skalare) lineare Differenzialgleichungen 1. Ordnung: Ist ' C R offen,
so heif}t eine Gleichung der Form

2 = f(t,x) = a(t)z + b(t)
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mit stetigen Funktionen a : T — K und b : T — K eine (skalare) lineare Differenzial-
gleichung 1. Ordnung. Ist b = 0, so spricht man von einer homogenen Gleichung. Es
gilt dafiir

Satz 1.3 FEs seien T C R offen und a,b: T — K stetig. Sind uw € T und v € K, so hat fir
jedes Intervall I C T mit uw € I das Anfangswertproblem

2 =a(t)r + b(t), x(u) =v

hat genau eine Léisung ¢ auf I, die mit a(t) := ft a(s)ds fiirt € I gegeben ist durch

u
t

o(t) = e*® (y + / e’o‘(s)b(s)ds) (tel).

u

Beweis. Es gilt ¢(u) = e*®y = v und

t

O (t) = e*Da(t) (v + / e’“(s)b(s)ds) + M=o bty = a(t)p(t) + b(t) (t € I).

u =1

Also ist ¢ Losung des Anfangswertproblems auf I.
Ist (¢, I) eine weitere Losung auf I und ist §(t) := (¢ — ¥)(t)e= W), so gilt

8'(t) = (¢ () = ¥'(1) e — (o(t) = (1)) *Wa(t) =0 (te),
=a(t)(p(t) =¥ (1))

Da I ein Intervall ist, folgt 6(¢) = d(u) = 0 fiir ¢ € I und (da exp nullstellenfrei ist) auch
p=1vauf I . a

Beispiel 1.4

Wir betrachten einen zweiten Typ skalarer Gleichungen, bei denen ggfs. Losungen per
Integration berechnet werden kénnen: Ist D =T x X mit T, X C R offen, und ist f von
der Form

[t x) = h(t)g(x)

mit A : T — R und g : X — R, so spricht man von einer Differenzialgleichung mit
getrennten Verinderlichen (oder von einer separierbaren Differenzialgleichung).
Ist g(v) = 0 fiir ein v € X, so ist offenbar ¢(t) = v eine Losung von o’ = h(t)g(x) auf T,
eine sogenannte triviale oder stationire Losung. Interessanter ist der Fall g(v) # 0:
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Satz 1.5 Es seien T, X C R offen und h: T — R, g : X — R stetig. Sindu € T, v e X
und ist J C X ein Intervall mit

g(x) #0  (z€J),

so hat das Anfangswertproblem

auf jedem Intervall I C T mit u € I und H(I) C G(J) genau eine Lisung ¢ : I — J, und
diese ergibt sich mit

t T

H(t) ::/h(s)ds (tel), G(z) ::/% (xelJ)

u v

durch Aufiésen der Gleichung
nach x, also o(t) = GL(H(t)) firt € I.

Beweis. 1. Da G'(x) = 1/g(x) # 0 fiir alle x € J gilt, ist nach dem Zwischenwertsatz
G’ > 0 oder G’ < 0 durchgehend auf J (da G’ stetig auf J) und damit G streng monoton
(wachsend oder fallend) auf J. Also besitzt G eine Umkehrfunktion G=1 : G(J) — J. Ist
I C T ein Intervall mit w € I und H(I) C G(J), so betrachten wir ¢ : I — J mit

p(t) =G7I(H({) (tel).

Dann gilt

h=H' =(Goy) =((1/g9)o¢)¢
also ¢’ = (gop)h und ¢(u) = G~YH(H(u)) = G71(0) = v, d. h. ¢ 16st das Anfangswertpro-
blem.
2. Ist ¢ : I — J eine weitere Losung des Anfangswertproblems, so gilt ' = (g o ¢))h auf I
und damit nach der Substitutionsregel

P(t) t t
G (1)) = / 1/g = /<<1/g>o¢>w’: / h=H(t) (tel)

v=1b(u) u

d. h. ¢(t) = GTHH(t)) = (1) (tel). ]

Satz 1.5 erweist sich als duflerst niitzlich, da die Aussage ein Verfahren zur Berechnung der
Losung enthéilt. Im Wesentlichen hat man zwei Stammfunktionen (H und G) zu berechnen
und die Umkehrfunktion von G anzuwenden. Oft geht man lokal vor: Ist nur g(v) # 0, so
existert ein offenes Intervall J C X mit g(x) # 0 auf J. S. 1.5 liefert dann die Existenz und
Eindeutigkeit einer Lésung des Anfangswertproblems fiir [t — u| geniigend klein (fiir solche
t ist jedenfalls H(t) € G(J)).
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Bemerkung 1.6 Ein wichtiger Spezialfall sind autonome Differenzialgleichungen, also
Gleichungen der Form

o' =g(x)
mit stetiger Funktion g : X — R und X C R offen. Hier ist A = 1 und damit die Losung
mit Anfangsbedingung x(u) = v gegeben durch

o) =Gt —u) (t€u+G())).

Beispiel 1.7 1. Wir betrachten mit X = R das Anfangswertproblem
o =g(x)=1+22, z(0)=0.

Die Losung ergibt sich nach B. 1.6 aus

G(x) = /% = arctan(z)

0
und G(R) = (—n/2,7/2) als ¢(t) = tan(t) fiir t € (—n/2,7/2). Man sieht, dass die Losung
nur auf einem echten Teilintervall von R existiert. Man spricht hier von einer endlichen
Entweichzeit.
2. Wir betrachten die in der Populationsdynamik zur Modellierung von Tier- oder Pflan-
zenpopulationen oft verwendete logistische Gleichung

¥ =g(z) =21 —2)
und suchen die Losung des Anfangswertproblems
¥ =z(1-1), z(0)=v>0.

Ist v = 1 oder v = 0, so ist g(v) = 0 und damit sind ¢(¢) = 1 und @(t) = 0 triviale
Losungen.

Es sei nun 0 < v < 1. Dann ist auch 0 < z < 1 fiir | — v| geniigend klein. Nach S. 1.5
erhalten wir eine Losung lokal (also auf einer geniigend kleinen Umgebung von u = 0) aus

t:/tds:/IS(ldis)z/mcis—k/xld_sszln(:v)—ln(l—x)—Hn(l—v)—ln(v)7
0 v v v

also !
P T
= = —]_
61—11 1—=z 1—=x
und damit
t €t13v v
p(t) =z = 14 et 2 T (-vet+o

Nachrechnen zeigt, dass dadurch eine Losung auf ganz R gegeben ist. Eine entsprechende
Rechnung gilt fiir v > 1. Man beachte, dass nun
v
) = ————
wlt) (1—-v)et+w
nur auf (In(1 — 1/v),00) definiert und Lésung ist. Man spricht in diesem Fall von einer
endlichen Entweichzeit.
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Das folgende Beispiel zeigt, dass unter Umsténden auch lokal mehrere Losungen zu einem
Anfangswertproblem existieren kénnen.

Beispiel 1.8 Wir betrachten die autonome Gleichung

, NGB falls z > 0
0, fallsz < 0

Fiir v < 0 ist ¢(t) = v triviale Losung auf R. Lost man das Anfangswertproblem mit
z(0) = v > 0 (zunéchst lokal) nach S. 1.5, so ergibt sich

z = (t/2+ v)?
als Losung auf einer Umgebung von 0. Man rechnet leicht nach, dass durch
(t/2+V0)?, t=-2v
p(t) =
0, t < —2/v

eine Losung der Differenzialgleichung auf R gegeben ist. Also haben wir zwei auf je-
der Umgebung von u = —24/v unterschiedliche Losungen des Anfangswertproblems mit
2(—24/v) = 0 (ndmlich ¢ und ¢ = 0). Man nennt v in einem solchen Fall eine Verzwei-
gungsstelle.

Zum Abschluss wollen wir uns noch mit einer Klasse von Differenzialgleichungen beschéfti-
gen, in denen hhere Ableitungen auftreten. Zunichst wieder ein Beispiel aus der Okonomie.
Allgemeiner betrachten wir nun Gleichungen n-ter Ordnung;:

Definition 1.9 Es sei D C R x K” offen, und es sei f € C(D,K). Eine Gleichung der
Gestalt

2M(t) = f(t,2(t), 2/ (t), .., 2"V (1)) (1.3)

oder kurz
2" = f(t,:r,m’,...w("_l))

heifit (gewshnliche) Differenzialgleichung n-ter Ordnung. Eine Funktion ¢ : T'— K
(bzw. das Paar (¢, T)) heifit Losung von (1.3), falls ¢ n-mal differenzierbar auf T ist mit
(t, o(t), ., "D (t)) € D und

() = f(t,o(t), ... o™ V(1) (teT).
Ist (u,vq, ..., vn—1) € D, so heifit ein Gleichungssystem der Form
(M = f(t,z, ...,x("*l)% 2(u) = vo, oy 3§D (0) = vy_1 (1.4)

ein Anfangswertproblem (AWP) fiir (1.3). Schlieflich heifit eine Losung (o, I) von (1.3)
Losung des Anfangswertproblems (1.4), falls I ein Intervall ist und

QD(’Z,L) = V0, -y @(nil) (’LL) = Un-1

gilt.
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Beispiel 1.10 Das Anfangswertproblem

hat die Losung ¢(t) = cost auf R.

Bemerkung 1.11 Man kann eine Differenzialgleichung n-ter Ordnung stets auf ein System
von Differenzialgleichungen 1. Ordnung wie aus D. 1.2 umschreiben: Betrachten wir F' :
D — K™ mit

Fl(t,xl,...,xn) = T2
)
Fo1(t,z1,...,xn) = Tn
F.(t,z1,..xn) = ft, 21, 20)

so sieht man sofort: Ist ¢ : T — K eine Losung von (1.3), so ist

®4(2) o(t)
TOTS P (tem),
P, (1) P (1)
eine Losung von
¥ =F(tx).

Ist umgekehrt @ : T'— K™ eine Losung von o’ = F(t, ), so ist ¢ := & : T — K (also die
erste Komponente von ®) eine Losung von (1.3). AuBerdem 16st (o, ) das Anfangswert-
problem (1.4) genau dann, wenn ¢ das Anfangswertproblem

¥ =F(t,x), z(u) = (Vo, ey V1) "

auf I 16st.

Dies zeigt, dass man sich bei einer allgemeinen Losungstheorie auf Gleichungen 1. Ordnung
beschrénken kann. Einer solchen allgemeinen Losungstheorie wenden wir uns als néchstes
ZU.
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2 Losungstheorie fiir allgemeine gew6hnliche Differen-
zialgleichungen

Sind (E,|| - ||) ein normierter Raum, a € E und ¢ > 0, so schreiben wir
Us(a):={e€ E:|le—al]| <é} und Bsla):={ecE:|le—a|l <}

Im Weiteren betrachten wir stets die euklidsche Norm auf K¢ (und schreiben dafiir kurz
| -]) und auf R x K die Norm |(t, )| := |(, %)|max := max{|t|,|z|}. Fiir (u,v) € R x K%
gilt dann

B(;(u, 11) = B(s(u) X B(;(’U).

Wir untersuchen nun allgemeine Anfangswertprobleme (1.2), d. h. fiir eine gegebene Funk-
tion f € C(D,K%), wobei D C R x K% offen ist, und fiir (u,v) € D betrachten wir das
Anfangswertproblem

' = f(t,x) z(u) =v.

In B. 1.8 hatten wir gesehen, dass Verzweigungstellen existieren kénnen. Im Folgenden
wollen wir zeigen, dass unter stérkeren Voraussetzungen an f stets Losungen auf geeigneten

Intervallen existieren diese auch eindeutig sind.

Definition 2.1 Essei D ¢ RxK? offen. Eine Funktion f : D — K¢ heifit lokal Lipschitz-
stetig beziiglich der zweiten Variablen (oder kurz beziiglich x), wenn zu jedem (u,v) €
D eine Umgebung W von (u,v) und eine Konstante L = L(W) existieren mit

[f(t,z) = fty)| < Llz —y[  firalle (4,2),(ty) e W,

Wir schreiben C+(D,K%) fiir die Menge aller f € C(D,K?), die lokal Lipschitz-stetig
beziiglich der zweiten Variablen sind.

Bemerkung 2.2 Genau dann ist f lokal Lipschitz-stetig beziiglich x, wenn fiir alle K C D,
K kompakt, eine Konstante L = L(K) mit

[f(t,z) — f(t,y)] < Llz —y|
fir alle (¢,z) und (¢,y) € K existiert.

Denn: «<: Es geniigt zu zeigen: Jeder Punkt in D enthélt eine kompakte Umge-
bung in D. Ist (u,v) € D, so existiert ein 6 > 0 mit K := Bs(u,v) C D. Dabei
ist K kompakt nach dem Satz von Heine-Borel.

=: Es sei K C D kompakt. Angenommen, es existiert keine Konstante L wie
gewiinscht. Dann existieren Folgen (t,,,2,), (tn, yn) in K mit

‘f(tnvxn)_f(tnayn” 2n|mn—yn\ (TLGN)
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Da K kompakt ist, besitzt (t,,z,) eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert
(u,v) in K. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass die Folge (¢, xy)
selbst konvergiert. Aus

[f(tns@n) = f(tn.yn)| < 2max[f]  (n€N)

folgt |z, — yn| — 0. Dann gilt auch (¢,,y,) — (u,v). Nach Voraussetzung
existieren eine Umgebung U von (u,v) und ein L > 0 mit |f(¢,z) — f(¢,y)] <
L)z — y| fiir alle (¢,x),(¢t,y) € U. Da (t,,x,) und (t,,y,) fir n geniigend grof§
in U liegen, steht dies im Widerspruch zu L,, — oo.

Satz 2.3 Es seien D C R x R? offen und f : D — R®. Existieren fir j,k = 1,...,d die
partiellen Ableitungen 0f;/0xi, auf D und sind die Funktionen 0f;/0xy : D — R stetig, so
st f lokal Lipschitz-stetig beziiglich x.

Beweis. Mit
af af
a—ii(t, x) %;(t, x)
82f(t7x) = .. ..
9 9
Tﬁ(t,x) cee Tﬁ(t,x)

fiir (¢,z) € D folgt aus Eigenschaften der Operatornorm! leicht, dass 9 f : D — R*9 stetig
ist. Ist (u,v) € D, so ist K := Bs(u,v) C D fiir gentigend kleines ¢ > 0 eine Umgebung
von (u,v). Da K kompakt ist, existiert

L:= max |02 f]|-

Fiir (¢,€) € K ist O2f(¢,£) die Jacobi-Matrix von f(t,-) an der Stelle . Sind (¢, z), (¢,y) €
K, so gilt damit nach dem Schrankensatz |f(¢,z) — f(t,y)| < L|x —y|. O

Beispiel 2.4 1. Es sei
f(t,x) = ta? (t,z € R).

Dann gilt 9o f(t, x) = 2t fiir t,x € R. Insbesondere ist s f stetig auf R%. Nach S. 2.3 ist f
auf R? lokal Lipschitz-stetig beziiglich .
2. Fir t,z € R sei

Ve, x>0

[t @) = g(x) =

0, x <0
(vgl B. 1.8). Auf D = {(t,z) € R? : x # 0} ist Oaf stetig. Also ist f|p lokal Lipschitz-stetig
bzgl. x. Andererseits gilt fiir alle z > 0

-0

9(0) - 90)) = vE = 2

Tm Weiteren soll K¢%? stets mit der Operatornorm || - ||, also ||A|| := SUP,e B, (0) | Az fiir A € Kdxd

versehen sein.
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Aus 1/y/z — oo fiir x — 0T folgt, dass f auf keiner offenen Menge D, die R x {0} trifft,
lokal Lipschitz-setig beziiglich « ist.

Wir zeigen nun, dass das Anfangswertproblem (1.2) #dquivalent ist zu einer gewissen In-
tegralgleichung. Um dies fiir K% wertige Funktionen formulieren zu kénnen, definieren wir
fiir Intervalle I und f = (f1,..., fa)| € C(I,K%)

/tf:/tf(s)ds = (/tflama/tfd)T (u,t €1).

Dann ist f +— f f linear. Auflerdem gilt ‘f f‘ max(u 2 |f| fiir f € O(I,K9).

mmut

Denn: Ohne Einschrinkung kénnen wir v < ¢t annehmen. Mit v := f f(s)ds €
K9 gilt nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

d t L/ ad
o> = @Tv=z@‘/fj(8)d3:/ >_Tifils) | ds
=1 Jj=1

u
t t

- /Tf( )ds—Re/ o f(s ds—/Re v’ f(s))ds
Lﬂﬂf\ﬁ</MU )Ids,

also |v| < fj |f(s)|ds.

IN

Satz 2.5 Es seien D C R x K¢ offen und f € C(D,K%). Weiter seien (u,v) € D und
I C R ein Intervall mit u € I. Dann sind fiir p € C(I,K?) folgende Aussagen dquivalent:

a) (p,1I) ist eine Lisung von (1.2), d.h. p(u) = v und
Pt)=ftot)  (tel).

b) Es ist graph(y) C D und fiir alle t € T gilt

w=v+/fmw@Ms

Beweis. a) = b): Es sei ¢ = (¢1,...,a), v = (v1,...,va). Aus ©}(s) = f;(s,¢(s)) fir s € [
folgt insbesondere, dass ¢ stetig ist. Mit ¢;(u) = v; ergibt sich durch Anwendung des
Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung fiir alle t € I und j =1, ...,d

t t
oi(t) == [ s = [ 5. 0)ds.

u
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b) = a): Da ¢ stetig auf T und f stetig auf D sind, ist s — f(s,¢(s)) stetig auf I. Also
ergibt sich a) durch Anwendung des Hauptsatzes iiber Integralfunktionen. 0O

Damit kénnen wir folgende erste Version eines Existenz- und Eindeutigkeitssatzes fiir An-
fangswertprobleme beweisen.

Satz 2.6 (Picard-Lindeldf; lokale Version)
Es seien D C R x K? offen und f € CT(D,K?). Dann existiert zu jeder kompakten Menge
K CD eina=a(K) >0 so, dass das Anfangswertproblem

flzf(tvx)v z(u) =v

fiir jedes (u,v) € K und jedes Intervall I C [u— a,u+ ] mit u € I genau eine Lisung auf
I besitzt.

Unser Beweis beruht auf einer geeigneten Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes.
Wir erinnern zunéchst an zwei wichtige Fakten aus der Topologie:

e Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist fiir A, B C X (mit inf §) := c0)
dist(A4, B) := inf{d(a,b) : a € A,b € B}

der Abstand von A und B. Dabei gilt: Sind A abgeschlossen und B kompakt mit
AN B =, soist dist(A, B) > 0.

e Ist (E,|| - ||) ein normierter Raum und sind A, B C E kompakt, so ist auch die

Minkowski-Summe A+ B :={a+b:a € A, b € B} kompakt.

Beweis. 1. Es sei K C D kompakt. Da dist(K,0D) > 0 ist, existieren v > 0,8 > 0 so,
dass mit

Qqp =t 2) : [t] <7, [a] < B}
die Menge K + @ s Teilmenge von D ist. Nach der Vorbemerkung ist auflerdem K + @, g

kompakt. Wir setzen

M = max
e | f]

und mit L = L(K + Q~,5) wie in B. 2.2 (und p/0 := oo fiir p > 0)

. g1
o := min (fy, i 2L> :
2. Es sei (u,v) € K fest, und es sei I ein Intervall mit v € I und
ICu—a,u+aq.
Wir setzen
C:={pecCUKY:|pt)—v| <} firalle t € [} ¢ B(I,K%).

Der normierte Raum (B(I,K%),|| - ||s) ist ein Banachraum (siche Analysis). Weiter ist
C C B(I,K%) abgeschlossen.



2 LOSUNGSTHEORIE FUR ALLGEMEINE GEWOHNLICHE DGLN 13

Denn: Es sei (¢,,), eine Folge in C mit ¢, — ¢ fiir ein ¢ € B(I,K9). Dann ist
(siehe Analysis) ¢ stetig auf I, d. h. ¢ € C(I,K?). AuBerdem gilt fiir alle t € I
und n € N

o) — vl < |on(t) = o]+ |on(t) — ()],

<p =0  (n—o0)

also auch |p(t) —v| < 8 und damit ¢ € C.

Als abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen Raumes (B(I,K%),d) ist (C,ds) eben-
falls vollsténdig.

3. Ist p € C, so folgt (s,¢(s)) € K+ Q5 C D fur alle s € I. Da s — f(s,¢(s)) stetig auf
1 ist, definiert

Top(t) = v+/f(s,np(s))ds tel).

nach dem Hauptsatz iiber Integralfunktionen eine auf I stetige Funktion Ty (tatséichlich
ist Ty sogar differenzierbar). Weiter gilt fiir ¢t € T

t max(u,t)
7o) ol = | [ 1eptsDds| < [ |fspeDlds <Ml —ul <M-a <5,
u min(u,t) <M

also ist T'p € C. Damit ist T eine Selbstabbildung auf C. Auflerdem gilt fiir ¢, € C' und
tel

max(u,t)

£ (s,0(s)) = f(s,0(s))lds <

min(u,t)

Te(t) = Ty (t)]

IN

max(u,t)

L / 10(5) — (s)lds < Lilp — ¥lloclt — 1]

min(u,t)

1
L”‘p_w”oo ca < §H<p_d)||oo =

IA

1

Also ist deo (T, T) < (1/2)doo (@, %) und damit T : C — C' eine 1/2-Kontraktion
4. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat T' genau einen Fixpunkt ¢ € C, d.h. es existiert

IN

genau eine Funktion ¢ € C mit

o) =Tolt) v+ [ flopls)ds  (teD).

Da jede Funktion, die das Anfangswertproblem x’ = f(¢,z), x(u) = v auf I 1st, notwen-

digerweise in C' liegt ([U]), ist ¢ nach S. 2.5 die eindeutig bestimmte Losung des Anfangs-
wertproblems o’ = f(¢,z), z(u) = v auf I. ]
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Bemerkung 2.7 Es seien D C R x K¢ offen und f € C(D,K9).

1. Man sagt, dass Anfangswertproblem o’ = f(¢,z), x(u) = v sei lokal eindeutig 16sbar,
falls eine Umgebung U von wu so existert, dass das Anfangswertproblem jedem Intervall
I C U mit u € I genau eine Losung hat. Insbesondere ergibt sich aus S. 2.6, dass fiir
f € CT(D,K%) das Anfangswertproblem in jedem Punkt (u,v) € D lokal eindeutig lésbar
ist (man wihle K = {(u,v)} und U := [u — o, u + ).

Man kann zeigen, dass auch ohne die Voraussetzung der lokalen Lipschitz-Stetigkeit die
Existenz einer Losung des Anfangswertproblems auf einer Umgebung von u gesichert ist
(Existenzsatz von Peano). Wie etwa B. 1.8 zeigt, sind die Losungen in diesem Fall allerdings
im Allgemeinen nicht mehr lokal eindeutig. Auf den Beweis des Satzes von Peano, der
weitergehende Hilfsmittel der Analysis erfordert, wollen wir nicht eingehen.

2. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis zu S. 2.6 ergibt sich fiir f € CT(D,K?) mit dem
Banachschen Fixpunktsatz folgendes iterative Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung
der Losung des Anfangswertproblems (1.2) auf einer Umgebung von w:

Ist g € C (etwa @o(t) = v), so konvergiert die Folge (y,) in C' mit

i1 (t) = Tpn(t) = v + / £ (5, pnls))ds

fir t € I (gleichméBig) gegen die Losung ¢. Auflerdem ergibt sich aus dem Banachschen
Fixpunktsatz eine Abschitzung fiir den Fehler || — ¢, |- Dieses Néherungsverfahren zur
Bestimmung der Losung heifit Picard-Lindel6fsches Iterationsverfahren oder auch
Methode der sukzessiven Approximationen. Fiir das einfache Beispiel ' = z, x(0) =

1 erhalten wir etwa mit g = 1
n

v
Pn(t) = 1,2:(:) R
also ¢(t) = nll)rréo ©n(t) = €' (hier sogar fiir alle t € R).
Definition 2.8 1. Es seien (¢,I) und (¢, J) Losungen des Anfangswertproblems (1.2).
Dann heiit (¢, J) Fortsetzung von (p,I) bzw. (¢,I) Einschrinkung von (v, J), falls
J D I und 9¥|; = ¢ gilt. Dabei nennt man im Falle J # I die Fortsetzung bzw. die Ein-
schrinkung echt. Die Losung (¢, I) heifit maximal, falls (p, I) keine echte Fortsetzung
hat. Das Intervall I heifit dann ein maximales Losungsintervall des Anfangswertpro-
blems.
2. Das Anfangswertproblem (1.2) heifit global eindeutig 16sbar, falls genau eine maxi-
male Losung (@max, Imax) existiert und jede Losung Einschrankung von (@max, Imax) ist.
Wenn wir die Abhéngigkeit von den Anfangswerten (u,v) betonen mochten, schreiben wir
im Falle der global eindeutigen Lésbarkeit auch (-, u,v) fiir die maximale Losung und
I(u,v) fiir das maximale Losungsintervall.

Beispiel 2.9 1. Es seien D =R x C und A € C. Dann ist das Anfangswertproblem
' () = \x(t), z(u) =v
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fiir (u,v) € R x C nach S. 1.3 global eindeutig 15sbar und es gilt
o(t,u,v) = v auf  I(u,v) =R.
2. Wir betrachten wieder B. 1.8. Hier sind die Funktionen ¢(¢) =0 auf R und ¢ : R - R

mit
t2/4, t>0
p(t) =
0, t<0

maximale Losungen des Anfangswertproblems mit (0) = 0. Es kénnen also mehrere maxi-
male Losungen existieren. B. 1.8 zeigt auch, dass das Anfangswerproblem mit z(0) = v > 0
zwar lokal eindeutig, aber nicht global eindeutig 16sbar ist.

Satz 2.10 Es seien D C R x K% offen und f € C(D,K%). Ist das Anfangswertproblem
(1.2) fiir jedes (u,v) € D lokal eindeutig losbar, so ist es auch fir jedes (u,v) € D global
eindeutig losbar.

Beweis. 1. Wir zeigen zunéchst: Sind (¢, I) und (¢, J) Lésungen von (1.2), so gilt

©ling = Yling-

Angenommen, es existiert ein ¢ € I N J mit ¢(t) # (t). Ohne Einschrinkung betrachten
wir den Fall ¢ > « und setzen

to=inf{t e INJ :t>u, (t) #¢Y(t)}.

Nach Voraussetzung ist u < t, und nach Definition von t,

Oliut) = Ylu,t,) -

Da ¢ und 9 stetig auf [u,t.] C I N J sind, gilt auch

und damit insbesondere t, < t. Also ist ¢, kein Randpunkt von I N J und ¢ und % sind
Losungen von o' = f(t,x), x(t.) = ¥(t.)(= ¢(t.)) auf I N J. Nach Voraussetzung existiert
eine Umgebung U von t, mit ¢|y = ¢|y, im Widerspruch zur Definition von ..

2. Es sei Ijax die Vereinigung aller Intervalle I mit w € I und so, dass auf I eine Losung
7 existiert (solche Intervalle existieren nach Voraussetzung). Fiir ¢ € I, setzen wir

Omax(t) == pr(t) falls tel.

Dann ist ¢ax nach 1. wohldefiniert, denn sind ¢; und ¢ ; zwei Losungen mit ¢t € I N J,
so gilt ¥(t) = p(t). AuBerdem ergibt sich aus der Definition, dass (¢max, Imax) Mmaximale
Losung von (1.2) ist und dass jede Losung Einschrinkung davon ist. O

Es gilt damit
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Satz 2.11 (Picard-Lindeldf, globale Version)

Es seien D C R x K¢ offen und f € C(D,K?%). Dann ist fir jedes (u,v) € D das
Anfangswertproblem (1.2) global eindeutig losbar. Weiter gilt: I(u,v) ist offen und zu jeder
kompakten Menge K C D existieren uy,uz € I(u,v) mit (¢, p(t,u,v)) & K fir alle t > uy
und t < us.

Beweis. Nach B. 2.7.1 ist das Anfangswertproblem (1.2) fiir jedes (u,v) lokal eindeutig
losbar. Aus S. 2.10 folgt dann die global eindeutige Losbarkeit.
Es seien K C D kompakt und (u,v) € D. Angenommen, es existiert kein u; wie gefordert.
Ist b € (u, oo] der rechte Randpunkt von I(u,v), so existiert damit eine Folge (¢,,) in I(u,v)
mit u < t, T b und

(tn,o(tn,u,v)) € K (neN).

Dann ist insbesondere b < co. Es sei nun o = a(K) wie in S. 2.6. Wir wéhlen ein N € N
mit ty > b — « und betrachten das Anfangswertproblems

x':f(t,x), z(tn) = w:=o(tN,u,v) .

Nach S. 2.6 gilt [ty — a,tn + @] C I(ty,w) fiir die maximale Lésung ¢(-, ¢y, w). Da
ty + o > b gilt und da ¢(-,tn,w) als Fortsetzung von ¢(-,u,v) auch Losung von (1.2)
ist, ergibt sich ein Widerspruch zur Maximalitéit von ¢(,u,v). Also existiert ein u; wie
gefordert.

Zudem ist dabei b & I(u,v), denn sonst wére [u, b] x ¢([u, b], u, v) kompakt in D als Bild der
stetigen Funktion ¢t — (¢, ¢(¢,u,v)) unter der kompakten Menge [u,b]. Dies widerspricht
aber dem eben Bewiesenen.

Eine entsprechende Argumentation fiir den linken Randpunkt a von I(u,v) zeigt die Exi-
stenz eines up wie gefordert und damit insbesondere auch a & I(u,v). i

Bemerkung 2.12 Unter den Voraussetzungen von S. 2.11 existiert zu jedem Punkt (u,v) €
D eine eindeutig bestimmte maximale Losung o(-,u,v), die zudem ,jede kompakte Teil-
menge verldsst“, sowohl bei Anniiherung an den rechten Randpunkt von I(u,v), als auch
bei Annitherung an den linken. Die dadurch definierte Funktion ¢ : © — K¢ mit

Q:={(t,u,v) eRxRxK?:t e I(u,v), (u,v) € D}

nennen wir die allgemeine Lésung der Differenzialgleichung o’ = f(¢, z).

Beispiel 2.13 1. Es sei D = R x R. Wir betrachten das Anfangswertproblem
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fir (u,v) € R x R. Ist v = 0, so ist ¢(-,u,0) = 0 auf R die maximale Loésung. Nach S. 1.5
ergibt sich fiir v # 0 eine Losung jedenfalls lokal durch Auflésen von

t x
1, / /ds 11
2o = [sds= [ B o4 =
2( ) 5as 52 erv’

nach z. Man erhélt dann 9
v

2 —v(t? — u?)

fiir |t — u| geniigend klein. Genauer ist dadurch eine Losung des Anfangswertproblems

xr =

auf jedem Intervall gegeben, das u, aber nicht die im Falle ¢ := c(u,v) := u? +2/v > 0
auftretenden Nullstellen des Nenners ++/¢, enthiilt. Nach passenden Fallunterscheidungen
ergibt sich (mit viel Konzentration)

R, falls c < 0
2 —4/c, , fallsc>0,v>0
@(t,u,v):% fir t € I(u,v) = Ve eee ’
2 —o(t? —u?) , falls ¢ > 0, v <0, u >0

(
(Ve,00)
(—00,—+/c), fallsc>0,v<0,u<0
Obwohl D = R x R ist, sind die maximalen Losungsintervalle nicht stets ganz R. Man sieht
aber: Alle Losungen verlassen jede kompakte Teilmenge von R?. Genauer gilt fiir ¢ > 0
oo fiirt — ++/c, fallsv >0
o(t,u,v) > ¢ —oco fiirt —/c, fallsv<0,u>0
—oo firt — —/c, fallsv<0,u<0
2. Es sei D = (0,00) x C und
2 = —2miz /12, z(1)=veC.
Dann ist
plt,1,0) = ve®™t (1€ (0,00))
nach S. 1.3 die maximale Losung des Anfangswertproblems. Hier existiert lim+ o(t, 1,v)
t—0
im Falle v # 0 nicht!

Unter zusétzlichen Voraussetzungen an f kann man eine Aussage iiber die Grofle der maxi-
malen Losungsintervalle machen. Vorbereitend beweisen wir das duflerst niitzliche Lemma
von Gronwall:

Satz 2.14 Es seien J = [u, 8) C R ein (halboffenes) Intervall und ¢ € C(J,R). Existieren
Konstanten A € R und B > 0 mit
¢

vy <A+B [v (e

u

s0 ist Y(t) < AeBE—W firt e J.
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Beweis. Fiir § > 0 setzen wir
gs(t) = (A+ 5)63(““) (teld).

Dann gilt
t

gg(t):A+5+B/g(; (tel).

Wir zeigen: ¢ < gs fiir alle § > 0. Dann ist ¢ < go und damit gilt die Behauptung.
Fiir § > 0 ist nach Voraussetzung ¢(u) = A < A+ § = gs(u). Angenommen, es existiet ein
t € J mit ¢¥(t) > gs(t). Fiir

t:=inf{t € J: ¢¥) >gs(t)} (> w)

gilt ¥ (t.) = gs(t«) und ¢ < gs auf [u, t.], nach Voraussetzung aber dann auch

Widerspruch! o

Satz 2.15 Es seien I C R ein offenes Intervall und D = I xK?. Weiter sei f € CT(D,K%)
so, dass zu jedem kompakten Intervall Iyo C I Konstanten L, M > 0 exitieren mit

|f(t,2)| < Llz| + M
fiir alle (t,z) € Iy x K, Dann ist I(u,v) = I fiir alle (u,v) € I x K<,

Beweis. Angenommen, I(u,v) # I. Ohne Einschrinkung sei dann 8 := sup I(u,v) < sup [
und J := [u, ). Dann ist Iy := [u, 5] C I kompakt und damit existieren L, M > 0 mit
|f(t,x)| < L|z| + M fiir alle (t,z) € Iy x K9.
Fiir t € J gilt nach S. 2.5

t

p(t,u,v) = v—|—/f(s,<p(s,u.v))ds

u

und mit § := 8 — u daher

P(t) = lp(t, uv)| < |l +/|f(87@(87uov))|d8 < |v +M5+L/¢ (tel).

Aus dem Lemma von Gronwall folgt
l(t,u0)| = () < (Jv] + ME)e = < (jo] + M8)e™ (1€ ),

also ist (-, u.v) beschrinkt auf J. Das widerspricht aber der Tatsache, dass ¢(+, u,v) nach
S. 2.11 jede kompakte Teilmenge von D = I x K¢ verlisst. O
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3 Allgemeine lineare Differenzialgleichungen

Bereits in Abschnitt 1 hatten wir uns kurz mit (skalaren) linearen Differenzialgleichungen
beschiftigt. Wir untersuchen jetzt den wesentlich allgemeineren Fall von Systemen linearer
Differenzialgleichungen.

Es seien im Folgenden stets I C R ein offenes Intervall und A = (ajx) € C(I, K%¥*9) sowie
be C(I,KY. Mit D := I xK?und f: D — K9, definiert durch f(t,z) := A(t)x + b(t),
nennt man die Differenzialgleichung

' = f(t,x) = A(t)x + b(t) (3.1)

ein lineares System (von Differenzialgleichungen) oder kurz lineare Differenzialglei-
chung (man beachte dabei: f : D — K% ist stetig). Die Gleichung

= A(t)x (3:2)

heifit zugehorige homogene Gleichung. Ist b = 0, so heifit (3.1) homogen. Meist
betrachten wir auch jetzt wieder Anfangswertprobleme der Form

¥ = A(t)x +b(t), x(u) =v (3.3)

fir u e I,v € K%

Aus den Ergebnissen des vorigen Abschnittes erhalten wir unmittelbar

Satz 3.1 Es seien I C R ein offenes Intervall und A : I — K™ b : I — K¢ stetig.
Dann ist fiir jedes (u,v) € I x K¢ das Anfangswertproblem (3.3) global eindeutig l6sbar mit
I(u,v) =1.

Beweis. Wir betrachten wieder f : D = I x K — K¢ mit f(t,x) := A(t)z + b(t). Dann
gilt
[f(t2) = fty)l =A@ - < [[ADI |z —yl  (te L zyeKT).

Ist Iy C I kompakt, so existiert

L = max[|A@®)]]-

Also gilt
|f(t,m)—f(t7y)|§L|x—y\ (te-[()» (E,yGKd).

Insbesondere ist damit f € C*(D,K%), also nach der globalen Version des Satzes von
Picard-Lindelsf (S. 2.11) jedes Anfangswertproblem (3.3) global eindeutig losbar.
Fiir t € Iy, € K¢ ergibt sich mit f(¢,0) = b(¢) zudem

[t o) < [f({t2) = F({ 0]+ [£(5 0)] < Ljz] + max|b] .

Setzt man M := 11113Lx|b\7 so folgt I(u,v) =TI aus S. 2.15. |
0
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Wir wollen uns nun die Struktur der Loésungsmenge von (3.1) genauer anschauen. Dazu
betonen wir die Abhiingigkeit von der Inhomogenitéit b und schreiben ¢, (-,u,v) fir die
maximale Losung von (3.3). Auflerdem setzen wir

Ly :={¢ : ¢ 16st (3.1) auf I},

also insbesondere
Lo ={¢ :¢lost (3.2) aufl}.

Dann gilt fiir u € I fest (beachte ¥ = ¢4(-, u, ¥ (u)) fiir alle ¢ € Ly)
Ly = {@b(',U,’U) RS Kd}

und insbesondere
Lo == {po(-,u,v) : v € K9} .

Weiter erhalten wir

Satz 3.2 Es seien I C R ein offenes Intervall und A : I — K> b: T — K? stetig.
1. Fir jedes u € I ist T, : K¢ — C(I,K%) mit T,v := po(-,u,v) linear und injektiv.
2. Ly ein d-dimensionaler Unterraum von C(I,K%) und fiir vy, € Ly gilt
Ly = ¢ + Lo,

d. h. Ly ist ein d-dimensionaler affiner Unterraum von C(I,K%).

Beweis. 1. Wir schreiben kurz T' = T,,. Fiir v,w € K? und A € K gilt

(\Tv+Tw)(t) = MNTv)(t)+ (Tw) (t)
= MA®)Tw(t) + A Tw(t)
= AWO\Tv+Tw)(t)  (tel).

und
(ATv 4+ Tw)(u) = Apo(u, u,v) + wolu, u,w) = v+ w.

Wegen der Eindeutigkeit der maximalen Losung von (3.3) ist folglich
ATy + Tw = @o(-,u, Av + w),

d. h. \Tv + Tw = T (Av + w). Also ist T linear. Ist Tv = 0, so gilt
0="Tv(u) = @o(u,u,v) = v.

Damit ist Kern(T") = {0}, also T injektiv.
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2. Aus 1. folgt, dass Ly = Bild(T) isomorph zu K% ist. Damit ist Lo ein d-dimensionaler
Unterraum von C(I,K%). Es bleibt zu zeigen Lj, = 9, + L.
D: Es sei ¢ € ¢ + Lo, d. h. ¥ = ¢y + 9y fiir ein ¢y € Ly. Dann gilt

U(E) = A£)yy(t) + b(t) + A(t)dho(t) = A(£)(t) + b(2)

auf I. Also ist ¢ Losung von (3.1) auf I und damit ¢ € Ly.
C: Essei ¢ € Ly, d. h. o' = A(t)yp + b(t) auf I. Dann gilt (v — ) = A(t)(¢ — ), also
Y — 9 € Lo. Damit ist 1) = 1y + (¥ — ¥p) € ¥y + Lo. |

Bemerkung und Definition 3.3 Da nach S. 3.2 der Losungsraum Ly der homogenen
Gleichung ' = A(t)z ein d-dimensionaler linearer Raum ist, reicht es, zur Bestimmung
einer beliebigen Losung eine Basis von Ly zu kennen (jede Losung ist dann Linearkombi-
nation der Basiselemente). Eine solche Basis heifit ein Fundamentalsystem.

Die lineare Unabhéngigkeit von Losungen ist dabei dquivalent zur linearen Unabhéngigkeit
der Anfangswerte. Genauer folgt fiir M C K¢ aus der Tatsache, dass T, fiir alle u € I ein
Isomorphismus auf Ly ist, die Aquivalenz folgender Aussagen:

a) M ist linear unabhiingig in K<.
b) Fiir alle u € I ist T,,(M) = {po(-,u,v) : v € M} linear unabhéngig in L.
c¢) Es existiert ein u € I so, dass T,,(M) linear unabhéingig in Lg ist.

S. 3.2 zeigt zudem, dass sich die Bestimmung einer beliebigen Losung des inhomogenen
Systems z’ = A(t)x + b(t) auf die Bestimmung einer speziellen Losung des inhomogenen
Systems und einer Basis des Losungsraumes Ly der zugehorigen inhomogenen Gleichung
reduziert.

Wir befassen uns zunéchst mit homogenen Gleichungen (und schreiben wieder ¢ statt ¢g).

Beispiel 3.4 (vgl. B. 2.13.2) Wir betrachten I = (0,00), K = R und

At) ::(_f/ﬂ 1g ) (t € (0,50)).

und damit das homogene System

’r_ mll _ 0 1/t2 Ty _ .
x_<x’z>_<—1/t2 0 )(m)‘fw) '

Man rechnet leicht nach, dass

() =l () = (S09) ety
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T () e () - (20 e

gilt. Da (_01) und (f)l) in R? linear unabhéngig sind, sind auch T )x (_01),T1/,r (fl) linear
unabhingig und damit eine Basis von Lg, also ein Fundamentalsystem der linearen Glei-
chung.

Bemerkung und Definition 3.5 1. Sind 91, ..., 14 beliebige Losungen von a' = A(t)x
auf I und ist

P1a(t) .. Y1a(t)
(p(t) = (¢1a7¢d)(t): )
Ya1(t) ... Yaa(t)

wobei 1 die j-te Komponentenfunktion von 1), bezeichnet, so heilt fiir ¢ € I die Deter-

minante

W(t) .= W, ...,00q;t) := det D(t) ,

die Wronski-Determinante von 1, ...,94 an der Stelle t. Nach B. 3.3 gilt: 11, ..., %4
ist ein Fundamentalsystem genau dann, wenn W(u) # 0 fiir ein u € I ist (man beachte:
Y = @o(-,u, ¥r(u))). AuBerdem ist in diesem Falle schon W (u) # 0 fiir alle u € I. Also:
Entweder ist W (u) # 0 fur alle w € I oder W (u) =0 auf I.

2. Bilden 1, ...,14 ein Fundamentalsystem, so heifit die Funktion ® : I — K%*9 eine
Fundamentalmatrix der Gleichung ' = A(¢)x.

Satz 3.6 Ist ® cine Fundamentalmatriz von @' = A(t)x, so gilt fiir alle (u,v) € I x K¢
o(t,u,v) = &(t) - H(u) v (tel)
d. h. die allgemeine Losung der Gleichung ergibt sich als Produkt der matrizwertigen Funk-

tion ® mit dem Vektor ®1(u)v.

Beweis. Nach B./D. 3.5 ist ®(u) fiir alle u € I invertierbar (da W(u) = det ®(u) # 0).
Fiir jedes v € K¢ ist ¢ := ®®~!(u)v eine Linearkombination der Funktionen 1, ..., 14,
also eine Losung von 2’ = A(t)z. Auferdem gilt

d. h. auch die Anfangsbedingung ist erfiillt. Folglich ist ¥ = (-, u, v). |

Beispiel 3.7 Es sei A wie in B. 3.4. Dann ist mit ¢ := Tl/ﬂ(_ol) und ¥ = Tl/,r(_ol)

_ | a2 | cos(1/:) —sin(1/-)
Pl = < a1 a2 ) B ( sin(1/-) cos(1/) )
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eine Fundamentalmatrix. Speziell gilt

mum=<‘é_f)
& 1(1/7) = ( _(1) _(1) ) .

Also ist die Losung des Anfangswertproblems 2’ = A(t)x, x(1/7) = (v1,v2) | gegeben durch

und damit auch

.y —vq cos(1/t) + vgsin(1/t
1) = 1 e g = —v11(t) — vata(t) -

—Vg

(p(t, 1/71'7 v) = ‘I)(t)( —vy sin(1/t) — vy cos(1/t)

Wir betrachten nun sehr spezielle lineare Systeme, fiir die wir in gewisser Weise explizite
Fundamentalsystme angeben konnen. Es sei

7' (t) = Ax(t), (3.4)

wobei A € K9*? eine feste Matrix ist (also unabhiingig von t). Eine solche Gleichung heifit
lineares System mit konstanten Koeffizienten.

Wir erweitern zunéichst einige zentrale Begriffe der Analysis in fiir das Weitere geeigneter
Weise. Dazu sei (E, || - ||) ein Banachraum (iiber K).

e SindU C Kund f : U — E, so heifit f differenzierbar an a € U, falls a Haufungspunkt
von U ist und

o1 /
lim + (f(a+h) — f(a)) = f'(a)

h—
existiert. Aulerdem definiert man Differenzierbarkeit auf einer Teilmenge und hohere
Ableitungen wie im skalaren Fall.

e Ist (c) eine Folge in F so, dass die Folge (s,,) mit s, := > ¢ konvergent in E ist,
k=0

o0
so spricht man von Konvergenz der Reihe > ¢ und setzt
k=0

oo n

E ¢ = lim s, = lim E Ck -
n—oo n—oo

k=0 k=0

[ee] [ee]
Dabei gilt: Ist > |Jck|| < oo, so ist > ¢; konvergent, d. h. absolute Konvergenz
k=0 k=0

impliziert Konvergenz.

Denn: Es sei € > 0. Dann existiert ein N. € N so, dass

m

o lleall<e  (m>n>N.).
k=n+1
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Also folgt fiir m > n > N,

m m
sm —sall =1l S all > el <.
k=n-+1 k=n-+1

Damit ist (s,) eine Cauchy-Folge in E. Da (E,d).||) vollstindig ist, kon-
vergiert (s,).

e Ist (cj) eine Folge in E, so heifit
R :=sup{|h| : h € K so, dass Z h*¢;, konvergiert}
k=0

o]
Konvergenzradius der Potenzreihe Y h¥cj. Die Reihe ist dann absolut konvergent

k=0
fiir alle h mit |h| < R. Ist a € Kund ist f : Ur(a) — E definiert durch

oo

f(z) = Z(m‘ —a)ey,

k=0

so ist f (sogar beliebig oft) differenzierbar auf Ug(a) mit

(. —a)*(k+ 1)cpyr -

M8

fi(x) =

b
Il

0

e Esseinun (E,||-||) spezieller eine (unitére) Banachalgebra, d. h. es existiert zusétzlich
eine Abbildung - : Ex E — E so, dass (F, +, -) ein Ring ist und dass zudem fiir A € K
und A, B € F gilt

MA-B)=M-B=A-\B und ||A-B| <|A]-||B].

Dann ist fiir jede konvergente Reihe > Ciin Fund A € E
k=0

iA~Ck:A~§:Ck und ick.A: (> )4,
k=0 k=0 k=0

Denn:
1430 =S A Gl < A1 Cr= S Cull 50 (n— 00),
k=0 k=0 k=0 k=0

also Y A-Cp = A- > Cy.
k=0 k=0
Entsprechend argumentiert man im Falle der zweiten Gleichheit.
e In Banachalgebren ist A¥ (mit A° := 1p) fir A € E und k € Ny definiert. Ist

Cr = AF /K, so folgt aus ||A*|| < ||A||*, dass die Potenzreihe Y .-, h*C), den Kon-
vergenzradius oo hat. Definiert man

A o~ A"
e’ = exp(A) := Z i
k=0

(A € E),
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so gilt fiir festes A € F und u € R nach obigen Bemerkungen

(e('*u)A)’ =A-elmWA = (—wA 4

e Vertauschen A, B € FE, gilt also AB = BA, so sieht man wie im skalaren Fall: Aus
der Giiltigkeit der binomischen Formel

(A+B)" = Zn: (Z) AvBn-v

v=0
ergibt sich (durch Cauchy-Produktbildung) die Funktionalgleichung

eteB = eATE
Insbesondere gilt damit e(*t¥)4 = e#4e¥4 fiir alle 2,y € K und ede 4 = €0 = 1,
d. h. e? ist stets invertierbar mit

(eA)—l — e—A.

Wichtig zu beachten: Die Gleichung e?e” = eA* 8 gilt nicht fiir beliebige A, B € E

([O)).

Wir betrachten im Weiteren meist £ = K%*? versehen mit der Operatornorm. Man kann
leicht zeigen (siehe Analysis und Lineare Algebra), dass (K%*?, ||-||) eine Banachalgebra ist.
Dabei ist das Einselement 15 die d-dimensionale Einheitsmatrix I = I;. Die Niitzlichkeit
der obigen Betrachtungen belegt folgender

Satz 3.8 Es seien A € K% und v € R. Dann ist fiir alle v € K die mazimale Losung

des Anfangswertproblems

2/ (t) = Ax(t), z(u)=v

gegeben durch

o(t,u,v) = el =Wy (t eR).

Auflerdem ist t — et~ eine Fundamentalmatriz fir (3.4).

Beweis. Es gilt
(=4 L)l = (LAY Ly — A=Ay

auf R, d. h. t = e(*="4 .4 ist Losung von (3.4). AuBerdem ist

u—u)A 0A

el v=e - v=Iy=wv.

Also ist (-, u,v) = el WA .y,

Wihlt man speziell v = ey, wobei ej, den k-ten Einheitsvektor bezeichnet, so ist e(t=%4 . ¢,
die k-te Spalte von e(*="4 d. h. jede Spalte ist Losung von (3.4). Da ¢%4 = I, gilt, sind
die Spalten nach B. 3.3 linear unabhiingig. Folglich ist e =% 4e;, ..., e(~"4¢; ein Funda-

—u)A

mentalsystem, d.h. e’ eine Fundamentalmatrix. ]
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Im Prinzip haben wir also Fundamentalmatrizen fiir (3.4) gefunden (némlich etwa e'4).

Es stellt sich allerdings dabei die Frage, wie man e? ,konkret“ berechnen kann. Dazu
versucht man, die Berechnung von e? fiir allgemeines A auf die Berechnung von e? fiir
gewisse einfache Matrizen B zuriick zu fithren. Wir zeigen dazu zunéchst:

Satz 3.9 Es seien A, B € K%x4,

1. Sind A und B dhnlich, so sind auch e und B dhnlich. Genauer gilt: Ist C inver-
tierbar mit A = CBC™!, so ist

—1
e =BT = ePet.

2. Hat A Blockdiagonalform

0

A:dlag(AlaaAm) = )
0
mit Ay € K®*% fijr k=1,...,m, so gilt

et = diag(et, ..., ).

Beweis. 1. Per Induktion sieht man, dass
(CBC Y =0B"C™t  (veNy).

gilt. Also erhalten wir

) 1 9] 1 .
B—1 _ v -1 _ v _ _CBC
Ce”C —C(E mB)C —g —V!C’BC—e .
v=0 v=0

2. Ist A = diag(A, ..., A,), so ist nach Definition der Matrixmultiplikation auch
AY = diag(AY,..., AY)
fiir v € Ng. Damit ergibt sich 2. aus der Tatsache, dass fiir beliebige Matrizen A, = (a(.’;))

J

o0 o0
Konvergenz von Y. A, in K%%¢ gleichbedeutend mit der Konvergenz aller Reihen a%)
v=0 v=0

in K ist, und dass dann ) A, = (Z a;ll;)) gilt. ]
v=0

v=0
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Bemerkung 3.10 Es sei A € K¢ diagonalisierbar, d. h. es existieren (nicht notwendig
paarweise verschiedene) Eigenwerte A1, ..., Aq von A und eine Basis ¢1, . .., ¢q aus zugehéri-
gen Eigenvektoren. Dann ist mit A := diag(A1, ..., Aq) und C := (cq,...,cq)

A=CAC™
Also ist mit S. 3.9
et = Cetr 0 = C - diag(eMt, ..., MO
Dann ist aber auch ([U])

et =0C- diag(e/\lt, - e)‘dt) = (e/\ltcl, ce e)‘dtcd)

eine Fundamentalmatrix.

Beispiel 3.11 1. Wir betrachten das lineare System

0 -1 1
=] -1 0 1 |z2=Azx
1
Es gilt
det(A—X)=-X+3\—2=—-(A— 12\ +2),
also haben wir die Eigenwerte \; = Ay = 1 und A3 = —2. Weiter rechnet man nach, dass

c1 = (1,0,1)" und ¢z = (0,1,1) T (linear unabhiingige) Eigenvektoren zu 1 sind, und dass
c3 = (—1,—1,1)T Eigenvektor zu —2 ist. Also ist mit C' = (cy, ¢, c3) nach B. 3.10

0 -1
el o ’ et ’ 2t
1 1

—1

1 0 -1 ) 2 -1 1

ct=|o01 -1 =zl 1 21

1 1 1 -1 -1 1

damit
. 1 -1 2et —et et
eh = Ccethec! = 3 0 1 -1 —et 2et et
1 o2 o2t g2t
et L =2t et 12t ot _ =2t
. —et e 2 el e el 2
3
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2. Wir betrachten das lineare System

1 3 4
=101 -1 |z=Ax.
0 1 1

Es gilt
det(A—AI) = (1 =X\ ((1=X?*+1),

also haben wir (in C) die Eigenwerte A\; = 1 und Ag 3 = 1 + 4. Zugehorige Eigenvektoren
sind ¢; = (1,0,0)7, ¢ = (3 —4i,i,1)T und c3 = . Damit bilden etwa

1 3—4 3+ 41

7 o1+t i , (1=t —

1 1

ein Fundamentalsystem von 2’ = Az (als Gleichung in C betrachtet). Ein reelles Funda-
mentalsystem erhélt man, indem man die zweite und dritte Losung e'=)tc, und e'~9te;

durch Re(e('*9tcy) und Im (e t9tcy) ersetzt ([U]). AuBerdem folgt aus

1 3—4i 3+4i 1 4 -3
ct=|o0o ~1 =10 —i/2 1/2
0 1 1 0 /2 1/2
hier
1 3—4i 3+4i et 0 0 1 4 -3
et = (R —i 0 e+dt 0 0 —i/2 1/2
0 1 1 0 0 et 0 /2 1/2
et 4et — 4et cost + 3etsint —3et 4 3et cost + 4etsint
= 0 el cost —elsint
0 etsint el cost

Schwieriger wird die Berechnung eines Fundamentalsystems natiirlich dann, wenn A nicht
diagonalisierbar ist. Wir definieren fiir A € K und r € N die Jordan-Matrix J(\) € K™*"
durch

TN = J,(\) = . e
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falls r > 1 und J(A) := J1(\) := (A) fiir » = 1. Aus der Linearen Algebra verwenden wir,
dass jede Matrix A € C4*? (die natiirlich auch rein reelle Eintriige haben kann) #hnlich zu
einer Blockdiagonalmatrix der Form

B = diag(Jrl (Al)a ceey JTm()‘m))

ist, also A = CBC ™! fiir eine Matrix C' mit det(C) # 0 gilt. Dabei ist die Darstellung ein-
deutig bis auf die Reihenfolge der Jordanblécke. Nach S. 3.9 reduziert sich die Berechnung
der Matrix e'4 auf die Berechnung der Matrizen C,C~! sowie et/ %) fiir k = 1,...,m.
Aus Sicht der Analysis stellt sich damit insbesondere die Frage nach der Berechnung von
e’ fiir X € K. Wir schreiben kurz

Dann ist J(A) = AT + N.

Satz 3.12 Ist A € K, so ist e/ = eMetN myt

2 r—1
1t 5 .. (7{71),
1t A
1 RN O
tN __ T GUNTV .
e = Z V!t NY =
v=0
(@) t
1
Beweis. Man rechnet nach, dass
o 0o 1 0 ... 0
0 0 1
N2 = O . Nr—l _ 0
1 0]
O 0
und N¥ = 0 fiir v > r gilt. Hieraus folgt
2 r—1
I A 7&71)!
r—1 1
tN _ Ny
e = Z V!t NY =
v=0
t
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Da A und N vertauschen, gilt zudem et/(N) = etMetN = A JetN = otAetN O

Beispiel 3.13 Es sei

-1 1
A= 0o -1 0 |,
0 0 2
also A = diag(Ja(—1), J1(2)). Dann ist
et te”t 0
et = diag(e2 (D, 1)) = diag(etetN2, e2tetN1) = 0 et 0

Mit S. 3.12 und den vorangegangenen Uberlegungen ergibt sich folgendes Ergebnis iiber
die Struktur des Losungsraumes von 2/ (t) = Ax(t).

Satz 3.14 Es sei A € C™4 mit A = Cdiag(Jy, (A1), ..., Jr,,(Am))C™L. Dann ist fiir
E=1,...mund £ = 1,...,7% mit s := kil r; die (¢ + si)-te Spalte e*Cepys, der
Fundamentalmatriz e*AC von der Form -

etACeg+sk = Mt pkd) (1),

wobei die Funktionen P¥%) Polynome vom Grad < £ — 1 mit Koeffizienten in C* sind.?

Beweis. Da e*4 eine Fundamentalmatrix ist, ist auch e!C eine Fundamentalmatrix ([U]).
Mit C = (Cl, . 7Cd) ist

tA _ : At tN. Amt tN,
e C_(Clw-'7CT1acl+T17~~~aCT2+T17~~~aCd)'dlag(ele .., etme rm)'

Die ersten r; Spalten haben die Form
tTl—l tT1—2

-t 2

und (falls m > 1) fiir £ = 2,...,m die Spalten 1 + sg,...,rr + si entsprechend mit e

e)‘ltcl,e’\lt(tcl +02),...7e)‘1t< )'cz—l—-“—i-cn)

At

und Ciqg ;- Crptoy- O

Wir kommen zum Abschluss des Abschnitts zuriick zum inhomogenen System (3.1). Fiir
v e K9 gilt
QDb(', u, ’U) = (;00('5 u, U) + Sob('a u, 0)

4 —
2Cenauer ist P50 (¢) = Zl %Cewrsk.
=
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und nach S. 3.6 ist dabei @q(-,u,v) = ®(-)®~!(u)v, wobei ®(-) eine beliebige Fundamen-
talmatrix ist. Auch die spezielle Losung ¢p(+,u,0) der inhomogenen Gleichung lisst sich
aus ®(-) per Integration bestimmen:

Satz 3.15 (Variation der Konstanten)
Es sei ®(-) eine Fundamentalmatriz von (3.2). Dann ist firu € I

t

o(t1,0) = (I)(t)/(b‘l(s)b(s)ds (ter).

u

Beweis. Da ® eine Fundamentalmatirix ist, gilt ®'(¢t) = A(¢)®(¢) fir ¢t € I ([U]). Mit
¢
P(t) == ®(t) [ ®~'(s)b(s)ds ergibt sich nach der Produktregel fiir matrixwertige Funktionen

([U]) dem Hauptsatz iiber Integralfunktionen

t t

Y (t) = ®'(t) /cb*l(s)b(s)ds + ()P (1)b(t) = A(t)D(t) / O (s5)b(s)ds + b(t)
fiir ¢t € I. Also ist ¥ Lésung von (3.1) auf I mit (u) =0, d. h. ¥ = @4(+, u,0). |

Beispiel 3.16 Wir betrachten wieder A aus B. 3.7. Ferner sei

b(t) = <_10/t2> (t>0).

Dann ist fiir w = 1/7 mit ® aus B. 3.7 nach S. 3.15

ou(t1/7,0) = B(1) / &= (5)b(s)ds.
I

1

Weiter gilt
cos(1/t) sin(1/t)

2= ( —sin(1/f) cos(1/t) ) ’

[ somons= [ (L Y= (000 )

1/7 1/7

also

und damit ist

Fo [ cos(lft) —sin(1/t) sin(1/t) \ [ —sin(1/t)
() ,/é P ()bls)ds = < sin(1/t)  cos(1/t) > (COS(I/t)JFl) a <1+COS(1/’5)).

1
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4 Lineare Differenzialgleichungen n-ter Ordnung

Wir wollen nun die Ergebnisse des letzten Abschnitts auf lineare Differenzialgleichungen
n-ter Ordnung anwenden: Sind ag, a1, ...,ap—1 : I — Kund b: I — K stetig, so heifit eine
Gleichung der Form

(”)—Zak )2 ®)  b(t) (4.1)

eine (skalare) lineare Diﬁ'erenz1a1gle1chung n-ter Ordnung. Die Gleichung

™ = Z ar(t)z® (4.2)

heifit zugehérige homogene Gleichung. Entsprechende Anfangswertprobleme sind von
der Form

™ = Zak ") 4 b(t), ™) =v, (k=0,..,n—1) (4.3)

mit u € I,v := (vg, ..., vp—1) € K™
In B. 1.11 hatten wir gesehen, dass man solche Gleichungen bzw. Anfangswertprobleme in
Systeme 1. Ordnung umschreiben kann. Hier ist das entsprechende System

T4 0 10 ... .. 0 T 0
T4 0 0 1 0 0 To
— + (4.4)
x4 0 0 1 Tp_1 0
x), ap(t) a1(t) an—1(t) Tn b(t)
linear.

Bemerkung 4.1 Nach B. 1.11 lassen sich simliche Ergebnisse iiber Losungen des Systems
(4.4) in Ergebnisse iiber die Losungen von (4.1) iibertragen. Insbesondere erhalten wir aus
S. 3.1: Fiir jedes (u,v) € I x K" hat das Anfangswertproblem (4.3) genau eine Losung
auf I und jede weitere Losung ist Einschrinkung dieser Losung. Wir schreiben fiir diese
(maximale) Losung wieder

So(v U3 V0 -+ vn—l) = 90(7 u, U)
und auch ¢y statt ¢, falls die Abhéngigkeit von b hervorgehoben werden soll. Damit gilt
op(-5 u,v) = (-, u, 0) + o+, u,v) fiir (u,v) € I x K™
Um eine S. 3.2, B./D. 3.5 und S. 3.15 entsprechende Aussage iiber die Losungsgesamtheit
machen zu kénnen, unterscheiden wir auch wieder
My :={¢ : ¢ 16st (4.2) auf I} und M, := {3 : ¢ 16st (4.1) auf I}.

Die wesentlichen Ergebnisse sind im folgenden Satz zusammengefasst.
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Satz 4.2 Es seien I C R ein offenes Intervall und ag,aq, ..
stetig.

wlp_1: 1 —>Kundb: I - K

1. My ist ein n-dimensionaler Unterraum von C(I,K) und fir w € I gilt
Moy = {po(-,u,v) : v = (vg,...,vp—1) € K"}
Eine Basis von My heifit wieder ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung.
2. Fiir jedes v, € My ist My = ¥y + M.

3. Sind 1, ...,y € My, so sind Y1, ...,¥, genauw dann ein Fundamentalsystem, wenn
die Wronski-Determinante W (u) := det ®(u), wobei

Vilt) . (D)
B(t) = wl‘(t) wn‘(t) e
() IR G (3!

fiir ein u € I nicht verschwindet. In diesem Fall ist schon W (u) # 0 fiir alle u € I.

4. (Variation der Konstanten) Ist 11, ...,¢, ein Fundamentalsystem der homogenen
Gleichung, so ist mit

v s i Y e Yy
(e i i (8

W;(s) := det :1 j. ! J:H : (s) .
gn—2) . ¢(n 2) ’d}j(izm . ¢$ln—2)

fiir jedes w € I 3

s [UOWS )
»(t, u,0) Zz/;] +/ 0 d (tel). (4.5)

u

Beweis. Wir bezeichnen die Losungsmenge des linearen Systems(4.4) wieder mit L;. Die
ersten drei Aussagen ergeben sich alle aus den entsprechenden Ergebnissen fiir (4.4) durch
Anwendung der bijektiven (!) und im Falle b = 0 linearen Abbildung j = j, : My — L; mit

i@) = @, ¢, T (e My).

3Diese Darstellung erklirt den Namen ,, Variation der Konstanten“: Wihrend jede Losung der homoge-
nen Gleichung von der Form Z?:l Aj1;(t) ist (also Linearkombination der w1, ...,%n), ist hier

»(t, u,0) = Z)\ Y (t),

also Linearkombination der 1 (¢), ..., ¥n (t) mit Koeffizienten A1(t), ..., An(t), die mit ¢ variieren.
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Zur 4. Aussage: Da (¢1(t), ..., ¥, (¢t)) die erste Zeile von ®(¢) und die Inhomogenitéit hier
b(t)e,, ist, folgt aus S. 3.15
t
ou(t,1.0) = (1), 1) - [ S)ends  (t€ D)

Um die letzte Spalte ®~*(s)e, von ®71(s) zu bestimmen hat man hat das lineare Glei-

chungssystem
0
ci(s)
o) | 1 | =
0
cn(8)
zu losen. Man erhélt hier aus der Cramerschen Regel
() s N N
1 ¥ }1 0 ;+1 n
; = ———det
CJ(S) det‘b(s) e : : (S>
n—1 n—1 n—1 n—1
B L R RIS RS

Beispiel 4.3 (harmonischer Oszillator) Fiir b : R — C nennt man die lineare Differen-
zialgleichung 2. Ordnung
2 +x =b(t)

Gleichung des harmonischen Oszillators mit Anregung b. Man rechnet sofort nach, dass
Pi(t) =e,  aha(t) =e " (t eR)
ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung "/ + x = 0 ist. Also erhalten wir mit
eit it .
W (t) = det , , = -2
e—zt 1
Wi(t) = det(e™®) = e, Wo(t) = det(e) = e
fiir den Resonanzfall b(t) := €'’ nach (4.5) die spezielle Losung 9y, := ¢p(+;0;0,0) als
b s —is L s is 1 2is
Up(t) = —e”/ ¢ 62 ds + e_it/ € ds= (eitt - e_ite—_

—2i —2 2 2i
0 0

Damit ergibt sich fiir cos(t) = Re(e’’) = Re(b(t)) auch

= —(le " — S1n .
0 27

1 , t
©Re(b)(t;0;0,0) = Rey(t) = ilm(te” —sint) = 3 sint.
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Wieder zeigen die obigen Ergebnisse, dass es von zentraler Bedeutung ist, Fundamentalsy-
steme zu finden. Wie bei linearen Systemen st6ft man hier sehr schnell an Grenzen.
Kennt man — woher auch immer — bereits eine nichtverschwindende Losung einer linearen
Differenzialgleichung der Ordnung n, so ldsst sich dies nutzen, um weitere Losungen aus
einer linearen Differenzialgleichung (n — 1)-ter Ordnung zu bestimmen. Man spricht dann
von Reduktion der Ordnung. Wir beschrénken uns bei der Darstellung dieses Ansatzes auf
den Fall n = 2.

Satz 4.4 (Reduktion der Ordnung)
Es sei I C R ein offenes Intervall, und es seien ag,ay : I — K stetig. Weiter seien J C I
ein offenes Intervall und (¢, J) eine Lisung der Differenzialgleichung

2 = a1 (t)z’ + aog(t)z

mit (t) # 0 fir allet € J. Ist 1 : J — K eine nichtkonstante Stammfunktion einer Lisung
der linearen Differenzialgleichung 1. Ordnung x’' = a(t)x mit

a(t) = ax (t) - 2“;/(%) (t e ),

so bilden ¢, ein Fundamentalsytem der Ausgangsgleichung auf J.

Beweis. Mit ¢’ = a1¢’ + agp und " = (a; — 2¢' /)y’ erhilt man

(W) —a1(Pe) — aghp = V"o + 20" + " — ar’ p — arPe’ — agp =0,

d. h. ¥y ist ebenfalls Losung (auf J). Da ¢ nicht konstant auf J ist sind ¢ und ¥y linear
unabhingig. m|

Beispiel 4.5 Wir betrachten die lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung

o 2
7 /
1ot T 1ot

X

auf I = (—1,1). Man sieht sofort, dass durch ¢(t) := ¢ eine Losung auf (—1,1) gegeben
ist. Also erhalten wir nach S. 4.4 eine zweite, linear unabhéingige Losung ¢ etwa auf
J =1(0,1), falls ¢’ # 0 eine Losung von 2’ = a(t)z mit

P 2t 2
ot) 1—t2 ¢t

a(t) = a1(t) — 2
ist. Da durch

at) = —In((1 — 2) — 2In(t) = In (1 _th) +2In (%) (t € (0,1))
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eine Stammfunktion zu a auf J gegeben ist, 16st

olt) = e = _1t2)t2 (t € (0,1))
die Gleichung 2’ = a(t)z. Wegen
1 1 1 1 1
[(EDA ()
e B(t) = T1n (ﬁ) I e
2 \1—t) ot ’

eine Stammfunktion zu x gegeben. Folglich bilden ¢ — ¢, ¢ — 1 (¢)t ein Fundamentalsystem
der Ausgangsgleichung (zunéchst auf (0, 1), aber tatséchlich auch auf (—1,1)).

Im manchen Féllen ist es moglich, Losungen einer Differenzialgleichung durch einen so-
genannten Potenzreihenansatz zu gewinnen. Wir erldutern die zu Grunde liegende Idee
wieder nur fiir den Fall linearer Differenzialgleichungen 2. Ordnung.

Satz 4.6 Es seien r > 0 und

o0 o0
p(z) =Y w2, qz) =) @i
k=0 =0

Potenzreihen mit Konvergenzradius > r. Ist (ax)ken, eine Folge mit

k
(k+1)(k = po)arsr = Y _(Fprsr—j + a—j)a; (k€ No)
§=0
und hat auch die Potenzreihe ¢(z) = 3. apz® einen Konvergenzradius > r, so ist
k=0

29" (2) = p(2)¢'(2) +a(2)p(z) (2] < 1)
und damit insbesondere ¢ eine Lisung der Differenzialgleichung " = (p(t)/t)x’ + (q(t)/t)x
auf (0,7) und auf (—r,0).

Beweis. Fiir |z| < r gilt

und
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)l

Also erhalten wir mit Hilfe des Cauchy-Produktes fiir |z| < r

(S (S )

k=0

(k_

p(2)¢'(2) + q(2)p(2)

= zk( Z ]—i—l Aj41Pk— J>

k=0 j=0(-1)
oo k

= ) ((k + Dpoars1 + > _(JPri1—j + Qk—j)aj)
k=0 j=0

(k+ Dk app12” = 20" (2).

I
hE

>
Il
o

Bemerkung 4.7 Gilt pg € Ny, so ergeben sich mit beliebigem Startwert ag € K die
weiteren Koeffizienten rekursiv aus

k
a1 = CES ) ; JPkt1—j + Qk—j)a; (4.6)

fiir k € Ng. Gilt pg = go = 0, so kann man auch den Wert a; € K wiihlen und (4.6) gilt
dann fir k£ € N.

Man kann beweisen, dass die Potenzreihe ¢ stets einen Konvergenzradius > r hat (falls
dies fiir p und ¢ gilt). Wir verzichten auf den mit den uns zur Verfiigung stehenden Mitteln
etwas aufwindigen Beweis. In den Beispielen ist die Konvergenz typischerweise direkt zu
sehen.

Beispiel 4.8 Wir betrachten fiir feste a,b € C die Gleichung

t—>b a
¥ =—2a' +-x
t t

(Kummersche Differenzialgleichung). Hier ist
p(t) =t —b, q(t) =a,

d. h.pg = —=b,p1 =1, pp, =0 fiir kK > 2 sowie g = a, qx = 0 fiir £k > 1. Im Falle —b ¢ N
ergibt die Rekursionsformel (4.6)

k+a
= keNp).
Af41 (k—l—l)(k—i—b) ag ( € 0)
Waéhlen wir ag = 1, so ergibt sich
a (1+a)a (2+a)(l+a)a
a1 =—, Ga=_—"—-7, 0O3= -,
b 2(1+b)b 312+ b)(1+b)b
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also mit (¢)g :==c(c+1)...(c+k—1) fir k€ Nund (¢)o:=1

ol = S @i 2t
M(a,b,z) = p(z) = Z ) B

k=0
Die Potenzreihe konvergiert auf C (warum?). Die Funktion M heift Kummer-Funktion
oder auch konfluente hypergeometrische Funktion.

Wie im Abschnitt vorher wollen wir uns auch hier gesondert mit (skalaren) linearen Diffe-
renzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten beschéftigen: Es seien ag, a1, ...,a,_1 € K.
Dann heifit eine Gleichung der Form

n—1
™ — Z arz® =0 (4.7)
k=0

eine (homogene) lineare Differenzialgleichung n—ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten. Im Prinzip kann man zur Berechnung eines Fundamentalsystems auf R so
vorgehen, dass man die Matrix ef4 fiir das entsprechende lineare System (4.4) mit

0o 1 ... ... ... 0
A= EKnxn
0 1
Qo aq e eee Qp—2 Apn—1

A

bestimmt. Dann ist die erste Zeile von e’ ein Fundamentalsystem (vgl. S. 4.2). Wir wollen

hier jedoch eine direkte Methode herleiten, die auf folgender Idee beruht:

Es seien P(z) = Y. ppz* ein Polynom vom Grad n und I ein Intervall. Dann ist die (lineare)
k=0
Abbildung P(D) : C*°(I) — C°°(I) definiert durch

P(D)p =Y ppDFo,
k=0

wobei DFp := (¥ fiir k € N und D% = ¢. Fiir das charakteristische Polynom P von
(4.7), definiert durch

n—1

P(z) :=2" — Z apz",
k=0

also pp = —ag fir k=0,...,n— 1 und p, = 1 gilt damit: p € C*°(I) ist Losung von (4.7)
auf I genau dann, wenn P(D)¢ = 0 auf I.

Bemerkung 4.9 1. Es seien P(2) = Y pipz* und Q(2) = 3_ ¢;27 Polynome vom Grad n
k=0 3=0

bzw. m. Dann gilt

P(D)oQ(D) = (P-Q)(D).
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Denn: Fiir ¢ € C*°(I) ist

n

(P(D) o Q(D))¢ =>_peD* (Q(D)y)

k=0

Insbesondere vertauschen damit P(D) und Q(D).
2. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gilt: Ist P : C — C ein Polynom vom Grad n
mit fithrendem Koeffizienten 1, so ist

Piz)= ] ="  (zeC) mit Y a\)=n,

AEZ(P) AEZ(P)

wobei Z(P) die Menge der Nullstellen von P und a()) die Ordnung der Nullstelle A be-
zeichnet. Nach 1. gilt mit id := idgee(yy = D°

P(D)= [[ (D-Xid)*®.
AEZ(P)

3. Sind A, 1 in C und ist ey (t) := e fiir t € R, so gilt fiir g € C>(I)

(D — pid)(exg) = ex - (A — pu)g + Dg),

also insbesondere (D — Aid)(erg) = exDg.

n—1
Satz 4.10 Es seien ag,...,a,—1 € C und P(z) = 2" — 3. az*. Dann ist durch
k=0

ts et (NeZ(P)il=0,...,a()) 1)

ein Fundamentalsystem von (4.7) auf R gegeben.

Beweis. 1. Fiir £ € Ny und ¢ € R sei g(¢) := ‘. Sind £ € Ly := {0,...,a()\) — 1} und
A € Z(P), so folgt aus B. 4.9.3 (induktiv angewandt)

(D — Xid)*™ (exge) = exD*M g, = 0.

Damit ist nach B. 4.9.2 auch P(D)(exgs) = 0. Also sind die Funktionen eyg, fiir £ € Ly
und A € Z(P) Losungen von (4.7) auf R.

2. Da der Losungsraum My von (4.7) n-dimensional ist und da Y.  «(X) = n gilt, reicht
AeZ(P)
es, zu zeigen: {geex : L € Ly, A € Z(P)} ist linear unabhiingig (in C(R,C)). Dazu seien

0= Z Z Cx,0 ge EX auf R.

AeZ(P) ¢€Ly

(SWAS C mit
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Wir haben zu zeigen: ¢y = 0 fiir A € Z(P),¢ € Ly. Es gilt mit Qx = Y, cxrg¢ fiir

LELy
A€ Z(P)
0= Z 6)\Q)\ auf R.

AEZ(P)

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der g, reicht es also, zu zeigen: Q) = 0 fir A € Z(P).
Es sei dazu A € Z(P) fest. Ist

PA(z)=P(2)/z=N*"N =[] G-w®,
Z(P)ou#N

so folgt Py\(D)(e, Q) = 0 fur p € Z(P), p # X aus 1. (angewandt auf Py statt P) und
damit

0=P\(D)0=PA(D)( Y €.Qu) =Pr(D)(exQ).

HEZ(P)
Ist @ ein Polynom vom Grad d, so gilt (D — pid)(ex@) = ex - (A — p)Q + DQ) fiir p # A,
wobei (A — 1)@ + DQ wieder ein Polynom vom Grad d ist (beachte: DQ hat Grad < d falls
Q@ # 0). Nach B. 4.9.2 ist folglich

0= Pi(D)(ex@x) = erR

mit einem Polynom R vom gleichen Grad wie Q). Aus exR = 0 folgt R = 0, also
deg(R) = —oo und damit auch deg(Q,) = —oo, d. h. Q) = 0. a

Bemerkung 4.11 Ist P reell, d. h. sind ag, . .., a,—1 reell und ist A = u+ic eine nichtreelle
a-fache Nullstelle von P, so ist auch A = p — i0 eine a-fache Nullstelle von P. In diesem

Fall haben wir also die 2a: Losungen
eAttZ — e,u,teio'tt[
Xl — ot g—iotyl (=0,.,a-1).

Ein reelles Fundamentalsystem erhélt man dann, indem man fiir alle solchen Nullstellen

diese Losungen ersetzt durch ([U])
Re(eMt!) = et cos(at)t!
Im(eMt') = et sin(ot)t?
Beispiel 4.12 Wir betrachten noch einmal B. 7?7 mit £ = m = 1. Dort hatten wir fiir Y’
die (inhomogene) lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Y'(#) 4+ (1 —c)Y'(t) +alY (t) = aM
hergeleitet. Mit s := 1 — ¢ gilt fiir das charakteristische Polynom der homogenen Gleichung

P(z) =2* + sz +al,
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also P(A\) = 0 genau dann, wenn

N {—s/2:|:\/s2/4—a€, falls s2/4 —al > 0
12 = .

—s/2+iy/al — s?/4, sonst
Nach S. 4.10 und B. 4.11 ist

Mttt falls s2/4—al >0
e 2 te=st2 | falls s2/4—al =0

e 2 cos(ot), e *?sin(ot), falls o®:=al—s?/4>0

ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung. Da in allen Féllen Re(A12) < 0 gilt,
konvergieren sdmtliche auftretenden Exponentialfunktionen gegen 0 fiir ¢ — oo. Offensicht-
lich ist

Yy (t) = M /¢

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Daher wiirde nach diesem Modell das
Einkommen Y'(¢) sich stets (also fiir beliebige Anfangswerte) fiir ¢ — oo der Konstante
M /¢ annihern, d. h. ist M (Geldangebot) grof und ¢ (Verhiltnis von Geldnachfrage zu
Einkommen) klein, so wird das Einkommen im Zeitverlauf grofi werden — die Philosophie
der EZB in den vergangenen Jahren.
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5 Stabilitdt und Abhingigkeit von Anfangswerten

Ein wesentlicher Untersuchungsgegenstand bei Differenzialgleichungen ist die Frage nach
dem Verhalten von Losungen wenn ¢ sich einem der Randpunkte des maximalen Losungs-
intervalls nahert. Wir beschrénken uns ab nun auf autonome Systeme, also Differenzi-
algleichungen der Form

o’ =g(),
wobei G C K? offen und g € C(G,K9) ist (d. h. hier ist f(t,7) = g(z) auf D =R x G).
Ist g lokal Lipschitz-stetig auf G, d. h. existieren fiir alle v € G eine Umgebung U von v in
G und ein L = L(U) > 0 mit

‘g(x)—g(y)’ < Llz —y| (z,y €U),

so existiert nach S. 2.11 genau eine maximale Losung ¢(-,0,v) =: (-, v) des Anfangswert-
problems
' = g(x), z(0)=veq

auf I(0,v) =: I(v) (bei autonomen Gleichungen kann man sich auf den Fall u = 0 be-
schrinken, da sich die Losung fiir allgemeines v durch eine Verschiebung im Argument aus
dem Spezialfall ergibt, d. h. ¢(t,u,v) = @(t — u,0,v) fir t —u € I(v)).

Wir betrachten zunéchst sehr speziell lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten. Hier
interessiert also das Verhalten fiir ¢ — oo oder t — —oo. Wir beschréanken uns auf den Fall
t — oco. Als Anwendung von S. 3.14 erhalten wir

Satz 5.1 Es sei A€ C*4 g(A) :={\: \ Eigenwert von A} und s(A) := maxRe(c(A)).
1. Ist i > s(A), so ewistiert ein M > 0 mit ||e!?|| < Met fiirt > 0.
2. (Stabilititskriterium) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) Es existieren M,a > 0 mit |[et|| < Me™ fiirt > 0.
b) fiir alle Losungen v von (3.4) gilt ¥(t) — 0 (t — o0).
¢) s(A) <0.

d
Beweis. 1. Zuniichst ergibt sich fiir beliebge Matrizen B € K¢ fiir z = 3" zje; mit

J=1
lz| <1

d d
|Bx| < x| - |Bej| < |Beyl,
j=1 j=1

d
also ||B|| < 3 |Be;|. Nach S. 3.14 ist die j-te Spalte e!4Ce; von e/4C von der Form ¢
j=1

et P;(t) mit A; € o(A) und einem Polynom P;. Da exponentielles Wachstum polynomiales
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»schligt®, existiert eine Konstante M; > 0 mit |P;(t)| < M;e~ReA)? fiir ¢ > 0. Also folgt

d d
I < [l Ol - IO T < (7MY le 4 Ceyl < e JOTHI Y My

Jj=1 Jj=1

2. a) = b): Ist 1(0) = v, s0 ist ¥(t) = @o(t,v) = e, also |1 (t)] < ||et4]]-|v] = 0 (t — o0).
b) = c¢): Angenommen, es existiert ein Eigenwert A von A mit Re(A) > 0. Ist ¢ # 0 ein
zugehériger Eigenvektor, so ist ¢(t) = e*c eine Losung von (3.4) mit [1(t)| = e!FeX|¢| > |¢|
fiir alle ¢ > 0. Widerspruch zu ¢(t) — 0 fiir ¢ — oo.

c¢) = a): Aus 1. folgt |[e!4]] < Met*(M/2 fiir t > 0. Also ist a := —s(A)/2 geeignet. O

Bemerkung 5.2 Hat man ein (inhomogenes) lineares System mit konstanter Koeffizien-
tenmatrix A, also

= Az +b(t)

mit A € K< und b : I — K¢ stetig, so erhilt man eine spezielle Losung der inhomogenen
Gleichung nach S. 3.15 durch

t

op(t,u,0) = etA/e_SAb(s)ds .

u

Ist auch die rechte Seite b unabhingig von ¢, also b(¢t) = b auf I = R, so ist die Gleichung
autonom und man erhélt dabei, falls A invertierbar ist,

¢
wp(t,0) = etA/e*SA ds-b=e—e A+ A7) = A — A7)
0

Ist also s(A) < 0, so gilt ¢p(¢,0) = —A71b (t — o) und damit fiir alle v € K¢ auch

op(t,v) = v+ @p(t,0) = —A7b (t — o0).

Beispiel 5.3 Wir betrachten das lineare System aus B. ?? mit k = m = 1 (vgl. auch B.

412), d. h.
Y’ -5 —a Y agp
= + _
T’ ¢ 0 r -M
(mit Konstanten s := 1 — ¢, a,ag, ¢, M > 0). Es gilt
P(\) =det(A—AE) = (=s = A)(=\) +al = \? + s\ +al

wie in B. 4.12. Daher gilt auch hier in allen Fallen

Re(/\lg) <0.
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Folglich konvergieren nach S. 5.1 alle Losungen der homogenen Gleichung gegen 0 fiir t — oo
(mit exponentieller Geschwindigkeit). AuBerdem gilt ||e!4|| — 0 fiir + — oo. Also erhalten
wir mit B. 5.2 fiir alle Losungen (Y, r) der inhomogenen Gleichung

Y (t) L 0 -1/t apg \ _ M/e 50
(r(t)) oAb ( 1/a s/(¢a) ) (M> - ( (aol — sM)/(la) ) (e

Wir betrachten jetzt wieder nichtlineare Gleichungen und schreiben I(v) =: (t~ (v),t*(v)),
d. h. t7(v) € RU{—00} bzw. t7(v) € RU {oo} sind linker bzw. rechter Randpunkt von
I(v).

Bemerkung und Definition 5.4 Sind g € C(G,K%) und v* € G mit g(v*) = 0, so ist
o(t,v*) = v* fiir t € I(v*) = R. Nullstellen von g nennen wir auch stationiire Punkte
der Gleichung =’ = g(z). Entsprechend heiflen die konstanten Losungen stationér oder
trivial. Weiter heifit v*

1. attraktiv, falls ein § > 0 so existiert, dass t*(v) = oo und @(¢,v) — v* fiir t — oo
und v € Us(v*) gilt,

2. stabil, falls fiir alle € > 0 ein § > 0 so existiert, dass ¢t (v) = co und (¢, v) € U.(v*)
fiir alle v € Us(v*),t > 0,

3. asymptotisch stabil, falls v* attraktiv und stabil ist.
Bezeichnet Jg die Jacobi-Matrix von g, so gilt folgendes zentrale Ergebnis.

Satz 5.5 (linearisierte asymptotische Stabilitit)
Es sei G C RY offen, g € CY(G,RY). Ferner sei v* ein stationdrer Punkt von ' = g(x) mit

s(Jg(v*)) <0.

Ist 0 < a < —s(Jg(v*)), so existieren eine Umgebung U von v* und ein M > 0 so, dass
fiir alle v € U gilt: t*(v) = 0o und

lo(t,v) —v*| < M|v —v*|e” (5.1)

fiir t > 0. Insbesondere ist v* asymptotisch stabil.

Beweis. 1. Ohne Einschrinkung sei v* = 0. Wir setzen A := Jg(0). Da ¢ differenzierbar
an v* = 0 ist, gilt

g(x) = A-z+7r(z)
mit r(z)/|z] = 0 (x — 0). Es sei § > 0 so, dass a+ 6 < —s(A4), also p:= —(a+6) > s(A4).
Nach S. 5.1 existiert ein M > 0 mit

|et4]] < MeHt (t>0).
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Wir setzen ¢ := §/M. Dann existiert ein p > 0 mit U,(0) C G und
r(@)] <clz| (Je] <p).
Fir v € U,(0) definieren wir
T(v) :=sup {t € [0,tT(v)) : [p(s,v)| < p fiir alle s € [0, 1) }

und zeigen anschlieBend in Beweisschritt 2.: Ist v € U,(0), so gilt (5.1) fir ¢ € [0,7(v)).
Dann folgt insbesondere |o(t,v)| < M|v| fiir alle ¢ € [0,7(v)). Ist also

velU:= Up/(2M+1)(0) C UP(O),

so ist |p(t,v)| < p/2 fiir t € [0,7(v)). Hieraus folgt 7(v) = ¢*(v) (denn sonst wire
lo(T(v),v)| > p, was der Stetigkeit von ¢(-,v) an 7(v) widerspréche). Da B,,5(0) C G
kompakt ist, ergibt sich aus dem globalen Satz von Picard-Lindelsf (S. 2.11) mit D = Rx G
dann auch 7(v) = t*(v) = oo. Also gilt (5.1) fiir alle v € U und ¢ € [0, 00).

2. Da ¢(-,v) Losung von 2/ = g(x) = Az + r(x) ist, gilt

¢'(t,v) = Ap(t,v) +r(p(tv) (L€ I(v)).
Also ist ¢(-,v) Losung des linearen Systems 2/ = Az + b(t) mit b(t) = r(p(t,v)) fiir
t € I(v). Damit ergibt sich nach B. 5.2 (also Variation der Konstanten)

o(t,v) = @o(t,v) + @u(t,0) = e"Mv + /e(t_s)Ar(go(&v))ds (t € I(v)).
0

Aus 1. folgt fiir t € [0,7(v))

t

t
olt, 0] < 4] ol + [ 14 (s, ) ds < e (Mol + Me [ e p(s,0)] ),
0 0

d. h. mit ¢ (t) := e *|(t,v)| und Mc =4

w(t) < M|v|—|—(5/z/)(s)ds (t € [0,7(0))).

Mit dem Gronwall-Lemma (S. 2.14) erhélt man
el ot v)| = () < Mlvle® te |0,7(v
o(t, P(t) < Mvl 7 (

und damit auch (5.1) fiir ¢t € [0, 7(v)). O
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Beispiel 5.6 1. (logistische Gleichung; vgl. B 1.7.2) Es sei G = R und g(z) = x(1 — z).
Hier sind 0 und 1 die stationdren Punkte. Dabei gilt

Also ist v* = 1 nach S. 5.5 asymptotisch stabil. Genauer gilt: Die maximale Loésung des
Anfangswertproblems ¢’ = z(1 — z), z(0) = v € R, ist gegeben durch

(t € I(U)),

v

p(t,v) = vtet(l—0)

wobei
(log(l - l/v),oo)7 v>1
I(v) = (t(v),t*(v)) =< R, v € [0,1]
(— 00, log(1 — 1/v)), v <0.

Man sieht: Fiir alle v € U := (0,00) gilt hier t*(v) = oo und ¢(¢t,v) — 1 (¢t — 00) mit
exponentieller Geschwindigkeit.
2. (geddmpfte Schwingung) Wir betrachten die Gleichung

2"+ 20z’ + w?sinz =0

mit w, a > 0 (a ist der sogenannte Dampfungsparameter). Nach B. 1.11 kann man alternativ

/
X1 Z2
9 —w?sinx; — 2azs

betrachten. Hier sind vy, := (mm,0) fiir m € Z die stationéren Punkte. Weiter ist

Jo(x) 0 1
T) = ,
g —w?cosz; —2a

Tolem) = ( _(_f)moﬂ —12a )

und damit P()\) = det(Jg(vym) — M) = A2 + 2a)\ + (—1)™w?. Also gilt fiir die Eigenwerte
im Falle m gerade

das System

also

—a++Vva?—-w? |, fallsa>w,
A2 =
—aEtivw?—a? | fallsw>a
und im Falle m ungerade
A2 =—a£Va?+uw

Fiir m gerade ist Re A\ 2 < 0, also v, asymptotisch stabil nach S. 5.5.

Der folgende Satz zeigt, dass die Lésungen (autonomer) Differenzialgleichungen stetig von
den Anfangswerten abhéngen.
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Satz 5.7 Es seien G C K? offen und g : G — K¢ lokal Lipschitz-stetig. Dann ist

Q= UG(J(U) x {v}) C R x K¢

offen und die Abbildung ¢ : Q — K¢ ist stetig.

Beweis. 1. Es seien K C G kompakt und L = L(K) eine entsprechende Lipschitz-
Konstante. Weiter sei J ein Intervall mit 0 € J und Lénge |L|. Sind z,y € G mit
J C I(z)NI(y) sowie p(J,z)Up(J,y) C K, so gilt fir 0 < ¢t € J mit der Integraldarstellung
aus S. 2.5

lolt, 2)—lt, )] < lo—y|+ / l9((s,2))—g(io(s, )| ds < |o—y|+L / (s, 2)—p(s,)| ds
0 0

Mit dem Gronwall-Lemma (S. 2.14), angewandt auf ¢ (t) := ‘(p(t,x) —o(t,y)

, folgt
lp(t,z) — ot y)| < |z —y| < el (0<te )

Durch eine entsprechende Uberlegung sieht man, dass die Abschiitzung auch fiir negative
t e J gilt.

2. Es sei (u,v) € Q gegeben, wobei wir zunichst w > 0 voraussetzen. Ist a > 0 mit
J = [0,u+a] C I(v), so ist ¢(J,v) C G kompakt, also (mit 7 := 1 fiir G = K%)

n = dist(¢(J,v),0G) /2 >0

und damit K = {w € K9 : dist(w, p(J,v)) < n} C G kompakt. Sind L = L(K) und
§ = ne Lt g0 gilt [0,u + ] C I(z) fiir alle # € Bs(v) nach 1. und dem globalen Satz
von Picard-Lindeldf (wire t*(z) < u+«, so wire (t,z) € K fiir alle 0 < ¢ € I(x)). Damit
ist
[0,u 4+ a] x Bs(v) C Q2
und es gilt fiir (¢,2) € [0,u + ] x Bs(v)
|(p(t,$) - (,0(’(1,, U)| < |(p(t,I) - W(tav)| + |<p(t,’U) - QD(U,’U)|
< |$ - 7}| eL(u—i—a) + ’@(ta ’U) - cp(u, ’U)| =0 ((t,!E) - (ua ’U))
Mit entsprechender Argumentation kann man zeigen, dass im Falle u < 0

[u—a,0] x Bs(v) C Q2

fiir geeignete @ > 0 und 6 > 0 gilt. Insbesondere ist damit 2 offen. Aulerdem gilt fiir
(t,z) € [u— a,0] X Bs(v) dann wie oben

p(t,x) = o(u,v)  ((t2) = (u,0).

Damit ist ¢ stetig auf Q. m|
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Bemerkung 5.8 Man kann zeigen, dass die Abhéngigkeit vom Anfangswert v bei glattem
g auch glatt ist. Setzt man dap(t,v) = J(p(t,-))(v), so gilt genauer:

Ist ¢ € CHG,R?), so existiert doip(t,v) fiir alle (t,v) € Q und da¢(-,v) ist Losung des
(Matrix-)Anfangswertproblems

X'=Jg(e(tv) X,  X(0)= 14

mit Parameter v. Einen Beweis findet man etwa in dem Lehrbuch gewdéhnliche Differenti-
algleichungen von B. Aulbach (Spektrum Verlag, Heidelberg, 1997).
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6 Mannigfaltigkeiten

Im Zusammenhang mit partiellen Differenzialgleichungen, also Differenzialgleichungen, bei
denen partielle Ableitungen auftauchen, spielen Integralsitze eine wesentliche Rolle. Auch
wenn wir nicht auf die Theorie partieller Differenzialgleichungen eingehen, werden wir eine
kurze Einfiihrung in Mannigfaltigkeiten und Integralséitze geben.

Definition 6.1 Es seien d € N und k£ € Ny mit d > k. Eine Menge M C R? heifit k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit (von R?), wenn es zu jedem a € M eine offene
Umgebung U C R? von a und eine Funktion f € C*(U, R4~*) gibt* mit

1. MNU ={z€U: f(x) =0} = f~1({0}),

2. a ist eine reguliire Stelle von f (d. h. die lineare Abbildung f’(a) ist surjektiv bzw.
die Jacobi-Matrix J f(a) hat vollen Rang d — k).

Ist speziell k = d — 1, also f € C*(U,R), so heifit M Hyperfliche in R%.

Beispiel 6.2 1. Essei f: R? = R, f(z) = |z|?> — 1. Dann ist
Sl i={z eR?: |z| =1} = {x € R?: f(z) = 0},

die (d — 1)-dimensionale Einheitssphire. Wegen V f(x) = 2z # 0 fiir z € S ! sind alle
x € S regulire Stellen von f, also S¢~! eine Hyperfliche in R<.
2.Fir 0 <r < Rsei f: R® = R definiert durch

flxy, e, 23) := (x% + x% —I—x% + R* —r%)? — 4R2(x% + x%)
Dann heif3t
M:MnR::{xER?’:f(:c):()}:{xe]R3:(mfRerx%:?ﬂ}

ein (2-dimensionaler) Torus. M ist eine Hyperfliche in R? ([U]).

Bemerkung 6.3 1. Sind S C R* offen und g € C*(S,R4F), so ist

graph(g) = {(s,9(s)) : s € S}
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R<.

Denn: Betrachtet man f : U := S xRI™% = R mit f(z) = f(s,y) = y—g(s),
wobei x = (s,y) mit s € S, y € R¥F 5o ist graph(g) = {x € U : f(z) = 0}
und Jf(x) = (—Jg(s), la—x) hat vollen Rang d — k fiir alle x € U.

4Dabei ist RO := {0} der Nullraum.
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2. Nicht jede Untermannigfaltigkeit der Dimension k ist Graph einer Funktion von k reellen
Variablen (etwa S! = {x € R? : 23 +23 = 0}), aber es gilt trotzdem folgende lokale Aussage,
nichts anderes als eine Interpretation des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen darstellt:
Sind M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und a € M, so gibt es nach even-
tueller ,,Umnummerierung der Koordinaten® s = (25(1), ..., To(k)), ¥ = (To(kt1), - - - » To(d))
mit einer Permutation o von {1,...,d} (so gewéhlt, dass det(Jf(s,-)(a)) # 0 gilt) offene
Umgebungen V' von b und W von ¢, wobei a = (b, ¢), und eine Funktion g € C*(V,R4~F)
mit

MOV xW)={(s,g(s) : s €V}

Definition 6.4 1. Es seien S C R¥ offen und d > k. Dann heifit eine Abbildung ¢ €
C1(S,R?) eine Immersion, falls ¢'(s) injektiv fiir alle s € S ist, also Jp(s) fiir alle s
vollen Rang (= k) hat.

2. Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Rdume. Eine Abbildung ¢ : X — Y heifit

-1

topologisch, falls ¢ bijektiv ist und ¢ sowie ¢~ stetig sind. Man nennt dann ¢ auch

einen Hom&omorphismus von X nach Y. Sind dabei X,Y C R* offen, so heifit ¢ ein
Diffeomorphismus, falls zusitzlich ¢ und ¢~ ! stetig differenzierbar sind. In diesem Falle
sind nach der Kettenregel ¢’ () und (o1 (y) fiir alle € X bzw. y € Y bijektiv ([U]).
Nach dem Hauptsatz iiber lokale Umkehrbarkeit impliziert die Bijektivitit von ¢'(z) fiir

alle  schon die von p~1(y) fiir alle y.

Beispiel 6.5 1. (Polarkoordinaten) Es sei S = R. Dann ist durch
p(t) := (cost,sint) (t € R)

wegen ¢'(t) # 0 fiir alle ¢ eine Immersion ¢ : R — R? definiert mit p(R) = S'. Man
beachte, dass ¢ nicht injektiv ist, dass aber fiir jedes 8 € R eine offene Umgebung V'
von 3 so existiert, dass ¢ : V. — ¢(V) =: M ein Homdomorphismus ist, ndmlich etwa
V = (B8 —m, B+ 7). In diesem Fall unterscheiden sich M und S durch einen Punkt.
2. (Kugelkoordinaten; sphiirische Polarkoordinaten) Es sei ¢ : S = Rx (0, 7) — R? definiert
durch
coss-sint
@(s,t) = | sins-sint ((s,t) €9)).

cost
Hier ist

—sinssint cosscost

Jp(s,t) = | cosssint sinscost
0 —sint

Da sint # 0 fiir ¢ € (0, ) ist, hat Jo(s,t) vollen Rang (=2), d. h. ¢ ist eine Immersion.
Es gilt dabei ¢(S) = S2. Wieder ist ¢ nicht injektiv. Ist jedoch (3,7v) € S und betrachtet
man etwa V = (8 —m, 8+ ) x (0,7), soist p : V — ¢(V) =: M ein Homdomorphismus.
Dabei unterscheiden sich M und S? durch einen Meridian.
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Bemerkung 6.6 Es sei g wie in B. 6.3.2. Dann ist ¢ : V — R? mit ¢(s) := (s,g(s))
fiir s € V eine Immersion, die V bijektiv auf M N (V x W) abbildet. Dabei ist auch ¢~!
als Einschrinkung der Projektion (s,y) — s stetig. Also ist ¢ : V.— M N (V x W) ein

Homoéomorphismus.

Satz 6.7 Es sei S C R offen und es sei ¢ : S — R? eine Immersion. Dann existiert zu
jedem B € S eine offene Umgebung V von B so, dass pp : V — (V) =: M mit pg(s) :=
o(s) fir s € V ein Homéomorphismus und M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von R? ist.

Beweis. Nach geeigneter Umnummerierung der Koordinaten (falls nétig) kénnen wir wie-
der davon ausgehen, dass ¢ von der Form ¢ = (h,g)" mit det Jh(B) # 0 ist, wobei
b= (©o(1), - Pok)) WA g = (Po(kt1), - - - » Po(a)) fiir eine Permutation o.

Nach dem Hauptsatz iiber lokale Umkehrbarkeit existiert eine offene Umgebung V' von £ so,
dass h: V — V' := h(V) ein Diffeomorphismus ist. Definiert man ® : VxR?=* — V/xR4—F

durch B h(s)
vom = (7 ,)

so ist ® ebenfalls ein Diffeomorphismus, denn zum einen sieht man leicht, dass ® bijektiv

ist, und zum anderen gilt

Jh(s)

detJP(s,u) =
Jg(s) -

=detJh(s) #0.

Weiter folgt aus ®(s,0) = (h(s),g(s))" = ¢(s) fiir s € V, dass ¢z injektiv (und damit
bijektiv) ist mit stetiger Umkehrfunktion, und dass ®(V x {0}) = p(V) = ¢s(V)(= M)
gilt. SchlieBlich ergibt sich fiir U := V’ x R4"* und f := (®,},...,®;")
M=oV x{0})={zcU:®(z)=...=0,'(z) =0} ={z € U: f(z) =0}.

Da J®~!(z) fiir alle z € U invertierbar ist, hat fiir die Jacobi-Matrix

(V)" (@)

Jf(x) = :
(Ve )T (x)

vollen Rang (=d — k) fiir alle z € U. ad

Satz 6.8 Es seien d,k € N mit d > k und M C R®. Dann ist M eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R genau dann, wenn zu jedem a € M eine offene Umgebung U
von a in RY, eine offene Menge V. C R¥ und eine topologische Immersion o : V — M NU
existieren.
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Beweis. Die Aussage = ergibt sich aus B. 6.6 mit U = V' x W. Umgekehrt folgt < aus S.
6.7, da Untermannigfaltigkeiten lokal definiert sind. o

Bemerkung und Definition 6.9 Ist M eine Untermannigfaltigkeit von R?, so heif}t jede
Abbildung ¢ wie in S. 6.8 eine Karte oder auch lokale Parameterdarstellung von M
(zum Punkt a). Es gilt dafiir: Sind

0:V, = MNU,  ¢:Vy— MNUy

Karten mit N := M NU,NUy # 0, so sind V := ¢ 1 (N) C V,, und W := ¢~ (N) C V,
offen (auch in R¥) und 4=t o ¢ : V — W ist ein Difffeomorphismus.

Denn: N ist offen in M, da M NU, und M N U, offen in M sind. Da V,, und
Vi offen in R¥ sind, sind auch V, W offen in R*. AuBerdem ist ¢y "top: V —
W als Verkniipfung injektiver Abbildungen injektiv und nach Definition auch
surjektiv. Es bleibt zu zeigen, dass 1 ~! o o € C1(V,RF) ist mit invertierbarer
Jacobi-Matrix J (1! o ¢)(s) fiir alle s € V.

Dazu sei B € V gegeben. Sind ® zu ¢ und b sowie ¥ zu ¢ und (=1 0 )(3) wie
im Beweis zu S. 6.7, so folgt: Ist U eine offene Umgebung von ¢(f3), die in den
Wertebereichen von ® und ¥ enthalten ist, so sind ® : @~ 3(U) — U und ¥ :
U~1(U) — U Difffeomorphismen. Damit ist auch W=t o ® : &~1(U) — ¥~1(U)
ein Difffeomorphismus. Auf einer Umgebung von 3 gilt

(W op)(s) = (U7, U h) 0 @)(s,0)
und

J(U1 0 3)(s,0) = ( T~ egp)(s) 0 >

* *

(vgl. Beweis zu S. 6.7). Hieraus folgt, dass 1~! o ¢ stetig differenzierbar ist und
dass mit det J(U 1 o ®)(3,0) # 0 auch det J(»~! 0 )(B) # 0 ist.

Definition 6.10 Es sei M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Ist a € M, so
heiBt v € R? ein Tangentialvektor an M in a, falls ein offenes Intervall I mit 0 € I und
eine Funktion v € C*(I,R?) existieren mit (1) C M, (0) = a und 7/(0) = v. Die Menge

T.M := {v € R : v Tangentialvektor an M in a}
heifit Tangentialraum von M in a.

Satz 6.11 Es sei M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei a € M.
Dann gilt:
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1. T, M ist ein k-dimensionaler Unterraum von R<.

2. Ist o : V= MNU ein Karte von M mit () = a, so ist (O¢/0s;)(B) (j=1,...,k)
eine Basis von T, M.

3. Sind U C R? eine offene Umgebung von a und f € CY(U,R¥™*) mit M NU =
f7H{0}), so gilt

T.M = {veR*:(Vf) (a) - v=0 (j=1,....d—k)}
= {Vfa):j=1,....d—k}"

Beweis. Wir setzen

) 0 )
T :=span{asf(5)y-~-’ai(ﬁ>}v Tyi={Vfja):j=1,...d—k}"

und zeigen Ty C T,M C T5. Da T} und T5 k-dimensional sind, folgt T3 = T, M = Ts.
T, CT,M : Es sei

v:ZAjg:(ﬁ):Jw(B)-AeTl.

Ist € > 0 so klein, dass S+ tA € V fiir |t| < e gilt, so ist v : (—e,&) = M, y(t) := p(8+tN)
stetig differenzierbar mit v(0) = ¢(8) = a und

V(0) = Jo(B) A=v.

T,M C Ty : Es sei v € CY(I,R%) mit 4(0) = a und v(I) C M. Dann existiert ein ¢ > 0 mit
Y((=e,2)) C M NU, also f(v(t)) = 0 fiir [¢| < e. Mit der Kettenregel folgt

0= (f;07)(0)=(Vf;) (a)-+'(0)
fir j=1,...,d—k,d. h.9(0) € Ts. O

Bemerkung und Definition 6.12 Es sei M C RY eine k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit. Fiir a € M setzen wir N,M := (T,M)*. Die Vektoren w € N,M \ {0} heilen
Normalenvektoren in a (beziiglich M). Ist f wiein D. 6.1, s0ist Vf;(a) (j = 1,...,d—k)
nach S. 6.11 eine Basis von N, M .

Bemerkung und Definition 6.13 Eine abgeschlossene Menge A C R? heifit glatt be-
randet oder auch C'-berandet, falls zu jedem a € OA eine offene Umgebung U C R? von
a und ein f € C1(U,R) existieren mit

(i) ANU = f1((=00,0)),

(ii) Vf(z) #0 fiir z € U.
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Dann gilt auch
UNoA = f1({0}).

Insbesondere ist OA eine Hyperfliche in R

Denn: C: Ist x € UN A mit f(x) < 0, so existiert ein § > 0 mit f(z') < 0 fir
2’ € Us(x), also Us(xz) C A. Damit ist x € A°.

D:Ist 2 € ANU mit f(z) =0, so ist z € A, denn sonst wire x € A° N U eine
lokale Extremstelle von f, also V f(z) = 0.

Satz 6.14 Es sei A C R glatt berandet. Dann ist dim N,(0A) = 1 fiir alle a € OA und
es gibt genau einen Vektor n(a) € No(0A) mit |n(a)| =1 und a +tn(a) ¢ A firt >0
gendigend klein. Auflerdem ist die Abbildung n : A — R stetig.

Beweis. Da 04 eine Hyperfliche in R? ist, ist dim 7,,(9A) = d — 1, also dim N,(0A) =1
mit N,(9A) = span{V f(a)}, falls f wie in B./D. 6.13 ist. Wir setzen

_ Vi)

IV f(a)l
Da n(a) Anstiegsrichtung und —n(a) Abstiegsrichtung von f ist, ist n(a) die einzige
Richtung in N,(0A), die die Bedingung aus dem Satz erfiillt. Dabei ist auch n(x) =
Vi(x)/|Vf(z)| fir alle z € U N AA und damit ist n insbesondere stetig. O

n(a) :

Definition 6.15 In der Situation von S. 6.14 nennt man n(a) den dufleren Einheits-
normalenvektor von A in ¢ und n : 94 — R? ZuBeres Einheitsnormalenfeld.

Bemerkung 6.16 Es sei A C R? glatt berandet. Ist a € A und ist g € C*(V,R) so,
dass OA lokal Graph von g ist (vgl. B. 6.3; beachte d — k = 1 hier), d. h. ist (s,y) = x
nach eventueller Umnummerierung der Variablen und (9A) N (V x I) = {(s,g(s)) : s € V'}
fir V.= Us(b) und ein offenes Intervall I mit ¢ € I, so gilt nach dem Zwischenwertsatz
entweder

ANV xI)={(s,y) eV xT:y<g(s)}
oder

AN(VxI)={(s,y) eV xIT:y>g(s)}.
Alsoist f: U=V xI =R f(z) = f(s,y) =y — g(s) im ersten bzw. f(z) = g(s) —y im
zweiten Fall, wie in B./D. 6.13. Fiir s € V ist im ersten Fall damit

n(s.g(s)) = (1+ [Vg(s)?) " <_viq (s))

und im zweiten Fall

n(s, g(s)) = (1 + |Vg(s)|2)—1/2 (Vg(f)).
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7 Integrale auf Untermannigfaltigkeiten

Wir wollen nun Integrale fiir Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten definieren. Grundle-
gend fiir die Definition ist die mehrdimensionale Substitutionsregel fiir Lebesgue-Integrale;
https://de.wikipedia.org/wiki/Transformationssatz:

Es seien Q, S offen in RF und 4 : Q — S ein Diffeomorphismus. Ist g : § — K, so gilt®
g € Z(S) genau dann, wenn (g o ¢) |det Jy| € Z(Q) gilt, und in diesem Falle ist

S/Q=Q/(gow) |det.J].

Bemerkung und Definition 7.1 1. Es seien S C R* offen und ¢ € C1(S,R%). Dann ist
die Matrix (Jp) T Je € R¥*F positiv semidefinit und damit gilt (siehe Lineare Algebra):
Es existiert genau eine positive semidefinite Matrix B mit B? = (J¢) ' Jp. Wir schreiben
dafiir B =: |Jy|. Nach dem Determinantenmultiplikationssatz ist

(det|Jp|)? = det((J) " Ji).

Sind Q C R offen und ¢ :  — S ein Diffeomorphismus, so ist zudem | det Jv| = det |J3|.
2. Es sei M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit so, dass eine Karte (also
eine topologische Immersion) ¢ : S — M existiert. Ist f : M — K, so sagen wir f sei
integrierbar auf M, falls (f o ¢)det|Jp| € Z(S) gilt, und in diesem Fall heifit

[ do = [(so0)detiel
M S

Oberflichenintegral von f auf M. (Wichtig dabei: Aus B./D. 6.9, der Substitutionsregel

und 1. folgt, dass die Definition unabhéngig von der Wahl der Karte ist; [U].)
Ist B C M so, dass f1p integrierbar auf M ist, so setzen wir zudem [, fdo := [,, flpdo.
Schliefflich heift im Falle, dass 15 integrierbar auf M ist,

o(B) ::/da:/lgda

B M

Oberflichenmaf} von A.

Beispiel 7.2 1. Es seien I C R ein offenes Intervall und ¢ : I — M eine topologische
Immersion. Dann ist det |Jp| = |¢/|. Falls 1 = 15 integrierbar auf M ist, gilt

O’(B):/dO':/IBdO':\/lcpfl(B)hD/L

B M I

5%(X) = £1(X) bezeichnet die Menge der auf X C R* Lebesgue-intergrierbaren Funktionen; https:
//de.wikipedia.org/wiki/Lebesgue-Integral. Ist dabei X = I ein Intervall mit o« = infI, 8§ = supl
und g stetig, so ist II g= ff g, wobei ff das Regel- oder Riemann-Integral bezeichnet. Einen Beweis zur
Substitutionsregel findet sich etwa in J. Pdschl, Noch mehr Analysis, Springer Spektrum, Wiesbaden, 2015,
Abschnitt 2.3.


https://de.wikipedia.org/wiki/Transformationssatz
https://de.wikipedia.org/wiki/Lebesgue-Integral
https://de.wikipedia.org/wiki/Lebesgue-Integral

7 INTEGRALE AUF UNTERMANNIGFALTIGKEITEN 56

Ist etwa [ = (—m,7) und ¢(t) = (cost,sint), so ist M =S\ {(~1,0)} und

o(M)= / (cos? +sin?)1/2 = /1 = 2.

(=) S
2. Es seien S = (—m,7) x (0,7) und ¢ : S — R? definiert durch
cos s -sint

@(s,t) = | sins-sint ((s,t) €9)).

cost

Dann ist ¢ : S — S?\ {(21,0,23) : 21 < 0} =: M eine topologische Immersion (vgl. B.
6.5). Hier ist
—sinssint cosscost
Jo(s,t) = | cosssint sinscost | ,
0 —sint

also

(T)T T (s.t) = (I; ' ‘i)

und damit (da sint > 0 fiir ¢ € (0, 7))
det [Jp|(s,t) = (dez‘c((Jc,o)TJ<p)(s,t))l/2 =sint.
Also folgt mit dem Satz von Fubini (https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Fubini)

o(M) = /det|J90| = //sintdtds:47r.

S -7 0

3. Es seien S C R4 offen, g € C*(S,R) und ¢ : S — R? definiert durch ¢(s) := (s, g(s)).

Dann gilt
Iy 1 >
Jo = ,
7 ((Vg)T

Iy 1
(Vg)T

Aus det(l,, +ab") = 1+ a'b fiir a,b € R™ (siche https://en.wikipedia.org/wiki/
Matrix_determinant_lemma) folgt

also

(Jo) " Jp = (Ia-1,V9g) ( ) =Is1+Vg-(Vg)'.

det|Jgp| = (det((Jo) T J@)) " = (1 + [Vg|?)' /2.

Wir beweisen zunéchst eine lokale Version des Gauflschen Integralsatzes und gehen geméif
B. 6.16 davon aus, dass U N A, wobei U = V x I, Graph einer Funktion g € C*(V,R)
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ist mit ANU = {(s,y) : y < g(s)}. Hier ist ¢ : V.= U NIJA mit p(s) := (s,9(s)) eine
topologische Immersion. Also gilt fiir integrierbare f nach B. 7.2.3

[ rdo= [(ropnetsol= [ fs.a)(1+ Vo)) ds
14

UNoA \%4

Sind Q C R? offen und f € C(Q,K™), so schreiben wir supp(f) fiir den Triger von f,
also den Abschluss der Menge {x € Q : f(z) # 0} in Q. Auflerdem schreiben wir C.(2)
fiir die Menge aller f € C(Q) mit kompaktem Triger und C?(Q2) := CP(2) N C(Q) fiir
p € NU {c0}.

Satz 7.3 Es seien A C R? glatt berandet, U = V x I und g wie oben. Dann gilt fiir alle
fecCU)
/ Vf= / fndo .

UNA UNoA

Beweis. Zunichst gilt nach B. 6.16
—[ f(s,9(s))0kg(s)ds, fallsk=1,...,d—1
v

) S S 2 1/28 § =
/(f 1) (5,9(5)) (14 [Vg]?) " (s)d Jf(s,g(s)) ds, falls k = d

\4

1. Fall: k € {1,...,d — 1}. Wir setzen « := inf I und definieren F': U — C durch
y
Fsw)= [ 1t (seviyen

(Man beachte: Da f € CL(U) ist, also f = 0 aulerhalb einer kompakten Teilmenge von
U =V x I verschwindet, ist das Integral nicht uneigentlich). Dann folgt aus dem Hauptsatz
iiber Integralfunktionen

daF(s,y)( = %(Svy)) = f(s,9)

und mit Differenziation von Parameterintegralen (siehe Analysis)

0F(s.)( = G(s.9) = [ O0fs.00a.

Definiert man h : V — C durch
g(s

)
h(s) := / f(s,t)dt = F(s,9(s)) (seV),

so hat auch h € C*(V) kompakten Triiger. Mit dem Satz von Fubini und dem Hauptsatz

der Differenzial- und Integralrechnung ergibt sich ([U])

Joh =0
\4
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Weiter folgt aus der Kettenregel mit ¢(s) := (s,g(s)) "

Oh(s) = Ok(Fop)(s)= ((VF)T(SD(S)) ((V;CI)TI(S)> )k

= OF(s,9(s)) + 0aF (s,9(s)) - Org(s)

g(s)

- /E)kf(s,t)dt+f(8,g(8)) Ig(s).

@

Damit ergibt sich mit dem Satz von Fubini

[or=] Q/(S)ams,t)dtds: Jonas— [ fg@)agods= [ fodo,
V « \4 1%

ANU UNoA
—_———
=0

2. Fall: k = d. Da fiir jedes s € V die Funktion y — f(s,y) auflerhalb einer kompakten
Teilmenge von I verschwindet, folgt aus dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrech-

nung
g(s)

/ Baf(s,8) dt = f(s,0)]) = f(s,9(s))-

Also folgt wieder mit dem Satz von Fubini

[our=| g/@adf(s?t)dtds: [ea@)as= [ fnaao
V « 1%

ANU UNoA

und damit die Behauptung auch im Fall k£ = d. O

Bemerkung und Definition 7.4 Es sei M C RY kompakt und es sei (U,),c s eine offene
Uberdeckung von M. Dann existiert aufgrund der Uberdeckungskompaktheit von M eine
endliche Menge E C J so, dass |J,.; M NU, = M. Weiter existiert eine der Uberdeckung
(U,).cr untergeordnete, glatte Zerlegung (7,),cp der Eins auf M, d. h. eine Familie von
Funktionen 7, € C}(R?) mit folgenden Eigenschaften:°

e Fiir jedes ¢ ist 0 < 7, <1 und suppr, C U,.

e Fiir jeden Punkt z € M ist Y 7,(z) = 1.
LER

6Siehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Zerlegung_der_Eins. Einen Beweis der Existenz findet
man wieder zum Beispiel in J. Péschl, Noch mehr Analysis, Springer Spektrum, Wiesbaden, 2015, Abschnitt
2.2.
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Es sei nun M C R? eine k-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit und (,),cg eine
endliche Familie von Karten ¢, : V, = M NU, mit ULE g MNU, =M (eine solche existiert
aufgrund der Uberdeckungskompaktheit). Wir wihlen eine der Uberdeckung (U,),cx von
M untergeordnete, glatte Zerlegung (7,),cr der Eins. Ist f : M — K so dass, fr, fiir alle
¢ € F integrierbar auf M N U, ist, so heifit f integrierbar auf M und

/fda:zz / fr, do

M € E vnp,

Oberflichenintegral von f auf M. (Wichtig dabei: Man kann man zeigen, dass die Defini-
tion unabhéngig von der Wahl der Zerlegung der Eins ist.) Ist f1p fiir B C M integrierbar,
so setzen wir [ fdo := [,, flp do. Schlielich heiBt wieder

B

o(B) ::B/dazz\llea

Oberflichenmaf} von A.

Fiir a € K™ und b € K? heifit a @ b := ab” = (a;by);r € K™*¢ dyadisches Produkt
oder auch Tensorprodukt von a und b. Auflerdem schreiben wir im Falle m = d fiir das
Skalarprodukt a ' b auch kurz a - b.

Satz 7.5 Essei A C R? kompakt und glatt berandet. Sind Q2 D A offen und f € C*(Q,K™),

so gilt 7
Jf=[(f®n)do.
[

Beweis. Es sei x € 0A. Dann existieren nach B. 6.3 eine Permutation der Variablen sowie
offene Mengen V,, I, und g, € C1(V,,R) wie in B. 6.16. Wir setzen U, := V, x I,. Ist
x € A°, so setzen wir U, := U(x), wobei € > 0 so, dass U.(x) C A°.

Ist h € C}(U,), so gilt (im ersten Fall nach S. 7.3 und im zweiten nach [U]; vgl. auch Beweis
zu S. 7.3)

J  hndo, falls z € 0A
/ Vi = J U094 .

Vh=0(= hndo), fallsxz e A°
ANUe I}C ( Umr{[)A )

Nach Definition ist (U, )zec eine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, existiert
eine endliche Menge E' C A so, dass A C |J,cp Us. Wir wihlen eine der Uberdeckung
(Uy)zer untergeordnete, glatte Zerlegung (7, ).zcr der Eins auf A.

Es seien nun j € {1,...,m} und k € {1,...,d}. Da f;7,|v, € C}(U,) gilt, ergibt sich

/3k-(fj7'x)= / fiTany do.

ANU, U,NOA

"Integrale iiber matrixwertige Funktionen sind jeweils eintragsweise definiert.
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Also erhalten wir mit Y 7|4 =1

rzeE
/3ka Z / Ok(fiTe) = / ijznkd(T:/fjnkdU-
T€E 4AU, T€E 17 oA A

Definition 7.6 Es sei Q2 C R? offen. Ist f € C1(,K?), so heif}t

d
divf := Zakfk ( = spur(Jf))

Divergenz von f. Fiir u € C%({) nennt man
Au = Z Opu (= div(Vu) = spur(Hu))

Laplace von u und A : C%(Q) — C(Q) den Laplace-Operator auf ). Weiter heifit u
harmonisch (auf ), falls Au = 0 auf € ist. Schliefllich schreiben wir g—i‘l (= Onu) fir die
Richtungsableitung von u in Richtung n.

Satz 7.7 Es seien A C R* kompakt und glatt berandet sowie O A offen.
1. (Gaufischer Integralsatz) Fiir f € C*(Q,K?) gilt

A/divf :a{(f n)do

2. (Greensche Formeln) Fiir u,v € C?() gilt

ou ou ov
/vAu+/Vv Vuf/va—da und /(vAuuAv)/(van an)da.

0A A 0A

Beweis. 1. Nach S. 7.5 gilt

Zdivfzki;!akfk— /fzmkda—/(f n) do.

k= 1ga

2. Die erste Gleichung ergibt sich aus 1., angewandt auf f := v - Vu, da Vu -n = du/0n
und

s

d
div(vVu) = Z (vVORu) = Z ((0kv)(Oku) + vOju) = Vo - Vu+v - Au.
k=1 k=1

Die zweite Gleichung ergibt sich aus der ersten durch Differenzbildung. O
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Beispiel 7.8 Ist A C R? kompakt und glatt berandet, so gilt mit div idga = d nach dem
GauBschen Integralsatz®

dAA) = /div idge = /x -n(x)do(z) .
A dA
Im Falle A = B, := B1(0) ergibt sich 4 = S~ ! und n(z) = z fiir x € S¢~1, also z-n(x) = 1
fir x € S!, und damit

dA(By) = / L do(z) = o(S*1).

Sd—l

Wir befassen uns zum Abschluss mit harmonischen Funktionen. Ist v harmonisch auf einer
offenen Obermenge von A, so folgt mit v =1 aus S. 7.7.2

ou
0A

Eine Folgerung ist

Satz 7.9 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen)
Es seien a € R? und r > 0. Ist u harmonisch auf einer offenen Obermenge von B,.(a), so
gilt
1
u(a) = m / u(a 4+ r¢) do(C).

gd—1

Beweis. Ohne Einschrankung nehmen wir r = 1 und a = 0 an, also B,(a) = By.
1. Fall: d > 2. Dann ist v : R?\ {0} — R mit v(z) = |z|>~¢ harmonisch mit
Vo(z) = (2 —d)|z|~* = (x #0)

([U]). Es sei nun 0 < e < 1 beliebig. Wir betrachten A = A, := B\ U.(0). Dann ist A
kompakt und glatt berandet mit A = S?~1 U S?~L. Dabei ist n(x) = =z fiir |z| = 1 und
n(z) = —x/e fiir |z| = ¢, also

2 —d, falls z € S !
% () = Vo(a) - n(a) = e
On —(2—d)et4, falls x € eS?!

Aus S. 7.7.2 und Au = Av = 0 ergibt sich

()U ()’U,
_ _ _ _ 1-d _ e _ 2—d e
0=(2-4d / udo — (2 —d)e / udo / do —¢ / do.

S§d—1 eS§d—1 §d—1 £Sd—1

8\ = \g bezeichnet das d-dimensionale Lebesgue-Ma8.
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Nach (7.1), angewandt auf By und By, sind die beiden letzten Summanden 0. Mit der

mehrdimensionalen Substitutionsregel folgt ([U])
/ udo =& / udo = / u(e¢)do(Q) .
§d—1 eSd—1 S§d—1
Ist (¢1,) eine Nullfolge, so konvergiert ¢ + u(ex¢) auf S¥! gleichmiBig gegen u(0). Damit
konvergieren die Integrale auf der rechten Seite gegen u(0)a(S¢~1), d. h.
/ wdo = u(0) - o(ST).
gd—1

2. Fall: d = 2. Hier ergibt sich der Beweis wie im 1. Fall, allerdings jetzt mit v(z) = In|z|. O
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