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1 Gewodhnliche Differenzialgleichungen: Definition und
einfache Beispiele

Differenzialgleichungen sind Gleichungen, in denen eine unabhéngige Variable, Funktionen
und Ableitungen der Funktionen auftauchen. Dabei bezeichnen wir die unabhéngige Varia-
ble meist mit ¢ (Zeit). Bevor wir uns mit der allgemeinen Theorie beschéftigen, betrachten
wir einige einfache Spezialfille mit Anwendungsbeispielen.

Beispiel 1.1 Wir betrachten ein sehr einfaches Keynesianisches Modell des Wachstums
einer Volkswirtschaft. Ist Y das (Volks)einkommen (etwa gemessen als Bruttosozialpro-
dukt), so besagt der Keynesianische Ansatz, dass das die Veréinderung Y proportional zur
Differenz von Nachfrage D und Einkommen ist, d.h.

Y'(t) = k(D(t) — Y (t)) oder kurz Y = k(D -Y),

wobei k eine positive Konstante ist. Weiter nimmt man an, dass die Nachfrage D sich als
Summe aus privatem Konsum C| Investitionen I und Staatsausgaben G ergibt (geschlossene
Volkswirtschaft; ohne Ausland). Ein weiter vereinfachtes Modell geht davon aus, dass I und
G konstant sind (man schreibt I = I, G = G)), und dass C(t) von der Form C(t) = co+cY (t)
mit Konstanten ¢y > 0 und ¢ € (0,1) ist. Damit erhalten wir
Y'(t) = k(co+cYt)+I1+G-Y(t) =
= —k(1-c)Y(t)+k(co+I+G)=—aY(t)+p

mit Konstanten o > 0 und § > 0. Gesucht ist nun eine Funktion Y, die die Gleichung
unter der ,, Anfangsbedingung” Y (0) = Yy 16st.

Definition 1.2 Es sei D C R x K? offen, und es sei f : D — K¢ stetig. Wir schreiben ein
Element aus R x K¢ meist in der Form (,%), wobei t € R und y € K ist.

1. Eine (gewéhnliche) Differenzialgleichung (1. Ordnung) ist eine Gleichung der Form

y'(t) = f(t,y(t)) (1.1)
oder kurz
y' = f(t.y),

wobei y'(t) = (Y1 (t),...,y4(t)). Ist d = 1, so spricht man auch von einer skalaren
Differenzialgleichung, im Falle d > 1 dagegen auch von einem System gewdohnlicher
Differenzialgleichungen (1. Ordnung)

2. Eine Funktion ¢ : I — K% bzw. das Paar (i, I) heiit Losung der Differenzialgleichung
(1.1) falls ¢ differenzierbar auf I ist, falls

graph(p) = {(t, ¢(t)) : t € I} C D
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gilt, und falls (1.1) fiir alle ¢ € I erfillt ist, d.h.

O (t) = f(t,o(t)) fir alle tel.

3. Ist (tp,y") € D, so heifit ein Gleichungssystem der Form

y' = f(t,y) y(to) = y° (1.2)

ein Anfangswertproblem (fir die Differenzialgleichung (1.1)) (kurz: AWP). Ist I ein
Intervall mit ty € I und ist (¢, I) eine Losung von (1.1) mit op(tg) = y°, so heifit ¢
bzw. (p,I) Lisung des AWP (1.2).

Eine Klasse von Differenzialgleichungen, bei denen man die Losungen mittels Integration
bestimmen kann, sind (skalare) lineare Differenzialgleichungen 1. Ordnung:
Ist I C R ein offenes Intervall und sind a : I — K und b : I — K stetig, so heifit

y = a(t)y + (1)

eine (skalare) lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung. Ist b = 0, so spricht man von einer
homogenen Gleichung. Es gilt dafiir

Satz 1.3 Es sei I C R ein offenes Intervall, und es sei (to,yo) € I x K. Ferner seien
a,b: I — K stetig. Dann hat fiir jedes Intervall Iy C I mit tg € Iy das AWP

Yy =alt)y+o(t),  ylto) =wo

hat genau eine Losung ¢ auf Iy, gegeben durch

t
o(t) = A {yo _'_/e—A(s)b(s)ds} (t € Ip),
to

t

wobei A(t) = [, a(s)ds (t € I).

t
Beweis. Es gilt fiir t € 1

¢ (t) = e*Da(t) |yo + / e Ap(s)ds | + A De 2D p(t) = a(t)p(t) + b(t)

to =1
und
P(to) = eMt)yy = yo,

d.h. ¢ ist Losung des AWP auf I (und damit auch auf Iy).
Ist (p, Io) eine weitere Losung auf Iy, so betrachten wir

(1) = (p(t) = @(1))e 4.
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Dann gilt
W (1) = (¢ (1) = §' (1) e D — (p(t) — 3(t))e *Pa(t) = 0,
—_——
=a(t)(p(t) =3 (1))
also ist ¥ = ¥(to) = 0 auf Iy und damit (da =AM £ 0) auch ¢ = @ auf Iy . O

Beispiel 1.4 Wir betrachten noch einmal das AWP aus B. 1.1. Nach S. 1.3 (mit a(t) = —«
und b(t) = B) ist durch

— €
«

t
<p(t) — efozt [YO Jrﬂ/easds} —_ efat [YO + 6 as|6 — é 7efat [é *YO} (t c R)
o o
0
die (eindeutig bestimmte) Losung auf R gegeben.

Wir betrachten einen zweiten Typ skalarer Gleichungen, bei denen ggfs. Losungen per
Integration berechnet werden kénnen.
Ist D = I x J mit Intervallen I, J C R und f von der Form

f(ty) =ht)g(y)

mit h: I — Rund g : J — R, so spricht man von einer Differenzialgleichung mit getrennten
Verdnderlichen (oder von einer separierbaren Differenzialgleichung).

Ist g(yo) = O fiir ein yo € J, so ist offenbar p(t) = yo eine Losung von y' = h(t)g(y) auf T
(sog. triviale oder stationdre LSung).

Interessanter ist der Fall g(yq) # 0:

Satz 1.5 FEs sei D =1 x J mit offenen Intervallen I,J C R, und es seien h : I — R und
g :J — R stetig. Ferner gelte

9y) #0  (yeJ).
Isttg €1, yo € J und

t Y

H(t) = /h(s)ds tel), Gly) = / g‘(l; (e,
so hat das AWP
Y =ht)gly),  y(to) =0

auf jedem Intervall Iy C I mit to € Iy und H(Iy) C G(J) genau eine Lisung (v, ly), und
diese ergibt sich durch Auflésen der Gleichung

nach y (d.h. o(t) = G7YH(H(t)) (t € Ip)).
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Beweis. 1. Da G'(y) = 1/g(y) # 0 fiir alle y € J gilt, ist nach dem Zwischenwertsatz
G’ > 0 oder G’ < 0 durchgehend auf J (da G’ stetig auf J) und damit G streng monoton
(wachsend oder fallend) auf J. Also besitzt G eine Umkehrfunktion G=! : G(J) — J. Ist
Iy C I mit ¢y € Iy und H(Iy) C G(J), so betrachten wir ¢ : Iy — R mit

p(t)=G7H(H(t) (tely).
Dann gilt
h=H = (Goyp) =((1/9) o p)¢,

also ¢’ = (gop)h und ¢(tg) = G™L(H(to)) = G71(0) = yo, d.h. (¢, Ip) lost das AWP.
2. Ist (¢, Ip) eine weitere Losung des AWP, so gilt (beachte ¥(Iy) C J)

Y'(t)
9(¥(t))
und damit fur alle ¢ € Iy (Substitution u = 1(s))

=ht)  (tel)

P(t) t t
[ [ V) e [ hs)as -
G(W”‘W/) g<u>‘/ s / o) = 1
d.h.

O

Satz 1.5 erweist sich als duflerst niitzlich, da die Aussage ,konstruktiv® ist, d.h. es wird
ein Verfahren zur Berechnung der Losung geliefert. Im Wesentlichen hat man zwei Stamm-
funktionen (H und G) zu berechnen und die Umkehrfunktion von G anzuwenden. Oft geht
man lokal vor: Ist nur g(yo) # 0, so existert ein offenes Intervall Jo C J mit g(y) # 0 auf
Jo. S. 1.5 (mit Jy statt J) liefert dann die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des
AWP jedenfalls fiir |t — ¢o| geniigend klein (fiir solche ¢ ist H(t) € G(Jy).

Beispiel 1.6 1. Wir betrachten die in der Populationsdynamik zur Modellierung von Tier-
oder Pflanzenpopulationen oft verwendete sogenannte logistische Gleichung

v =9y) =yl -y).

Wir suchen die Losung des AWP

¥ =9y), y(0) = yo

mit yp > 0.
Ist yo = 1, so ist g(yo) = 0, und damit ist y = 1 eine Losung des AWP.
Es sei nun yy # 1. Dann erhalten wir nach S. 1.5 die Lésung aus

t Y

Y Y
ds ds ds
=)= =5 =Iny| —In|1—y|+In|1 - yo| — 1
/8 /8(175) /5 +/175 nly| —In| y| +1In| yo| — In |yo]
Yo Yo

0 Yo
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d.h.
y ' _ .t %
—|=e
L—y I=wo
Fiir yo < 1 erhalten wir (da dann auch y(¢) < 1 fiir |¢| klein)
1
_1=_Y .Y
l-y l-y L—=wo
bzw.
et o o
y=y(t) = e =

1+ ef 22 (1 —yo)et 4y
Nachrechnen zeigt, dass dadurch eine Losung auf ganz R gegeben ist.
Eine entsprechende Rechnung gilt fiir yo > 1. Man beachte, dass nun die Funktion

Yo
y=— N
y(®) (1 —yo)e "+ 5o

nur auf (In(1 — 1/yp), 00) definiert (und Lésung) ist. Man sieht, dass die Losung i.A. nur
auf einem echten Teilintervall von I (= R hier) existiert.
2. Wir betrachten mit I = J =R das AWP

y' =h(t)gly) = (1+y%),  y(0)=0.

Die Losung ergibt sich wieder nach S. 1.5 (auf einer Umgebung von ¢ty = 0) aus

e —1—/6 ds-/ —arctan(y)

G()

also

y =y(t) = tan (' — 1)
Es gilt dabei G(R) = (—n/2,7/2), also ist H(t) € G(R) falls ¢ < In(1 4+ 7/2).

Das folgende Beispiel zeigt, dass unter Umstéinden (auch lokal) mehrere Lésungen zu einem

Anfangswertproblem existieren kénnen.

Beispiel 1.7 Es sei

v, fallsy > 0
9(y) = vy
0, fallsy < 0

Fiir yo < 0 ist () = yo triviale Losung des AWP
v =9, y0) =y
auf R. Lost man das AWP (zunéchst lokal) fiir yo > 0 nach S. 1.5, so ergibt sich
y(t) = (t/2 + \/yo)?

als Losung des AWPs auf [—2,/y0, 00). Dies gilt auch fiir yo = 0. Also haben wir zwei (auf
jeder Umgebung von top = 0) unterschiedliche Losungen des AWPs fiir yo = 0. In Falle
yo > 0 tritt eine entsprechende ,,Verzweigung“ an der Nullstelle ¢ = —2, /3o auf.
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Zum Abschluss wollen wir uns noch mit einer Klasse von Differenzialgleichungen beschéfti-
gen, in denen hhere Ableitungen auftreten. Zunichst wieder ein Beispiel aus der Okonomie.

Beispiel 1.8 Wir betrachten wieder ein dynamisches Modell einer Volkswirtschaft: Das
Einkommen Y veréndere sich proportional zur Differenz aus Nachfrage D und Einkommen,
d.h.

Y'(t) = k(D(t) = Y(t)) .

Weiter betrachten wir das Zinsniveau r, dessen Verdnderung proportional zur Differenz aus
Geldnachfrage und Geldangebot ist. Geht man weiter davon aus, dass die Geldnachfrage
proportional zu Y und das Geldangebot konstant (M = M) sind, so erhalten wir

r'(t) =mY (t) — M).

Schliefllich ergibt sich — nach dem Modell — die Nachfrage D als Summe von privatem
Konstum C, der als proportional zu Y angenommen wird (C' = ¢Y’), und Investitionen
I, die ihrerseits als I = ag — ar mit positiven Konstanten a, ag angesetzt sind. Insgesamt
ergibt sich

Y'(t) = —k(1-c)Y(t)+ kao— kar(t)

() = mlY(t) —mM
(also ein System von Differenzialgleichungen 1. Ordnung). Differenziert man die erste Glei-
chung und setzt die zweite ein, so folgt

Y'(t) = —k(1 —)Y'(t) — kar'(t) = —k(1 — e)Y'(t) — kamlY (t) + kamM

Dies ist eine sogenannte Differenzialgleichung 2. Ordnung, in der erste und zweite Ablei-
tungen auftauchen.

Allgemeiner betrachten wir nun Gleichungen n-ter Ordnung;:

Definition 1.9 Es sei D C R x K" offen, und es sei f € C(D,K). Eine Gleichung der
Gestalt

y" ) = f (L), (1), y ") (1.3)
oder kurz

y(n) = f(t,yvyla '“7y(n71))

heifit (gewdhnliche) Differenzialgleichung n-ter Ordnung.
Eine Funktion ¢ : I — K (bzw. das Paar (p,I)) heifit Lisung von (1.3), falls ¢ n-mal
differenzierbar auf T ist mit (¢, p(t), ..., o™~ (¢)) € D und

oM (t) = [t e(t), ...,cp("_l)(t)) firalle tel.

Ist (to, Moy ...y Mn—1) € D, so heifit ein Gleichungssystem der Form

y ™ = f(ty, ey, y(to) = 10y D (to) = 1 (1.4)
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ein Anfangswertproblem (AWP) fiir (1.3). Schliellich heifit eine Losung (p,I) von (1.3)
Lésung des AWP (1.4), falls I ein Intervall ist und

P(to) = 105 -y "V (t0) = 11

gilt.

Beispiel 1.10 Das AWP
y'=-y,  y(0)=19(0)=0
hat die Losung ¢(t) = cost auf R.
Bemerkung 1.11 Man kann eine DGL n-ter Ordnung stets auf ein System von Differen-

zialgleichungen 1. Ordnung wie aus D. 1.2 umschreiben:
Betrachten wir F': D — K" mit

Fl(tvyla"'ay’n) = Y2
anl(tvylv"'ayn) = Yn
Fn(t7y17"'7yn) = f(taylu"wyn)

so sieht man sofort: Ist ¢ : I — K eine Losung von (1.3) (bzw. (1.4)), so ist

D4 (t) e(t
wi-| " L= Y a
O (t) Lﬂ(n_.l)(t)
eine Losung von
y'=F(ty)

(bzw. y' = F(t,y) und y(to) = (Mo, .-, Mm—1)7). Ist umgekehrt ® : I — K" eine Losung von
y' = F(t,y) (bzw. v/ = F(t,y) und y(to) = (M0, .., Mm—1)T), s0 ist p := ®; : [ — K (also
die 1. Komponente von ®) eine Losung von (1.3) (bzw. (1.4)), auf 1.

Dies zeigt, dass man sich bei einer allgemeinen Losungstheorie auf Gleichungen 1. Ordnung
beschrénken kann. Einer solchen allgemeinen Losungstheorie wenden wir uns als néchstes

zu.
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2 Losungstheorie fiir allgemeine gew6hnliche Differen-
zialgleichungen

Im Weiteren betrachten wir stets die euklidsche Norm auf K (und schreiben dafiir kurz |- |)
und auf R x K¢ die Norm |(¢,y)| := max{|t|,|y|}. Wir untersuchen allgemeine Anfangswert-
probleme wie in (1.2), d.h. fiir eine gegebene Funktion f € C(D,K?), wobei D C R x K¢
offen ist, und fiir (¢9,y°) € D betrachten wir das AWP

v =fty)  ylto) =19°.

In B. 1.7 hatten wir gesehen, dass auf jedem Intervall I mit ¢ty € I mehrere Losungen
existieren konnen. Im Folgenden wollen wir zeigen, dass unter stdrkeren Voraussetzungen

an f solche Mehrdeutigkeiten nicht mehr auftreten.

Definition 2.1 Essei D C R x K¢ offen, und es sei f : D — K?. Man sagt, f geniigt auf D
einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich der zweiten Variablen (bzw. nach y) (oder auch
kurz f ist lokal Lipschitz-stetig beziiglich der zweiten Variablen), wenn zu jedem (to,y°) € D
eine Umgebung U = U (ty,y°) von (to,y°) und eine Konstante L = L(U) existieren mit

|f(t,y) = ft9) < Lly—gl  firalle (t,y),(t,5) €U.

Bemerkung 2.2 1. Genau dann geniigt f auf D einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich
y wenn fiir alle K C D, K kompakt, eine Konstante L = L(K) mit

|f(tvy) _f(tvg” < L|y_g|

fiir alle (¢,y) und (¢, ) € K existiert.
(Denn: <: Es geniigt zu zeigen: jeder Punkt in D enthilt eine kompakte Umgebung in D.
Ist (to,y°) € D, so existiert ein § > 0 mit

K = U&[t07y0] = {(ta y) : |(t7y) - (t07y0)| < 5} cD.

Dabei ist K kompakt (da beschrinkt und abgeschlossen in K+1).
=: Es sei K C D kompakt. Angenommen, es existiert keine Konstante L wie gewiinscht.
Dann existieren Folgen L,, — oo und (t,,,y™), (t,,7™) in K mit

(s y ™) = F(t, 3™ 2 Laly™ =™ (neN).

Aus

|f (s y™) = f(tn, 5] < 2 max Ift.y)] (neN)

folgt |y — (™| — 0. Da K kompakt ist, besitzt (t,,y™) eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert (to,y°) in K. O. E. kénnen wir annehmen, dass die Folge (¢,,,y(™) selbst konver-
giert. Dann gilt auch (t,,7™) — (to,%°). Nach Voraussetzung existieren eine Umgebung
U von (tg,y°) und ein L > 0 mit

[f(ty) = f&9)] < Lly — 9 fiir alle (t,y), (t,5) € U
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Da (t,,,y™) und (t,,§™) fiir n geniigend grof in U liegen, steht dies im Widerspruch zu
L, - .)

2. Es sei K = R. Existiert fiir jedes (¢,y) € D
of of

0, 9

Lity) - Sty

und sind sémtliche partiellen Ableitungen 9f; /0y : D — R stetig auf D, so geniigt f auf

D einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y.

(Denn: Aus Eigenschaften der Operatornorm folgt sofort, dass df/0y : D — RI*? stetig

ist (wobei K?*¢ mit der von der Operatornorm herkommenden Metrik versehen ist). Ist

(to,y°) € D, so existiert ein § > 0 mit K := U [t07y0] C D. Da K kompakt ist, existiert

L= H ( v -

(t,y EK

Wir definieren fiir [t — to| < ¢
ge(y) = fty) (v -y’ <9).

Dann gilt Jg: = (0f/0y) (¢, ).
Sind (t,y), (t,9) € K, so existiert nach dem Schrankensatz ein & € I(y,§) C K so, dass

1f(ty) = 9] = 19:(y) — 9@ < 1 Tge(€)I] - ly — 9l < Lly — gl )

Beispiel 2.3 1. Es sei
fty)=e'1+y*)  (tyeR)

(vgl. B. 1.6). Dann gilt

of

dy
Insbesondere ist 0f /Oy stetig auf R2. Nach B. 2.2.2 geniigt f auf R? einer lokalen Lipschitz-
Bedingung beziiglich y.
Man beachte jedoch: Fiir ty € R fest existiert kein L > 0 so, dass

(t,y) =e2y  (t,yeR).

|f(to,y) — f(to, 5)| = ey + glly — 4 < Lly — 3|

fiir alle y, g € R erfiillt ist (f geniigt keiner sog. globalen Lipschitz-Bedingung bzgl. y).

2. Es sei

L y=0
fhy =4 VP V20 er
0, y<0

(vgl B. 1.7). Dann gilt fiir alle tp € R und y > 0
ly =0

£ (to, y) = f(to, 0)] = |y — 0] = 7
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Aus 1/,/y — oo fiir y — 0 folgt, dass keine Umgebung U von (tp,0) und L > 0 so
existieren, dass

[f(ty) = f(E9)l < Lly—gl  firalle (t,y),(t,9) €U

erfiillt ist. Folglich geniigt f auf keiner offenen Menge D mit DN (R x {0}) # () einer lokalen
Lipschitz-Bedingung beziiglich y.

Ist andereseits D = R?\ (R x {0}), so ist 0f /0y offenbar stetig auf D. Also geniigt f dort
einer lokalen Lipschitz-Bedingung bzgl. y.

Wir zeigen nun, dass das AWP (1.2) dquivalent ist zu einer gewissen Integralgleichung.
Um dies fiir K%wertige Funktionen formulieren zu kénnen, definieren wir R([a,b], K?) als
die Menge aller f = (f1,..., fa)T : [a,b] — K% mit f; € Rla,b] fiir j = 1,...,d und fiir
f € R([a,b], K9)

b b T

jf:jﬂww: [ fids. [ fats)is

a a

b
Dann ist f — f f linear. Auflerdem gilt

b b
[ [
(Denn: Es sei
b
u = /f(s)ds e K?.

Dann gilt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

lul* = ﬂTU_iﬂj/bfj(s)ds—/b > uifis) | ds

=1 j=1
b b b

= /ﬂTf(s)ds = Re/ﬂTf(s)ds = /Re(qu(s))ds
U.b ba a

< [l solds < [ fulles)ids,

also

b
< [15()lds.)
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Satz 2.4 Es sei D C R x K? offen, und es sei f € C(D,K%). Ferner sei (to,y°) € D. Ist
I C R ein Intervall mit ty € 1, so sind fiir ¢ € C(I,K?) dquivalent:

a) (p,1) ist eine Losung von (1.2), d.h. p(ty) = y° und
P(t)=ftet)  (tel).

b) Es ist graph(p) C D und fiir alle t € I gilt
t

o(t) =y° +/f(8,<p(s))ds.

to

Beweis. a) = b): Es sei ¢ = (¢1,...,0a), ¥° = (4, ...,43). Aus ¢/i(s) = f;(s,¢(s)) und
@;(to) = y}) ergibt sich durch Anwendung des HDI, Teil 2, fiir allet € I und j =1,...,d

t t

(Man beachte dabei ¢ ist stetig auf I, da s — f;(s, (s)) stetig ist.)
b) = a): Da ¢ stetig auf T und f stetig auf D sind, ist s — f(s,¢(s)) stetig auf I. Also
ergibt sich a) wieder durch Anwendung des HDI, diesmal Teil 1. O

Damit kénnen wir folgende (zunéchst ,,lokale*) Version eines Existenz- und Eindeutigkeits-
satzes fiir Anfangswertprobleme beweisen.

Satz 2.5 (Picard-Lindeldf; lokale Version)

Es sei D C R x K? offen, und es sei f € C(D,K%). Ferner geniige f auf D einer lokalen
Lipschitz-Bedingung beziiglich y. Dann existiert fiir jedes K C D, K kompakt, ein o =
a(K) >0 so, dass das AWP

y/:f(tay)v y(f):n

fiir jedes (&,m) € K und jedes Intervall I C [ — «, &+ o] mit & € I genau eine Lisung auf
I besitzt.

Unser Beweis beruht auf einer geeigneten Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes.
Dazu stellen zunichst einige kleinere Voriiberlegungnen topologischer Art an.
Ist (X,d) ein metrischer Raum, so setzen wir fiir A, B C X (mit inf ) := o)

dist(A, B) := inf{d(a,b) :a € A,b € B} .

Es gilt dabei ([U]): Ist A abgeschlossen und B kompakt mit ANB = ), so ist dist(A, B) > 0.
Ist (X,]||-||) ein normierter Raum, so definieren wir fiir A, B C X

A+B:={a+b:ac A be B} (CX).
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Hier gilt (wieder [U]): Sind A und B kompakt, so ist auch A + B kompakt.

Beweis. 1. Es sei K C D kompakt und es seien o/ > 0,8 > 0 so, dass mit

Qo/,ﬁ = {(tvy) : |t‘ < O/a |y| < B}

die Menge K + Qo' g Teilmenge von D ist (wichtig dabei: aus dist(K,0D) > 0 folgt die
Existenz solcher o/, 8 > 0). Nach der Vorbemerkung ist aulerdem K + Q. g kompakt.
Wir setzen weiter

M = max t,
(B, £t y)l

und mit L = L(K 4 Qu p) wie in B. 2.2.1 (und p/0 := oo fiir p > 0)

o := min 0/é L
' "M'2L )

2. Es sei (£,m) € K fest, und es sei I ein Intervall mit £ € I und
ICl(—ao,&+q].
Wir setzen
A= O Usl) = {¢ € CLKY) : |p(t) — 5| < § fiir alle ¢ € I}

Der normierte Raum (B(1,K%),|| - ||o) ist ein Banachraum (siche Analysis). Weiter ist
A C B(I,K%) abgeschlossen.

(Denn: Es sei (), eine Folge in A mit ¢, — ¢ fiir ein ¢ € B(I,K%). Dann ist (siehe
Analysis) ¢ stetig auf I, d.h. p € C(I,K?%). AuBerdem gilt fiir alle t € I, n € N

lp(t) = nl < |on(t) = 0|+ |@nlt) — ()],

<pB -0  (n—o0)

also auch |p(t) —n| < 8 und damit ¢ € A.)
Als abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen Raumes (B(I,K%),d) ist (A,d) ebenfalls

vollsténdig ([U]).
3. Wir definieren fiir ¢ € A

To(t) = n—l—/f(s,cp(s))ds (tel).
13

(Man beachte: aus ¢ € A folgt (s,¢(s)) € K + Qq 5 C D fiir alle s € I).
Da s — f(s,¢(s)) stetig auf I ist, ist auch Ty stetig auf I nach dem HDI (sogar differen-
zierbar). Weiter gilt fiir ¢ € T

rot) -l = | [ ssetenas| < | [ [fs.0)]ds
3 3 <M

M-t—¢<M-a<pB,

IN
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also ist Ty € A. Damit gilt T: A — A.
4. Behauptung: T': A — A ist eine 1/2-Kontraktion.
Denn: Fiir ¢, € Aund t € I gilt

7o) - Tol0)] < | [ 1£(su0(5) ~ fls,0(5)lds| <
13
< 2| [1o(s) - oo)lds| < Ll - glclt —
3
< Llp— @l < 2l Bleo-

5. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat T' genau einen Fixpunkt ¢ € A, d.h. es existiert
genau eine Funktion ¢ € A mit

ﬂw=n+/}@ww»@ (tel). (2.5)
3

Da jede Funktion, die das AWP 3’ = f(¢t,y), y(§) = n auf I 16st, notwendigerweise in A liegt
([0]), ist ¢ nach S. 2.4 die eindeutig bestimmte Losung des AWPs ' = f(t,y), y(&) =7
auf I. O

Bemerkung 2.6 Es seien D, f wie in S. 2.5.

1. Insbesondere ergibt sich aus S. 2.5, dass zu jedem Punkt (¢9,y") € D eine Umgebung U
von ty so existert, dass das AWP 3/ = f(t,y), y(to) = y° auf jedem Intervall I C U mit
to € I genau eine Losung hat (withle K = {(to,4°)}). In diesem Fall sagt man, dass AWP
sei lokal eindeutig losbar.

Man kann zeigen, dass auch ohne die Voraussetzung einer lokalen Lipschitz-Bedingung die
Existenz einer Losung des AWP auf einer Umgebung von ¢y gesichert ist. (Existenzsatz
von Peano). Wie etwa B. 1.7 zeigt, sind die Losungen in diesem Fall allerdings i. A. nicht
mehr lokal eindeutig. Auf den Beweis des Satzes von Peano, der weitergehende Hilfsmittel
der Analysis erfordert, wollen wir nicht eingehen.

2. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis zu S. 2.5 ergibt sich mit dem Banachschen
Fixpunktsatz folgendes iterative Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung der Loésung
des AWP (1.2) auf einer Umgebung von &:

Ist g € A (etwa @o(t) = 1), so konvergiert die Folge (¢,,) in A mit

¢Mﬂﬂ?ﬂvﬂﬂ:n+/f@wd@ﬂs
£
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fir t € I (gleichméBig) gegen die Losung ¢. Auflerdem ergibt sich aus dem Banachschen
Fixpunktsatz eine Abschitzung fiir den Fehler || — ¢, |- Dieses Néherungsverfahren zur
Bestimmung der Losung heift Picard-Lindeldfsches Iterationsverfahren oder auch Methode
der sukzessiven Approzimationen. Fiir das einfache Beispiel y' = y, y(0) = 1 erhalten wir

etwa mit g =1
n

o) =30

v=0

also ¢(t) = lim ¢, (t) = e’ (hier sogar fiir alle t € R).

n—oo

Definition 2.7 1. Es seien (¢, I) und (¢, I) Losungen des AWP (1.2). Dann heiBt (3, 1)
(echte) Fortsetzung von (@, I) baw. (p,I) (echte) Einschrinkung von (p,1), falls I > I (I #
I) und @|; = ¢ gilt.

2. Eine Losung (g, Iy) von (1.2) heifit maximal, falls (g, Iy) keine echte Fortsetzung hat.
Das Intervall Iy heifit dann ein mazimales Lisungsintervall des AWP.

Beispiel 2.8 Wir betrachten wieder B. 1.7. Hier sind die Funktionen ¢4 (t) = 0 auf R und

w2 : R = R mit
t2/4, t>0
Pa(t) =
0, t<0

maximale Losungen des AWPs. Es kénnen also mehrere maximale Losungen existieren.

Bemerkung und Definition 2.9 Ist das AWP (1.2) fiir jedes (to,4°) € D lokal eindeutig
16sbar, so existiert zu jedem (to,y") € D genau eine maximale Losung (¢o, Ip) des AWPs
(1.2) und jede Losung ist Einschrinkung von (pg, Ip). Ist dies der Fall, so sagen wir, dass
AWP sei global eindeutig losbar.

(Denn:

1. Wir zeigen zunéchst: Sind (¢1, 1) und (¢, I2) Lésungen von (1.2), so gilt

e1(t) = pa(t) (telinl).

Angenommen, es existiert ein £ € I3 N Is mit ¢1(f) # p2(t). O.E. betrachten wir den Fall
t > to. Dann setzen wir

s:=inf{t € 1 NIzt > to, p1(t) # p2(t)}.
Nach Voraussetzung ist tg < 5(< ¢) und nach Definition gilt
©1(t) = @a(t) fir alle ¢ € [to, 5) .
Da 1 und 9 stetig auf [to, 8] C I1 N I3 sind, gilt auch

1(5) = ¢a(5)
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und damit insbesondere 5 < t. Damit ist 5 kein Randpunkt von I; N Iy und ¢; und
g sind Losungen von ' = f(t,v), y(3) = ¢1(5)(= ¢2(3)) auf einer Umgebung von 3.
Nach Voraussetzung muss dann aber ¢1(t) = po(t) auf einer Umgebung von 5 gelten, im
Widerspruch zur Definition von 8.

2. Es sei Iy die Vereinigung aller Intervalle I mit ¢y € I und so, dass auf I eine Losung
= 7 existiert (solche Intervalle existieren nach Voraussetzung). Fiir ¢ € Iy setzen wir

wo(t) := pr(t) falls te .

Dann ist ¢g nach 1. wohldefiniert, denn sind ¢ = ¢; und ¢ = @; zwei Losungen mit
teInl, sogilt ¢(t) = p(t).

AuBlerdem ergibt sich aus der Definition, dass (o, fo) maximale Lésung von (1.2) ist und
dass jede Losung Einschrinkung davon ist.)

Wir schreiben im Weiteren im Falle der global eindeutigen Losbarkeit auch ¢(-,tg,4%) fiir
die maximale Losung und I, o) fiir das maximale Losungsintervall.

Es gilt damit

Satz 2.10 (Picard-Lindelif, globale Version)

Es sei D C R x K? offen, und es sei f € C(D,K%). Ferner geniige f auf D einer loka-
len Lipschitz-Bedingung beziiglich y. Dann ist das AWP (1.2) fiir jedes (to,y°) € D global
eindeutig losbar. Weiter gilt: I, .0y ist offen und die maximale Losung ,verlisst jede kom-
pakte Teilmenge von D*, d.h., zu jedem K C D, K kompakt, existieren T1,T> € Iy, 4o)

mait
(t7 QO(t, th yo)) ¢ K
fir allet < Ty und t > Ts.

Beweis. Nach B. 2.6.1 ist das AWP (1.2) fiir jedes (¢, y") lokal eindeutig 16sbar. Aus B./D.
2.9 folgt die global eindeutige Losbarkeit.

Es sei K C D kompakt. Wir schreiben wieder kurz (@o,Io) statt (o(-,t0,4°), Lit,40))-
Angenommen, es existiert kein Ty wie gefordert. Ist b € (to, oo der rechte Randpunkt von
Iy, so existiert damit eine Folge (¢,) in Iy mit tg < ¢, T b und

(tnspo(tn)) €K (n€N).

Dann ist insbesondere b < oo.
Es sei nun a = «(K) wie in S. 2.5. Wir wéhlen ein N € N mit ¢ty > b— «. Nach S. 2.5 hat
das AWP

v =rf(ty),  ylty) =pol(tn)
eine Losung ¢ auf [txy — o, ty + . Ist (¢, J) die maximale Losung dieses AWPs, so ist

(3, J) Fortsetzung von (¢g, Ip) und von (@, [txy — oty + a]). Da ty + « > b gilt und da
(1, J) auch Losung von (1.2) ist, ergibt sich ein Widerspruch zur Maximalitéit von (¢g, Ip)-
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Damit ist insbesondere auch b & I, denn sonst wiire [tg, b] X ¢o([to, b])(C D) kompakt als
Bild der stetigen Funktion ¢ — (¢, 0(t)) unter der kompakten Menge [to,b]. Dies wider-
spricht aber dem eben Bewiesenen.

Eine entsprechende Argumentation fiir den linken Randpunkt a von I zeigt die Existenz
eines T wie gefordert und damit insbesondere auch a & Ij. O

Bemerkung 2.11 Unter den Voraussetzungen von S. 2.10 existiert also zu jedem Punkt
(&,m) € D eine eindeutig bestimmte maximale Losung ¢(+, &, n). Die dadurch definierte
Funktion ¢ : Q — K¢ mit

Q:={(t&n) ERxRxK:t€,, (&n) € D}

betrachten wir als die ,,allgemeine Losung® der Differenzialgleichung y' = f(¢,y). Man kann
zeigen (siehe etwa Satz 7.2.2. in Aulbach, gewohnliche Differentialgleichungen, Spektrum
Verlag, Heidelberg, 1997), dass Q offen ist, und dass ¢ stetig auf 2 ist.

Beispiel 2.12 1. Es sei D = R x R. Fiir festes A € R hat das AWP
v =Xy, ylto) =0
fir (to,yo) € R x R die maximale Losung
po(t) = @(t,to,y0) = yoe 71 auf Iy = Lity,y0) = R.
2. Es sei D = R x R. Wir betrachten das AWP
vy =y,  ylto) =y
fiir (to,y0) € R x R. Nach S. 1.5 ergibt sich die Losung (jedenfalls lokal) fiir yo # 0 durch

Auflosen von
t Y
ds 1 1
t—to= | ds= S =——-+—
s Yy Yo
to Yo

_ Yo
1 —yo(t —to)
Man sieht (durch Differenzieren), dass dabei gilt

also

y =y(t) fiir |t — to| klein .

t>to+1/yo, fallsyo <0
Yo .
tto,yo) = ——0— b
o(t, to, yo) Tt iy [ tER, falls yo =0,
t<to+1/yp, fallsyo>0
also
(tO + 1/90; OO) ’ falls Yo < 0
Tttg,p0) = § (—00,00), falls yo =0
(—oo,to+ 1/yo) fallsyo >0
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Obwohl D = R x R ist, sind die maximalen Losungsintervalle dabei i.A. nicht ganz R; die
Losungen haben eine ,,endliche Entweichzeit“.

Man beachte auch: Alle Losungen verlassen jede kompakte Teilmenge von R?, sowohl, wenn
t sich dem rechten Randpunkt, als auch, wenn ¢ sich dem linken Randpunkt von I, )
anndhert. Genauer gilt hier

—oo fiirt — (to+1/yo)*, fallsyo <0
oo firt— (to+1/yo)~, fallsyy >0

So(t7 t07 yO) — {

Komplizierter ist das Randverhalten bei folgendem Beispiel.
3. Es sei D = (0,00) x C und

2 = —iz/t?, z(1/m) =2z €C.

Dann ist
o(t,1/m, z0) = —zpe'? (t € (0,00))

die maximale Losung des AWP ([U]). Hier existiert lim+ o(t,1/m, zp) im Falle zy # 0 nicht!
t—0

Unter zusétzlichen Voraussetzungen an f kann man eine Aussage iiber die Grofle der ma-
ximalen Losungsintervalle machen.

Satz 2.13 Es sei D = I x K%, wobei I C R ein offenes Intervall ist. Ferner geniige
f € C(D,K%) einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y. Ist (tg,3°) € I x K% und
existieren zu jedem kompakten Intervall J C I Konstanten R = Ry 0,5 = Sji5.0 >0
mit
[ft.y)I <Rlyl+S  ((ty) € J xK?),
so gilt
Iy oy =1.

Beim Beweis verwenden wir das duflerst niitzliche sogenannte Lemma von Gronwall:

Satz 2.14 Es seien tg € R, 8 > tg und ¢ € C([to, B)). Existieren Konstanten A € R und
B >0 mit

W) <A+ B / B(s)ds (€ [to, B)),

S0 st
b(t) < AePUT) (1€ Jto, B)) -
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Beweis. O. E. kéonnen wir tg = 0 annehmen.
Es sei 6 > 0 und

g(t) = gs(t) = (A+ )™ (te0,8)).
Dann gilt

o(t) =A+6+B/g<s>ds (te0.5)).
0

Wir zeigen: (t) < g(t) auf [0, ). (Da § > 0 beliebig war, ergibt sich hieraus die Behaup-
tung.)
Fiir t = 0 ist jedenfalls ¢(0) < ¢g(0). Angenommen, es existiert ein ¢ > 0 mit ¢ () > g(¢).
Fir

ty :=inf{t >0, ¥(t) > g(t)} (>0)

gilt dann ¥ (t1) = g(t1) und ¥(s) < g(s) fiir s € [0,¢1] und deshalb

ty

P(ty) < A—i—B/w(s)ds < A+5+B/g(s)ds =g(t1).
0 0

Widerspruch! o

Beweis. (zu S. 2.13) Angenommen, (a, 3) := I, 40y # I =: (a,b). O.E. sei dann 3 < b.
Mit J := [to, 8] seien R und S wie in der Voraussetzung. Dann gilt fiir to <t < 8

po(t) == p(t,to,°) = o° + / £(s,0(s))ds
und damit
B(t) = loo(t)] < [4°) + S(B — to) + R / o(s)lds (L€ [to, ).

Nach dem Lemma von Gronwall gilt

[po(t)] = (1) < (Jy°] + S(B — t0))e ™) < (Iy°] + S(8 — 1))~ (¢t € [to, ).

also ist g beschrinkt auf [tg, 3). Das widerspricht aber der Tatsache, dass ¢g nach S. 2.10
fir t — B8~ jede kompakte Teilmenge von D = I x K% verlisst. O
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3 Allgemeine lineare Differenzialgleichungen

Bereits in Abschnitt 1 hatten wir uns kurz mit (skalaren) linearen Differenzialgleichungen
beschiftigt. Wir untersuchen jetzt den wesentlich allgemeineren Fall von Systemen linearer
Differenzialgleichungen.

Es seien im Folgenden stets I C R ein offenes Intervall und

A=(ajx):I— Kaxd

sowie
b: I —K?

stetig. Eine Differenzialgleichung der Form
y' = A(t)y +0b(t) (3.1)

nennen wir ein lineares System (von Differenzialgleichungen) oder kurz lineare Differenzi-
algleichung. Die Gleichung

y' = Aty (3.2)

heifit zugehdrige homogene Gleichung. Ist b = 0, so heifit (3.1) homogen. Meist betrachten
wir auch jetzt wieder zugehorige AWPe der Form

y =At)y+0b(t), y&)=n (3.3)

fiir ¢ € I,n € K9,
Aus den Ergebnissen des vorigen Abschnittes erhalten wir unmittelbar

Satz 3.1 Es seien I C R ein offenes Intervall und A : I — K™ b: I — K9 stetig. Dann
hat fiir jedes (€,m) € I x K das AWP (3.3), genau eine mazimale Lésung o(-,&,n) und es
gilt I(EJ?) =1.
Beweis. Wir betrachten f : I x K¢ — K¢
flty) =AMy +b(t)  (telyeK).
Dann ist f stetig (warum ?), und es gilt
[f(ty) = fE9) = 1AO - DI < [[ADIly -9l (telyeKT).
Ist J C I mit £ € J kompakt, so existiert
L:= A .
max || A()]]

Also gilt
|f(t7y)_f(tag)|SL|y_g| (tEJa y)?;EKd)'
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Insbesondere ist f lokal Lipschitz-stetig bzgl. y. Weiter gilt fiir ¢t € J,y € K¢

FEol < [f(6y) = fEm]+ 1FEn) = FE )] + 1€ )]
< Lyl =+ Linl + [[ADI] - Inl + [b(£)] + 2 (€, n)]
<

Lly[ +2L[n| + max[b] + 2| f(&, )l

Mit S := 2L]|n| +max |b]+2|f(&,m)| (und R = L) ergibt sich die Behauptung aus S. 2.13. O

Wir wollen uns nun die Struktur der Loésungsmenge von (3.1) genauer anschauen. Dazu
betonen wir die Abhéngigkeit von der Inhomogenitidt b und schreiben (-, &, n) fir die
maximale Losung von (3.3). Auflerdem setzen wir

Ly :={¢ :¢lost (3.1) auf I},

also insbesondere
Lo ={y :¢lost (3.2) aufI}.

Dann gilt fiir £ € I fest (beachte v = (-, &, ¥(§)) fiir alle ¢ € Ly)
Ly = {¢s(-,&,m) : n € K%}

und insbesondere
LO = {900(7577’) ne Kd} .

Weiter erhalten wir

Satz 3.2 Es seien I C R ein offenes Intervall und A : T — K> b: T — K? stetig.

1. Lg ist ein d-dimensionaler Unterraum von C(I,K%), und fiir jedes ¢ € I ist die
Abbildung 1+ 0o(-,€,1) von K¢ auf Ly ein Isomorphismus (linear und bijektiv).

2. Ist Yy € Ly fest, so gilt
Ly =y + Lo (:= {¢p + o : Yo € Lo}),

d.h. Ly ist ein (d-dimensionaler) affiner Unterraum von C(I,K%).

Beweis. 1. Wir zeigen: Die Abbildung 7' = T; : K¢ — C(I,K%) mit

T(n) =¢o(&n)  (neK?)

ist linear und injektiv. (Hieraus folgt, dass T ein Isomorphismus auf Ly = Bild(T") und
damit Ly ein d-dimensionaler Unterraum von C(I,K?) ist.)
Es gilt fiir 71,72 € K und Ay, Ay € K mit ¢ := g (-, &, m1) und 9@ := 0o (-, €, )

A+ 200@)Y (1) = MDY () + @) (1) =
MAGOPD (1) + A AP (1) =
= ABOMYD + 2y @](1)
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fiir alle t € I, sowie

M 4 X @)(€) = Mo (€, &, m) + oo (&, €,m2) = Mimn + Aana -

Also ist (Eindeutigkeit der Lésung von (3.3))

)\1900('753 771) + )\2300('35’772) = SDO('agv >\1771 + )\27’2) ;

mit anderen Worten
MT (1) + AT (n2) = T'(Aim1 + Aana) -

Folglich ist T linear.
Ist T'(n) = 0, so gilt
n=o(&&n) =0

also ist Kern(7T") = {0}. Damit ist 7" injektiv.
2. D: Es seil ¥ € ¥y + Lo, d.-h. ¥ = ¢y, + ¢y fiir ein ¢y € L. Dann gilt

P(t) = ALy (t) + b(t) + A(t)dho(t) = A(£)y(2) + b(2)

auf I, d.h. ¢ 16st (3.1). Damit ist ¢ € L.
C: Es sei ¢ € Ly, d.h. ¢' = A(t)yp + b(t) auf I. Dann gilt (¢p — ¢p) = A(t)(¥ — ¢p), d.h.
Y — by € Lo. Also ist ¢ = vy + (¢ — ty,) € ¥y + Lo. O

Bemerkung und Definition 3.3 Da nach S. 3.2 der Lésungsraum Ly der homogenen
Gleichung ¢y’ = A(t)y ein d-dimensionaler linearer Raum ist, reicht es, zur Bestimmung einer
beliebigen Lésung eine Basis von Ly zu kennen (jede Losung ist dann Linearkombination
der Basiselemente). Eine solche Basis heifit Fundamentalsystem.

Auflerdem zeigt der zweite Teil des Satzes, dass sich die Bestimmung einer beliebigen
Losung des inhomogenen Systems y' = A(t)y + b(t) auf die Bestimmung einer speziellen
Losung des inhomogenen Systems und einer Basis des Losungsraumes L der zugehdrigen
inhomogenen Gleichung reduziert.

Wir werden uns zunéchst mit homogenen Gleichungen befassen. Der erste Satz zeigt, dass
die lineare Unabhéngigkeit von Losungen &dquivalent ist zur linearen Unabhéngigkeit der
Anfangswerte.

Satz 3.4 Es seien ), ... (™) € Ly, also Lisungen des homogenen Systems y' = A(t)y.
Dann sind dquivalent:

a) D ™) sind linear unabhingig.

b) Fiir alle £ € I sind 1M (€),..., ™) (&) linear unabhingig.
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¢) Es existiert ein to € I so, dass ™ (tg), ..., 10" (o) linear unabhingig sind.

Beweis. a) = b): Es sei £ € I gegeben. Ist T = T wie im Beweis zu S. 3.2, so sind
Y = T(pM(€)),..., "™ = T(1p™)(€)) linear unabhingig. Da T linear ist, sind dann
auch 1M (¢), ..., (&) linear unabhiingig.

b) = c¢) ist klar.

c) = a): Ist > A\;9() =0, so ist insbesondere auch
j=1

S N (t) = 0. Also folgt
j=1

Al =... A =0.

Beispiel 3.5 (vgl. B. 2.12.3) Wir betrachten I = (0, 00) und
0 1/t
A(t) = t e (0,00)).
(v <_1/t2 i ) (t € (0,00))

Dann ist nach B. 2.12.3 und U

w0 = (0] (e 0.0)

eine Losung des homogenen Systems

o yll _ 0 1/t2 Y1 _
() (e ) () e

(genauer gilt () (t) = @o(t, 1/, (701)) fiir ¢ > 0). Man rechnet leicht nach, dass auch

6O (1) = (‘?Sﬁ?) (t>0)

eine Losung von y' = A(t)y ist (genauer ¢ (t) = oo (t, 1/, (°))).

Da v (1/7) = (Bl) und 3 (1/7) = (Pl) in R? linear unabhiingig sind, sind auch
M () linear unabhingig, also eine Basis des Losungsraumes L. Folglich ist jede Losung
von 3y’ = A(t)y von der Form

¥ = MM + @

fiir gewisse A1, A2 € R.

Bemerkung und Definition 3.6 1. Sind (1) ..., 1)(9) beliebige Losungen von 3/ = A(t)y
auf I, so bezeichnet man fiir ¢t € I die Determinante

W(t) =W, .. @) = det D(¢) ,
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wobei

Wy o)
o(t) := : :
Py o)

als Wronski-Determinante von (1) ... (D) (an der Stelle t). Es gilt nach S. 3.4: ISR TIC)
ist ein Fundamentalsystem (also eine Basis des Losungsraumes) genau dann, wenn W (tg) #
0 fiir ein ¢t € I ist. Auflerdem ist in diesem Falle schon W (§) # 0 fiir alle £ € I! (Also:
Entweder ist W (¢) # 0 fiir alle t € I oder W (t) =0 auf I.)

2. Bilden ¢, ...,4® ein Fundamentalsystem, so heifit die Funktion ® : I — K%*¢ eine
Fundamentalmatriz. Nach 1. ist ®(&) fiir alle £ € I invertierbar (da det ®(&) # 0). Es gilt
damit

po(t,&,m) = ®(t) - ®7H(E)-n  (tel)
d.h. die allgemeine Losung ergibt sich als Produkt der matrixwertigen Funktion ® mit dem
Vektor ®~1(&)n.
(Denn: Fiir jedes (&, 7) ist
=207 (¢) 1
eine Linearkombination der Funktionen (), ... 4 also eine Losung von y/ = A(t)y.
Auflerdem gilt

»(€) = 2§27 (En =1,
d. h. auch die Anfangsbedingung ist erfiillt. Folglich ist ¢ = o (-, &, 7).)
Beispiel 3.7 Es sei A wie in B. 3.5. Dann ist
o [ cos/) —sin(i/) N _(w w?
sin(1/9)  cos(1/.) DSART

eine Fundamentalmatrix. Speziell gilt
und damit auch
Also ist die Losung von y' = A(t)y, y(1/7) = n gegeben durch

1 —n —ny cos(1/t) + nasin(1/t)
"2 ta —n) = (b(t) = =
0( ) <”2> —my sin(1/t) — 9o cos(1/t)
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Wir betrachten nun sehr spezielle lineare Systeme, fiir die wir in gewisser Weise explizite

Fundamentalsystme angeben konnen.

Es sei

y'(t) = Ay(t), (3.4)

wobei A € K9*? eine feste Matrix ist (also unabhiingig von t). Eine solche Gleichung heifit

lineares System mit konstanten Koeffizienten.

Wir erweitern zunéchst einige zentrale Begriffe der Analysis in fiir das Weitere geeigneter
Weise.
Es sei (E,|| - ||) ein Banachraum (iiber K).

Sind M C Kund f: M — E, so heifit f (wie im skalaren Fall) differenzierbar an
xo € M, falls zy Haufungspunkt von M ist und

(f(z) = f(=0)) =: f'(z0)

existiert. Ausserdem definiert man Differenzierbarkeit auf einer Teilmenge und héhere

lim
T—To X — T

Ableitungen wie im skalaren Fall.
n
>~ a, konvergent in F ist,

v=0

Ist (a,) eine Folge in F so, dass die Folge (s,) mit s, :

o)

so spricht man (wieder wie im skalaren Fall) von Konvergenz der Reihe ) a, und
v=0

setzt

o0 n

E a, = lim s, = lim E ay .
n—oo n—roo

v=0 v=0

[ee] o0

Dabei gilt: Ist Y ||ay|| < oo, so ist Y a, konvergent, d. h. absolute Konvergenz
v=0 v=0

impliziert Konvergenz.

(Denn: Es sei € > 0. Dann existiert ein N, € N so, dass

m

o llall<e  (m>n>N.).
v=n—+1

Also folgt fiir m > n > N.

m m

|50 — sull =] Z all < Z llav|| <e.

v=n+1 v=n-+1

Damit ist (s,,) eine Cauchy-Folge in E. Da (E, d).) vollsténdig ist, konvergiert (s,).)
Ist (a,) eine Folge in E, so heifit wie im skalaren Fall

R :=1/limsup||a,||"/" € [0, 0]

v—00
Konvergenzradius der Potenzreihe Y ° ((z — z9)”a,. Die Reihe ist (absolut) kon-
vergent fiir alle z € Ugp(zp) und auBerdem ist f : Ur(z9) — E, definiert durch
f(z) =302 (2 — 20)"ay, (beliebig oft) differenzierbar auf Ug(zp) mit

o0

fl(z)= Z(Z —20)" (v + Dayyq -

v=0
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e Es sei nun (E, || - ||) spezieller eine Banachalgebra, d. h. es existiert (zusétzlich) eine
Abbildung - : E x E — E so, dass (E, +, ) ein Ring mit Einselement 1g ist und dass
zudem fiir A € K und a,b € FE gilt

Ma-b)=Xa-b=a-Ab und |[|la-b|| <||a]|-]b]]

Dann ist fiir jede konvergente Reihe > a, in Eund b€ E

v=0
ib-a,,:b-ia,, und ia,,bz(ia,,)-b,
v=0 v=0 v=0 v=0

(Denn:
1Y bay =6 all < bl - (1D av =Y al| »0 (n—o0),
v=0 v=0 v=0 v=0

n &)
dh. > b-a, —>b> a,.
=0 v=0

V= =
Entsprechend argumentiert man im Falle der zweiten Gleichheit.)

e In Banachalgeren ist a” (mit a® := 1p) fiir v € Ny definiert. Ist a, = a”/v!, so folgt
aus ||a”|| < ||a||”, dass die entsprechende Potenzreihe den Konvergenzradius R = oo
hat. Wir defineren

oo al/
e :=exp(a) := Z i (a € E).
v=0 '

Dann gilt damit fiir festes a € F

- exp(za) = a - exp(za) = exp(za) - a.

0 v

(Denn: Ist f(2) = 3 Z—'a”, so folgt aus obigen Bemerkungen
oV

fiir alle z € K).

Wir betrachten im Weiteren meist £ = K%*? versehen mit der Operatornorm. Man kann
leicht zeigen (siehe Analysis und Lineare Algebra), dass (K%*?, ||-||) eine Banachalgebra ist.

Die Niitzlichkeit dieser Betrachtungen belegt folgender
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Satz 3.8 Es seien A € K4 ynd € € R. Dann ist fiir alle n € K die mazimale Losung
des AWP

y'(t)=Ay(t),  y€) =n
gegeben durch
p(t,&m) =94y (teR).

Auflerdem ist t — =94 eine Fundamentalmatriz fir (3.4).

Beweis. Es gilt ([U])

%(eww ) = (eHOAY = A=OA ) (1eR),

d.h. ¢t =94 .y ist Losung von (3.4). AuBerdem ist

O glg = oy = Ean = 1.

Also ist @(t,&,n) = e(t=84 g,

Wihlt man speziell n = e®) wobei e(*) den k-ten Einheitsvektor bezeichnet, so ist e
e(k) die k-te Spalte von =94 d.h. jede Spalte ist Losung von (3.4). Da €% = B, gilt,
sind die Spalten nach S. 3.4 linear unabhiingig. Folglich ist e(*=94e(M) e(t=Ac(d) in

t—5)A

Fundamentalsystem, d.h. e(*=84 ¢ine Fundamentralmatrix. O

Im Prinzip haben wir also Fundamentalmatrizen fiir (3.4) gefunden (némlich etwa e*4).
Es stellt sich allerdings dabei die Frage, wie man e? ,konkret“ berechnen kann. Dazu
versucht man, die Berechnung von e? fiir allgemeines A auf die Berechnung von eA fiir
gewisse einfache Matrizen A zuriick zu fiihren.

Um in diese Richtung weitergehen zu konnen, brauchen wir zunéchst einige Rechenregeln

fiir die Matrixexponentialfunktion.

Satz 3.9 Fs seien A, B,C € K>,

1. Gilt AB = BA, so folgt eAeB = eA+B.

Insbesondere gilt damit e*t WA = e2Ae®A fir glle z,w € K und ee=4 = ¥ = Ey,
1 A

d. h. e ist stets invertierbar mit (e?)™! = e4.

2. Ist C invertierbar, und gilt A = CBC™1, so ist

-1
6A _ eC’BC’ — CeBcf—l )

3. Hat A Blockdiagonalform
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d.h. A= diag(Ay,..., Ap) mit Ay € K&Xd (k=1,....m), so gilt

et = diag(e?t, ..., em).

Beweis. 1. Aus AB = BA folgt die Giiltigkeit der binomischen Formel
" /n
A+ B)" = AYB"TY.
asnr=3(7)

Mit der absoluten Konvergenz ergibt sich durch Cauchy-Produktbildung (wie im skalaren
Fall)

< 1 < q < " 1 .
I

v=0 v=0 "

2. Es gilt
(CBC™YY =0BYC™!  (veNy)

(Beweis per Induktion). Also erhalten wir

cePct=C <Z 1'B”> c =3 Lopro = eone,
v v

v=0 v=0
3. Ist
A
A= IIl!I . X (V EIN0)7
0
so ist

A7

AY = _O (v € Np),
0

also ergibt sich 3. aus der Tatsache, dass fiir beliebige Matrizen A, = (a%)) in Falle der

o0
Konvergenz von Y A, gilt
v=0

> (),
v=0 v=0
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Bemerkung 3.10 Es sei A € K?*¢ diagonalisierbar, d.h. es existieren (nicht notwendig
paarweise verschiedene) Eigenwerte Aq,...,Aq von A und eine Basis M e aus zu-
gehorigen Eigenvektoren. Dann ist mit A := diag(\y, ..., \g) und C := (¢, ... (@)

A=CACT!
Also ist mit S. 3.9
eth = CethC™t = O - diag(eM?, ..., eMH O
Dann ist aber auch ([U])

(6)‘1tc(1), c, eAdtc(d)) = C - diag(eMt, ..., M) = et AC

eine Fundamentalmatrix.

Beispiel 3.11 1. Wir betrachten das lineare System

0 -1 1
y=| -1 01 |y=Ay.
1

Es gilt
det(A —AE) = - X*+3\—2=—-(A—1)})(\ +2),

also haben wir die Eigenwerte 1 und —2. Weiter rechnet man nach, dass

0
D=1 0 und =

1

(linear unabhéngige) Eigenvektoren zu A; = 1(= A2) sind, und dass

-1
B = -1
1
Eigenvektor zu A3 = —2 ist. Also ist
1 0 -1
el o |, el 1|, e
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nach B. 3.10 ein Fundamentalystem. Auflerdem ist

-1 et 0 0 1 -1
et = 1 -1 0 e 0 0 —1
1 1 1 0 0 e 1
2 —1 1
—é( -1 2 1 )
—1 —1 1
. 1 0 -1 2et —e! et
= 3 01 -1 —et 2¢et et
1 1 1 _e—2t _€—2t €—2t
2¢t 4 =2t gt 4 o2 ot _ =2t
_ el fe 2t et fe 2t ot _ g2
3 ot _ o2t el — =2t el 4 o2
2. Wir betrachten das lineare System
1 3 4
y=101 -1 |y=A4y
0 1 1

Es gilt
det(A — AE) = (1 = \)(\* =2\ +2),
also haben wir (in C) die Eigenwerte
M=1, X=1+4+i, A3=1-—1 (:)\72)

Zugehorige Eigenvektoren sind

3—4i 3+ 41
D=1 o |, @ = i B3 = — (= c@)
1 1
Damit bilden etwa
1 3—4i 3+ 41
ot 7 o140t ; , (1=t _
1 1

ein Fundamentalsystem von ¢’ = Ay (als Gleichung in C betrachtet).
Ein reelles Fundamentalsystem erhélt man, indem man

3F 4
+i
1

o(1E)

31
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durch
3—4 3— 41
Re | (9t 7 und Im | (191 7
1 1
ersetzt. ([U])
AuBlerdem gilt
1
1 3—41 3+4: et 0 0 1 3—4r 3+4:
etA=10 i —i 0 et 0 i —1
0 1 1 0 0 eIt 0 1 1
1 4 —3
0o —i/2  1/2
< 0o /2 1/2 )
et det — 4et cost + el sint —3et + 3et cost + 4elsint
= 0 et cost —elsint
0 etsint et cost

Schwieriger wird die Berechnung eines Fundamentalsystems natiirlich dann, wenn A nicht
diagonalisierbar ist. Aus der Linearen Algebra sollte bekannt sein, dass jede Matrix A €
C4*4 (die natiirlich auch rein reelle Eintriige haben kann) dhnlich zu einer Blockdiagonal-

matrix der Form
0
0

ist (d.h. A = CBC™! fiir eine Matrix C mit det(C) # 0), wobei der Jordan-Block J; die

Form
A 1 0

Ak

Jp = ' ‘ baw. Jp = (\&)

Ak

hat. Dabei ist die Darstellung eindeutig bis auf die Reihenfolge der Jordanblécke.

Nach S. 3.9 reduziert sich die Berechnung der Matrix e*4 auf die Berechnung der Matrizen
C,C~! sowie e/ (k = 1,...,m). Aus Sicht der Analysis stellt sich dabei insbesondere die
Frage nach der Berechnung von e*/, wobei .J eine Jordan-Matrix obiger Gestalt ist.
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Satz 3.12 Firr > 2 set

A1 0 0
J: 0 :)\ET—FNTGKTXT
0 1
A
eine Jordan-Matriz. Dann gilt et/ = e etNr mit
2 tr—l
Lt t?' (r—=1)!
1t -
1 1 (r—2)!
tN, __ T LUATV .
e = Z:O V!t N, =
(0] t
1
Beweis. Zunéchst ist
0o 1 0 0
Nr — 0 c K’r’XT ,
0]
0
also (beachte: AE, und N, vertauschen)
ot — oABr gtNy _ otA N,
Weiter rechnet man nach, dass
0 0 1 0O ... 0
0 0
N? = 0 NI =
1 (@)
(0]

33
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gilt (d.h. die ,1-Diagonale riickt jeweils um einen Schritt nach rechts*). Hieraus folgt

t2 tr—l
1 t 2! (r—1)!
r—1 1
etN = Z ;tVN: =
v=0
t
1

Beispiel 3.13 Es sei

mit
-1 1
Jy = L h=(2
! ( 0 1) 2=(2)
Dann gilt
et tet 0
ed=1 0 et 0
0 0 €%

Zusammenfassend erhalten wir mit S. 3.12 und den vorangegangenen Uberlegungen folgen-
des Ergebnis iiber die Struktur des Losungsraumes.

Satz 3.14 Es sei A € C*? und fir k = 1,...,m seien J, = ALy, + Ny, wie oben die
zugehorigen Jordanblicke. Dann existiert ein Fundamentalsystem der Form

tHeAktP(k’Z)(t) k=1,..m;£=0,...,ry — 1,

wobei die Komponenten Pl(k’e)7 e P(gk’e) von P%9 Polynome vom Grad < £ sind.

Beweis. Es sei C' € C?*? wie oben, d.h.

A0 = C - diag(ett, ..., etm) = C - diag(eMtetNm | . ermtetNrm)



3 ALLGEMEINE LINEARE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN

35

Da ef4 eine Fundamentalmatrix ist, ist auch e*4C eine Fundamentalmatrix. Es gilt mit

C = (¢n)
C . diag(e)\lteter . e)xmtetNTm) _

C11 e Clpg cee Clipi4ry ... C1d eAltetNﬁ

Cd1 -+ Cdry coe Cdori4ry c.o Cdd (0]

Die ersten r; Spalten haben die Form

r—1 "
eMleyy eMi(ept+ ) ... eMt (011 (:11_1), + 12 (7{11_2)1 +oee
1 ’I 2
eMlegr  eM(eqit +can) ... e)‘lt(cdl (711 7 + caz (711 i+
und entsprechend in den
Spaltenry +1,...,7r1 + 72 mit  e*2f(...)
m—1 m
Spalten Y 7j+1,.., > r;=d mit e ?(...)
Jj=1 Jj=1

Damit ergibt sich die Behauptung.

+ 617«1)

: + Cd?"1>

eAmttNey,

O

Wir kommen zum Abschluss des Abschnitts zuriick zum inhomogenen System (3.1). Es gilt

hierfiir

Satz 3.15 (Variation der Konstanten)

Es sei ®(-) eine Fundamentalmatriz von (3.2). Dann ist fir & € I die Funktion

t
ts Ot /@1
¢

ist eine spezielle Losung von (5.1), namlich py(t,€,0), und es gilt fir n € K9

%@&WZ@W@W%H%h&W):ﬂdﬁ”@m+/¢4®W@®~

3

(3.5)

t
Beweis. Auf I gilt fiir ¢(¢) := ®(t) [ @7 *(s)b(s)ds (HDI komponentenweise angewandt)
3

/ 1 B U] / 1
!@ (s)ds + d(0)d " (0)b(t) L At /cp

13

(s)ds +b(t)
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d.h. ¢ ist Losung von (3.1) (mit ¢(§) = 0), also ¥ = ¢p(+,£,0) Nach B./D. 3.6.2 ist weiter
@0('757”) = @()¢71(§)U Mit @b('af»ﬂ = 900('75777) + @b('agvo) fOlgt die Behauptung. O

Beispiel 3.16 Wir betrachten wieder A aus B. 3.7. Ferner sei

b(t) = (—10/152) (t>0).

Dann ist fiir £ = 1/7 mit ® aus B. 3.7 nach S. 3.15

Weiter gilt

also

1 ™

fortomone | (Satlaid)os (20

und damit ist

Fo [ cos(1/t) —sin(1/t) sin(1/t) \ ([ —sin(1/t)
2(t) // P ()bls)ds = ( sin(1/t)  cos(1/t) ) (COS(l/t) + 1) a (1 +COS(1/’5)>

1

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Insgesamt ist nach S. 3.15

a1 2on) = ot 2on) + (1 oitrn)

mit (-, 1/m,n) wie in B. 3.7.
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4 Lineare Differenzialgleichungen n-ter Ordnung

Wir wollen nun die Ergebnisse des letzten Abschnitts auf lineare Differenzialgleichungen
n-ter Ordnung anwenden: Sind ag, a1, ...,ap—1 : I — Kund b: I — K stetig, so heifit eine
Gleichung der Form

n—1

™ = an 1 (Y™ + L ao(t)y b)) = D au(t)y™) +b(t) (4.1)

v=0

eine (skalare) lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung. Die Gleichung

y" =" a, (ty™ (4.2)

heifit zugehorige homogene Gleichung. Entsprechende Anfangswertprobleme sind von der
Form

(”)—Za Dy b1, YO =n (=0..n-1) (4.3)

mit £ € I,n:= (Mo, .o, Mn—1) € K"
In B. 1.11 hatten wir gesehen, dass man solche Gleichungen bzw. Anfangswertprobleme in
Systeme 1. Ordnung umschreiben kann. Hier lautet das entsprechende System

vl 0 1 0 ... ... 0 m 0
Y2 0 0 Y2 :
= : + : , (4.4)
- 0 ... ... ...0 1 Yn_1 0
yh ap(t) ar(t) ... ... .. apn_1(%) Un b(t)

also ein lineares System. Nach B. 1.11 lassen sich sémliche Ergebnisse iiber Losungen dieses
Systems in Ergebnisse iiber die Losungen von (4.1) iibertragen.
Insbesondere erhalten wir aus S. 3.1

Satz 4.1 Ist I C R ein offenes Intervall und sind ag,...,an—1,b : I — K stetig, so hat
fiir jedes (&,m) € I x K™ das AWP (3.15) genau eine Lisung v =: up(-;&;10, .o, Mn—1) =:
up(+§5m) auf 1.

Um eine S. 3.2, B./D. 3.6 und S. 3.15 entsprechende Aussage iiber die Losungsgesamtheit

machen zu kénnen, unterscheiden wir auch wieder
My :={v:vlost (4.2) auf I} und M, :={v:v 16st (4.1) auf I}.

Die wesentlichen Ergebnisse sind im folgenden Satz zusammengefasst.



4 LINEARE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN N-TER ORDNUNG 38

Satz 4.2 1. My ist ein n-dimensionaler Unterraum (von C(I,K)) und fir & € I gilt
Mo = {uo(&;m) :n € K"}

2. Fiir jedes vy, € My ist My = vy, + M.

3. Sind vy, ...,v, Ldsungen der homogenen Gleichung (4.2), d.h. vi,...,v, € My, so
sind vy, ..., v, linear unabhingig (ein ,Fundamentalsystem*), genau dann, wenn die
,» Wronski-Determinante W (t) = det ®(t), wobei

vy (t) ce e vn(t)
B(t) = vl.(t) cee e vn'(t) e
05”*.” ) ... ... U;"*'”(t)

fiir ein tg € I nicht verschwindet. In diesem Fall ist schon W (t) # 0 fiir alle t € I.

4. (Variation der Konstanten) Ist vy, ..., v, ein Fundamentalsystem der homogenen Glei-
chung (4.2), so ist fir € € I

t— (v1(t), ..., vn (1)) ~/<I>*1(s) ds (tel

eine Lisung der inhomogenen Gleichung (4.1), ndimlich uy(t;&;0).

Beweis. Die Aussagen ergeben sich alle aus den entsprechenden Ergebnissen fiir das lineare
System (4.4) durch Anwendung der (bijektiven (!) und im Falle b = 0 linearen) Abbildung
j:ijLb%Mbmit

J(l/J) = ¢1 (w = (wh -~-7¢n)T € Lb)7

wobei L, die Losungsmenge von (4.4) ist, und deren Umkehrabbildung 5= : M, — Ly,
gegeben durch
i Hw) = (v, ..., 0" Y) (v e M).

Bemerkung 4.3 Will man S. 4.2.4 anwenden, so hat man insbesondere ®~1(s)
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zu bestimmen, d.h. man hat das lineare Gleichungssystem

c1(s)

zu losen. Auf Grund der speziellen Struktur der rechten Seite ist dies mit Hilfe der Cra-
merschen Regel relativ einfach durchzufithren. Man erhélt hier

(%1 ‘e Vj—1 0 Vjt1 [N Un
1 4 v} v;_l 0 ’U;_H vl
(s) = ———det
i(s) det d(s) ¢ : : : :
vyl_l) .. véi}l) b(s) v](»izl) ool
1 .
= —1)" T p(s)W;
W(S) ( ) (S) ](S) )
wobei
(%} cee Vj—1 Vj+1 [N Un
v} vl v vl
W;(s) = det ' i h
n—2 n—2 n—2 n—2
v§ ) Ug('71) ”j('+1) vEL )
ist. Also erhalten wir
d [ ()W (s)
o) — ) _ 1\n+j S)Wjils
i650) = 300" [t wen.
- 3

Diese Darstellung erkldrt den Namen , Variation der Konstanten“: Wihrend jede Losung
der homogenen Gleichung von der Form Y77 ; Ajv;(t) ist (also Linearkombination der
V1, ..., Up ), iSt hier

up(t;€;0) = Y Xj(8)v;(t)
j=1
also Linearkombination der vy (t), ..., v, (t) mit Koeffizienten A1 (t), ..., A, (t), die mit ¢ vari-
ieren.
Beispiel 4.4 Wir betrachten die lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung
y// — y + et .
Man rechnet sofort nach, dass

v (t) = e, vo(t) = e ! (t € R)
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ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung y” = y ist. Also erhalten wir nach B.
4.3 mit

die spezielle Losung

Ub(t;O;0,0) = —Ul(t)/ %ds + Ug(t)/ b(VV(S)ds = iet _ iet + Ze*t .
0

Wieder zeigen die obigen Ergebnisse, dass es von zentraler Bedeutung ist, Fundamentalsy-
steme zu finden. Wie bei linearen Systemen st68t man hier sehr schnell an Grenzen.

Kennt man (woher auch immer) bereits eine nichtverschwindende Losung einer linearen
Differenzialgleichung der Ordnung n, so ldsst sich dies nutzen, um weitere Losungen aus
einer linearen Differenzialgleichung (n — 1)-ter Ordnung zu bestimmen (,Reduktion der
Ordnung®). Wir beschrianken uns bei der Darstellung dieses Verfahrens auf den Fall n = 2.

Satz 4.5 Es sei I C R ein offenes Intervall, und es seien ag,a1 : I — K stetig. Ist (u,I)
eine Losung der Differenzialgleichung

Y =a1(t)y +ao(t)y

mit u(t) # 0 fir allet € J, wobei J C I ein offenes Intervall ist, so erhdlt man eine zweite,
von u linear unabhdngige Lisung v : J — K durch den Ansatz

o(t) = 2(Dult)  (teJ),

wobei w = z' £ 0 eine Lésung der linearen Differenzialgleichung 1. Ordnung

w' = (al(t) - 21;/((;))10

15t.

Beweis. Aus v = zu folgt
v =2u+ 2, v =2"u+22u +u 2,
und mit v” = ayu’ + agu erhalten wir, falls 2" = (a3 — 2u’/u)2’ gilt,
v —av —agv = 2"u+22u +u’z — a12'u — a1z’ — agzu =0,

d.h. v ist ebenfalls Lésung (auf J).
Ist 2 #£ 0, so ist 2z nicht konstant auf J, und damit sind % und v linear unabhingig. O
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Beispiel 4.6 Wir betrachten die lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung

2t 2
"_ ’
1Y Tie

Y )

auf I = (—1,1). Man sieht sofort, dass
u(t) =t

eine Losung auf (—1,1) ist. Also erhalten wir nach S. 4.5 eine zweite, linear unabhéngige
Losung v, etwa auf (0,1) durch

wobei w = 2’ Losung von

ist. Nach S. 1.3 ist mit

Alt) = /%—/%ﬁ:ln(l%ﬁ)—ﬂn(ﬂ

die Funktion

Losung, also

dt 1 1/ 1 1 1 1. /14t
= —_— —_— —_ — —_— = —— 71 —_—
) /(1—t2)t2 /t2+2<1—t+1+t)dt t+2n<1—t>

und damit ’ 14t
t)y=tz(t) = =1 (*) —1.
o(t) = ta(t) = SIn (1
Folglich bilden (u,v) ein Fundamentalsystem der Ausgangsgleichung (zunichst auf (0,1),

aber tatséichlich auch auf (—1,1)).

Im manchen Féllen ist es moglich, Losungen einer Differenzialgleichung durch einen so-
genannten Potenzreihenansatz zu gewinnen. Wir erldutern die zu Grunde liegende Idee
wieder nur fiir den Fall linearer Differenzialgleichungen 2. Ordnung.

Satz 4.7 Es seir > 0, und es seien

o0 o0
p2) =) _pz",  qlz) =) a2
v=0 v=0

Potenzreihen mit Konvergenzradius > r. Ist (a,)yen, eine Folge mit

v

(V + 1)(V _po)al/+1 = Z(prrlfﬂ + ql’*ﬂ)a# (V S No)
pn=0
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o0
und hat die Potenzreihe u(z) = Y a,z¥ Konvergenzradius > r, so ist
v=0

2u(z) = p(2)u'(2) + q(z)ulz) (2] <7)
und damit ist insbesondere u eine Losung der Differenzialgleichung

y" p(t) @

T v
auf (0,7) und auf (—r,0).
Beweis. Es gilt (siche Analysis)
uw'(z) = Z(u + Day412”
v (lz] < 7).
u'(z) = Z(l/ + 1) (v 4+ 2)a, 422"
v=0

Also erhalten wir mit Hilfe des Cauchy-Produktes
) = p(2)u'(2) — q(2)u(z) =
(v+Dvay412” — (Zl’uzy> (Z(V + 1)au+1zu> <Z QW= ) (Z aVZV>
v=0 v=0

zu’(z
=2
V—O J
ZV+1VU,V+1Z —ZZ Z M+1au+1pu m Z qu nam
v=0 =0(-1)
=2

1%
(v+Dvayir — (v +1)poas+1 — Z(Npu+17u + QVu)au]
p=0

=:b,

Nach Voraussetzung gilt b, =0 (v € Np). |

Bemerkung 4.8 Gilt py ¢ Ny, so ergibt sich (mit beliebigem ay € K) die Rekursionsformel

v

Z(Upu—i-l—u + qy—u)au (V € NO)
pn=0

1

ST WD - po)

fiir die Koeffizienten der Potenzreihe. Man kann beweisen, dass die Potenzreihe u dann
stets einen Konvergenzradius > r hat (falls dies fiir p und ¢ gilt). Wir verzichten auf den
(mit den uns derzeit zur Verfiigung stehenden Mitteln etwas aufwiindigen) Beweis. In den
Beispielen ist die Konvergenz typischerweise direkt zu sehen.
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Beispiel 4.9 Wir betrachten fiir feste a,b € C die Gleichung

t—0 a
"o__ ro Y
Tt y+ty

(Kummersche Differenzialgleichung). Hier ist

p(t):t*b, Q(t):aa

d.h.
Po = —b, p1=1, p, =0  sonst
qo = a, g, =0 sonst.
Fiir —b ¢ Ny ergibt die Rekursionsformel aus B. 4.8
v+a
Ayl = 77—~ Qv v eNp).
i v+1)(v+0d) ( 0)

Wahlen wir ag = 1, so ergibt sich

B a (1+a)a 2> (2+a)(l+a)a 23
u(Z)—l-I—EZ-‘rm?“rmg-l-...,

d.h.
() :=clc+1)...(c+v—-1)
(C)O =1

Die Potenzreihe konvergiert auf C (warum?). Die Funktion M heifit Kummer-Funktion

mit

M(a,b,z) == u(z) =

(e
—
S
NS
Nk
I
<

v=0
oder auch konfluente hypergeometrische Funktion.

Wie im Abschnitt vorher wollen wir uns auch hier gesondert mit (skalaren) linearen Diffe-
renzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten beschéftigen: Es seien ag, a1, ...,a,_1 € K.
Dann heif}t eine Gleichung der Form

n—1
y" — Z a,y™) =0 (4.5)

v=0
eine (homogene) lineare Differenzialgleichung n—ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Natiirlich kann man zur Berechnung eines Fundamentalsystems, also n linear unabhéngiger

Losungen von (4.5) auf R, so vorgehen, dass man die Matrix ‘4 fiir das entsprechende
lineare System (4.4) mit

A= i : eKan

ag al cee . Ap—2 Qp-—1
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bestimmt. Dann ist die erste Zeile von e/ ein Fundamentalsystem (vgl. S. 4.2). Wir wollen
hier jedoch eine direkte Methode herleiten.

Wir verwenden dazu im Weiteren folgende Schreibweise: Es sei P(z) = Y p,z” ein Poly-

v=0
nom vom Grad n. Ist I ein Intervall, so ist P(D) : C™(I) — C(I) definiert durch

P(D)p:=Y p.D"p,
v=0

n—1
wobei DV = o™ fiir v € N und D% = ¢. Fiir P(2) = 2" — 3. a,2", also p, = —a,
v=0

fir v=0,...,n—1 und p, = 1 (das sogenannte charakteristisches j’olynom von (4.5)) gilt
damit: ¢ ist Losung von (4.5) auf I genau dann, wenn P(D)¢ = 0 auf I ist.

Bemerkung 4.10
1. Es seien P(z) = Xn: ppz¥ und Q(z) = i quz" Polynome vom Grad n bzw. m. Dann
gilt e hee
P(D)oQ(D) = (P-Q)(D)
bzw. genauer eingentlich P(D) o (Q(D)|cn+m (1)) = (PQ)(D).
(Denn: Fiir ¢ € C"T™(I) gilt

(P(D)oQ(D))p=> p,D" (Q(D)y)
v=0

n m

=33 nau Do = (P-Q)(D)g)

v=0 pu=0

2. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gilt: Ist P : C — C ein Polynom vom Grad n
mit fithrendem Koeffizienten 1, so ist

P(z) = H (z =A™ (z€C) mit Z a(d)=n,

\eZ(P) \eZ(P)

wobei Z(P) die Menge der Nullstellen von P und «()) die Ordnung der Nullstelle A be-
zeichnet. Es gilt damit nach 1. (mit Id identische Abbildung auf C(I))

PD)p= [] (D= )Wy  (peC™())
\eZ(P)

(man beachte: Aus 1. folgt auch, dass die Reihenfolge der Hintereinanderausfiihrungen
beliebig ist!).

n—1
Satz 4.11 Es seien ag,...,an—1 € C und P(z) = 2" — > a,z”. Dann ist durch
v=0

ttle  (0=0,...,a0) = 1,A € Z(P))

ein Fundamentalsystem von (4.5) auf R gegeben.
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Beweis. 1. Wir setzen ey (t) := e fiir t € R. Damit gilt: Sind g € C™(I) und « € N, so ist
(D — Ald)%(gex) = exD%g,

wie man sofort per Induktion nachweist. Ist also A\ € Z(P) und go(t) = t* mit £ € Ly :=
{0,...,a(X) — 1}, so folgt

(D — A1d)*M(ggey) = exD*Vg, = 0.

Damit ist auch P(D)(geey) = 0. Also sind die Funktionen ¢ + t‘e* fiir £ € Ly, \ € Z(P)
Loésungen von (4.5) auf R.

2. Da der Losungsraum My von (4.5) n-dimensional ist und da >  a(\) = n gilt, reicht
AeZ(P)
es, zu zeigen: Das Tupel (g¢ ex)ser, aez(p) ist linear unabhéngig (in C(R,C)). Dazu seien

0= Z Z C),t e EX auf R.

AEZ(P) LeLy
Wir haben zu zeigen: ¢y = 0 fiir A € Z(P),¢ € Ly. Es gilt mit Qx = Y, cxrg¢ fir

LELy
A€ Z(P)

cx,e € C mit

o
Il

> eaQx  aufR.

AeZ(P)

Es reicht also (lineare Unabhingigkeit der g;) zu zeigen: @, = 0 fiir A € Z(P).
Es sei A € Z(P) fest. Ist

Py(2) = P(2)/(z= AV = T[] (z=n",
Z(P)3pu#X

so folgt aus 1.

0=P\(D)0=P\(D)( Y e.Qu) =Pr(exQn).
HEZ(P)

Weiter ist fiir 4 # A und fiir jedes Polynom @ mit Grad d

(D — pId)(exQ) = ex((A — 1)Q + DQ)

wobei (A — 1)@ + DQ wieder ein Polynom vom Grad d ist (beachte: DQ hat Grad < d falls
Q@ # 0). Damit ist
0=Pi(D)(ex@x) = exR

mit einem Polynom R mit gleichem Grad wie Q). Aus R = 0 folgt also Q@ = 0. o

Bemerkung 4.12 Ist P reell, d. h. sind ag, . . ., a,_1 reell und ist A = p+io eine nichtreelle
a-fache Nullstelle von P, so ist auch A = p — io eine a-fache Nullstelle von P. In diesem
Fall haben wir also die 2a: Losungen

e)\tte — e,uteiattﬁ

e)\ttf — elu.te—icrttf
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Ein reelles Fundamentalsystem erhélt man dann, indem man fiir alle solchen Eigenwerte

diese Losungen ersetzt durch ([U])
Re(eMt?) = et cos(at)t!
Im(eMt’) = et sin(ot)t’
Beispiel 4.13 Wir betrachten noch einmal das B. 1.8 mit £k = m = 1. Dort hatten wir fiir
Y die (inhomogene) lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Y'(t)+ (1 —c)Y'(t) +alY (t) = aM
hergeleitet. Fiir das charakteristische Polynom gilt hier mit s :=1 — ¢

P(z) =22+ sz +al,

also
5 82 ] 82
P(A):(){:)’AIQZ —i:l: Z_a’ea fallbi_aezo
| _%ii\/@, sonst

Offensichtlich ist

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Nach S. 4.2 und B. 4.12 sind alle Lésun-
gen von der Form

M/l + creMt 4 cpeet falls s%/4 —al > 0
Y(t)=< M/l+ cre 52 4 cotest/2 , falls 82/4 —al =0 ,
M/l + cre™t? cos(at) + coe ™2 sin(ot), falls 02 := al — s2/4 > 0

wobei c1, ca € R beliebig sind.

Da in allen Féllen Re(A1,2) < 0 gilt, konvergieren sdmtliche auftretenden Exponentialfunk-
tionen gegen 0 fiir ¢ — co. Daher wiirde nach diesem Modell das Einkommen Y (¢) sich fiir
t — oo der Konstante M /¢ annihern, d.h. ist M (Geldangebot) ,gro8“ und ¢ (Verhiltnis
von Geldnachfrage zu Einkommen) , klein“, so wird das Einkommen im Zeitverlauf ,, grof§“
werden. [,It’s money, that matters*]
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5 Abhingigkeit von Anfangswerten und Stabilitéit

Wir werden uns nun mit der Frage beschiftigen, wie sich die Losungen von Differen-
zialgleichungen in Abh#ngigkeit der Anfangswerte verhalten. Um im Weiteren das We-
sentliche nicht hinter zu viel technischen Details verschwinden zu lassen, beschrinken wir
uns ab nun auf sog. autonome Systeme, also Differenzialgleichungen der Form

wobei G C K? offen und g € C(G,K?) ist (d. h. hier ist f(t,y) = g(y) auf D = R x G). Im

Prinzip kann man den allgemeinen Fall auf diesen Spezialfall zuriickfithren ([U]).
Ist g lokal Lipschitz-stetig auf G, d. h. existieren fiir alle y° € G eine Umgebung U von y°
in G und ein L = L(U) > 0 mit

lg) —9@)| < Lly—yl  (y,5€U),

so existiert nach S. 2.10 genau eine maximale Losung ¢(-,0,4°) =: o(-,4°) des Anfangs-
wertproblems

v =g(y), y0)=y"€q

auf I(g 0y =: I(y") (bei autonomen Gleichungen kann man sich ohne Einschriinkung auf
den Fall tg = 0 beschrinken, da sich die Losung fiir allgemeines ty durch eine Verschiebung
im Argument aus dem Spezialfall ergibt, d. h. (¢, to, y°) = @(t—t0,0,y°) fiir t—to € 1(yo)).
Auflerdem erhilt man aus B. 2.11, dass die Menge

Q= J 16" x {s*}

e

offen in R x K% und ¢ stetig auf € ist. Wir zeigen, dass die Abhingigkeit vom Anfangswert
y" bei glattem g auch glatt ist. Dazu setzen wir da(t,y°) = (0¢/0y)(t,y°).

Satz 5.1 Es seien G C RY offen und g € CY(G,RY). Dann existiert Oyp(t,n) fiir alle
(t,n) € Q und d20(-,n) ist Lisung des (Matriz-)Anfangswertproblems

7' =Jg(e(t,n) -2, Z(0) = Eq
mit Parameter 7.

Beweis. Es sei 77 € G fest. Ist I ein offenes Intervall mit 0 € I und I C I(n), so existiert
ein 6 > 0 so, dass I C I(n+ h) fiir alle h € Us(0) und dass fiir

A(t’ h) = Sp(ta 1+ h) - cp(t, 77)

gilt: p(t,n) + sA(t,h) € G fiir alle t € I, h € Us(0) und s € [0,1] (Beweis [U]; vgl. G7 und
Beweis zu Satz 7.2.2. in Aulbach).
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Wir betrachten fiir ¢ € I, h € Us(0)

1

B(t,h) := /Jg(go(t, n) + sA(t, h)) ds.
0

Dann ist B stetig auf I x Us(0) (Stetigkeit von Parameterintegralen; siche Analysis). Mit
dem HDI (angewandt auf f(s) := g(w(t,n) + sA(t, h))) und der Kettenregel ergibt sich

08 [ D%, O

=g(e(t,n+h)) —g(e(t,n) = f(1) = f(0) = /f’(S)ds

Jg(e(t,n) + sA(t,h)) ds - A(t, h)

Il
o _

B(t,h) - A(t, h).

Aus A(0,h) = (0, + h) —¢(0,n) = h folgt, dass A(+, h) Losung des linearen parameter-
abhéngigen Problems
2= B(t,h) -z, z2(0)=nh

auf I ist. Bezeichnen wir mit ®(-, h) die Fundamentalmatrix zur (Matrix-)Gleichung
Z'=B(t,h) - Z

mit ®(0,h) = E4 auf I, so ist ® stetig auf I x Us(0) (siehe Aulbach, Satz 7.2.2, angewandt
auf die Spalten von ®). Aus Eindeutigkeitsgriinden (beachte E4 - h = h) ist

e(,n+h)—e(,n) =A( k) =2(,h)-h,
also folgt fiir t € 1

|o(t,n+h) = (t,n) = D(t,0) - b < || @(t,h) — @(t,0)[| | Al.

— 0 (h—00)

Dies bedeutet, dass d2¢(t,n) existiert und dass da2p(t,n) = ®(¢t,0) gilt, was mit

1

B(t,0) = /Jg(w(tm))ds = Jg(e(t,n))

0

die Behauptung fiir alle t € I ergibt. Dan € G und I C I(n) (mit 0 € I C I C I(n))
beliebig waren, ist der Satz bewiesen. O
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Beispiel 5.2 Wir betrachten nochmal das Anfangswertproblem
vy =9 =y, y0)=neR

aus B. 2.12.2. Hier ist

ot = 1=
auf
Q= J ((—o0,1/m) x {n}) u |J ((1/n,00) x {n}) U (R x {0})
n>0 n<0
und es gilt . 5 )
dap(t,m) = A2 §32<P(t777) = ﬁ :

Man sieht also, dass da¢(+,n) das lineare parameterabhéingige Problem

2n
= -z
1—nt

2 =g'(p(t,n)) - 2

mit z(0) = 1 16st.

Ein wesentlicher Untersuchungsgegenstand bei Differenzialgleichungen ist die Frage nach
dem Verhalten von Lésungen wenn ¢ sich einem der Randpunkte des maximalen Lésungs-
intervalls I(n) néhert.

Wir betrachten zun#chst lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten. Hier interessiert
also das Verhalten fiir ¢ — oo oder t — —oo. Wir beschréinken uns auf den Fall ¢ — oco.
Als Anwendung von S. 3.14 erhalten wir

Satz 5.3 Essei A € C¥*? g(A) := {\: \ Eigenwert von A} und j*(A) := maxRe(c(4)).
1. Ist i > p*(A), so existiert ein M > 0 mit ||etd|| < Mer* fiir t > 0.
2. (Stabilititskriterium) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
a) Es existieren M,a > 0 mit |[et?|| < Me™ fiirt > 0.
b) fiir alle Losungen i von (3.4) gilt ¥(t) — 0 (t — o0).
¢) p*(A) <0.

Beweis. 1. Fiir jedes k € {1, ...,d} ist e!4e(F) Linearkombination von Funktionen der Form

Mty
wobei £ € Ng, A € 0(A) und y € CY. Fiir jedes solche Tripel (¢, \, y) existiert ein My, > 0
mit

|e)\ttéy| S etReAti|y| S M&/\)ye“t (t Z 0) .
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Also existieren M), > 0 mit |e!4e®)| < Myet fiir t > 0. Da

d d
let4]] < Y le e < ety My,
k=1 k=1

gilt, folgt die Behauptung (man beachte: fiir beliebge Matrizen B € K9*? ergibt sich

d d )
IIB]| < 3 |Be®| aus z = 3 :cje(ﬂ) und der Definition der Operatornorm).
k=1 j=1

2. a) = b): Ist ¥(0) =0, so ist Y(t) = ey, also |¢(t)| < [|e*]| |n] = 0 (t — o0).

b) = c¢): Angenommen, es existiert ein Eigenwert A von A mit Re(A) > 0. Ist ¢ # 0 ein
zugehoriger Eigenvektor, so ist ¥(t) = e*c eine Losung von (3.4) mit [¢(¢)] = etBeX|c| > |¢|
fiir alle ¢ > 0. Widerspruch zu ¥ (t) — 0 fiir ¢ — oo !

c¢) = a): Folgt sofort aus 1. O

Bemerkung 5.4 Hat man ein (inhomogenes) lineares System mit konstanter Koeffizien-
tenmatrix A, also
y = Ay +b(t)

mit A € K¢ und b: I — K% stetig, so erhilt man (im Falle 0 € I) eine spezielle Losung
der inhomogenen Gleichung nach S. 3.15 und S. 3.9.1 durch

t

wp(t,0) = etA/efsAb(s)ds .
0

AufBerdem ist dann fiir n € K¢

t

ault.) = eoltn) + o) = 4 [+ [ e A(5)ds]
0

die Losung mit Anfangswert y(0) = 7. Ist auch die rechte Seite b unabhéngig von ¢ (also
b(t) = b auf R), so erhilt man dabei, falls A invertierbar ist,

ept,n) = edn—e AT+ A7)
= e+ A7) - A1

Beispiel 5.5 Wir betrachten das lineare System aus B. 1.8 mit k = m = 1 (vgl. auch B.

B WIS

(mit Konstanten s := 1 — ¢, a,ao, ¢, M > 0). Es gilt

P(\) =det(A—AE) = (—s — A)(=A) +al = X2 + s\ + al
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wie in B. 4.13. Daher gilt auch hier in allen Féllen
Re(/\lg) <0.

Folglich konvergieren nach S. 5.3 alle Losungen der homogenen Gleichung gegen O fiir ¢ — oo
(mit exponentieller Geschwindigkeit). AuBerdem gilt ||e!4|| — 0 fiir t — co. Also erhalten
wir mit B. 5.4 fiir alle Losungen (Y,r) der inhomogenen Gleichung

Y () I 0 —1/¢ ap \ M)¢ o
<r<t>)% . b(l/a s/wa))(—M)((aof—stW)(H :

Wir betrachten jetzt wieder nichtlineare Gleichungen und schreiben I(n) =: (¢t~ (n),t*(n)),
d. h. t=(n) und t*(n) sind rechter und linker Randpunkt von 1(n) (ggfs. +00).

Bemerkung und Definition 5.6 Ist g € C(G,K%) und g(7) = 0, so ist ¢(t,7) = 7 auf
I(y) = R. Nullstellen von g nennen wir auch stationdre (oder kritische) Punkte von y' = g(y)
Entsprechend heiflen die konstanten Losungen stationdr oder trivial. Weiter heifit

e attraktiv, falls ein 6 > 0 so existiert, dass t*(n) = oo und ¢(t,n) — ¥ fiir ¢ — oo und
n € Us(y) gilt,

e stabil, falls fiir alle € > 0 ein § > 0 so existiert, dass t7(n) = oo und @(t,n) € U.(y)
fir alle n € Us(y),t > 0,

e asymptotisch stabil, falls y attraktiv und stabil ist.

Damit gilt folgendes zentrale Ergebnis.

Satz 5.7 (linearisierte asymptotische Stabilitit)
Es sei G C R offen, g € C1(G,RY). Ferner sei y ein stationdrer Punkt von y' = g(y) mit

w*(Jg(g)) < 0.

Ist 0 < a < —p*(Jg(y)), so existieren eine Umgebung U von § und ein M > 0 so, dass fiir
alle n € U gilt: t*(n) = oo und

lp(t,n) — 7| < M|n—7gle=* (> 0).

Insbesondere ist y asymptotisch stabil.

Beweis. 1. Ohne Einschriankung sei ¥ = 0. Dann gilt, da g differenzierbar an 3 = 0 ist,

g(y) = Jg(0) -y +r(y) = Ay +r(y)
=:A
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mit r(y)/|y| = 0 (y = 0)). Es sei d > 0 so, dass a+ 6 < —p*(A) gilt. Nach S. 5.3 existiert
ein M > 0 mit
HetA” < Mef(a+5)t (t > 0) )

Wir setzen C' = §/M. Dann existiert ein p > 0 mit U,(0) C G und
Ir@)l < Clyl (yl <p).
Fir n € U,(0) sei schliefllich
7(n) :=sup {t € [0,t"(n)) : ’gp(s,n)| < p fiir alle s € (0,1)}.
2. Wir zeigen: Fiir alle n € U,(0) gilt
(+) ot )| < Mnle= @+t (t € [0,7(n))).
Denn: Da (-, 1) Losung von y' = g(y) = Ay + r(y) ist, gilt
¢'(t.n) = Ap(t,n) +r(e(t,m)  (t€In).

Also ist ¢(-,n) Losung des linearen Systems y' = Ay + b(t) mit b(t) := r(p(t,n)) fiir
t € I(n). Damit ergibt sich nach B. 5.4 (also Variation der Konstanten)

o(t,n) = ety + /e(t_s)Ar(ap(s,n))ds (t c I(n)).
0

Aus 1. folgt fiir t € [0,7(n)) :

t
fett] < e llal+ [ 1 |r(ol(s.n)| ds
0

¢
< Me @H | 4+ MC’e_(O‘H)t/e((”"s)s‘go(s,nﬂ ds,
0
d. h. mit ¢(t) := @) |o(t,n)| und MC = §

$(t) < Mn| + 6 / Bls)yds  (te [0,7(n)).
0

Mit dem Gronwall-Lemma erhilt man

TN o (t,m)| = (1) < Mlle™ (¢ € [0,7(n)))

und damit auch (x).

3. Aus (x) folgt insbesondere |p(t,n)| < M|n| fiir alle t € [0,7(n)). Ist also n € U :=
U,/2m+1)(0) C Uy(0), so st |o(t,m)| < p/2 (¢t € [0,7(n))). Hieraus folgt 7(n) = t*(n)
(denn sonst wiire |o(7(n),n)| > p und |p(s,n)| < p/2 fiir 0 < 5 < 7(n), was der Stetigkeit
von ¢(-,n) widerspricht). Aus S. 2.10 ergibt sich damit dann auch 7(n) = t7(n) =

(beachte U, /5(0) C G kompakt). Also gilt () fiir alle n € U und ¢ € [0, 00). O
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Beispiel 5.8 1. (logistische Gleichung; vgl. B 1.6.1) Es sei G = R und ¢(y) = y(1 — y).
Hier sind 0 und 1 die stationdren Punkte. Dabei gilt

Also ist ¥ = 1 nach S. 5.7 asymptotisch stabil. Genauer gilt: Die maximale Losung des
Anfangswertproblems
y=y(l-y), y0)=neR

ist gegeben durch

_ n
<p(t777) - n+e,t(1 _ 77) (t € 1(77))’

wobei
(log(1 = 1/m)),00), 0 >1
Itn) = (t"(n),t" () ={R, ne0,1]
(— 00, log(1 — 1/77)), n<0.
Man sieht also: Hier gilt ¢(t,17) — 1 (t — oo) fiir alle n > 0.
2. (geddmpfte Schwingung) Wir betrachten die Gleichung
y" 4 2ay’ + w?siny =0

mit w,a > 0 (a: Dampfungsparameter). Nach B. 1.11 kann man alternativ das System

hn ' _ Y2
Yo —w?siny; — 2ays )

betrachten. Hier sind 7 = y(™) = (mn,0) (m € Z) die stationien Punkte. Weiter ist

0 1
J == ’
9(v) ( —w?cosyr —2a )

. 0 1
J9(y) = ( ) —2a )

und damit P(\) = det(Jg(y) — AE) = A% + 2aX + (—1)"w?. Also gilt fiir die Eigenwerte
im Falle m gerade

also

—a*t+Va?—-w? |, fallsa>w,
A2 =
—ativw?—a?2 | fallsw>a

und im Falle m ungerade
M2 =—a£Va®+w

Fiir m gerade ist Re A1 2 < 0, also y(™) asymptotisch stabil nach S. 5.7.
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6 Mannigfaltigkeiten

Wir betrachten jetzt gewisse glatte Teilmengen von RY.

Definition 6.1 Es sei M C R Dann heit M C RY eine k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit (von RY), wenn zu jedem z° € M eine offene Umgebung U C R von 2° und eine
Funktion f € C1(U,R4~*) gibt mit

1. MNU ={ze€U: f(z) =0},
2. Rang Jf(2°) = d — k (also voller Rang).

Ist speziell k = d — 1, also f € C*(U,R), so heifit M Hyperfliche in R%.

Beispiel 6.2 1. Essei f: R? = R, f(z) = |z|> — 1. Dann ist
Stti={z eR?: x| =1} = {x € R : f(z) = 0},

die (d—1)-dimensionale Einheitssphére, eine Hyperfliche in R? (beachte: .J f (z) = grad” f(z) =
22T # 0 fiir € S471).
2. (Torus) Fiir 0 < 7 < R sei f : R® — R definiert durch

f(x1,20,23) := (23 + 22 + 22 + R? —r?)? — 4R? (23 + 23)
Dann heif3t
M=Mpg:={zecR: f(z) =0} ={x € R®: (1/2? + 23 — R)? + 23 = r?}

ein (2-dimensionaler) Torus. M ist eine Hyperfliche in R? ([U]).
3. Ist g € C1(S,R%*), wobei S C R¥ offen, so ist

graph(g) = {(s,g(s)) : s €V}

eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R¢.
(Denn: Man betrachte f : U := S x R¥™F — RYF mit f(z) = f(s,y) = y — g(s), wobei
x = (s,9) mit s € S, y € R4*. Dann ist

graph(g) = {z € U : f(z) = 0}

und Jf(x) = (=Jg(s), Eq—r) hat vollen Rang d — k fur alle z € U.)

Bemerkung 6.3 Nicht jede Untermannigfaltigkeit der Dimension & ist Graph einer Funk-
tion von k reellen Variablen (etwa S! = {z € R? : 23 + 2% = 0}), aber es gilt trotzdem
folgende lokale Aussage:

Es sei M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Ist z° € M, so gibt es nach
eventueller ,,Umnummerierung der Koordinaten” offene Umgebungen V von s und W
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von 4°, wobei s = (To(1)s > To(k)), ¥ = (Zo(kt1)s - - > To(ay) fiir eine Permutation o von
{1,...,d}, und eine Funktion g € C*(V,R4~*) mit

MOV xW)={(s,g(s) :s€V}.

Der Beweis ergibt sich leicht aus dem HS implizite Funktionen; man wéhle o so, dass
det(9f /9y)(s°,y°) # 0.

Definition 6.4 1. Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Réume. Eine Abbildung ¢ :
X — Y heiit homdomorph (oder auch topologisch) falls ¢ bijektiv ist und ¢ sowie p~!
stetig sind.

2. Es sei S C R offen. Eine Abbildung ¢ € C1(S,R%), d > k, heifit Immersion, falls Jp(s)
fiir alle s € S vollen Rang (= k) hat.

3. Sind Q, Q C R¥ offen, so heiBt ® : Q — Q diffeomorph, falls ® bijektiv ist und ® sowie
&~ stetig differenzierbar sind.

In diesem Falle sind nach der Kettenregel J® und J(®~') auf Q bzw. Q invertierbar ([U]).

Beispiel 6.5 Es sei g wie in B. 6.3. Dann ist ¢ : V — R% mit ¢(s) := (s,9(s))(s € V) eine
Immersion, die V' bijektiv auf M N(V x W) abbildet. Dabei ist auch ¢! als Einschrinkung
der Projektion (s,y) — s stetig. Also ist ¢ : V. — M N (V x W) hom6omorph.

Satz 6.6 Es sei Q C R* offen und es sei ¢ : Q — R? eine Immersion. Dann existiert zu
jedem s° € Q eine offene Umgebung V wvon s° so, dass M = ¢(V) eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R? ist und dass o : V — M (genauer @y ) homdéomorph ist.

Beweis. Nach geeigneter Umnummerierung der Koordinaten (falls nétig) kénnen wir wie-
der davon ausgehen, dass ¢ von der Form ¢ = (h, g)” mit

det Jh(s") #0

ist, wobei h 1= (¢y(1)s -+ Po(k)) UNd § = (Do (k41 - - - Po(a)) fiir eine Permutation o.

Nach dem HS iiber Umkehrfunktionen existiert eine offene Umgebung V von s so, dass

h:V — V' := h(V) diffeomorph ist. Definiert man ® : V. x R¥* — V/ x R4~ durch

sow=(,0)7,)

so ist ® diffeomorph, denn zum einen sieht man leicht, dass ® bijektiv ist, und zum anderen
gilt

Jh(s) 0
Jg(s)  Eq—r

Weiter folgt aus ®(s,0) = (h(s),g(s))T = ¢(s), dass ¢ injektiv ist mit

detJ®(s,u) = = detJh(s) #0.

OV x{0}) = (V) (= M).
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Damit ist auch ¢! = (®|y yf0y) " stetig. Weiter gilt fiir F =&~ und U := V/ x R**
M=FYVx{0})={z€U: F(z) =... = Fy(z) =0}

Da JF(x) fir alle € U invertierbar ist, hat die Jakobi-Matrix

grad” Fj,1(z)
Jf(x) = :
grad” Fy(z)
von f := (Fy41,...,Fy) vollen Rang (= d — k) fiir alle x € U. o

Beispiel 6.7 1. Es sei § = R. Dann ist durch
©(t) := (cost,sint)

eine Immersion ¢ : R — R? definiert mit ¢(R) = S'. Man beachte, dass ¢ nicht injektiv
ist, dass aber fiir jedes tg € R eine offene Umgebung V von % so existiert, dass ¢ : V —
©(V) =: M homdomorph ist, ndmlich etwa V' = (tg—m,tg+7). In diesem Fall unterscheiden
sich M und S* durch einen Punkt.

2. Essei p: S =R x (0,7) = R3 definiert durch

cos s -sint
o(s,t) =] sins-sint ((s,t) €9)).

cost
Hier ist

—sinssint cosscost

Jo(s,t) = | cosssint sinscost
0 —sint

Da sint # 0 fiir t € (0,7) ist, hat Jp(s,t) vollen Rang (=2), d. h. ¢ ist eine Immersion.
Es gilt dabei ¢(S) = S?. Wieder ist ¢ nicht injektiv. Ist jedoch (sg, %) € S und betrachtet
man etwa V = (sg —m, 50 +m) X (0,7), soist ¢ : V — (V) =: M homdomorph. Dabei
unterscheiden sich M und S? durch einen Meridian.

Satz 6.8 FEsseiend,k € Nmitd > k und M C Re. Genau dann ist M eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R, wenn zu jedem x € M eine homdéomorphe Immersion o =
Yz : Vo = M, existiert mit V, offen in RE, M, offen in M und x € M,.

Beweis. < folgt aus S. 6.6 (man beachte, dass jede Vereinigung von k-dimensionalen
Untermannigfaltigkeiten wieder eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist).
=: Ergibt sich aus B. 6.5. Man beachte dabei, dass M N (V' x W) offen in M ist. a
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Bemerkung und Definition 6.9 Ist M eine Untermannigfaltigkeit von R?, so heifit jede
Abbildung ¢ wie in S. 6.8 eine Karte (oder auch lokale Parameterdarstellung) von M. Es
gilt dafiir: Sind

o:Vy,— M, CM, Y:Vy =My CM

Karten mit N := M, N My # 0, so sind V := ¢~ *(N) C V,, und W := ¢~} (N) C V,, offen
und ¢yt o : V — W ist diffeomorph.

(Denn: N ist offen in M, da M, und M, offen sind. Also sind auch V, W offen. AuBlerdem
ist 9y 1oy :V — W als Verkniipfung injektiver Abbildungen injektiv und nach Definition
auch surjektiv. Es bleibt zu zeigen, dass 1 ~! o o € CY(V,R¥) ist mit detJ(p "L o ¢)(s) #0
fiir alle s € V.

Dazu sei s° € V gegeben.

Sind @ zu ¢ und s° sowie ¥ zu v und (=1 0 )(s") wie im Beweis zu S. 6.6, so folgt: Ist
U eine offene Umgebung von ¢(s°), die in den Wertebereichen von ® und ¥ enthalten ist,
so sind @ : @ YU) - U und ¥ : V=1 (U) — U diffeomorph. Damit ist auch =1 o @ :
®~1(U) — U~1(U) diffeomorph. Auf einer Umgebung von s° gilt

(W op)(s) = (U7, T h) 0 @)(s,0)
und

I 0 8)(5,0) = ( T op)(s) 0 )

* *

(vgl. Beweis zu Satz 6.6). Hieraus folgt, dass 1 ~! o ¢ stetig differenzierbar ist und dass mit
det J(T~1 o ®)(sY,0) # 0 auch det J(p =1 0 p)(sY) # 0 ist.)

Definition 6.10 Es sei M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Ist 2 € M,
so heiBt ein v € R? ein Tangentialvektor an M in x°, falls ein v € C*(I,R%), wobei I ein
offenes Intervall mit 0 € I, existiert mit v(I) C M, v(0) = 2° und +'(0) = v. Die Menge

T,oM := {v € R? : v Tangentialvektor an M in 2°}

heiBt Tangentialraum von M in z°.

Satz 6.11 Es sei M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei 0 € M.
Dann gilt:

1. TpoM ist ein k-dimensionaler Unterraum von RY.

2. Ist o : Vi, = M, C M ein Karte von M mit ¢(s°) = 2, so ist

eine Basis von Ty,oM.



6 MANNIGFALTIGKEITEN 58

3. Ist U C R? eine offene Umgebung von x° und gilt
MNU={zeU: f(z) =0}
mit [ wie in D. 6.1, so gilt

TooM ={veR?: grad" (f;))(2") - v=0 (j=1,....d—k)}

(={erad(f;)(@") :j = 1,...,d =k} ")

Beweis. Wir setzen
0 0
T, :=linspan {a;pl (80)s- -, a—;’z (30)}

Ty :={gradf;(a®) : j = 1,....,d — k}

und zeigen 77 C T,oM C Ts. Da T} und T5 k-dimensional sind, folgt 77 = To M = T5.

(i) Ty C T,oM : Es sei

Z /\J E T;.

= 33]

Ist € > 0 so klein, dass s +t\ € V,, fiir [t] < e gilt, soist v : (—e,e) = M, y(t) := o(s"+tN)
stetig differenzierbar mit v(0) = ¢(s°) = 2° und

k

Y (0) = Jp(s") - A=\ o (%) =v

(ii) TpoM C Ty : Es sei v € CY(I,R?) mit v(0) = z%mnd (I) C M. Dann existiert ein
e > 0mit y((—¢,€)) C MNU,also f(v(t)) =0 fiir [t| < e. Mit der Kettenregel folgt

0= (f;j 07)'(0) = grad” (f;)(z°) - 7/(0)
fir j=1,...,d—k, d.h. 4/(0) € To. o

Bemerkung und Definition 6.12 Es sei M C R? eine k-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit. Wir setzen fiir 20 € M

NpoM = (T,oM)* (={w eR?:v'w =0 fiir v € T,oM}).

Die Vektoren w € N,oM \ {0} heien Normalenvektoren in z° (beziiglich M). Ist f wie in

D. 6.1, so ist (gradej(xO))J 1....d—p ©ine Basis von Nyo M nach S. 6.11.

Bemerkung und Definition 6.13 Es sei A C R? kompakt. Man sagt, A habe glatten
Rand (bzw ist C-berandet), falls zu jedem z° € JA eine offene Umgebung U C R? von 2°
und ein f € C1(U,R) existieren mit
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(i) ANU={z€U: f(z) <0},
(ii) gradf(z) #0 firz € U.

Dann gilt auch
UNdA={zecU: f(x) =0}

(also ist OA eine Hyperfliche in R?).

(Denn:

C:Ist x € ANU mit f(z) <0, soist f(Z) <0 fiir |x — Z| geniigend klein, also & € ANU.
Damit ist z € A°.

D:Ist 2 € ANU mit f(x) = 0, so ist # € DA, denn sonst wire x € A° N U eine lokale
Extremstelle von f, also gradf(x) = 0.)

Satz 6.14 Es sei A C R kompakt und Ct-berandet. Dann ist dim Nyo(0A) = 1 fiir alle
20 € OA und es gibt genau einen Vektor n(x) € Nyo(DA) mit ’n(xo)’ =1 und so, dass
2% +tn(z°) ¢ A fiirt >0 geniigend klein.
Beweis. Da 04 eine (d—1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist, ist dim T,0(0A) =
d —1, also dim N o(0A) = 1 mit
N,o(9A) = linspan{gradf(z")},
falls f wie in B./D. 6.13 ist. Wir setzen

n(s?) = B2

" lgradf(z0)]
Da n(z°) Anstiegsrichtung und —n(z°) Abstiegsrichtung von f ist, ist n(2°) die einzige
Richtung in N,0(0A), die die Bedingung aus dem Satz erfiillt. m|

Bemerkung und Definition 6.15 Man nennt n(z°) den duferen Einheitsnormalenvek-
tor von A in 2° und n : 04 — R? duferes Einheitsnormalenfeld. Ist f = fyo wie in
B./D. 6.13, so ist auch n(z) = gradf(z)/|gradf(z)]| fiir alle x € U N A und damit ist n
insbesondere stetig.

Bemerkung 6.16 Es sei A C R? kompakt und C'-berandet. Ist 2° € A und ist g €
C(V,R) so, dass OA lokal Graph von g ist (existiert nach B. 6.3; beachte d — k = 1 hier),
d. h.

(AN (V xI)={(s,9(s) :s€V}
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fiir offene Umgebungen V von s und I von y° (wobei (s,y) = 2 nach eventueller Umnum-

merierung der Variablen), so gilt entweder
ANV xI)={(s,y) eV xIT:y<g(s)}

oder
ANV xI)={(s,y) eV xIT:y=>g(s)}

(folgt aus dem Zwischenwertsatz). Also ist f: U :=V x I — Re, f(x) = f(s,y) =y — g(s)
im ersten bzw. f(x) = g(s) — y im zweiten Fall, wie in B./D. 6.13. Fiir z € U N 0A ist im

ersten Fall damit
1 (—grad g(s))
n(r) =
V/1+ |grad g(s?)]2 1

() — 1 grad g(s)
o V1+[grad g(3°)|2< -1 )

und im zweiten Fall
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7 Integrale auf Untermannigfaltigkeiten

Wir wollen nun Oberflichenintegrale fiir Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten defi-
nieren. Grundlegend fiir die Definition ist die mehrdimensionale Substitutionsregel fiir
Lebesgue-Integrale (— Analysis):

Es seien Q offen in R¥ und ® : Q@ — ®(Q) ein Diffeomorphismus. Ist f : R¥ — K, so gilt
f € Z(2(Q)) genau dann, wenn (f o @) |[det J®| € Z(Q) ist, und in diesem Falle gilt

/‘f::/kfoéﬂdajéy

o(Q) Q

Bemerkung und Definition 7.1 1. Es seien S C R* offen und ¢ € C'*(S,R9). Dann ist
die Matrix (Jp)T Jo € R**F positiv semidefinit und damit gilt (siehe LA): es existiert genau
eine positive semidefinite Matrix B mit B2 = (Jp)T Jp. Wir schreiben dafiir B =: |J¢|.
Nach dem Determinantenmultiplikationssatz ist

det|Jo| = (det(Jp)T Jp)/2,

Es sei f : ¢(S) — K beliebig. Ist (f o p)det|Jp| € £ (S), so sagen wir, f sei integrierbar
bzgl. |dp| und setzen

/fldwl = /(fw) det|J|.

S

Nach der Substitutionsregel ergibt sich damit: Sind © C RF offen und ® : O — S ein
Diffeomorphismus, so ist [ f|d(¢o®)| = [ f|de| ([0]; man beachte dabei: es gilt | det J®| =
det | J®|).
2. Es sei M C R? ein Kartengebiet, d. h. es existiert eine Karte (also eine homdomorphe
Immersion) ¢ : S — M. Ist f : M — K integrierbar bzgl. |dp|, so sagen wir, dass f
integrierbar auf M ist, und in diesem Fall heif3t

[ o= [ nidel (= [(ro0)detlse
M

S

Oberflichenintegral von f auf M. (Wichtig dabei: Aus B./D. 6.9 und 1. folgt, dass die
Definition unabhéngig von der Wahl der Karte ist.)

Ist A C M so, dass f1,4 integrierbar auf M ist, so setzen wir zudem fA fdo := fM flado.
Schlieflich heift im Falle, dass 14 integrierbar auf M ist,

W@:!wzluw

Oberflichenmafl von A.
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Beispiel 7.2 1. Es sei I C R ein offenes Intervall und ¢ : I — M eine homdomorphe
Immersion. Dann ist det |Jp| = |¢’|. Also gilt, falls 1 = 1, integrierbar ist,

o) = [ 1ldel = [ 1¥]

(o(M) heifit in diesem Fall auch Léinge von M).
Ist etwa I = (—m,7) und ¢(t) = (cost,sint), so ist M =S\ {(—1,0)} und

o(M) = / (cos? 4 sin?)Y/? = /1 = 27.

) Zr
2. Essei S = (—m,m) x (0,7) und ¢ : S — R3 definiert durch
cos s -sint
o(s,t) = | sins-sint ((s,t) € Q).
cost
Dann ist ¢ : S — S*\ {(21,0,3) : 1 < 0} =: M eine homéomorphe Immersion (vgl. B.

6.7). Hier ist

—sinssint cosscost

Jo(s,t) = | cosssint sinscost | ,
0 —sint
also
. 2
sin“t 0
(JsaTJ@)(s,t)—< 0 1)

und damit (da sint > 0 fiir ¢ € (0, 7))
det [Jo|(s,t) = (det(Jp)T Jp)/? = sint.
Also folgt mit dem Satz von Fubini (— Analysis)

U(M)=/1|d<pl=/det |Jg0|=//sintdtds:47r.
S

-7 0
3. BEs seien V C R?7! offen und g € C*(V,R). Dann gilt fiir p : V — R mit p(s) :=

(s,g(s))T und
M = graph g = {(s,g(s)) 15 € V} = (V)

Eq
grad” g

E,_
(Jo)" Jo = (Ea-1,grad g)< e >
grad” g

zunichst

also

= Eq_1 +grad g - grad” g.
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Aus det(E,, + ab?) =1+ aTb fiir a,b € R™ (siehe LA) folgt
det| T = (det(J)" )" = (1 + |grad gI*)?

und damit fiir f integrierbar auf M

1/2

/fmﬁ:/uawmauww:/fwg@»u+wgwgwﬂ% ds.
M \% \%

Wir beweisen zunéchst eine lokale Version des Gauflschen Integralsatzes. Dazu setzen wir
fiir einen metrischen Raum (X,d) und f: X — K™

supp(f) := {x € X : f(z) # 0}

sowie Co(X,K™) := {f : X — K™ stetig, supp(f) C X kompakt}. Auferdem schreiben
wir fir U ¢ R¢ offen
cHU,K™) = CY(U,K™) N C.(UK™).

Satz 7.3 FEs seien A C RY kompakt und C'-berandet, 2° € OA und V, I, g wie in B. 6.16.
Ist U=V x I, so gilt fir alle f € CH({U,K) mit n = (ny,...,nq)

Beweis. Zunéchst gilt nach B. 7.2.3

fnjdo = /(f -n;)(s,9(s)) (14 |grad g\2)1/2(5) ds.

(8A)NU v

O.E.sei ANU ={(s,9) : y < g(s)}.
1. Fall: j € {1,...,d — 1}. Dann ist nach B. 6.16

2

n;i(s,9(s)) (1 + lerad g(s)[2)"/* = —0;9(s)

fir s € V. Also ist zu zeigen:

[ o5 == [ 65,009t 5.
174

ANU

Wir definieren F' : U =V x I — K durch

n&w:/#wow (seViyel,
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wobei « := inf I (man beachte: das Integral ist nicht uneigentlich, da f auflerhalb einer
kompakten Teilmenge von U verschwindet). Dann folgt aus dem HDI

DaF(s,y)( = %w,y)) — f(s,9)

und mit Differenziation von Parameterintegralen (siche Analysis)
OF [
9;F(s,y)( = aT(&y)) = /ajf(S,t) dt.
J

Da f € CH(V x I,K) ist (also f = 0 auBerhalb einer kompakten Teilmenge von V' x I, gilt
auch h € CH(V,K) fiir h: V — K mit

g(s)
imy:/f@ﬂﬁ (seV)

(wichtig: h verschwindet auBerhalb einer kompakten Teilmenge von V). Mit dem Satz von

/@h:o

Fubini und dem HDI ergibt sich ([U])
%

Weiter folgt aus der Kettenregel (mit ¢(s) = (s, g(s))T)

o) = 0)(Fop)(s) = (wadFieto) (i ),

grad” g(s)
= 0;F(s,9(s)) 4+ 0aF(s,9(s)) - 9;9(s)

g(s)

= /ajf(s,t) dt+ f(s,9(s)) 0;9(s).

Damit ergibt sich wieder mit Fubini

9(s)
/ 6jfv/ a/ajf(s’t)dt dsv/ajh(s)dsv/f(s,g(s)) 0;9(s)ds .

ANU
=0
2. Fall: j = d. Dann ist nach B. 6.16

nq(s,g(s)) - (1 + |grad g(s)’2)1/2 =1

Da fiir jedes s € V' die Funktion y — f(s,y) auerhalb einer kompakten Teilmenge von I
verschwindet, folgt aus dem HDI

g(s)

[ outts.tydt = 5,012 = f(s.905).
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Also folgt wieder mit Fubini

Il
kﬁ
<\
\_/
/N
—_
+
.
=
&
a
=
\_/
T
N—
~
=y
VA

Bemerkung und Definition 7.4 Es sei M C R? ein k-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit. Ferner existiere eine endliche Menge F' von Karten ¢ : V,, - M, (¢ € F) mit

U M, = M. (Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn M kompakt ist.)
pEF
Wir wihlen eine der Uberdeckung (My),cr untergeordnete, stetige Zerlegung der Eins,

d. h. Funktionen o, € Cc(M,R) mit 0 < o, < 1 sowie suppa, C M, und > o, =1
pEF
(Existenz: siehe Konigsberger, Analysis 2, 5. Auflage, Springer, 2004, S. 361).

Ist f: M — K so dass, fa, (genauer fay|n,) fiir alle ¢ € F integrierbar auf M, ist, so
heifit f integrierbar auf M und

/ fdo =" / faydo

pEF M,

das Oberflichenintegral von f auf M. (Wichtig dabei: Man kann man zeigen, dass die

Definition unabhéngig von der Wahl der Zerlegung der Eins ist.)

Ist f14 fiir A C M integrierbar, so setzen wir [ fdo := [,, flado. SchlieBlich heiBt wieder
A

z/daz/lAdo
A M

Oberflichenmajf von A.

Beispiel 7.5 Wir betrachten wieder die Situation in B. 7.2.1. Um den gesamten Einheits-
kreis S zu iiberdecken, braucht man (mindestens) zwei Karten: Sind etwa

©(t) = (cost,sint) (t € V= (—m, 7))
P(t) = (cos(t + m),sin(t + 7)) (teVy = (-mm))

so ist My, =S\ {(~1,0)} und My =S'\ {(1,0)}, d. h. M, U M, = S'. Setzt man

)L <3
0= {o, 1] > 27/3
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linear und stetig fortgesetzt auf [—, 7], so ist durch ay, := Bop ™! und ay := (1— ) orp?
eine der Uberdeckung (M, My) untergeordnete stetige Zerlegung der Eins gegeben. Es gilt

U(Sl)=/1d0=/(%w)lw’|+/(awow)lw’|=]ﬁ+i(1—ﬁ)=2ﬂ~
st v, 7 .

Vy
Bemerkung und Definition 7.6 Es sei Q C R? offen. Ist F € C1(Q,K%), so heifit
d

Jj=1 Jj=1

3xj

Divergenz von F'.
Der folgende Satz ist das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts.

Satz 7.7 (Gaufscher Integralsatz)
Es sei A C R? kompakt und C*-berandet. Ist F € C1 (2, K?), wobei Q D A offen, so gilt

/ divF = / FTndo.

A 0A

Beweis.

Es sei x € 0A. Dann existieren nach B. 6.3 eine Permutation der Variablen sowie offene
Mengen V,, I, und g, € C*(V,,R) wie in B. 6.16. Wir setzen U, := V. x I,.. Ist z € A°, so
setzen wir U, := U.(z), wobei € > 0 so, dass U.(z) C A°.

Ist nun f € C}(U,,K%), so gilt (im ersten Fall nach S. 7.3 und im zweiten nach [U]; vgl.
auch Beweis zu S. 7.3)

d

Z / finjdo = / ffndo, falls z € 0A

d
. =1y, ,
/ lef — Z / 8jfj — J U,NOA UsNOA
ANU, =1 Aty Z /8jfj =0= / ffndo, falls z € A°

=1y, U.NOA

Nach Definition ist (U, )zc eine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, existiert

eine endliche Menge E C A so, dass A C |J U,. Wir wihlen eine der Uberdeckung
el

(Uz)zer untergeordnete, glatte Zerlegung (ay)zer der Eins, d. h. es gilt zusétzlich zu

obigen Eigenschften |y, € C}(U,,R) (Existenz: Wieder etwa Konigsberger, S. 361).

Da a,F|y, € CH(U,, K%) gilt, ergibt sich

/ div(a, F) = / (e F)T'mdo.
ANU, U,NOA
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Damit erhalten wir mit F = > «a, F

zeE
/leF / div(a, F) = Z / (xF)'ndo = /FTnda.
2€E anv, *€l y,noa 9A

Definition 7.8 Es seien (2 C R? offen und u € C%(Q, K). Dann heifit
d
Au = Z Ou (= div(gradu))

Laplace von u und A : C%(Q,K) — C(Q,K) heiit Laplace-Operator auf Q. Weiter heifit u
harmonisch (auf ), falls Au = 0 auf Q ist.

Mit dem Gauflschen Integralsatz ergibt sich

Satz 7.9 (Greensche Formeln)
Es seien A C RY kompakt und C'-berandet sowie u,v € C?(Q,K) mit Q D A offen. Dann
gilt

1. /vAu—i—/gdev~gradu:/v%da,
on

A A 0A

ou dv
2. /(vAu—uAv) = / (van _uc'9n> do,
A DA

(wobei g—t“l (= Onu) die Richtungsableitung von u in Richtung n bezeichnet).

Beweis. 1. Ergibt sich aus dem Gaufischen Integralsatz, angewandt auf F' := v - grad u, da

d d
div(v grad u) = Zaj (vOju) Z 0 v)(0;u) +v(92 ) =gradTv-grad u +v- Au
j=1 j=1

d
un o

on’
2. Aus 1. durch Differenzbildung. o

F'n=v-grad’u-n=v-
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Bemerkung 7.10 Ist w harmonisch, so ergibt sich mit v =1 aus S. 7.9.2

ou
% do = 0.
0A

Wir zeigen damit

Satz 7.11 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen)
Es seien 2° € R™ und r > 0. Ist u harmonisch auf einer offenen Menge Q D U,[z], so gilt

u(z?) = @ / u(z® + rQ)do(Q).

§d—1

Beweis. O. E. kénnen wir r = 1 und 2° = 0 annehmen, also U,[z"] = B := {\x| < 1}.
1. Fall: d > 2. Dann ist v : R\ {0} — R mit v(z) = |2|?>~¢ (z # 0) harmonisch mit
grad v(z) = (2 —d)|z|~¢ -z

([U]). Es sei nun 0 < & < 1 beliebig. Wir betrachten A = A, := B\ U.(0). Dann ist A
kompakt und C'-berandet mit n(z) = 2 fiir |z| = 1 und n(x) = —x /¢ fiir |2| = ¢, also

ov

2 —d, fall =1
an<x>:grad%<x>.n<x>={ » falls |21

—(2—d)et4, falls |z| = ¢
Aus S. 7.9.2 ergibt sich
0:(2—d)/udo—(2—d)sl_d / uda—/@do—ez_d —do
on on
§d—1 e§d—1 §d—1 eS§d—1
Nach B. 7.10 (angewandt mit B und €B) sind die beiden letzten Summanden 0, also ist
/ udo = '~ / udo = / u(eC)do ()
Sd—1 eSad—1 Sd—1

mit der mehrdimensionalen Substitutionsregel. Ist (e) eine Nullfolge, so konvergiert ¢ —
u(exC) auf S¥1 gleichméiBig gegen u(0). Damit konvergieren die Integrale auf der rechten
Seite gegen u(0)o(S41), d. h.

/ ude = u(0) - (S 1).

S§d—1

2. Fall: d = 2. Dann ergibt sich der Beweis wie im 1. Fall, allerdings jetzt mit v(x) = In|z|. O



	Definition und Beispiele
	Lösungstheorie für allgemeine gewöhnliche DGLn
	Allgemeine lineare Differenzialgleichungen
	Lineare Differenzialgleichungen n-ter Ordnung
	Abhängigkeit von Anfangswerten und Stabilität
	Mannigfaltigkeiten
	Integrale auf Untermannigfaltigkeiten

