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1 Einleitung
1.1 Ein Satz von Plackett
Den Ausgangspunkt dieser Arbeit bildet der

Satz 1 (Plackett) Sind X und Y unabhingige und identisch vertailte reellwertige Zufalls-
variablen mat

E[X] =0, Viar{ X)) =1, (1)

s0 151 3
X =Y < —. 2
ElX - Y] < 2 @

Gleichheit tritt genau dann auf, wenn X im Intervall [—+/3,+/3] gleichverteilt ist.

Es handelt sich dabei umn einen Spezialfall allgemeinerer Resultate von Plackett [21], Moriguti
(19], Gumbel [14] und Hartley und David [15], die zusammen mit ihren Beweismethoden kurz
erldutert seien.

Plackett betrachtet unabhangige und identisch verteilte Zufallsvariablen X, ..., X, mit Wer-

ten in einem Intervall [—a, a] und fragt nach dem Maximum des Verhéltnisses von mittlerer
Spannweite zur Standardabweichung

g - EXem — Xl
vV Var(X;)
wobei X(;; = min(Xy,....X;) und X(,) = max(X;,....X,) sei. Er nimmt die Existenz

einer extremalen Verteilung Fy an und setzt in der Darstellung
21— F(z)— (1~ F(z))"de

2
(o, 22dF(2) - (12, 2 dF(2))")

d, =

(3)

]

(mit F = Verteilungsfunktion von X,;) F(z) = Fo(z) — tv(z), wobei v eine beliebige stetige
Funktion mit v(—a) = v(a) = 0 und t eine reelle Zahl bedeutet. Es wird dann behauptet,
daf} F fiir hinreichend kleine t eine Verteilungsfunktion ist (das setzt offenbar voraus, dafi Fy
in [—a,a] streng wichst) und die Ableitung von d, an der Stelle 0 gleich 0 gesetzt. Aus der so
erhaltenen Bedingung wird Fj bestimmt und mit dem Hinweis, dafl d,, kein Minimum besitzt,
geschlossen, dafl bei Fy ein Maximum vorliegen mufl. Fiir n = 2 ist F; Verteilungsfunktion
der Gleichverteilung auf [—a,a und es ergibt sich d, < \% Durch Grenziibergang wird
gefolgert, dafi diese Ungleichung (und damit die Implikation (1) = (2) ) fir Verteilungen
mit beliebigem Trager gilt.



In der Arbeit von Gumbel sollte E[X(,], der Erwartungswert des Maximums von n un-

abhdngigen und standardisierten Zufallsvariablen X;....,X,, maximiert werden. Fiir n = 2
ist wegen
E X2 — X = E2X(5) — X; — X;] = 2E[X(5)) (4)
dieses Problem mit dem Plackettschen édquivalent. Gumbel schreibt
1
ElXiyl = / nF~ (u)u™"? du, (5)
0
1 1 2
B = / Flu)du, E[X?= / (F ) du, (6)
0 0

wendet auf das zu behandelnde Extremalproblem (,,Maximiere (5) als Funktional von F~!
unter den genannten Nebenbedingungen an (6)”) formal die Lagrangesche Multiplikatoren-
regel an und erhélt im Fall n = 2 die Behauptung des Satzes 1. Uber die Existenz einer
Losung sowie iiber die eventuell zu beriicksichtigende Nebenbedingung, dal F~! wachsend
sein muf, verliert er kein Wort.

Den ersten strengen Beweis des Satzes 1 findet man wohl in der Arbeit von Moriguti (Fufi-
note 5 auf Seite 534) oder, expliziter, bei Hartley und David. Unter Verzicht auf unnétige
Regularitdtsvoraussetzungen lafit er sich wie folgt formulieren:

Beweis des Satzes 1 Wir schreiben X;, X, an Stelle von X, und bezeichnen mit F die
Verteilungsfunktion von X. Sei F~':[0,1] — IR, F~!(u) := inf{z € R : F(z) > u}, ihre
verallgemeinerte Umkehrfunktion (Quantilfunktion). Dann gilt, wenn U;,U, unabhéngig
und jeweils gleichverteilt im Intervall [0,1] sind, die Verteilungsgleichheit

(F7(0h), FH (1)) 2 (X3, Xs) (7)

und daher auch »
F7(Ug) = Xa).- (8)

Aus (1) und (7) folgt
Y _ Y10 g
fu F~(u)du =0, fo (F (W)’ du =1 (9)
und (4) und (8) ergeben, zusammen mit der Dichte fy, (u) = 2u,
E[|X: - X;|] = 2E[F ' (Uy))]
= 2[1 F~(u)2u du
0
1
= “Hu)(2u — 1) du
2/0 F~ (u)(2u ) du
1

< 2 (/0 (F ()’ du)% (Ll(?u = 1}2du)%

]

= 73



Beim dritten und beim letzten Gleichheitszeichen wurde (9) benutzt. Nun tritt das Gleich-
heitszeichen in der Schwarzschen Ungleichung nur auf, wenn

F(u) = m(2u — 1) (u € 10,1])
fiir ein positives m gilt. Das aber fithrt auf die behauptete Gleichverteilung. E

Ein neuer Beweis wurde von Baringhaus und Henze /4 gegeben. Er basiert auf einem Satz
von Terrell [30] (spéter verallgemeinert in [29] ), welcher mit der (laut David 8 von Sugiura
in 27.28] eingefithrten) Methode der Entwicklung der inversen Verteilungsfunktion nach
orthogonalen Funktionen bewiesen wurde.

Baringhaus und Henze zeigten weiter, wie man mit Hilfe von Satz 1 einen Test fiir das
statistische Testproblem ,,Bei Vorliegen von n unabhéngigen und identisch verteilten Zu-
fallsvariablen (X;,...,X,) teste man die Hypothese, dafl die X; in einem (unbekannten)
Intervall gleichverteilt sind, gegen die allgemeine Alternative ” aufstellen kann. Der Test
basiert auf der naheliegenden Schétzung fiir d, und der Berechnung ihrer asymptotischen
Verteilung mittels geeigneter Grenzwertsatze fiir U-Statistiken.

1.2 Fragestellungen dieser Arbeit

Die oben referierten Ergebnisse und Methoden legen nun verschiedene Fragen nahe. Zunéchst
kann man nach ,,eindimensionalen” Verallgemeinerungen des Satzes 1 fragen:

Frage 1 Kann man andere eindimensionale Verteilungen als die Gleichverteilung als Lisun-
gen dhnlicher Ezxtremalprobleme charakterisieren? Existiert etwa zu gegebener Verteilungs-
funktion F eine Funktion K : IR* — IR derart, daff E/K(X,Y)] fir unabhingige und iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen X,Y unter geeigneten Nebenbedingungen an ihre Momente
genau dann mazimal wird, wenn sie nach F vertedt sind?

Diese Frage mag auf den ersten Blick kiinstlich erscheinen. Kénnte man jedoch ein K wie
oben stets finden, so kénnte man versuchen, die Vorgehensweise der Arbeit von Baringhaus
und Henze auf das Testen eines beliebigen vorgegebenen Typs zu iibertragen.

Weiter ist es interessant, nach ,,mehrdimensionalen” Analoga des Satzes 1 zu fragen. Fafit
man ihn als Charakterisierung der Gleichverteilung auf, so stellt sich etwa

Frage 2 Gibt es eine Funktion K : IRY x IRY — IR, derart, daf8 fiir unabhingige und
identisch verteilte Zufallsvekioren X,Y mit Werten im IR der Erwartungswert E[K(X,Y))]
unter den Nebenbedingungen

EX]=0, E[X-E[X]}|=1 (10)

genau dann mazimal wird, wenn X und Y gleichverteilt in emner Kugel um den Ursprung
sind?



Fafit man dagegen Satz 1 als Bestimmung des Maximums eines interessanten Funktionals
auf, so gelangt man zur

Frage 3 Wie groff kann E[ X — Y|, der Erwartungswert des euklidischen Abstandes zweier
unabhdngiger und identisch verieilter Zufallspunkie, unter der Nebenbedingung (10) héch-
stens werden und bei welcher Verteilung wird er mazimal?

Nicht zuletzt jedoch erscheint es lohnend, sich methodisch mit Satz 1 (oder dhnlichen Proble-
men) auseinanderzusetzen, da alle in der Einleitung erwahnten Beweismethoden ihre Nach-
teile haben:

e Die Vorgehensweisen von Plackett und Gumbel werden wohl in der Regel nicht zu
falschen Ergebnissen fiihren, kénnen aber einen strengen Beweis nicht ersetzen.

e Ein Beweis wie bei Moriguti bzw. Hartley und David setzt die Kenntnis einer mut-
maflichen Lésung voraus sowie das Gliick und Geschick, eine Standard-Ungleichung
anwenden zu kdnnen.

e Die Methode der Entwicklung der inversen Verteilungsfunktion nach orthogonalen
Funktionen setzt die Wahl des ,richtigen” Systems voraus (in [30] die Legendre-
Polynome, in [29] gewisse Jacobi-Polynome).

o Allen drei Methoden ist gemeinsam, dafl sie stark von der Eindimensionalitdt des
jeweiligen Problems Gebrauch machen.

In dieser Arbeit wird gezeigt, dafi man Extremalprobleme der geschilderten Art, insbesondere
die Fragen 1-3, mit Methoden der allgemeinen Theorie der Extremalaufgaben (fiir die wir auf
Kapitel 1 des Buches von Tichomirov [31] verweisen) erfolgreich behandeln kann. Dabei wird
eine im nichsten Kapitel anzugebende Multiplikatorenregel fiir glatte Extremalaufgaben in
Kegeln mit Nebenbedingungen benutzt sowie, falls moglich und hilfreich, die Konvexitit des
jeweiligen Problems ausgenutzt.

1.3 Ergebnisse dieser Arbeit

In Kapitel 2 wird zunichst eine abstrakte Multiplikatorenregel (Satz 2) hergeleitet, welche
eine naheliegende Verallgemeinerung eines Satzes aus [31] ist. Die durch Spezialisierung
gewonnene Multiplikatorenregel (Satz 3) ist auf ziemlich allgemeine Extremalprobleme fiir
Wahrscheinlichkeitsverteilungen anwendbar und stellt einen Fortschritt gegeniiber den in [23]
behandelten Methoden dar. Fiir die in dieser Arbeit vorgesehenen Anwendungen wird sie in
Satz 4 gesondert formuliert. Zur Illustration wird fiir den Satz von Plackett mit Hilfe des
Satzes 4 und einer sich aus dem Lemma von Helly ergebenden Existenzaussage (Lemma 1)

ein neuer Beweis gegeben.



Satz 5 in Kapitel 3 ist die ,konvexe Variante” des Satzes 4. welche sich unabhidngig von
Kapitel 2 direkt aus dem Satz von Kuhn-Tucker ergibt, wenn das betrachtete Extremalpro-
blem konvex ist. Ein erneuter Beweis des Satzes von Plackett illustriert die Vorziige des
Satzes 5 gegeniiber Satz 4 im Fall konvexer Extremalprobleme. Satz 6 gibt, in Verfeinerung
eines Satzes aus der Theorie der negativ definiten Funktionen. eine Klasse streng konvexer
Funktionale von Wahrscheinlichkeitsverteilungen an.

In Kapitel 4 wird die Frage 1 dieser Einleitung auf zwei verschiedene Weisen beantwortet:
Satz 7 enthilt die iiberraschende Aussage, dafi man im allgemeinen nicht K(z.y) = u(z —y)
mit einer geeigneten Funktion u setzen kann. wihrend Satz 8 zu jeder hinreichend reguléren
Verteilungsfunktion einen Kern der Form K (z,y) = |h(z)—h(y)| mit einer gewissen Funktion
h angibt.

Kapitel 5 gibt eine Antwort auf Frage 2: Die Giiltigkeit des Satzes von Plackett beruht darauf,
dafl die Betragsfunktion bis auf einen konstanten Faktor Grundlésung des eindimensionalen
Laplaceschen Differentialoperators Ed:% ist. Entsprechend erhalt man Charakterisierungen
von Gleichverteilungen in hoheren Dimensionen mit den Kernen K(z,y) = log |z — y! fiir

d =2 und K(z,y) = —|z — y|*>~° fiir d > 3 (Satz 9).

In Kapitel 6 wird Frage 3 beantwortet. Fiir d > 3 ergibt sich als Extremalverteilung eine
ausgeartete Verteilung, ndmlich die Gleichverteilung auf der Oberfliche der Einheitskugel
(Satz 10), wihrend fiir d = 2 eine aus der 3-dimensionalen Potentialtheorie bekannte absolut
stetige Verteilung extremal ist (Satz 11).

In Kapitel 7 wird eine im eindimensionalen Fall wohlbekannte Charakterisierung der Gleich-
verteilung durch maximale Varianz innerhalb einer Klasse unimodaler Verteilungen auf
hohere Dimensionen iibertragen (Satz 12). Methodisch gesehen ist dieses Kapitel unabhéngig
von den iibrigen der vorliegenden Arbeit.

Kapitel 8 schliefllich enthilt einen eher didaktischen Beitrag, ndmlich eine nach Ansicht des
Autors besonders natiirliche Herleitung der in der Kapiteliiberschrift genannten Satze. Die
Verbindung zu den anderen Kapiteln dieser Arbeit besteht darin, daf8 der erstgenannte Satz
von Bernstein beim Beweis des Satzes 6 aus Kapitel 3 benotigt wird.

1.4 Bezeichnungen und Vereinbarungen
N = {1,2....}, Q, R und C bezeichnen die Mengen der natiirlichen, rationalen, reellen
und komplexen Zahlen. Fiir € IR wird 2. := max{0,2} und z_ := max{0, —z} gesetzt.

Fiir z,y € IR?, dem euklidischen Raum der Dimension d, bezeichnet z'y das iibliche Ska-
larprodukt und |z| := V/z'z die euklidische Norm. Stetigkeit von Funktionen mit Werten
in [—oc,00] = R U {—o00,+0oc} ist beziiglich der iiblichen Topologie des Wertebereiches zu
verstehen und zieht somit nicht die Endlichkeit nach sich.

Wenn keine Mifiverstandnisse zu befiirchten sind, wird gelegentlich von der Funktion f(z)
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anstatt von der Funktion f gesprochen.

Ist M eine Menge und A(z) fiir jedes * € M eine Aussage, so bedeutet ,,4(z) (z € M)",
dafl A(z) fir jedes z € M wahr ist, und /(A(z)) steht fir 1, wenn A(z) wahr ist und fiir 0,

wenn A(z) falsch ist.

Es werden allgemein iibliche Sprech- und Schreibweisen der Stochastik verwendet (siehe
etwa (6. 117 und [13]). Mit Maflen auf IR® (oder Teilinengen des IR?), meist mit ; oder v
bezeichnet. sind stets Borel-Mafle gemeint. &, bezeichnet das Dirac-Mafi im Punkt a und
speziell & := & das im Ursprung. Den Trédger eines Mafles y bezeichnen wir mit supp pu.
Unter einem signierten Mafl, meist ¢ genannt, verstehen wir in dieser Arbeit eine Mengen-
funktion, welche sich als Differenz zweier endlicher Mafle schreiben 1afit. Mit [...dz ist ein
Integral beziiglich des Lebesgue-Mafles gemeint. Dichten sind immer als Dichten beziiglich
des Lebesgue-Mafles zu verstehen.

Das Ende eines Beweises wird durch das Zeichen m markiert.

Die Sétze 1 und 9-11 sind der Einfachheit halber ,.normalisiert” geschrieben. Auf die einfache
Ubersetzung in eine ,.invariante” Form (im Fall des Satzes 1 ergibt sich diese durch Weglassen

der Nebenbedingung (1) und Ersetzung der Behauptung (2) durch E[[X -Y|] < \% Var(X)
bei entsprechender Modifikation der Diskussion des Gleichheitszeichens) wird verzichtet.

1.5 Dank

Diese Arbeit entstand in der anregenden Atmosphéare des Instituts fiir Mathematische Sto-
chastik der Universitit Hannover. Besonders danke ich Herrn Privatdozent Dr. N. Henze
und Herrn Privatdozent Dr. L. Baringhaus fiir Rat und Unterstiitzung.



2 Eine Multiplikatorenregel fiir glatte Extremalauf-
gaben in Kegeln mit Nebenbedingungen

2.1 Motivation

Wir betrachten das Extremalproblem. welches zu Satz 1 fihrt, in der folgenden Form. Es

soll
l/m/m:.r—y_d;f{r)dp(y) (11)
maximiert werden unter allen Wahrscheinlickeitsmaflen p, die
fIR.rd,u(a:): 0. /]R idu(z) =1 (12)

geniigen. Es handelt sich also um ein Maximierungsproblem unter Nebenbedingungen. Laft
man in (11) signierte Mafle p zu, so erhdlt man ein Extremalproblem in einem Vektorraum
und kann mit Hilfe der Differentialrechnung versuchen, Bedingungen fir die Lésungen auf-
zustellen. Man hat dann aber die Nebenbedingungen

u(R) =1 (13)
w0 (14)

hinzuzufiigen, die gerade besagen, dafl x ein normiertes, nichtnegatives Maf} 1st. Wahrend
(12) und (13) Nebenbedingungen vom Gleichungstyp sind, handelt es sich bei (14) um eine
Nebenbedingung vom Ungleichungstyp, und zwar um eine dem Wesen nach unendlichdi-
mensionale’. Gleichwohl gibt es eine Form der Lagrangeschen Multiplikatorenregel, welche
hier anwendbar ist. Fiir das folgende verweisen wir auf Kapitel 1 von [31] und iibernehmen
dessen Bezeichnungen. Dort wird in Satz A’ (Seite 57) ein allgemeines Extremalproblem
(A’) behandelt?, in welchem endlich viele Nebenbedingungen vom Ungleichungstyp

pilea) € 0y F=1ee iR (15)
mit reellwertigen Funktionen ¢; vorkommen diirfen. Schreibt man (15) in der Form
n,a(:,u.r): (Pl(’::u")ﬂ""{f;m(:?u’).)E = (16)

mit C' := [0,00)™ = positiver Kegel in IR™, so dringt sich die im folgenden beschriebene
Verallgemeinerung der Aufgabe (A’) auf.

!Was nicht heifien soll, dafi man sie nicht durch endlich viele Ungleichungen ¢;(u) < 0 mit reellwertigen
¢; ausdriicken kénnte. Zum Beispiel ist ja ¢y (u) := p_ (IR) < 0, wo u_ den negativen Teil von u bezeichnet,
dquivalent zu den unendlich vielen Ungleichungen u(B) > 0, B Borelmenge. die man iiblicherweise als
Definition von ( 14) auffassen wiirde. ¢; hat jedoch den Nachteil, beziiglich keiner verniinftigen Nomierung
des Raumes der signierten Mafle differenzierbar zu sein (weil andernfalls die reelle Funktion ¢ — 1_ =
(t6(IR))- auch differenzierbar sein miifite).

?Es sei auf Druckfehler hingewiesen: Auf Seite 57 in Zeile 2 mufl es heifien: , Es seien Z und Y ... ”
Weiter fehlen auf manchen Buchstaben Décher: In der Voraussetzung d) des Satzes A" mufl es Im &.(Z, @)

heifien, in der Behauptung 4) desselben Satzes jj.



2.2 Eine allgemeine Multiplikatorenregel

Es seien Z und Y normierte lineare Rdume iiber dem Korper IR (Verwechselungen mit
Zufallsvariablen, die auch Y heiflen kénnen, sind aufgrund des jeweiligen Kontexts nicht zu
befiirchten). 1" eine Umgebung in Z, W eine beliebige Menge. Weiter sei E ein normierter
linearer Raum und C ein konvexer Kegel in E. Schliefilich seien

weg + VxW—-IR

6 : VxW —E

¢ : VxW =Y
Funktionen. Es soll die Aufgabe (A”)

wolz,w) — inf;
P(z,w) =0, o(z,w)e -C, (z,w)eVxW (17)
untersucht werden.
Definition Ein Paar (z,w) heifit zuldssig fir die Aufgabe (A7), wenn es (17) erfiillt. Ein

Paar (z,w) lefert ein starkes lokales Minimum fir (A7), wenn es zuldssig fir (A”) ist und
es ein € > 0 gibt, so daf fir jedes zuldssige Paar (z,w) gilt:

|z = 2[| < €= wo(z,w) > po(2,). (18)

Die Funktion
L:(VxW)xY'xE*'xIR—1IR
£((z,w), ¥, A, /\0) = 'XU‘PG(Z:w) + (A: 97(:9“-')) T (y'_r@(z,w})
heifit Lagrange-Funktion der Aufgabe (A”). Daber bezeichnen Y* und E* die zu'Y und E

dualen Rdume.

In Verallgemeinerung des Satzes A’ aus [31] gilt dann der

Satz 2 (Satz A™) In der Aufgabe (A7) sei (2,%) zuldssig und es seien die folgenden Be-
dingungen erfillt:

a) Y, Z und E sind Banachrdume;

b) Die Funktionen z — po(z,w), 2z — p(z,w) und z — ¥(z,w) sind fir jedes
w € W im Punkt  streng differenzierbar®;
¢) Fir jedes = € V und beliebige wy,w, € W und p € [0,1] exstiert ein w, =

wp(z, wy, wp) mat

q)(:rwp) = p@(zawl) HF (1 - p)‘I’(Z,'wz)

2Siehe [31, Seite 33]. Jede in einer Umgebung eines Punktes stetig Fréchet-differenzierbare Funktion ist
in diesem Punkt streng differenzierbar.



wo(z,wp) < po(z,w1) + (1 — p)po(z, w2) (19)
e(z,w) — pp(z,w1) — (1 — p)p(z,w2) € =C;
d) Das Bild von* (¢.(3,10),®.(2,@)) st in E x Y ein abgeschlossener Teilraum

endlicher Kodimension.

Liefert dann (:,) ein starkes lokales Minimum der Aufgabe (A7), so existieren 3, & R,
A€ E" und y* € Y" mat

0) 5\0, \ und y* sind nicht zugleich 0;
1) Stationaritdtsbedingung beziiglich z:

Cz ((éeiﬁ)aj‘aisxo) = O;

2) Minimumprinzip beztghch w:

min £ ((2,w),3°,4, %) = £ ((£,),5",3, %) ;

wEW
3) Nichinegativitdtsbedingungen:

>0, (Ae)>20 firceC
4) Komplementdre Schlupfbedingung:

(A, p(2,1)) = 0.

Beweis Wie in [31] fithren wir diesen Satz auf den Satz A (Seite 49 in [31]) zuriick, indem
wir letzteren auf eine geignete Aufgabe (A) anwenden.

1. Definition der Aufgabe (A): Sei

X:=ZxR (20)
Vi=VxR (21)
Y:=Y xR x E. (22)

Dabei denken wir uns das kartesische Produkt normierter linearer Radume jeweils etwa durch
die Maximumsnorm normiert. Die Elemente von X bezeichnen wir mit

z=(2¢), =z2€2Z, (€.

Weiter sei
U:=W x[0,00) x C.

4. und &, stehen jeweils fiir die partiellen Fréchet-Ableitungen nach der ersten Variablen.

10



Die Elemente von U bezeichnen wir mit
u = (w,ap.a), weW, ap€l0,x), accC.

Wir definieren i

fo:V —R;

fo(z) = fo(z,€) := ¢
sowie i i
F:VxU—=Y;
F(I1u) = F{(Z,{),U‘:Og,ﬂ')
= (q)(zau-’)a PO(Zaw) _é + 0035"(::“’) i O)

und betrachten die Aufgabe (A)
fo(z) — inf;
F(z,u)=0, z€V, uel,
die also ausgeschrieben lautet:
§ — inf;
®(z,w) =0, po(z,w)—E€+ap=0, ¢(z,w)+a=0, (23)
eV, ¢eR, weW, >0, acC.

2. Angabe eines starken lokalen Minimums (&,%) der Aufgabe (A):

Sei (2,10) das uns gegebene starke lokale Minimum der Aufgabe (A”). Wir setzen
§ = po(£, ) (24)
&= (£,6) = (5, 00(2,0))
U= (‘iﬁ,ﬂ, _99(211;))) .

Aus der Zuléssigkeit von (Z,w) fiir (A”) folgt offenbar (man vergleiche (23) mit (17) unter
Beachtung von (24) ) die Zuldssigkeit von (&, u) fir (A).

Um zu zeigen, daf} (,4) ein starkes lokales Minimum fiir (A) liefert, sei ¢ > 0 gemafl Defi-
nition 1 gewahlt. Ist dann (z,u) = ((z,£),w, ap, a) zuldssig fiir (A) mit

llz — || < e, (25)
so 1st erst recht
:—zl|| < e (26)
Weiter ist das Paar (z,w) wegen
P(z,w) =

p(z,w) = —a € -C
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(z,w)e V x W
zulassig fiir (A”). Daraus folgt mit (26)
po(z,w) = pol2, W)
und folglich
fo(z) = € = wo(z.w) + ap 2 wo(z.w) = wol2,4) = fo(Z).

Wir haben also gezeigt, dafl es ein € > 0 gibt, so dafl die Zuldssigkeit von (z.u) zusammen
mit (25) das Bestehen von

fo(z) = fo(z)

zur Folge hat, d.h. (2,1) ist starkes lokales Minimum von (A).
3. Nachpriifen der Voraussetzungen des Satzes A:
a) X und Y sind Banachriume, da Produkte von solchen.

b) fo ist trivialerweise streng differenzierbar. Aufgrund der Voraussetzungen an g, ¢ und
® ist auch  — F(z,u) fir jedes u € U an der Stelle & streng differenzierbar.

¢) Es seien ¢ € V, uj,u; € U und p € [0,1) gegeben. Dann ist z = (z,€) mit z € V
und u; = (wi,a0i, ), 1 = 1,2 sowie w; € W. Nach Voraussetzung existiert ein w, =
wy(z,wr,wy) € W, so daf (19) erfiillt ist. Setze

Uy 1= (W, Oopy Op)
mit
aop 1= pag1 + (1 — p)aoz + ppo(z,w1) + (1 = p)po(z, w2) — po(z,wp) > 0
und
ap := pe(z,w1) + (1 — p)p(z,w2) — ¢(z,wp) + pay + (1 = plaz € C.
Damit ist u, € U und

pF(z,u1) + (1 - p)F(z,u2) = p(®(z,w1),p0(z,w1) = €+ an, p(z,w1) + a1)
+(1 = p)(D(z.w2), go(z.wa) — € + apz, @z, ws) + aj)
= (®(z,wp),Po(2,wp) — € + aop, (2, wp) + ap)
= F(z,up).

Das zeigt, daf F(z,U) fiir jedes z € V eine konvexe Menge ist.

d) Es ist
(FA@,‘H),x} = ((‘I’;(f,u-‘),:), {5-7!):(5:“‘)::} =i, {P:(Eau})z:” g
Nach Voraussetzung liefert das Paar bestehend aus der ersten und der letzten Komponente

dieses Vektors einen abgeschlossenen Teilraum endlicher Kodimension in Y x E, wenn = den
Raum Z durchlduft. Da in der mittleren Koordinate £ unabhéngig von z die reellen Zahlen
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durchliduft, folgt, dafl das Bild des Operators F.(z,u) in Y ein abgeschlossener Teilraum
endlicher Kodimension ist.

Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes A aus [31] erfiillt.
4. Konsequenzen aus Satz A
Die Lagrangefunktion der Aufgabe (A) ist
L = pofolz) + (§°, F(z,u))
mit po € IR und §* € Y*. Unter Benutzung von
Y*'=(YxRxE)=Y"xRxE"
schreibt sich £ in der Form
£ = pofol®) + (5", 8(2,)) + do (wol2,w) — € + a0) + (A @(2) + )

mit po, Ao € R, y* € Y*, A € E*. Nach Satz A existieren fy, Xo, §* und A, mit fio > 0, die
nicht gleichzeitig verschwinden, so daf fiir die mit ihnen gebildetete Lagrangefunktion gilt:

£.=0 (27)

und

min L(z,u) = L(&,1). (28)

Ausgeschrieben lautet (27)

fiof + (§°, @.(z,w)) + Ao (w0, (z,w) — €) + (A, p:(z,w)) = 0

fir jedes £ € R und jedes z € Z. Dies impliziert sofort jio = Xo. Daraus folgt die Behauptung
0) unseres Satzes sowie Ao > 0 und die Stationarititsbedingung 1).

In (28) setzen wir w = w und erhalten unter Beachtung von ®(2,w) = 0, jio = ks,

min Ao (@o(,%) + ao) + (A, o(3,%@) + a) = Aowo(Z, ),
ag20,aeC

also, da ming, >0 Ao = 0 ist,

l;neié}{’\ao> = _<’\?‘r°(£*ﬁ‘]>' (29)
Daraus folgt die Nichtnegativitdtsaussage 3) fiir A, denn wire (A.c) < 0 fiir ein ¢ € C, so
kénnte man in (29) a = tc mit ¢t > 0 setzen (hier geht ein, dafl C' ein Kegel ist) und wiirde

fiir das Minimum den absurden Wert —oc herausbekommen.

Folglich ist die linke Seite von (29) > 0, also offenbar = 0. Das liefert die komplementére
Schlupfbedingung 4).

Das noch zu zeigende Minimumprinzip 2) erhélt man, indem man in (28) ap = 0 und a = 0
setzt, was wegen der bereits bewiesenen Nichtnegativitdtsbedingungen erlaubt ist. ©

13



2.3 Spezialisierung

Man macht sich leicht klar, dafl unser Satz A” den Satz A’ aus [31] impliziert. Wir fithren
daB hier aber nicht aus, sondern formulieren nur die Form des Satzes A", die wir spéiter
anwenden werden.

Satz 3 Es set Z ein Banachraum. m, n natidrliche Zahlen und

v Z — IR
gi:Z—1R, t=Ti5 0000
¥;: Z — IR, § =Luanh

stetig Fréchet-differenzierbare Funktionen. Weiter ser C' ein konverer Kegel in Z.

Ist dann 2 eine Lésung der Aufgabe

@o(z) — inf;
@il 2) €8, T=Lamy PH2)=0, J=L..n; 2EC,
so existieren Ao, A1a...y AmaQiy... an € IR mit den Ergenschaften

i) Die A;, a; sind nicht alle = 0.
i) Ao > 0,...,Am > 0.

w1) Fir die ,,verkirzte” Lagrangefunktion
L = Xopo(z) + Y Niwi(2) + Y a95(2)
1=1 =1

qgult
(C.(2),2) 20 VzeC

und

iv) (£,(2),2) =0

Beweis Wir wenden den Satz (A”) auf die mit

Z = 2

V o= Z

Y = R"

E := ZxR"

C = (-C)x[0,00)"

W := beliebige einelementige Menge
Polz, w wo(z)

V= (2,9?1(2),. . .,99,-_.-,(2))
= (d‘l(z)': i 'ewﬂ(z))

—

t

- .

S
R

,‘_9:’ G
k
g
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gebildete Aufgabe (A”) an, die mit der Aufgabe des Satzes 3 identisch ist.

Die Voraussetzungen a) bis c¢) des Satzes 2 sind trivialerweise erfiillt. d) gilt, weil wegen
(B:(5)2: 8:(5)2) = (2, (@1, (E)s 2)snoa @ma(2)s 20 (1, (2): )5+ (¥, (£), 2))

das Bild des linearen Operators (&.(2).@.(%)) gleich dem Graphen der stetigen Abbildung

2= ((p1.(2): 2)s oo (Pma(2)y2) (01 (2)2) vy (Wl (£), )

und damit abgeschlossen ist und die Bedingung der endlichen Kodimension mit Hilfe des
Lemmas 0.5.5 aus [31] eingesehen werden kann.

Es gibt also

/\0 =i Ao - B,
) Mooy My.-osdm) € E*=2° x R™,

% =2 (Gaye00380) € Y*=R"
mit . .
Ao{90,(£),2) + (s 2) + E;Ai<¢f,(3)az) + Zl a;(¥;,(2),2) =
i= i=
fir 2 € Z.
Es ist somit - .
L = dowo,(2) + Z;A,-np;,(é] - z;ajd!j:(ﬁ] = — Ao (30)
i= =

Wiren nun Ao, ..., Am,Q1,...,0, alle = 0, so wire auch A = 0, was nach Satz A” nicht

der Fall sein kann. Folglich gilt 1).

Weiter ist nach Satz A” (X,&) > 0 fir ¢ € C. Das impliziert zum einen \; > 0,...,\,, > 0,
also, zusammen mit Ao > 0, die Behauptung ii).

Zum anderen folgt (A,z) > 0 fir z € —C, also
(~derz) 20 (2€C), (31)
was wegen (30) die Behauptung iii) ist.

iv) schliefilich folgt aus

0 = (A (2¢1(2),-,9m(2))) (Aussage 3) Satz A”)
= (hrd) + T0 i(2)
< nd) (wegen @i(2) < 0, \; > 0)
< 0 (wegen Z € C' und (31))
und (30). ®



2.4 Konkretisierung: Definition der Aufgabe (E)

Zur Illustration des Satzes aus 2.3 wollen wir den Satz von Plackett erneut beweisen. Um
spatere Wiederholungen zu vermeiden, betrachten wir jedoch gleich eine etwas allgemeinere
Extremalaufgabe.

Definition (Aufgabe (E)) Es scien
K :R?x R = [—oc,ox]

und

gi:IRY = [—00,00], i=1,...,n
Borel-mefibare Funktionen und a;, 1 = 1,...,n, reelle Zahlen. K sei symmetrisch in seinen
Argumenten:

K(z,y) = K(y,z)
Dann bezeichnen wir Aufgaben der Form
., Minimiere
EIK(X,Y)],

wobeir X und Y unabhdngige und identisch verteite Zufallsvektoren mit E[|K(X,Y)|] < oo,
E[lgi(X)|] < 00,1 =1,...,n, seien, die den Nebenbedingungen

E[g,(.XJ = a;, 1= 1,...._?‘2 (32]
geniigen sollen.” mat (E). Dabei diirfen alle oder einzelne der Nebenbedingungen auch vom

Ungleichungstyp sein:
Elg(X)] <a: . (33)

Es liegt nahe, sich zunichst mittels geeigneter Kompaktheitsschliisse (Auswahlsatz von
Helly) der Existenz einer Lésung der Aufgabe (E) zu vergewissern, zumal der oben an-
gegebene Satz 3 nur eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Minimums liefert.
Wir beweisen daher zur Orientierung das folgende Lemma (es wird in dieser Arbeit nur in
Kapitel 6 beim Beweis des Satzes 11 wirklich benutzt). Am Ende des Abschnitts 4.2 wird
eine harmlos aussehende Extremalaufgabe angegeben, welche keine Lésung besitzt.

Lemma 1 In der Aufgabe (E) sei n = 1 und die Nebenbedingungen (32), (33) seien durch

E[[XP<a (34)

gegeben. Weiter sei
K :IR?x IR — (—oc, oo]

stetig. Es gebe emn € > 0 und ein ¢ € IR so daf

K (z,y)<c(l+[2*)1+y*) (z,y € RY
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gilt. Die Menge der zuldssigen Verteilungen von (X,Y) set nicht leer. Dann hat (E) eine
Lésung.

Ebenso hat (E) eine Lésung, wenn die Nebenbedingung
EiXi=1b (35)

mil einem b € IRY hinzugefiigt wird.

Beweils Es sei

D := {u : p Wahrscheinlichkeitsmafl im IR?, /IR“ lz|? du(z) < a}

und ¢ : D — (—oc,00], p(p) = fmd fma K(z,y)du(z)du(y). Setze v = inf (D) und
wihle eine Folge (u,) mit ©(pu,) — 7. Hat X, die Verteilung u,, so gilt P(|X,| > a) <
:—,E[IXHP] < & fiir @ > 0. (pn) ist folglich straff. Wir kénnen daher annehmen, daff u, .4
u mit einem Wahrscheinlichkeitsmafl p gilt. Sind X, X;, X,,... Zufallsvariablen mit den

Verteilungen u, ptq, 2, .., so folgt mit dem Lemma von Fatou [6, Satz 25.11, Seite 347]
a > liminf,_ o E[|X,|?] > E[|X|?]. Folglich ist 4 € D.

Nun seien Y,Y;,Ys,... verteilt wie X, X1, X,,..., aber unabhdngig von diesen. Wegen der
Stetigkeit von K gilt dann K (X,,Y,) L K(X,Y). Die Folge (|X.|*7¢) ist gleichgradig
integrierbar (siehe [6, Seite 348]). Mit dem unten angegebenen Lemma 2 ergibt sich die
gleichgradige Integrierbarkeit der Folge ((1 + |X,[*™)(1 + |¥»|>™¢)) und somit auch der
Folge (K_(Xn,Y.)). Man erhdlt mit [6, Satz 25.12, Seite 348] lim,_o E[K_(X,,Y,)] =
E[K_(X,Y)]. Zusammen mit dem Lemma von Fatou folgt daraus v = lim E[K(X,,Y,)] =
—E[K_(X,Y)]+im E[K.(X,,Ys)] > —E[(K_(X,Y)]+E[K,(X,Y)] = E[K(X,Y)], wegen
u € D also o(p) = 9.

Damit ist das Lemma fiir den Fall bewiesen, dafl die Nebenbedingung (35) nicht beriicksich-
tigt werden soll. Den noch zu beweisenden Fall behandelt man aber wie oben. Man hat
lediglich die Nebenbedingung (35) in die Definition von D mit aufzunehmen und sich mit
Hilfe der gleichgradigen Integrierbarkeit der Folge (X,,) (koordinatenweise zu verstehen) und
des Satzes 25.12 aus [6] davon zu iiberzeugen dafl das konstruierte u sie ebenfalls erfiillt. m

Lemma 2 Sind die Folgen von reellen Zufallsvariablen (X,.), (Yn) gleichgradig integrier-
bar und sind X,, und Y, fiir jedes n unabhdngig, so st auch die Folge (X,.Y),) gleichgradig
integrierbar.

Beweis Die Behauptung ergibt sich aus

/ XaYaldP < E[1X.]] [ Y| dP + E([Ya] [ X, | dP.
{{XnYn|>a} {|¥Ya|>v/a} {|Xn|>va}



Setzt man in Lemma 1d = 1. K(z,y) = —|z —y/und a = 0, so erhilt man wegen (—|z —y|)_
= |z —y| < (14 |z|)(1+ |y|) die Existenz einer Losung der zu Beginn von 2.1 geschilderten
Aufgabe. Man mufl sich nur klarmachen, daf in diesem Fall die Aufgabe (E) nicht durch
eine Verteilung p mit Varianz < 1 gelost werden kann, was aber aus Homogenitédtsgriinden
offensichtlich ist.

Nun folgern wir, unter gewissen Zusatzbedingungen. aus Satz 3 eine Multiplikatorenregel fiir

die Aufgabe (E).

Satz 4 In der Aufgabe (E) gebe es ein ¢ € IR mat
K (2,9)] < cw(z)u(y) (36)
mat
w(z) =14 |gi(z)].
1=1

Ist dann die Wahrscheinlichkeitsverteilung p eine Lésung von (E), so gibt es ein A =
(Xoy -5 Ans1) € R™? mit den Eigenschafien

so daf fir die Funktion

@)1= o foo o K(29)duly) + Aur + 3 Nii(2)
i=1

gult:

I(m){ 20, z€R’ (37)

= 0, p-fast iberall

Liegen einzelne Nebenbedingungen in Ungleichungsform vor, so sind die zu ihnen gehérenden
A; nichtnegativ.

Sind zusdtzlich zu den oben gemachten Voraussetzungen die Funktionen K, g,...,g. stetig,
so 1st auch l stetig und verschwindet im Trdger von p.

Beweis Fiir signierte Mafle o im IR® setzen wir

o= [ ulz) do(a), (38)
wobei |do(z)| fir die Integration beziiglich der totalen Variation von o steht. Dann ist der
Vektorraum

Z := {0 : o signiertes Maf, | 0| < oc}
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ein Banachraum, wenn man ihn mit der Norm (38) versieht (die Konvergenz jeder Cauchy-
Folge (0, ) erhélt man aus dem wohlbekannten Spezialfall w(z) = 1 durch Betrachtung von

(wan) ).

Wir betrachten zunéchst den Fall, dafl alle Nebenbedingungen in Gleichungsform (32) vor-

liegen und definieren Funktionen yg,....¢, : Z — IR durch
colo) = [Refge Az y)do(z)do(y)
Ale) = fIR« 0:(x) dotz) - a

onlo) = Jpeon(e)do(z) - a,
Lr"’ﬂ-rl(o-) = (IR-d)

fiir o € Z. Diese Funktionen sind stetig Fréchet—differenzierbar, denn ¢,,..., ¢,.1 sind nach
Wahl der Norm auf Z stetige Linearformen, wahrend ¢, wegen der fir alle o, 7 € Z giiltigen
Abschétzung

| e e K@ w) do(@)dr(y)

IA

[t [ E(@29) da(z)] ldr(y)
< [ fpecel@uy) ldo(z) 1dn(y)]

cllefllirl

die zu einer stetigen und symmetrischen Bilinearform auf Z x Z gehérige quadratische Form
ist.

Weiter ist
C := {0 € Z : o nichtnegatives Maf} }

ein konvexer Kegel in Z. Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes 3 erfiillt und es folgt,
wenn u eine Losung der Aufgabe (E) ist, die Existenz von nicht gleichzeitig verschwindenden
Zahlen Mg, ..., Ans1 € IR mit A\g > 0, so dafl mit

A
L::—Epo cr)—{—Z)up‘

die Aussage (iii) des Satzes 3 gilt. Fiir alle v € C' gilt somit
0 < (Lo(u),v)
= %o fpe e K20 du@)dviz) + dcsr(RY) = LA fp g1

/m‘ I(z) dv(z).

Il

Setzt man fir v speziell jedes Dirac-Mafl ein, so ergibt sich die Ungleichung I(z) > 0 fiir
alle z € IRY. Setzt man weiter y = v, so folgt daraus mit der Aussage (iv) des Satzes 3 die
Behauptung (37).
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Sind nun zusitzlich die Funktionen K,g;,....g. stetig, so ist auch [ stetig (dazu weist
man die Stetigkeit von z — f]R" K(z,y)du(y) mit Hilfe des Satzes iber die majorisierte
Konvergenz unter Verwendung einer Majorante der Form ¢é(z¢)w(y) nach). Damit kann (37)
nur gelten, wenn [ im Tréger von u verschwindet.

Im Fall, dafl einzelne Nebenbedingungen in Ungleichungsform vorliegen, verfadhrt man wie
oben und erhalt aus Satz 3, dafl die zu ihnen gehorigen Multiplikatoren nichtnegativ sind.
2

2.5 Ein Beispiel: Neuer Beweis des Satzes von Plackett

Wir betrachten die Aufgabe (E) mit
K(z,y) = —|z - y|

und den Nebenbedingungen
E[X]=0
E[X?* =1,
wobei wir die Bedingung an den Erwartungswert von X aber auch weglassen konnten.

Die Existenz einer Losung wurde bereits im Anschluss an Lemma 1 festgestellt.

Sei nun u eine Losung von (E). Die Voraussetzungen des Satzes 4 sind erfiillt. Es gibt also
nicht gleichzeitig verschwindende Multiplikatoren Ag,...,A; € IR mit Ay > 0, so daf} gilt:

l(.T,) = _/\0 /B |:': S yidﬂ(y) =+ AS T Aj[il‘ -+ )\21‘-2

- ! I 2 0 (3: e ]R)
= =X fmlr - yid#(y)*P(‘r){ =0 (z € supp p).

Wire Mg = 0, so ware [ = p. ein Polynom zweiten Grades. Dieses kann nicht identisch
verschwinden, da dann alle Multiplikatoren = 0 wéren. Es kann nicht genau zwei Nullstellen
haben, da dann [ auch negative Werte annehmen miifite. Es kann weiter nicht genau eine
Nullstelle besitzen. da dann der Trdger von yu einelementig und damit E/K(X,Y)] = 0,
also sicherlich nicht minimal ware. Schliefllich kann p nicht nullstellenfrei sein, da dann der
Tréager von p leer ware. Folglich mufl Ay > 0 sein und wir kénnen annehmen, dafl Ay = 1 ist.

Bezeichnet nun F die rechtsseitig stetige Verteilungsfunktion von p. so folgt mit partieller
Integration oder Riickfithrung auf die bekannte Flachenformel fiir Erwartungswerte®

le) =~ [T1-Fwdy- [ Fly)dy+ ().

*Lemma 4 auf Seite 33 enthilt eine geringfiigig allgemeinere Fassung dieses Sachverhaltes.
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Man erkennt, dafl [  links— und rechtsseitig differenzierbar ist mit
I'(z—)=1-2F(z-) + p'(z),
l'(z+)=1-2F(x)+ p'(z).
Ist 2 € supp p. so ist  Minimalstelle von [ und es folgt I'(z—) < 0, I'(x=) > 0. also
0<2(F(zx)- F(a=))=U(z=)=U{z~) < 0.

Folglich ist F stetigin ganz IR und I'(z) = 0 fiir # € supp ¢ und damit F(z) = 3(1-+p(z)) =
a + br mit a,b € IR. F ist demnach Verteilungsfunktion einer Gleichverteilung auf einem
Intervall, welches durch die Nebenbedingungen wie im Satz von Plackett behauptet festgelegt
wird.
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3 Konvexitat

3.1 Anwendung des Satzes von Kuhn-Tucker

Fiir eine konvexe differenzierbare Funktion oo : IR — IR ist das Verschwinden der Ablei-
tung nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend fiir das Vorliegen eines Minimums, was
gegebenenfalls die Beweisfithrung bei einem Exiremalproblem sehr erleichtern kann. Ahnli-
ches gilt nun fiir die sogenannten konvexen Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen
(Satz von Kuhn-Tucker, [31, Seite 77)).

Betrachten wir nun nochmals das beim Plackettschen Satz zu minimierende Funktional

poln) = = [ fi 12— vl du(e) duty).

Ist 4 ein Wahrscheinlichkeitsmafl und F seine Verteilungsfunktion, so ist
o(n) = ¢o(F) = =2 [~ F(z)(1 - F(z)) da (39)

(dies entspricht dem Zahler der Darstellung (3)). Man schlieft nun aus der Konvexitit der
Funktion ¢ — —#(1 — t) und der Linearitat des Ubergangs u — F, daB das Funktional o
jedenfalls auf der Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle konvex ist ( fiir andere (signierte)
Mafle gilt die obige Darstellung in der Regel nicht). Stellt man die Nebenbedingung an das

zweite Moment in der Form
wi(p) = /IR z? du(z) <1,

so liegt, weil ¢, linear ist, ein konvexes Optimierungsproblem vor, und der Satz von Kuhn-
Tucker ist anwendbar.

Da diese Situation fiir die in dieser Arbeit betrachteten Probleme typisch ist, formulieren
wir den

Satz 5 In der Aufgabe (E) mdgen nur Nebenbedingungen vom Ungleichungstyp (33) vor-
kommen. Das Funktional

b= fe Jige K(e9) duz) du(y) (40)

set auf der Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle mit [rne lgi(x ) < oo konvez. Weiter
seten alle Voraussetzungen des Satzes J erfiillt, einschhieflich der ‘?(efzglczf der vorkommen-
den Funktionen. Es gebe ein Wahrscheinlichkeitsmaf, fiir welches die Nebenbedingungen mit
,,<” an Stelle von ,,<” erfillt seien (,,Slater-Bedingung”).

Dann st ein Wahrscheinlichkeitsmafl p genau dann Lésung von (E), wenn es reelle Zahlen
Q,A1y...4An gibt, fiir die
N20, i=1,...,n, (41)



) A >0 IR?
1e) = e Kendn) = a= Sxaie{ 20 (2200 (42)
1=1
und
,\1' (/mdgi(r]dﬂtﬂ')_ai) =0, = ].,....??. (43)
gilt.

Ist (40) sogur streng konvez, so hat (E) héchstens emme Lésung.

Beweis Es sei W die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle, die der angegebenen Integrier-
barkeitsbedingung geniigen. Dann ist W~ eine konvexe Teilmenge des Vektorraumes der
signierten Borelmafle und wir kénnen den Satz von Kuhn-Tucker zusammen mit der Slater-
Bedingung anwenden ([31], Seite 77). Das liefert die Aussage, dafl /i genau dann Lésung von
(E) ist, wenn es reelle Zahlen A;,....A, > 0 gibt, die (41) und (43) erfiillen, und wenn fiir
die mit ihnen gebildete Lagrange-Funktion

L) = 5 froe foo K@ w) du(e) duly) + A [ oie) due)

gilt:

i L(p) = L(p).

Nun ist £ auf W ein konvexes Funktional sowie differenzierbar wie im Beweis des Satzes 4.
£ nimmt daher ein Minimum im Punkt 4 genau dann an, wenn die (einseitige) Richtungs-
ableitung in Richtung v — u fiir jedes v € W im Punkt 4 nichtnegativ ist:

Jpl@)dw —ia) 20, vew (44)
mit .
i(z) := fIR“ K(zy)dify) + X hgi(z).
Nun sind aber die Bedingungen (44) und (42) dquivalent:

Gilt (44), so ist
—ai= [ @) date) < oL@ dv(a)

insbesondere wenn v ein beliebiges Dirac-Maf} 1st, also

(z)=i(z)+a>0, zecR" (45)
[ ist stetig (sieche den Beweis von Satz 4), und nach Definition von a gilt
Jpe (@) diz) = 0.
Zusammen mit (45) folgt (42).
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Gilt umgekehrt (42), so ist wegen /| = | — a

/mdt'd.[v—p) s /}Rd(z— N /mdzd(,/ - )= /]Rdld.u >0 (46)
fir » € 1, d.h. (44) ist erfillt. =

Mit Satz 5 kann nun der Satz von Plackett erneut bewiesen werden. Ist namlich ; die
Gleichverteilung im Intervall |—1/3,1/3], so haben wir

1 V3 (2 +3)  (): V3)
\

e T
z - —yldy={ n?'
vl = 55 [l - vl {ir (2, = v3)

und damit gelten die Bedingungen (41) (42) und (43) des obigen Satzes mitn = 1, g;(z) = 22,

3] 3

ay =1, K(z,y)=—|lc—yl,a = —;, Xy = m. p ist also eine Losung des Plackettschen Ex-
tremalproblems, und zwar die einzige, wegen der aus (39) ersichtlichen strengen Konvexitit
des Funktionals q.

Der eben gegebene Beweis ist natiirlich nur deswegen so kurz, weil wir fiir 4 die richtige
Verteilung eingesetzt haben. Hétten wir diese nicht schon vorher gekannt, so hitten wir zu
ihrer Auffindung &hnliche Uberlegungen wie in 2.5 anstellen miissen. Dennoch hat der Satz
5, falls er anwendbar ist, gegeniiber dem Satz 4 zwei Vorteile: Erstens braucht kein separater
Existenzbeweis gefiihrt zu werden, und zweitens braucht man sich nicht mit nur theoretisch
denkbaren irreguldren Lésungen zu befassen (wie etwa in 2.5, Nachweis der Stetigkeit von
F und damit der Differenzierbarkeit von [ ).

3.2 Eine Klasse strikt negativ definiter Integralkerne

Die Uberlegungen des vorhergehenden Abschnittes zeigen, daf} es niitzlich ist, iiber méglichst
einfache Kriterien fiir die Konvexitidt von Funktionalen von Wahrscheinlichkeitsmaflen zu
verfiigen. Bei den in dieser Arbeit auftretenden Funktionalen handelt es sich speziell um
quadratische Formen der Gestalt

Q(u) = /]R /IRd z,y)du(z) du(y).

Wegen der fiir reelle Zahlen a und beliebige Mafle . unter geeigneten Integrierbarkeits-
voraussetzungen giltigen Identitéit

aQ(1) + (1 - a)Q(v) — Qlau + (1 - a)v) = a(1 - a)Q(u — v)

ist die Konvexitit von @ auf der Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle aquivalent zu der
Bedingung
Qp—v)>0 (p,v Wahrscheinlichkeitsmafle).

Setzt man K := —K und benutzt man, daf sich Jjedes signierte Maf} als Diflerenz zweier
endlicher Mafle darstellen lafit, so erhilt man als weitere dquivalente Formulierung

/IR‘* /md z,y)do(z)do(y) <0 (o signiertes Maf mit o(IRY) = 0).  (47)
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Schreibt man sich die letzte Beziehung speziell fiir molekulare signierte Mafle auf®, so ergibt
sich

Z cjc;\.};'(:rj,mk] <0 (n € N,z,,.... zn € IR C1y. . 0n € ]R,Z c; = 0) (48)

Jik=1 =1

Es ist iiblich, reelle symmetrische Kerne & : X x X — IR als negativ definite Kerne zu
bezeichnen. wenn A" eine nichtleere Menge ist und die Bedingung (48) mit A" an Stelle von
IR? erfiillt ist (siehe |5, Kapitel 3], wo allgemeiner komplexwertige Kerne betrachtet werden).
Ist K negativ definit und von der speziellen Form

};.'(m.,y):ﬁ\(x—y) (xeyEIR'd)

mit einer Funktion ¢ : RY — R mit ¢(z) = ¢(—=z) fiir = € R?, so bezeichnet man 7 als
negativ definite Funktion”. Ein sehr einfach nachzurechnendes Beispiel ist durch

¥(z) =z (z € R (49)
gegeben.

Es existiert nun eine Theorie negativ definiter Funktionen und Kerne, die insbesondere eine
grofle Zahl von konkreten Beispielen hevorbringt. Diese Theorie, wie sie etwa in [5] dargelegt
ist, vernachlassigt aber Fragen, welche die Giiltigkeit von Ungleichungen wie (47) fiir nicht
notwendig molekulare signierte Mafle oder das Eintreten des Gleichheitszeichens betreffen.
Die Bedeutung dieser Fragen sei kurz anhand eines prominenten Beispiels erlautert.

In der fiir die Funktionentheorie wichtigen Potentialtheorie der Ebene beweist man durch
spezielle Argumente und nicht ganz miihelos, dafl es zu jeder kompakten Teilmenge C des
IR? genau ein Wahrscheinlichkeitsmal v mit Triger in C gibt, welches das sogenannte
Energieintegral [ [log 1:—1? dv(z)dv(y) minimiert, sofern es iiberhaupt ein Wahrscheinlich-
keitsmafl mit Triager in C gibt, fiir welches das Integral endlich ist. Die Existenz einer
minimierenden Verteilung folgt dabei leicht aus dem Lemma von Helly. Probleme bereitet

dagegen der Beweis der Eindeutigkeit dieser sogenannten Gleichgewichtsverteilung®.

Aus der in [5, Kapitel 3] beschriebenen Theorie folgt nun aber miihelos, daf fiir jedes € > 0
der durch X
K (z,y) = log(e + |z — y[*)

®Ein signiertes Maf} heifit molekular, wenn es sich als endliche Linearkombination von Diracmafien schrei-
ben lafit.

"Genauer: Negativ definit auf der Gruppe (IR, +) beziiglich der Involution # — —z. Siehe [5, Kapitel
4].

" SEr wird in der grundlegenden Arbeit von Frostman [12] erst nach lingerer Vorbereitung auf Seite 61
gegeben. Ahnlich mu8 bei der Lektiire des Standardwerkes [32] zwischen Behauptung (Seite 55) und Beweis
(Seite 80) einiges bewiltigt werden. Einen anderen, nicht ganz vollsténdigen, Beweis gab Hille in [16] (
Theorem 16.4.3, p. 282). Er laBt sich vervollsténdigen, indem man sein vorbereitendes, aus [12][Seite 61]
iibernommenes, Theorem 16.4.2 auf Seite 281 durch das Lemma 2-1 aus (2, Seite 26] ersetzt ( die Beweise sind
im wesentlichen identisch). Dann erkennt man, daff aus der Endlichkeit von I(x) und I(v) die Endlichkeit
von I(p,v) folgt, womit die Zeile (16.4.12) auf Seite 283 in [16] gerechtfertigt ist.
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definjerte Kern K, negativ definit im Sinne der Beziehung (48) ist. Denn es ist
1
K (z,y) = log(1+ ~lx —y?)~loge
€

und die negative Definitheit des ersten Summanden auf der rechten Seite folgt mit dem
Beispiel (49) aus [5. Korollar 2.10, Seite 78], wihrend die Konstante loge trivialerweise
negativ definit ist.

Mittels Approximation beliebiger endlicher Mafle durch molekulare Mafle folgt daraus die
Beziehung (47) mit K, an Stelle von A fiir jedes ¢ > 0, was sich in der Form

% (fmz f]Rz log(e + |z — y[*) du(z) du(y) + /]R; /]R, log(e + [z — ylz)dvtr)dv(y))
/132 fmz log(e + |z — y12)d¥(m)d“ LE

schreiben ldfit. Durch Grenziibergang folgt mit dem Satz iiber die monotone Konvergenz
1 u+v pL+v
d d
//]og|:r:—y| 2 & 2 (v)

(// logle 3] ° f/ log |.7: oz ~ 3] el 3’)) (50)

das zu minimierende Funktional ist also konvex (insbesondere ist die Menge der Mafle mit
endlicher Energie konvex). Wenn man zeigen kénnte, daf es sogar streng konvex ist, hitte
man sofort die Eindeutigkeit der minimierenden Verteilung. Aber selbst wenn man das
Gleichheitszeichen in (48) im vorliegenden Fall ausschlieflen kénnte® , wiirde man mit dem
obigen Beweis von (50) aufgrund der vollzogenen Grenziiberginge nicht die strenge Konve-
xitdt erhalten.

Wie sich zeigt, kann man aber einen Satz aufstellen, welcher der oben implizit benutzten
Proposition 2.9 aus [5] entspricht, und welcher die strenge Konvexitiat des Energieintegrals
als Spezialfall enthalt.

Wir erinnern daran, daf eine auf einem Intervall I definierte Funktion g vollstandig monoton
heifit, wenn sie beliebig oft differenzierbar ist und (—1)"¢")(¢) > 0 fiir alle z € I und

= 0,1,... gilt. Nach einem Satz von Bernstein (siehe Kapitel 8 dieser Arbeit) ist jede
in (0,oc) vollstindig monotone Funktion g Laplace-Transformierte eines nicht notwendig
endlichen, positiven Borelmafles m:

ot)= [ Ndm(3). (51)

Wir setzen im folgenden ¢, := max(¢,0) und ¢_ := —min(p,0) fiir [—oc, oc]-wertige
Funktionen ¢.

®Dies kann durch Verweis auf das Theorem 3°, p. 823 in (24’ geschehen.
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Satz 6 Die Funktion ¢ : [0.00) — [—00,00) set stetig und habe in (0,00) eine vollstindig
monotone Ableitung. p und v seien Wahrscheinlichkeitsmafle im IR®. Fiir Funktionen h :
[0,00) — [—oc,00] set zur Abkiirzung

Em-h = /IRd /md h(l:r - ylzldﬂ(a?)du(y)

geselzt. sofern wenigstens Quasintegrierbarkeit vorliegt. Dann gelten die folgenden Aussa-
gen.

a) Die folgenden drer Bedingungen sind dquivalent:

(3) Euu‘fg+ < X
(it) E o+ < 00 und E, o < 00

(iii) Eg;_v$99+ < T

b) Sind die Erwartungswerte aus a) endlich, so gult

1
'i(E.uu‘P + Evy‘r:') S E.‘%" %‘r"’ S Euu‘roﬁ (52)

wobei —oc vorkommen kann.

¢) Sind die Erwartungswerte aus a) endlich und st zusdtzlich E,u_a_“%_un,:_ < oo,
2

so sind alle in b) vorkommenden Erwartungswerte endlich und es qilt tiberall <,

es set denn, daff ¢' konstant oder p = v ist.

d) Die Menge

{,u : p Wahrscheinlichkeitsmafl im IR® mit E,,,|¢| < oc}

!

ist konver. Sofern sie nicht leer ist und ' nicht konstant ist, st p — E_ ¢

streng konkav und

plu,v) = \ffz_Euu‘r: —Ep—Enp= VK_E{u—v)(p—v)"P

definiert eine Metrik auf dieser Menge.
Zum Beweis des Satzes benotigen wir ein einfaches Lemma iiber konkave Funktionen.
Lemma 3 FEs sei ¢ : (0,00) — IR eine konkave Funktion. Dann gibt es ean C € IR, so dafs

pi(s+1) < C+ei(s) + ¢+(2)

fiir alle s,t > 0 gqult.



Beweis Es sei ¢ nach oben unbeschrankt (andernfalls ist nichts zu zeigen). Dann ist
¢ wachsend. Wir nehmen zunachst zusédtzlich an, dal ¢ eine Nullstelle sy besitzt. Dann
kann C' = p(2sq) gesetzt werden: Fir s < sg und { < s ist die behauptete Ungleichung
offensichtlich. In den anderen Féllen nutzt man aus, dafl (! + s) — p(s) fiir konkaves ¢
fallend in s ist. Im Fall s > sq. t < s ergibt sich

pi(s+1)=g(s +1)—p(s) + ¢(s) < p(so+1t) — w(s0) + p(s) < C+p(s)
und damit die Behauptung. wihrend im Fall s > s¢. t > so entsprechend
¢+(s +1) < p(so+t)+o(s) = p(so+1) — p(t) + o(t) + v(s) < ©(280) + p(t) + p(s)
auf das Gewiinschte fihrt.
Hat schliefillich ¢ keine Nullstelle, so ist ¢ bei 0 stetig ergdnzbar und man kann das voher-

gehende auf ¢ — ¢(0) mit sp = 0 anwenden. Das liefert die Behauptung mit C = —p(0).
]

Beweis des Satzes 6 a) ¢ ist als Funktion mit vollstindig monotoner Ableitung insbe-
sondere wachsend und konkav. Mit der Ungleichung |z — y|* < 2|z|® + 2|y|* folgt aus dem
Lemma

p+(lz = yl*) < o+ (212 + 2ly[*) < 3C + 2(p+(|2?) + 4 (ly*)) (53)
fir z,y € R%.
Es gelte nun die Bedingung (ii) in Aussage a). Dann existiert ein yo mit [ ¢, (|z—yo|?) du(z) <
oc. Ersetzt man in (53) @ durch 2 — yo und y durch —yg, so erhilt man die Endlichkeit von

J¢+(|z}?)du(z). Entsprechend ist [ ¢.(|y|?)dv(y) endlich. Zusammen folgt durch nochma-
liges Anwenden von (53) die Aussage (i).

Mit der gleichen Schlufiweise erkennt man, dafl die Bedingung (i) die Bedingung (ii) zur Folge
hat. Daf} beide Bedingungen zusammen genommen &dquivalent zur Bedingung (iii) sind, ist
klar.

b) Aus der Darstellung (51) fiir g = ¢’ erhélt man fiir £ € [0,00) und € > 0

we(t) = e+t

wobei wir zur Abkiirzung

mg := m({0})
gesetzt haben. Dabei war die vorgenommene Anderung der Integrationsreihenfolge wegen
e™*7 > 0 legitim. Nach Lemma 3 hat man

ple) < wlt) < C+ ple)s +04(t)
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fiir ein C € IR und jedes t > 0. Mit der vorausgesetzten Endlichkeit der Erwartungswerte aus

Teil a) folgt, dafl die Erwartungswerte E,, ¢c, E . Evppe und Euiv uivp, im eigentlichen
2 2

Sinne existieren (d. h. sie sind endlich). Mit (54) ergibt sich

Jeee Je #ellx =y dutz)dvty)
= wl(e)+mo [y foale = v dul@)dv(y) = Liuv), (55)

I

Eyiz,

mit
—€A

)5 -/IRd -/IRd .f(o,m} (1 - e'A"”_y‘z) t—)-‘— dm(X)du(z)dv(y).

e = du(z) = dus(z), e du(y) =: da(y)

und erhalten wegen der Nichtnegativitdt des Integranden
m(})

L) = [ Jre Jret =) dutz)
= fow) (1 - fm“ /IR,, e Mol gy ()Ml dv(y)) f:\d dm())
fﬂw}( ./]R‘*]IR 2z 2A)k :::y] dux(z)dva(y ) e}i dm(A), (56)

wobei z'y das Skalarprodukt bezeichnet. Wegen

I fm«Z'

A
< o s 2 G el dis(e)in ()

f]R“ f]R“ ex(zlznyl-s:F-:yﬁ) du(z)dv(y)
S fe €W due)v(y)
1

o0

Wir setzen nun

—€A

(z "y)*| dpa(z)dva(y)

I

ACIA

fiir A > 0 kénnen nach dem Satz von Fubini die Doppelintegration und die Summation in (56)
miteinander vertauscht werden. Das liefert, wenn wir mit a = (ay, ..., aq) € INg® Multiindi-

zes, mit |a| = @3 +...+ aq ihre Linge und mit ( }: == Q—“k—,“i' den Multinomialkoeffizienten

bezeichnen, sowie % := z,*' - ... xg%¢ setzen,

e = -5 P e fpee dms@in) S
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- -/(n,m)( i k! fIR /IR Z( 2%y dpx(z)dva(y ) :Adm{)«)

la|=k
—€A

22 i )
f.;o,x} (1 - Z( k!} > z )/md:r dm(r)/m‘,y dv;(y)) EA dm(X)

k=0 jal=k

Setzt man diesen Ausdruck fir I (u,») in die Formel (55) ein, so erhédlt man mit den ent-
sprechenden Ausdricken fir E,, ¢, und E,, ¢,

QE#V‘;( - E#y‘r‘"t - Evu"r:"t

[ = dute) - fydv(y)iz

oy o
= Ua:dﬂ- :r)*fydv(y)
* fow

und das ist offensichtlich nichtnegativ. Es folgt die Ungleichungskette

(QfxdpA/ydvAwL(fmdpA /ydu))

2

(0 ([ e din@) - [ dnatw)) 1o dm(), (57)

(0,0) 1 —o lal=k

1
§(Eu;.r‘fpc I EUVLPE) S E.“‘;_VF;'_"‘]@E S Euugc .

Fiir € — 0 ergibt sich daraus die behauptete Ungleichung (52) durch Anwendung des Satzes
iber die monotone Konvergenz (auf die wachsende Folge der nichtnegativen Funktionen

P1 = P1).

¢) Nun werde zusitzlich zur Endlichkeit der Erwartungswerte aus a) angenommen, daf
E&;__u v endlich ist. Wegen b) ist dann auch E,, ¢ endlich. Damit miissen wegen

1 1
Etéi.‘i piv @ = _(E_u.u‘rg T Evv‘ﬁ) *F _Epuﬁ-" ('58)
T 2 4 2

auch E,, ¢ und E, ¢ endlich sein.

Aus (57) ergibt sich mit dem Satz iiber die monotone Konvergenz

2E,¢0 — Epup — Evp
= 111’% 2Euu97c ~— Ewlpc B Eyu‘f'-"e

|2
|
([ 2 i) - [ dn) Tam). (59)

rdﬂ(&?)—/ydvty)

/Dao)k —0

lai=k
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Tritt nun an einer Stelle in (52) eine Gleichheit auf. so muf} sie wegen (58) iiberall auftreten.
Insbesondere mufl damit der Ausdruck in (59) verschwinden. Ist nun aber p # v, so muf} es
zu jedem A > 0 ein a geben, fir welches [ z® duy(z) # [y dva(y) ist, da die durch

M (1) = ff”dp;{.r)
h/ft:,r-/\i:r'2 dﬂ(ﬁ").
/“"ryq'ye di(y),

M, (1)

t € IRY, gegebenen momentenerzeugenden Funktionen von py und vy offenbar im ganzen
IR? endlich sind und somit die Mafie u) und vy durch ihre Momente eindeutig festgelegt
sind. Der Integrand im dm-Integral in (59) ist also in ganz (0,2c) positiv. Ist nun ¢’ nicht
konstant, so ist m((0,00)) > 0 und damit mufl das dm -Integral in (59) positiv sein.

d) Dafl die angegebene Menge konvex ist, folgt aus den Aussagen a) und b). Die strenge
Konkavitdt folgt aus c). Die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung folgt mit der Minkowski-
Ungleichung aus der Darstellung (59). Die Definitheit wurde gerade in c) festgestellt. [
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4 Charakterisierung gegebener eindimensionaler Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen durch Extremalprobleme

4.1 Ein negatives Resultat

Bevor wir im nédchsten Abschnitt die Frage 1 durch Angabe eines geeigneten Kernes A
bejahen, wollen wir ein nicht uninteressantes negatives Resultat beweisen. Betrachtet man
den Kern A(7,y) = 7—y!.so kann man auf die Idee kommen. dafl man zur Charakterisierung
einer gegebenen Verteilung einen Kern der Form A'(z,y) = u(z — y) mit einer geeigneten
Funktion u wihlen kann. Uberraschenderweise kann man viele ,.verniinftige” Verteilungen,
darunter die Normalverteilung, so nicht charakterisieren, jedenfalls dann nicht, wenn man u
einer naheliegenden Wachstumsbeschrankung unterwirft.

Es bezeichne § den Raum der schnell fallenden Funktionen ([22], Seite 168). Fiir f € S sei
f die zugehérige Fourier-Transformierte. Die Normalverteilungsdichte ist ein Element von
S und erfiilllt auch die iibrigen Voraussetzungen des folgenden Satzes.

Satz 7 Es sei K(z,y) = u(z — y) mit einer geraden, Borel-mefibaren Funktion u, die der
Bedingung
lu(z) < c(1+ ) (2 e€IR) (60)

fiir ein c € IR geniigt. Es seir weiter u ein Wahrscheinlichkeitsmafi auf IR mit Dichte f. Es
gelte

supp 1 = R,
fes,
fz)#0  (z€R).

Ist dann p eine Lisung der Aufgabe (E) mit den Nebenbedingungen EX| = 0, E[X?] = 1,
so ist u A -fast tiberall gleich einem Polynom zweilen Grades.

Es folgt, dafl alle Wahrscheinlichkeitsmafle mit A'-Dichte sowie Erwartungswert 0 und Vari-
anz 1 ebenfalls das Extremalproblem (E) l6sen, welches somit zur Charakterisierung von g
untauglich ist.

Beweis Ist u eine Losung mit den genannten Eigenschaften, so folgt dhnlich wie in Abschnitt
2.5

Jpe-0fwdy+pa)=0  (zeR)

mit einem Polynom p zweiten Grades. Man kann nun u als temperierte Distribution auffassen
und erhélt durch Fourier-Transformation (Theorem 7.19 ¢) in [22], Seite 179)

fi=—p
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Da f nach Voraussetzung keine Nullstellen hat, kénnen wir die letzte Gleichung mit der

glatten Funktion ‘-} multiplizieren und erhalten

. 1,
U = —=xp.

f

Nun ist p = Si:o a;69) mit gewissen komplexen Zahlen a; (siehe 22, Seite 177, Beispiel
7.16, Gleichung (5)]), wobei &'/ fiir die j-te Ableitung des Diracmafes steht. Es folgt leicht

ein Polynom zweiten Grades, und die Behauptung folgt. @

Beziiglich der Voraussetzungen des Satzes T sei bemerkt, dafi man die Bedingung f € S ver-
mutlich abschwachen kann. Vielleicht braucht man nicht einmal die Existenz einer Dichte
von yu zu fordern. Wir wollen hier auf diese Fragen nicht weiter eingehen, da in Zusammen-
hang mit der Frage 1 eine Abschwiachung der Voraussetzungen an p keine wesentlich neuen
Erkenntnisse mit sich brachte.

4.2 Ein positives Resultat

Trotz des Ergebnisses des vorangegangenen Abschnittes wird man sich in Hinblick auf eine
positive Beantwortung der Frage 1 weiter nach Kernen umsehen, die dem Plackettschen
dhneln. Eine sich anbietende Wahl ist

K(z,y) = |h(z) — h(y)| (61)

mit einer noch zu bestimmenden Funktion A. Man kann nun die Multiplikatorenregel Satz
4 auch dazu benutzen, bei vorgegebener Losung ein geeignetes h zu bestimmen.

Wir formulieren vorbereitend ein einfaches Lemma.

Lemma 4 Ist h : IR — IR stetig und sireng wachsend und ist F' Verteilungsfunktion eines
Wahrscheinlichkeitsmafes, so st

h{z

= -1 ) -1
J 1e) = b dF @) = [~ 1= P @)de+ [ R (@) dt

oc

wobei h=1(t) := +oo fiirt > suph und h™*(t) := —oc firt <infh gesetzt ser.
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Beweis Es ist

I

J (W@ = h@)_ dF@) = [ [ 10 <01t < hly) = h(z)) dt dF(y)

- /“/ I(y > k(¢ + h(z)) dF(y)dt
= / 1— F(h™}(h(z)+t)) dt

o

_ / j — EtR-MeNdt
hiz)

und
/]R(h(:.-:) — h(y)), dF(y) = fIRf]RI(h — h(z) < t)I(t < 0)dtdF(y)
= f /]R (y < k™Y (h(z) + t) dF (y)dt

h(z)
/ F(R™}(2) dt.

-0

Wir betrachten nun bei gegebenem po mit zugehoriger Verteilungsfunktion Fy, die Aufgabe
(E) mit K wie in (61), aber mit noch zu bestimmendem k, und den Nebenbedingungen

E[X] :/zng(:c), E[X?] :fxzan(a:).

Nehmen wir an, dafl o eine Lésung dieser Aufgabe ist, so folgt durch formales Anwenden
des Satzes 4 mit Ao = 1

>0 (zeR)

I(z) = / |h(z) — h(y)| dFo(y) +P(‘3){ =0 (z € supp po)

fiir ein Polynom p zweiten Grades. Nach Lemma 2 ergibt sich formal fiir 2 € supp u

—f 1 — Fo(h~3(1)) dt — f F(h~(t))dt + p(z) = 0
hi{zx)
und somit, falls differenzieren erlaubt ist,

(1 —2F(z))k'(z) = —p'(2),

also

fiir gewisse a,b. Dafl dieses so gefundene h tatsichlich geeignet ist, beinhaltet der folgende
Satz.
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Satz 8 F, set eine stetige Verteilungsfunktion mit einem eindeutig bestimmten Median mq
und endlichem zweiten Moment. Die durch

T — My

no(x) = Fole) = L (62)

definierte Funktion sei in einer Umgebung von mq integrierbar. hqo bezeichne eine Stamm-
funktion von no. h sei eine streng wachsende stetige Funktion mat

J = ho(z) (x € supp o)
h(z) = 1 > ho(x) (2 <myg)
| < ho(z) (2 > mo).

Sind dann Xy und Yy unabhdngig und jeweils nach Fy verteill und X und Y unabhdngig und
identisch verteilt nach ewner beliebigen Verteilung mat endlichem zweiten Moment, so folgt

aus
E[(X — mg)?] < E[(Xo — mo)?] (63)

das Bestehen von

E[|r(X) — h(Y)]] < E[[h(Xo) — h(Yo)]], (64)

und Gleichheit tritt in der letzten Ungleichung genau dann ein, wenn X und Xy dieselbe
Verteilung besitzen.

Beweis Wir betrachten die Aufgabe (E) mit d = 1,

K(ma y) = —-!h(a":) - h(y)|a

n =1, gi(z) = (z — mo)?, a1 = E[(Xo — mo)?] und mit der Nebenbedingung vom Unglei-
chungstyp (33). Es soll der Satz 5 benutzt werden.

Unter Beriicksichtigung der Monotonie von h erhdlt man leicht
h(z) = O(lho(z)])  (lz] — o0).
Aus (62) folgt no(z) ~ 2|z| fir |z — oo und damit
h(z) = O(z®)  (lz] — o).
Daher gilt fiir ein c € IR
|K(z,9)| < e(1+2)(1+3") (2,9 € R). (65)
Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 4 erfiillt.

Weiter ist das zu minimierende Funktional (40) streng konvex auf der Menge der Wahr-
scheinlichkeitsmafle mit endlicher Varianz: Es 1aft sich ndmlich in der Form

b= o [ |2~ vlde" @) dit () (66)
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schreiben, wobei p" das durch p"(B) := p(h~?(B)) definierte Bildmafl von x unter h be-
zeichnet. Die Abbildung g — " ist nun linear und injektiv (letzteres wegen der strengen
Monotonie von h). und (66) ist als Komposition des bereits als streng konvex erkannten
Plackettschen Funktionals (39) mit dieser Abbildung folglich streng konvex.

Wegen a; > 0 (Fp ist ja stetig) ist auch die Slater-Bedingung erfillt. Der Satz 5 ist also
anwendbar, und wir haben nur zu zeigen. dafl es ein a € IR und ein A > 0 gibt, mit

_ . | ,[ 20 (z€R) .
lz) = = Jig hie) = Mw) dFaly) = @+ Me = mo{ 2 (1T ooy (67
Es sei zundachst h = hg. Dann ist Lemma 3 anwendbar und wir erhalten
* g Male) 1 2
l(z) = — fh ( }1 — Fo(hg'(2))dt — f Fo(hg'(t))dt + a+ Mz — my)
und daraus
U'(z) = (1-2Fy(z))no(z)+ 2z — myo)

= —2(z —mo) + 2A(x — mg).

I' verschwindet also fiir A = 1 identisch, und damit ist gezeigt, dafl (67) fiir ein A > 0 und
ein a € IR, welche nicht beide = 0 sind, gilt.

Nun sei nicht notwendig h = hy. Es ist dann mit A und a wie oben

() = - [ h(y) - h(z) dFly) - |

= [ hw)dRa(y) - [ h(y)dFo(y) + hz)(1 — 2Fa(z)) + @ + Az — mo)

-/ ; Boly) dFs(y) / " holy) dFo(y) + h(z)(1 = 2Fo(z)) + a + Mz — mo)®.

T

_h(=z) = h(y) dFo(y) + a + Az — mo)®

Dies ist nun im Tréger von po gleich, und ansonsten gréfler oder gleich, dem Wert von I(z),
den wir mit ho an Stelle von h erhalten haben. Folglich gilt wiederum (67), womit Satz 8
bewiesen ist. L3

Wir hétten in der Formulierung des Satzes h = hg setzen konnen, um zu einer iibersichtli-
cheren Formulierung zu gelangen. Es wurde die allgemeinere Fassung gewihlt, um den Satz
von Plackett mit h(z) = 23z,

—z2 -3 (z < —3)
ho(z) = { 2v3z  (—-V3<z<VB)
24+3  (z>+3)

als Spezialfall zu erhalten.

Es sei noch bemerkt, daf eine leichte Anderung der im obigen Beweis betrachteten Aufgabe
(E) zur Nichtlosbarkeit fithren kann: Fp erfiille die Voraussetzungen des Satzes 8 und sei
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zusatzlich streng wachsend in IR (also supp ¢ = IR). Dann hat die Aufgabe (E) mit d =
1, K(z,y) = —lho(z) = ho(y)|, » = 1 und gi(z) = (= — mo)? keine Lésung, wenn die
Nebenbedingung in Gleichungsform (32) mit einem a; > E[(Xo — mo)?] gestellt wird. Zum
Beweis nimmt man die Existenz einer Lésung F beziehungsweise y an und iiberlegt sich,
dhnlich wie in Abschnitt 2.5. dafi die auf Seite 35 zur Motivation des Satzes 8 durchgefithrten
,Jormalen Schliisse”™ mit F an Stelle von Fy korrekt sind und auf

1 1
Fla)~ 5 = a(Fla)~ 5)  (z € supp )
fiihren. Aus dieser Beziehung leitet man leicht

[‘ (z — mo)? dF(z) < /:(a: — mg)* dFy(z)

oo

her, was die Nichtzuldssigkeit von F' zeigt.



5 Charakterisierung mehrdimensionaler Gleichvertei-
lungen

In diesem Kapitel soll die Frage 2 der Einleitung beantwortet werden. Wir suchen also eine
Funktion A : R¢ x RY — IR. so daf die Aufgabe (E) etwa mit der Nebenbedingung

ElIX{? = a.

a eine positive Konstante. als Lésung nur die Gleichverteilung in einer Kugel um den Ur-
sprung besitzt.

Um eine Idee zu erhalten, wie eine geeignete Funktion K aussehen konnte, betrachten wir
erneut den in Abschnitt 2.5 gegebenen Beweis des Satzes von Plackett. Dort wurde im
wesentlichen aus der fiir # € supp y giiltigen Gleichung

- [z -yl du(y) = ~p(z), (68)

wobei p ein Polynom zweiten Grades bezeichnet, geschlossen, dafl i eine Gleichverteilung ist.
Dies geschah durch einmaliges Differenzieren von (68), welches aufgrund einer vorherigen
Umformung des Integrals auf elementare Weise méglich war. Man sieht aber deutlicher,
warum dies auf die Gleichverteilung filhren mufite, wenn man beide Seiten von (68) ,,direkt”
zweimal differenziert: Im Sinne der Distributionentheorie ist

d?

und damit ergibt sich im Inneren des Giiltigkeitsbereiches von (68), wenn  das Faltungs-
produkt von Distributionen bedeutet?,

1
= - 61-
K 22 H

1/( d*
= 2 \a2 )

1 d? (-1 )
T 2dz? T H)
s Ep-‘f

2 ]

d. h. p hat, zumindest im Inneren seines Trégers, eine konstante Dichte.

1%Da diese Rechnung nur zur Motivation des folgenden durchgefithrt wird, kann der Leser sie als Heuristik
ansehen. Sie l4fit sich aber streng rechtfertigen: Die ersten beiden Gleichheiten sind offensichtlich. Zur
Begriindung der dritten Gleichheit nehmen wir der Einfachheit halber an. dal u kompakten Triiger hat.
Dann folgt sie aus Theoreme IX in [25, Seite 160] oder Theorem 6.37 in [22, Seite 160]. Die letzte Gleichheit
schliefilich gilt mindestens im Inneren des Giiltigkeitsbereiches von (68). da Gleichheit von Distributionen
eine lokale Eigenschaft ist. die sich auf ihre Ableitungen iibertragt.
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Von technischen Feinheiten einmal abgesehen kann man also die Beziehung (69) und die
Tatsache, dafl p" konstant ist, als entscheidende Ursache fiir die Giiltigkeit des Satzes von
Plackett ansehen. Im Fall beliebiger Raumdimension d > 1 erhielte man fiir jede Lésung u
der betrachteten Extremalaufgabe (E) aus der Multiplikatorenregel Satz 4 formal

_/K(r,y)dﬂ(a")=a+'bl:r:2 (z € supp u) (70)

mit reellen Konstanten a.b. Wendet man nun den Laplace-Operator A = ¢4 2 auf (70)

T =1 Gg2
i

an. so wird die rechte Seite konstant, und man wiinscht sich in Analogie zu (69)
AK(-,y) = caby

mit §, = Diracmafl im Punkt y und einer reellen Konstanten c;. Bekanntlich (siehe [25, Seite
44-45]) leistet dies der durch

~le -yl (d=1)
K(z,y) = Ka(z,y) = { log gy (d=2) (1)
i‘;_—:fm (d > 3)

definierte Kern, wobei wir

Kle.c)=10 (d >2)

setzen wollen, und zwar mit den Konstanten

-2 (d=1)
s 4 =0 (d=2)
—(d - 2);3[“;) (d > 3).

Tatsiachlich gilt in Verallgemeinerung des Satzes von Plackett der folgende

Satz 9 Es sei d eine natirliche Zahl und K4 wie in (71) definiert. Sind dann X und Y
unabhéingige und identisch verteilte Zufallsvektoren mit Werten im IR? und gilt

d
| 2 < -~
E[1‘Xl]—d+2! ("ZJ
s0 1st
3=
BlKAX,Y) 2! L (d=2) (73)
d
% (d23),

und Gleichheit iritt genau dann ein, wenn X undY in der Einheitskugel {z € IR? : |z| < 1}
gleichverteilt sind.

Beweis Wir konnen uns auf den Fall d > 2 beschranken.
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Wir betrachten die Aufgabe (E) mit A = K, und der einen Nebenbedingung (72). Obwohl
wir in der Folge keinen Gebrauch davon machen werden, sei bemerkt, dafl die Existenz einer
Lésung sofort aus dem Lemma 1 folgt.

Da die durch () = ;logt beziehungsweise p(t) = —t~(472)/2, d > 3, gegebenen Funktionen
offenbar in (0,00) vollstandig monotone Ableitungen besitzen, ist der Satz 6 anwendbar.
Wir haben also ein streng konvexes Funktional auf der konvexen Menge

5 d oy
W := {u : p Wahrscheinlichkeitsmaf, /:a‘f* du(z) < T f/ Kaldudy < oc}
zu minimieren. Daraus folgt schon, daff die Aufgabe (E) héchstens eine Lésung hat.

Nun ist der Satz 5 scheinbar nicht anwendbar, da die dort verlangten Regularitatsvoraus-
setzungen von K, nicht erfiillt werden. Dennoch iibertragt sich der damalige Beweis dafiir,
daf} die Analoga der dortigen Bedingungen (41), (42) und (43) hinreichend fiir das Vorliegen
eines Minimums sind, fast wortlich auf den hier vorliegenden Fall:

Nach dem Satz von Kuhn-Tucker ist die Gleichverteilung in {z € IR? : |z| < 1}, die wir mit
ft bezeichnen wollen, sicher dann eine Lésung unserer Aufgabe (E), wenn es eine reelle Zahl

A > 0 gibt mit
d .
f2 ¥ — — — L od
(el @) d_:g) 0 (74)

derart, daf} fiir die durch

1
T Q/f}(d dudy + ,\f 2P du(z) (ne W)
definierte Lagrangefunktion gilt:
mi £(u) = £(2). (75)

Die Bedingung (74) ist fiir jedes A erfiillt, da der Ausdruck in der Klammer verschwin-
det. Wegen der Konvexitdt des Funktionals £ gilt (75) genau dann, wenn die hier offenbar
existierende einseitige Richtungsableitung

lim = (£(i + v — ) — £(i))

t—0+

= fli%L% (fg//n d(v — i)d(v — ,&)+tf/Kddﬁd(v +,&)+t)\/i:r§2 d(u—fz)(z))
[ [Kadidtv = i)+ [ 1212 dw - i)(2)
= [ ([ Kaerw) i+ M) d(v — i)(a)

von L an der Stelle 4 in Richtung v — 4 fiir jedes » € W nichtnegativ ist. Dafiir reicht es
hin, daf} fiir ein a € IR

>0 zeR?

=0 z € supp (76)

l(2) = [ Kule.v)diy) + Mal* + a{

40



gilt (Beweis wie in (46)).

Es bezeichne nun wy = 2ﬂ§/T(g) den Oberflicheninhalt der Einheitssphire in IRY. Damit
ist fird > 3

d 1
ah' 'y)di T FErTE
[]R_ d(a',y) ,U(y) u!d.{Ey?fl},[T_y!d_z Y
_ 4 #1-kePE) (2l<) (77)
“w'd u-'d;J"riﬁ ¢ lizi 2 1)
d . 1122-d (z, =1)
= 2 I 2 . S 4
BT R "

wobei man eine Herleitung der bei (77) benutzten Formel etwa in [10, Seite 40] findet.
Damit gilt (76) mit A = 2 > 0 und a = —3%. Fiir d > 3 ist demnach die Gleichverteilung
ft tatsachlich extremal, und wir erhalten den Wert der rechten Seite von (73) aus (78):

/R.i/dedd}ldﬁ d d 2-d

I

.- = lz12) d
wqg J{izl<1} 2 2 ol dz

d 2-d,6
= §+—-2 a'/o r2rd =t dr
2d

d+2°
Nun sei d = 2. Mit

2rlogr  (|z| <7)

2m
fo loglx‘_"(c"st‘smt]idtz{leogfﬂ (lz| 2 7)

(siehe [16, Lemma 14.4.1, Seite 214]) erhélt man fiir z € IR?

1 1
Ky(x,y)dp = - —d
flR’ 2(#:9) 4ily) ™ /{|y!s:} loglz —y| ~

1 1 por
- ——f ] log |z — r(cost,sint)|dtrdr
7 Jo Jo

B —2féz|r]ogi:r|dr—2f|1:|rlogrdr (lz] < 1)
~2log |z| fi r dr (| > 1)
_ { 1—fzf? (lzl<1)
—log|z| (|z|=1).
Man erkennt, da (76) mit A = 1 > 0 und a = —1 gilt. Also ist auch fiir d = 2 die
Gleichverteilung extremal, und mit
1 i
Ka'.'d.':—/ 1=zl de = =
fIFF fIF{2 2 S {|zi51}{ 2t} o 2
ist der Satz 9 vollstindig bewiesen. [ ]
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6 Maximierung des erwarteten Abstandes bei gege-
bener mittlerer Varianz

In diesem Kapitel soll die Frage 3 der Einleitung behandelt werden. Wir betrachten also im
IR® die Aufgabe (E) mit K(z,y) = —|z — y| und der einen Nebenbedingung

E[lX* <1 (79)

Wir kénnen uns auf den Fall d > 2 beschrianken, da der Fall d = 1 durch den Satz von
Plackett geklart 1st.

Nach Lemma 1 (Seite 15) existiert jedenfalls eine Lésung der Aufgabe (E). Aus Homoge-
nititsgriinden muf} fiir jede Lésung in der Nebenbedingung (79) das Gleichheitszeichen ein-
treten. Weiter ist Satz 6 anwendbar, da die Funktion |/ : [0,00) — IR stetigist und in (0, )
eine vollstindig monotone Ableitung besitzt. Das zu minimierende Funktional ist also sicher-
lich streng konvex auf der Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle u mit fmﬂ lz|? du(z) < .

Zusammen mit der bereits festgestellten Existenz einer Lésung erhalten wir die eindeutige
Lésbarkeit von (E).

Weiter folgt, dafl die Lésung p invariant unter orthogonalen Transformationen ist. Denn fir
jede derartige Transformation T gilt

Jge 121 du@) = [ lel d” (@)
und
[ [z~ vldut@)int) = [ [ 1z -yl duT(2)du (3)
und somit ist 7 auch Lésung von (E), also mit u identisch.

Mit Satz 5, dessen Voraussetzungen hier erfiillt sind, erhilt man zusammenfassend das fol-
gende Zwischenergebnis:

Die Aufgabe (E) hat fiir jedes d > 2 genau eine Lésung p. Diese ist rotationssymmetrisch
und erfillt die Gleichung
[ 21? duz) =1 (80)

Ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafl p 1st genau dann Lésung von (E), wenn (80) gilt und
es ein a € IR und ein A € [0,00) gibt, so daf8

(z € IRY)

(z € supp ) (81)

o 2) <0
/IR‘ |z — yldu(y) — o — Alz| { -
gilt.

Man kann nun, &hnlich wie in Kapitel 5, den Distributionenkalkiil heranziehen, um zu einer
Vermutung zu gelangen, wie y aussehen mufl. Fiir ungerade Raumdimensionen d ist nimlich
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(siehe [25, Seite 47, Formel (11,3;16)])

A = egb
mit einer gewissen Konstanten ¢g > 0.
Ist nun d € {3.5,...} und u eine Losung von (E), so ergibt sich durch formale Anwendung
des Operators AF auf die Gleichung
[la=ylduty) =a+ 2z (82)

im Inneren ihres Giiltigkeitsbereiches die Beziehung

d+1

cap=A"7(|-|»p)=0,

wegen d—-'.;—l € {2,3,...}. p verschwindet demnach im Inneren seines Trdgers, was nur dann der
Fall sein kann, wenn das Innere des Trigers leer ist. Bedenkt man die Rotationssymmetrie
von j, so driangt sich fiir d = 3,5,... die Vermutung auf, dafl x4 die Gleichverteilung auf
der Kugeloberfliche {z € IR? : |z| = 1} sein muB. Der folgende Satz besagt, dafi diese

Vermutung sogar fiir jede Dimension d > 3 richtig ist.

Satz 10 Es sei d eine natirliche Zahl > 3. Sind dann X und Y unabhdngige und identisch
verteilte Zufallsvektoren im IR? mit

E[| X[ <1,

so 1st pa(d
(3)

T(§ - DTG+ 3)

und Gleichheit tritt genau dann auf, wenn X und Y auf der Oberfliche der Einheitshugel

{z € R?: |z| = 1} gleichverteilt sind.

ElX -Y[|<V2

Fiir d = 2 ergibt sich eine andersartige Extremalverteilung, die zwischen den beiden ge-
gensitzlichen Fillen d > 3 (Verteilung von |X| ist ein Diracmafl) und d = 1 (Verteilung von
| X| hat eine konstante Dichte in [0, V/3]) vermittelt. Wir werden wieder durch Diflerenzieren
der Beziehung (82) auf sie gefithrt. Im IR? gilt ndmlich im Distributionensinne (siehe 25,

Seite 45, Formel (11,3;8)])
1

Die Anwendung des Laplace-Operators im Inneren von (82) sollte demnach so etwas wie

du(y) 2
, =i (z € supp u C IR)
/]R |z — y]

liefern. Diese Beziehung kann man nun auch ,,dreidimensional” lesen: Unter der plausiblen
Annahme, daf der Trager von u eine Kreisscheibe ist, besagt sie gerade, dafi das rdumliche
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Potential von u auf ihr konstant und somit u die elektrostatische Gleichgewichtsverteilung
auf der Kreisscheibe sein muf}. Diese hat, fiir den Fall, dafl der Radius gleich 1 ist, bekanntlich
die Dichte (siehe [20, Seite 35, Hilfssatz V mit A = —1])

11 o -
fn(r]=—ﬂﬁf(1‘. < 1) (z € IR%) (83)

beziiglich des zweidimensionalen Lebesguemafles.
Tatsachlich gilt der
Satz 11 Sind X und Y unabhingige und identisch verteilte Zufallsvekioren im IR? mit

E[|X|?] €1, so ist i
E[IX -Y| < —
[l ] < NG

und Gleichheit tritt genau dann auf, wenn die Verteilung von X die durch

3
fo) = eIl <)) (eem)
gegebene Dichie f beziiglich des zweidimensionalen Lebesgue—Mafles hat.

Zum Beweis dieser Sitze benétigen wir Eigenschaften der fiir d = 2,3, ... durch

allz)) = [ le =yl do(y)

definierten Funktion gg : [0,00) — IR (w bezeichnet wieder die Gleichverteilung auf {z €
IR? : |z| = 1}). Das Integral hingt offenbar wirklich nur von 7 := |z| ab und es ergibt sich
fiir d > 2 (siehe etwa [18, Seite 8, Formel (1,2)], wo w gleich wy; mal dem hier verwendeten

w 1st)
gd(r) = fIR y/1+ 72+ 2zydw(y)

1 2y 4=3 :
T f Vit st (1-)Fdt (re o),
B(5

NI'—‘

wobeil B die Beta-Funktion bezeichnet.

Lemma 5 Fird =2,3,... ist die oben definierte Funktion g4 :[0,00) — IR stetig differen-
zierbar. IThre Ableitung g ist beschrankt und in [1, 0c) positiv und streng konkav. Fiir d > 3
ist zusdtzlich g in [0,00) konkav.

Beweis Es sei zundchst d € {2,3,...}. Fir -1 <t < 1,0 <7 < oc und
g(ryt) :== V1 +712+2rt
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ist

0 ;
FRant) = 1 -
& 2 i 2 -3
3}_3g(r,r) = (1-=t)(1+7r°+2rt)":2 (86)
< (1-)1-|t):
= (1+t)?(1—#)z
s il (87)
3 13
539(’” t) = =3(1-8)(r+t)(1+r*+2rt)77. (88)

Dabei ergibt sich (85) durch Quadrieren von (84) mittels t* < 1.

Nun ist an jeder Stelle r € [0,00) \ {1}

ga(r) =

1 1 2
@,—)./-19( t)(1—t7)F dt

B =

dreimal differenzierbar und die Ableitungen kénnen unter dem Integralzeichen ausgefiihrt
werden (denn fiir |[r — 1) > 6§ > O und |t| < 1ist 0 < (1 4+ 7% 4+ 2rt)"? < (1 + 7% —
2r)~! < 672, womit die bendtigten partiellen Ableitungen von g(r,t) dem Betrage nach
durch Konstanten abgeschéitzt werden kénnen (siehe (84), (86) und (88)), was wegen der
Integrierbarkeit von (1 — tz)ii"'f'i < (1—12)"7 die Anwendung des Satzes iiber die majorisierte
Konvergenz erméglicht):

1 4t a=3
g‘(;)( )'—n‘mi_l]-/laig(r‘t) (lﬂtz) Tt (TE[()!OO)\{I}:I:LZJE}) (89)
2
Man erkennt, dafl g4 in [0, 00) stetig differenzierbar ist, denn g; ist stetig und die fiir 7 # 1
existierende Ableitung ist stetig und bei r = 1 stetig erganzbar (Satz iiber die majorisierte
Konvergenz angewandt auf die rechte Seite von (89) fiir I = 1, nach (85) kann (1 — £2)F als
integrierbare Majorante gewahlt werden).

Die behauptete Beschranktheit von g} ergibt sich mit (89) unmittelbar aus (85), wihrend
die Positivitat in [1,00) aus (84) folgt. Schlieflich ist g, streng konkav in [1,00), weil g}
an der Stelle 1 stetig ist und nach (88) und (89) mit [ = 3 in (1,00) eine negative zweite
Ableitung besitzt.

Nun sei d > 3. Dann ist g stetig differenzierbar (Schlufiweise wie oben, Majorante jetzt
nach (87) 2¢/2(1 — ¢2 2)-3(1-13)F < 2v/2(1 - %) 2). Eine stetig differenzierbare Funktion
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auf [0,00) ist dort genau dann konkav, wenn sie in (0,1) und in [1,00) konkav ist. Zum

Nachweis der Konkavitédt von g} in [0,00) braucht also nur noch
gl(r)<0  (0<r<l,d=3,4,..)

gezeigt zu werden.

Wegen
. 1 3
= 1+r?=2rtdt
ga(r) B(L. %)/ \/ r r
I 1
_ 1+.§ (05:»_1)
=+7r (r>1)

1st

-'h‘(T) { 0 (0 S & 1)

9s - —% (r>1),
was die Giiltigkeit von (90) fiir d = 3 zeigt.

Es sei nun d > 3 und r € (0,1) fest gewahlt. Die durch

BD) = 5s(nt) + pa(r 1)
= =301 —)((r+t)A+r2+2rt)7F + (r —t)(1 4 7° — 2rt)" 7)

(90)

(91)

definierte Funktion besitzt in (0,1) genau eine Nullstelle to = #(r) und A ist in (0, o) negativ

und in (2o, 1) positiv. Denn es ist h(0) < 0 und die Funktion

t—r (1472 —2rt)}
t+r  (1+7r2+2rt)}

n(t) =

hat in (0,1) dieselben Nullstellen wie h und ist wegen

n‘*(t)=1—t2—r—(—17L£Hi)E

1+ 72427t

T

5
dort streng wachsend mit 7(0) = —2 < 0 und (1) = == — (1_’) > 0.

1+r 1+r

Mit diesem {o ist nach (89) mit [ = 3 und h wie in (91) unter Ausnutzung des gerade

behandelten Falles d = 3
#) = ey [, MO -2)

!

NII-—‘

T2
1 d-3
_-—(1 —t2 Tg”f(T
B(d_'z_‘l'-%) 0) 3 )
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Damit gilt (90) auch fiir d > 3 und das Lemma ist vollstindig bewiesen. [

Beweis des Satzes 10 Da die gleich herzuleitende Formel (92) auch im Beweis des Satzes
11 Verwendung findet, werde zunéchst nur d > 2 angenommen. u bezeichne die nach dem
Zwischenergebnis existierende Losung. Wegen der spharischen Symmetrie von p existiert ein
Wahrscheinlichkeitsmaf} v auf [0, oc), so daf sich 4 (bis auf ein eventuell vorhandenes Atom
im Nullpunkt) als Produktmafl von » mit « schreiben lafit. Im Fall d > 3 ist zu zeigen,
dafl » im Punkt 1 konzentriert ist.

Jedenfalls ist firr = |z, > 0
b(r) = [oulz—vlduy)
= v+ [ ef men 1}|;r—y|d~u( y) dv(p).
v({0)r + [ pgu(Z)du(p)
(00) " p

mit gg wie im Lemma 5. Damit ergibt sich die Differenzierbarkeit von I, mit der Ableitung
I'(r) = »({0}) +/ du(p (r>0,d>2) (92)

mit Hilfe des Satzes iiber die majorisierte Konvergenz, da nach Lemma 5 die Funktion g4
differenzierbar und ihre Ableitung und damit auch der Integrand in

Ga(==)—gu( %)

=v{oD)+ [ o 2 du(p)

€

lo(r + €) — lo(7)

dem Betrage nach durch eine Konstante beschrankt ist.

Von nun an nutzen wir aus, dafl d > 3 ist. Da g; nach Lemma 5 konkav in [0, 00) und streng
konkav in [1,00) ist, ist fiir jedes p > 0 die Funktion » — 9a(%) konkav in [0,00) und streng
konkav in [p,00). Damit folgt aus (92): Ist fiir ein a € (0,00) v((0,a + €]) > 0 fiir jedes
€ > 0, so ist [ streng konkav in [a, 00).

Um einen Widerspruch zu erhalten nehmen wir nun an, dafl es Zahlen r;,7, € supp v mit
0 < r; < 7o < oo gibt. Dann gilt nach dem Vorhergehenden fiir die Funktion

I(r) :=lo(r) — a — Ar® (r € [0,00)),

daf} ihre Ableitung

U'(r) = ly(r) — 2)r (r € [0,00)) (93)
in [ry,00) streng konkav ist.
Andererseits ist I(r) die linke Seite von (81), fiir » = |z| und gewisse a,A. Damit ist
I(ry) = l(ry) = 0, was die Existenz eines £ € (71,72) mit I'(§) = 0 zur Folge hat. Zusammen

mit I'(r;) = I'(r2) (r1 und 7, sind nach (81) Maximalstellen von [) ergibt sich daraus der
gewiinschte Widerspruch zur strengen Konkavitit.
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v kann also nur noch von der Form v({0})8, + (1 — »({0}))é, mit einem r > 0 sein. Nimmt
man v({0}) > 0 an, so folgt aus (81) I'(0) < 0. Andererseits ist nach (92), (93) und Lemma
51'0) = »({0}) + (1 — v({0}))g,(1) = »({0}). Also mufl doch »({0}) = 0 sein und damit
tatsdchlich (wegen (80)) v = é; und somit w extremal.

Es bleibt der Extremalwert zu berechnen:

/]R /]Rd - yldw(y)dw(z) = /mdgd(ia"_'idw-{.r}

B(F3
\/§ d 1 nd
= 2977 | 2711 -¢)7F ldt
B(%25 1) 0
— Jaod-} dff%) : F(%)F(QEE)
I(5°)0(3) I'(d-3)
_ Jaopri-ba__ I"(5)

I(; - DTG +3)
Dabei ergibt sich das letzte Gleichheitszeichen aus der Legendreschen Verdopplungsformel
i i ) (”—1-1)—71‘21-\( )rmt:::%—i. E

Zum Beweis des Satzes 11 wird ein weiteres Lemma bendtigt.

Lemma 6 Flir jede komplexe Zahl z ist

21’!’ 1 - E+Iiz|2
: /.[ 1= %) 2z —re¥|rdrdp=¢ £, 8"
o(2) = o r?)"2 |z — re'|rdrde { |z|F(— ,—%;%’;rl—f)

wobet F die Hypergeometrische Funktion bezeichnet'!.

Beweis Aus Stetigkeitsgriinden braucht der Fall |z| = 1 nicht betrachtet zu werden.

Es sei zundchst |z| < 1. Wie in [20, Seite 35] schreiben wir { = 7¢'* und wenden die
Substitution o

1+ 2('

§ e (94)

"Fir [t| < 1ist F(-3,-3;%:4) = 3(1 —#)% + 1(1+ 2)t™ 3 arcsint3, was jedoch fiir das folgende keine

Vereinfachung mit sich bringt.

48



an, welche das Innere des Einheitskreises auf sich abbildet, womit sich

lg(:)z %f/h r(l-r?) -Erdrab

ergibt.

Mit

1 2 do ]_;_r E?
/ e (a€ €, la| £1) (95)
(1]

27 [1 + ae'#|? i1 — jal?®
L I

Fal |

angewandt auf a = Zr erhalten wir

biz) = (1-|z») f (11]_;25(1+|z|2r2)dr
= _(1—| 12)3 / h(l_gz 1+ |2[%) dt

B PR 1t3(1—t)F t2(1—1)"z
= S0-1:P) {f Tl —apie e 2l / *————————1_|~I2t)3dt}.

Wendet man nun die Formel

1¢2-1(1—t)*"! = B(a,b)
/; (1 — et)ott e (1-e)

(a>0,b>0,e<1),

welche sich ergibt, wenn man in B(a,b) = [; 2°7(1 — z)*~! dz die Substitution & = G=

vornimmt, auf die beiden Integrale in den geschweiften Klammern an (mit b = ; und € = |z|?

sowie a = g im ersten und a = % im zweiten Integral), so folgt schliefllich wie behauptet

lo(z) = 5(1_|z|2)%{(“3(#+2|z|2@}

1= )T (- )

Nun sei |z| > 1. Wir wenden wieder die Substitution (94) an, welche jetzt aber das Io(z)
definierende Integral in ein Integral iiber das Auflere des Einheitskreises iberfithrt:

lo(z) = —(|2[? 1)&/%[2’r ? : drd
—_—— . 2 - T Ve 8
oz T 1 Jo (r2—1)7 |1+ Zrefeft v

Mit (95) erhalten wir

r? 1+ |z|*r?
72 1)k (272 — 1P




Durch die Substitution 72 = % wird

5 1 1 |Z‘:2+1'.
Y = Z(l=l%—_7)y3 't
lo(z) = (]=] 1) /G (1—t)%(|2f2'1‘)3 dt

Wir setzen noch zur Abkiirzung

T = |z|

und erhalten mit einer Integraldarstellung Hypergeometrischer Funktionen [1, Seite 558,

Formel 15.3.1]

N ('"2_1)% g i-11 e _:’-l Yoo f-1-1 1. 3
hiz) = g {fot (1- i1 - ) dff?&/ut (1-1) 1= 5t) a't}
1 1. [T()T(3-1) 31 2 T(1)I( -1) 5 1
- 2r(1_r_2) { P(g) F(2 1; lﬁ)"';}_ I\(g) F(332:§1 2)
L frend L)y 4l g5, 1
= r(l—;2-)2{F(2,1,§,r2)+BrzF(3,2,2,r2)}.
Mit der Bezeichnung (a), :=a(a+1)-...-(a+n — 1) ist fiir [z| < 1
3 4 5 o= (2)n(1)n 7 (2)n41(2)n 2"
F(2,1;-; = ;= = ik
(Bligie)+g=FB.hgie) = 27, m'gﬁﬁ n!
. = (2)n()pr & In(1)n 2®
nz:;) (g)ﬂ n! nz_; g)n n!
YOI
mer S 5
= F(2 2'3
= ) 15 I)

5 1 13
i (i B Pl i
(1-2) 3 F(—3, 1 23a)
(fiir die letzte Umformung siehe [1, Formel 15.3.3]).

Somit erhalten wir schliefilich wie behauptet

b(z) = (1= 41— ) HR(-g, -5 1)
1 13 1
= P55 3R

& 5(';:;?—1)%{[] (1—4) 22 =4y 2dt + /11—1 )73 (|22 t]‘sa‘.t}.

Beweis des Satzes 11 Zur Vereinfachung der folgenden Rechnungen betrachten wir an

Stelle von E[|X|*] <1 die Nebenbedingung

E[|X]"]

SN
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Eine leichte Rechnung zeigt namlich, daf}
.
E(|X* = 3 (96)
gilt, wenn X" die Dichte f, aus (83) besitzt.

Aus Homogenitatsgriinden ist die Extremalitat der in Satz 11 genannten Dichte f(z) =
%fo(\/g z) daher nachgewiesen. wenn gezeigt ist, daBl das zu f; gehorige Wahrscheinlich-
keitsmaf} u die hinreichende Bedingung (81) mit geeigneten a und A erfiillt.

Nun ist fir » = |z mit z € IR? nach Lemma 6

™ ™
() = s e = vlduty) - T - 57
= ID(T)—i-%"'?
o (0<r<1) 97
= L rR-L-hhA)-5-3 (r21) &

Es ist also nur noch zu zeigen, dafl der fiir » > 1 erhaltene Ausdruck kleiner oder gleich 0
1st.

Nach (92) existiert I’ in [0, 00) und ist in [1,00) konkav. Explizit erhilt man aus (97) unter
Benutzung von [1, Formel 15.2.1]

=L E-b-hlia - F R0 - T

Es wird behauptet, dafl I’ in [0,00) konkav ist. Dann mufl ndmlich I < 0 in [0,00) sein,
woraus die gewiinschte Ungleichung [ < 0 in [1, 00) folgt.

Da nun !’ in [0,1] und [1,00) jeweils konkav ist, braucht nur die Differenzierbarkeit an der
Stelle 1 nachgewiesen zu werden, welche sich aber aus der stetigen Ergédnzbarkeit von

z”(r):{o (0<r<1)

BFL RS 4 PR EES) -1 (r>1)

2 15r%

an der Stelle 1 ergibt: Nach [1, Formel 15.1.20] ist ndmlich

oy _ gl 18 01,3837 T
Yim Fr) = PG 5igil+ PGzl — 3
_ITGIG) | 1R«
3T(2)T(2) ' 15T(2)T(2) 4
. H. X &
T 8 '8 4
= 0.

Damit ist die Extremalitit der angegebenen Dichte f bewiesen.
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Es bleibt der Extremalwert zu berechnen. Wenn X und Y unabhéngig sind und jeweils die
Dichte fo besitzen, so ist wegen Lemma 6 und (96)

B = ¥ [1/2”(“-“2)] S
LA = = — =+ —7°)————=rdrdy
‘ ‘ JoJo "4 8 "2m\1-—72 v

T 7w 2

— - — . =

8 3

= s |

e |

Fiir die beziiglich der Nebenbedingung E| X |, < 1 extremale Dichte f, ergibt sich somit als

Extremalwert wie behauptet 22 = e &
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7 Eine Charakterisierung mehrdimensionaler Gleich-
verteilungen mittels Varianzabschitzungen fiir uni-
modale Verteilungen

Es soll eine im eindimensionalen Fall wohlbekannte Varianzabschidtzung fiir gewisse uni-
modale Verteilungen [17] auf héhere Dimensionen iibertragen werden. Dabei wird ein von
Anderson (3] eingefithrter Unimodalitétsbegrifl verwendet.

Definition Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung vm IR heifit unimodal, wenn sie eine Dichte
f besitzt, so daf fir jedes n > 0 die Menge

{x e RY: f(z) > 7}

konvez ist. Sie heifit unimodal mit Modalwert 0, wenn zusdtzlich die oben angegebene Menge
fiir jedes 1 den Ursprung enthdlt oder leer 1st. Entsprechend heifit dann die Dichte f unimodal
beziehungsweise unimodal mit Modalwert 0.

Fir eine Diskussion verschiedener Unimodalitdtsbegriffe verweisen wir auf [9].

Im folgenden bezeichnet tr(A4), det(A) und A’ die Spur, Determinante und Transponierte
der Matrix A und
B::{TEIRd:{m!Sl}

die abgeschlossene euklidische Einheitskugel.

Satz 12 Der Zufallsvekior X habe im IR? eine unimodale Verteilung mit Modalwert 0, deren
Trdger in B enthalten seu.
Dann st 1 1
~tr(Cov(X)) < ——, 98
tr(Cou(X)) < 7 (99)
wobei Gleichheil genau dann eintritt, wenn X wn B gleichverteult ist.

Mit der Ungleichung (det(Cov(X)))a < 2tr(Cov(X)), welche sich nach Diagonalisierung aus
der Ungleichung vom geometrischen und arithmetischen Mittel ergibt, erhalten wir das

Korollar Satz 12 bleibt giiltig, wenn die mattlere Varianz 5tr(Cov(X)) durch die verallge-

meinerte Varianz (def.(C-‘o*v(.X')))cl? ersetzt wird.

Im Beweis des Satzes 12 wird klar, dafi die Ungleichung (98) auch unter einer schwicheren
Unimodalitidtsannahme giiltig ist, wobei aber die Charakterisierung der der Gleichverteilung
verloren geht. Siehe dazu die Bemerkungen nach dem Beweis des Satzes 12.

Es sei darauf hingewiesen. daffi man bereits im eindimensionalen Fall die Voraussetzung
,,mit Modalwert 0" des Satzes 12 nicht ersatzlos streichen kann. Dies wird in [17] und [26]
diskutiert. In der letztgenannten Arbeit werden auch Irrtiimer anderer Arbeiten korrigiert.
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Der Beweis des Satzes 12 stiitzt sich auf vier Lemmata, von denen die ersten beiden die
naheliegende Beweisidee enthalten, wihrend die letzten beiden nur zum Beweis der Eindeu-
tigkeitsaussage verwendet werden.

Lemma 7 Es sei f eine sphdrisch symmetrische unimodale Dichie emmes Zufallsvektors X,
deren Trdger in B enthalten ist. Dann ist

d
d_n

und Gleichheut tritt genau fir die Dichte der Glewchverteilung emn.

E[IX} <

%]

Beweis Esist f(z) = h(|z|) mit einer fallenden Funktion h, welche als rechtsseitig stetig
in (0,00) angenommen werden kann und somit in [1,00) verschwindet. Wir bezeichnen mit
wg den Oberflaicheninhalt der Einheitssphére und erhalten

E[XP] = g / 441 b (r)dr

(0.1]

Il

1 a
—wd m?’d 2dh(?")
(03]

_ d 2%d 4
= = / 12 Z4rdd(—h(r)).
(o))

Nun entspricht “4r“d(—h(r)) der Integration beziiglich eines Wahrscheinlichkeitsmafes auf
(0,1], was man durch eine partielle Integration einsieht, und wir erhalten offensichtlich genau
dann den Maximalwert von E[/X|?], wenn diese Wahrscheinlichkeitsmafl an der Stelle 1
konzentriert ist, was der Funktion h(r) = fdf(r < 1) entspricht. [

Ubrigens erhalt man in der gleichen Weise entsprechende Absch dtzungen fiir E[p(|X|)], wenn
¢ eine wachsende und etwa nichtnegative Funktion ist.

Lemma 8 Ist X ein Zufallsvektor mit endlichen zweiten Momenten und hat X* die Vertei-
lung welche man aus der von X durch sphirische Symmetrisierung erhdlt, so ist

Con(X") = é(tr((‘mr(X)) +|E[X]P)I;

wober Iy die d—dimensionale Einheitsmatriz bezeichnet.

Beweis X" ist verteilt wie UX, wobei U eine zufillige und von X stochstisch unabhingige
Matrix ist, welche in der Orthogonalen Gruppe gleichverteilt ist (damit ist gemeint: Fiir jede
feste orthogonale Matrix Up haben die zufélligen Matrizen U und UpU dieselbe Verteilung).
Daraus folgt E[UX] = 0 und somit

Cov(X*) = E[UX(UX)) = E[UXX'U') = UE[UX X'U"|U,’
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fiir jedes feste Up. Die symmetrische Matrix Cov(X*) ist daher reelles Vielfaches von I, und
Berechnug der Spur liefert

1 . R
Cov(X"®) = Etr(E'lXX’j ).

Die Behauptung des Lemmas folgt nun aus E[XX' = Cov(X)+ EX|EX'. .

Lemma 9 Es se1 g eine Wahrscheinlichkeitsdichte im IR® mit existierendem Erwartungs-
wertvektor a. Wenn dann K = {z : g(z) > 0} konver ist, so 151 a ein innerer Punkt von
K.

Beweis Essei Y ein Zufallsvektor mit der oben genannten Dichte g. Es werde angenommen,
daf a kein innerer Punkt von K ist. Dann gibt es ein von 0 verschiedens [ € IR® und ein
¢ € IR mit l'a < cund l'z > ¢ fiir ¢ € K (siehe etwa die Korollare zu Satz 2.2.1 in [7]). Aus
E[I'X] =1U'p < cfolgt dann aber I'X = c fast sicher, was der vorausgesetzten Existenz einer
Dichte von X widerspricht. =

Lemma 10 Zu jeder unimodalen Wahrscheinlichkeitsdichte f gibt es eine nach unten halb-
stetige und unimodale Version f.

Beweis Wir setzen f(z) := liminf,_.; f(y) := limc.oinf._y/< f(y). Dann ist f offenbar
nach unten halbstetig und wegen

{z:f(z) > h}=)int{z: f(z) > h—€}

e>0

auch unimodal. Um einzusehen, dafl f nur auf einer Nullmenge von f verschieden ist, schreibt

man
{f # 1} = flimind f(y) < f(2)} = J fiminf < < f@)} € U 1f > r}\int{f 27}
I'GQ TGQ
und benutzt die Tatsache, dafl der Rand einer konvexen Menge das Mafl 0 hat (siehe [13,
Satz 3.1.20 ]). =

Im folgenden benutzen wir die Bezeichnung ,,Radius” fiir jede Menge der Form
{tz:0<t <1}
mit einem z € IR? mit |¢| = 1.

Beweis des Satzes 12 Zu gegebenem X mit unimodaler Dichte f mit Modalwert 0 ist
mit U und X* wie im Beweis des Lemmas 8

f(z) = E[f(Uz)] (99)
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eine Dichte von X*. f ist nach Voraussetzung fallend auf jedem Radius. Wegen (99) hat
auch f* diese Eigenschaft. Folglich ist Lemma 7 auf f* und X* anwendbar, und wir erhalten
durch Bildung der Spur in Lemma 8

o . d
tr(Cov(X)) = tr(Cov(X")) — |[E[X]|? < tr(Cor(X*)) < e
womit (98) bewiesen ist.
Nun werde angenommen, dafl Gleichheit in (98) eintritt. Dann muf
E[X]=0 (100)

gelten, und wegen der Eindeutigkeitsaussage des Lemmas 7 mufl f* Dichte der Gleichvertei-
lung sein. Mit der radialen Monotonie von f und der Beziehung (99) folgt daraus

f ist konstant auf fast jedem Radius. (101)

Es bleibt zu zeigen, dafl die Konstanten in (101) nicht von den Radien abhingen. Dazu
dirfen wir nach Lemma 10 annehmen, dafl f eine Dichte von X ist, welche nach unten
halbstetig und unimodal ist und fiir die (100) und (101) gelten (eventuell ist aber 0 im Sinne
unserer Definition kein Modalwert fiir diese Version der Dichte von X').

Wir fithren einen indirekten Beweis und nehmen also an, daf

m := ess inf {f(y): y € B} < f(z)

auf einer Menge positiven Mafles gilt (,,ess inf” steht fir das ,,essentielle Infimum”, siehe [6,
Seite 77]). Wir betrachten die durch

1

:‘m(f(m)*m)

g(z) :=

definierte Wahrscheinlichkeitsdichte. Nach Lemma 9 ist der zu g gehérige Erwartungswert-
vektor a ein innerer Punkt von {z € R?: f(z) > m}. Nun ist wegen (100) und [z dz = 0

0 = E[X]
. fBrf(r.)d:c
= [ =(f(z) - m)d
" (1—m/BdI)a,

also @ = 0 und damit 0 innerer Punkt von {z € R?: f(z) > m}. Das hat zur Folge, daf es
keinen Radius gibt, auf dem f kleiner oder gleich m ist. Im Widerspruch dazu lafit sich aber
ein solcher Radius wegen (101), der Bedeutung von m und der Halbstetigkeit von f durch
ein offensichtliches Folgenkompaktheitsargument konstruieren. =
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Bemerkungen (i) Der obige Beweis der Ungleichung (98) benutzt aufler der Beschriankt-
heit des Tragers nur, daf} eine Dichte von X auf jedem Radius fallend ist. Diese Eigenschaft
bezeichnet man als Stern-Unimodalitdt (engl. star unimodality). Allerdings wird in der
Klasse der Stern-unimodalen Verteilungen mit Trager in B die Gleichverteilung nicht durch
Maximierung der mittleren Varianz charakterisiert, da fiir jede derartige Dichte mit Erwar-
tungswertvektor 0, die auf jedem Radius konstant ist, das Gleichheitszeichen in (98) eintritt.

(11) Wir hdtten uns technische Details im Beweis der Eindeutigkeitsaussage ersparen kénnen,
wenn wir von vornherein die Stetigkeit von f angenommen hétten. Dann folgt niamlich aus
(101) sofort die Konstanz von f in B. Durch diese SchluBweise wire jedoch die Bedeutung
der Konvexitat nicht klar geworden und man ware darauf gefiihrt worden, die Unimoda-
litatsvoraussetzung des Satzes 12 durch Stern-Unimodalitdt und Stetigkeit zu ersetzen, was
aber nach der vorhergehenden Bemerkung unnatiirlich erscheint.

(iii) Wie eingangs erwahnt, erhalt man im Fall d = 1 eine von der Gleichverteilung ver-
schiedene Extremalverteilung, wenn man die Varianz innerhalb der Klasse aller unimodalen
Verteilungen mit Trédger in [—1,1] maximieren méchte. Es wire interessant, das entspre-
chende Extremalproblem fir hohere Dimensionen zu lésen.
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8 Satz von Bernstein, Umkehrformel von Post—
Widder und Eindeutigkeitssatz fiir die Laplace—
Transformation

Ist 4 ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf [0, 0c), so bezeichnet man die durch
g{t):] e du(r) (102)
[0,0c)
definierte Funktion ¢ : [0,00) — IR als Laplace-Transformierte von p. Es gilt dann:
(1) ¢ ist stetig in [0, 00) mit p(0) = 1.
(ii) ¢ ist in (0, 00) beliebig oft differenzierbar mit (—1)"e™(t) >0 (¢t > 0,n = 0,1,...).

Satz 13 (Bernstein) Jede Funktion ¢ : [0,00) — IR, welche die obigen Bedingungen (i)
und (u) erfilll, 1st Laplace-Transformierte eines Wahrscheinlichkeitsmafes.

Beweis: Es kann zusdtzlich zu (i) und (ii) das Bestehen von
(iii) @(00) 1= limeoc (1) = 0

angenommen werden (andernfalls betrachte man f:—::((g% an Stelle von ¢). Dabei existiert
der Limes, weil ¢ fallend und nichtnegativ ist.

Wir fixieren ein ¢ > 0. Die Taylor-Entwicklung von ¢ um einen Punkt A > 0 mit Restglied
in Integralform ergibt fiir jede natiirliche Zahl n

k, (k) .
o(f) = Z( l)so )(A) f (s—t)"" _1))(s) ds

Laft man bei festem n € IN in dieser Formel A gegen unendlich streben, so konvergiert das
Integral gegen einen endlichen Grenzwert, da der Integrand nach Voraussetzung nichtnegativ
ist und die Integrale durch ¢(t) beschrankt sind. Folglich konvergiert fiir jedes n die Summe,
was zur Folge hat, daf} die einzelnen Summanden konvergieren. Deren Grenzwerte kénnen
aber wegen limy_ % = 1 nicht von ¢t abhdngen. Es gibt also Konstanten ¢, so daf§

o) = et [T (E‘;_—‘);(—z)"v(“)(s)ds
e+ _/:0 (1 - 2)7:1 ((_is“_]np{“)(s)ds (103)

n—1)!

fiir jedes ¢t > 0 und n € IN gilt, wobei in (103) und im folgenden z. fiir das Maximum von z

~

und 0 steht. Lafit man bei festem n > 2 nun ¢ gegen unendlich streben, so konvergiert das
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Integral in (103) nach dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz gegen 0. Die ¢, miissen
wegen (ii1) also alle verschwinden.

Mit der Substitution s = I ergibt sich demnach

o< 6
olt) = [ (1- ;)* folz) dz (104)
fir ¢t > 0, wobei
—1)" .
ful) = (e > 0) (105)

gesetzt wurde.

Mit Hilfe des Satzes iiber die monotone Konvergenz erkennt man, daff (104) auch fiir ¢ = 0
gilt. Die f, sind somit Wahrscheinlichkeitsdichten. Nach dem Auswahlsatz von Helly gibt
es eine Teilfolge (f,,) von (f,) derart, dafi die Folge der zugehérigen Mafle vag gegen ein
nichtnegatives Mafl u auf [0, co) mit u([0,00)) < 1 konvergiert. Zusammen mit der leicht

einzusehenden Tatsache, daff (1 — ¥)77! in [0,00) gleichmdfiig gegen e™¥ konvergiert, folgt
daraus das Bestehen von (102) Fir t = 0 ergibt sich nachtraglich, dafi u tatsichlich ein
Wahrscheinlichkeitsmaf ist. n

Wenn man nun den Eindeutigkeitssatz fiir Laplace-Transformierte heranzieht, wird im nach-
hinein klar, dafi der Ubergang zu einer Teilfolge im obigen Beweis unnétig war. Wir erhalten
somit als Korollar den

Satz 14 (Umkehrformel von Post—-Widder) Istp die Laplace-Transformierte des Wahr-
scheinlichkeitsmafles p, so ist die durch (105) definierte Funktion fir jede natiirliche Zahl
n eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf [0,00), und die Folge der zugehérigen Wahrscheinlich-
keitsmafle konvergiert nach Verteilung gegen p.

Andererseits kann man, &hnlich wie in [6, Seite 29|, die Post-Widdersche Umkehrformel
direkt nachweisen (siehe hierzu auch [11, Kapitel 7.6]), um damit den hier sonst nicht ver-
wendeten Eindeutigkeitssatz zu gewinnen: Bei Giiltigkeit von (102) ist ja

=) (et /um(—l)“y“E'Eyd;f(y],

n! "=z

falz) =

womit sich die zu f, gehorige Verteilungsfunktion F, in der Form

F"(“”:f o= [ f:m inf)l)f "eT™ dz du(y)

darstellen 1afit. Man erkennt nun, dafl das innere Integral in der obigen Formel die Wahr-
scheinlichkeit dafiir ist, dafl eine Gamma-verteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert i und

Varianz nl? einen Wert > i annimmt (siehe [11, Seite 47]). Diese Wahrscheinlichkeit konver-
giert fiir A # y bei n — oc gegen I(y < A). Damit ergibt sich, wenn A eine Stetigkeitsstelle
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der Verteilungsfunktion F von y ist, die Konvergenz von F,(A) gegen F(A), und das ist die
Behauptung des Satzes 14.

Mit Hilfe des Eindeutigkeitssatzes erhidlt man nun in bekannter Weise (siehe [5, Korollar
6.14, Seite 135]) das folgende Korollar zu Satz 14, welches beim Beweis des Satzes 6 dieser
Arbeit verwendet wurde:

Korollar Erfillt ¢ : (0.0c) — IR die Bedingung (11), so ist ¢ die Laplace-Transformierte
eines nichtnegativen Mafles auf [0, ).

Bemerkung Der oben ausgefiihrie Beweis des Satzes von Bernstein ist nicht wirklich neu.
Er findet sich im wesentlichen in [33. Seite 139-147 . In der hier aufgeschriebenen Weise hat
er aber den Vorzug, leicht motivierbar zu sein und zugleich einen bequemen Zugang zum
Eindeutigkeitssatz und zu einer der vielen Umkehrformeln fiir die Laplace-Transformation
zu erdffnen.
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