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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Mengen, Abbildungen, Aquivalenzrelationen

In diesem ersten Paragraphen werden wir einige Grundbegriffe der Theorie
der Mengen und Abbildungen zusammenstellen. Wir verwenden den von
Cantor geprigten sogenannten ,naiven“ Mengenbegriff.

Definition 1.1.1 Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens

zu einem Ganzen.

Dieser Cantorsche Mengenbegriff ist unbefriedigend, da er zu Widerspriichen

fithrt. Wir werden ihn trotzdem verwenden, da eine logisch unproblematische

Mengentheorie weit iiber den Rahmen dieser Vorlesung hinausginge. Fassen

wir also bestimmte Objekte zusammen, so entsteht eine Menge. Es muss

jedoch immer klar sein, welche Objekte zur Menge gehéren und welche nicht.
Ist M eine Menge, schreiben wir

reM (gelesen: x Element M),
falls = ein Element der Menge M ist, und wir schreiben

x ¢ M (gelesen: x nicht Element M),
falls « kein Element der Menge M ist.

Wir unterscheiden zwei Moglichkeiten zur Beschreibung von Mengen:
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1. Die Elemente der Menge kénnen in geschweiften Klammern aufgezihlt
werden, z.B. ist
M = {2,4,6,8}
/]\

definiert als

die Menge, die aus den Elementen 2,4, 6,8 besteht.

2. Die Menge kann durch eine charakteristische Eigenschaft ihrer Ele-

mente beschrieben werden:

M := {z : « hat Eigenschaft E'}

ist die Menge aller Elemente x, welche die Eigenschaft E besitzen.

Beispiel 1.1.2 i) Essei M :={2,4,6,8}. Dann gilt auch
M = {x : z ist eine positive gerade Zahl kleiner oder gleich 8} .

ii) Die Menge
N:=1{1,2,3,4,...} = {x : x ist eine natiirliche Zahl}

ist die Menge der natiirlichen Zahlen. Wir setzen
Nyo = {0,1,2,3,...} ={z: 2 =0 oder x € N}

{z : x ist eine nicht negative ganze Zahl} .

iii) Die Menge
(0,1,-1,2,-2,3,-3,...}

7 =
{z : x ist eine ganze Zahl}

ist die Menge der ganzen Zahlen.

Wir setzen ihre grundsétzlichen Eigenschaften als bekannt voraus
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Definition 1.1.3 Es seien M; und M Mengen.

i) M; und My heiflen gleich (geschrieben: M; = My), falls sie dieselben
Elemente enthalten.

ii) M heifit Teilmenge von My (geschrieben: My C My), falls jedes Ele-
ment von M; auch Element von My ist. My heifit dann auch Ober-
menge von M (geschrieben: My D My).

iii) Ist M; keine Teilmenge von Ma, so schreibt man

My ¢ Ms oder auch My 2 M.

Beispiel 1.1.4 i) Die Mengen {2,4,6,8} und {4,2,8,2,6} sind gleich,
da sie dieselben Elemente enthalten.

ii) Ist My := {1} die Menge, die aus dem Element 1 besteht, und ist
M, = {M;} = {{1}} die Menge, die aus dem Element {1} besteht,
so gilt My ¢ Ms und My ¢ M, insbesondere also My # M.

iii) Essei M := {a,b, c} eine Menge mit 3 Elementen. Dann sind {a}, {b}, {c}, {a, b},
{a,c},{b,c},{a,b,c} Teilmengen von M.

iv) Es gilt NC Ny C Z.

Aus Definition 1.1.3 ergibt sich unmittelbar

Satz 1.1.5 Es seien My, My, M3 Mengen. Dann gilt
i) My C M.
ii) My = My genau dann, wenn My C My und My C M.

ii1) Ist My C Ma und ist My C Ms, so gilt auch My C Ms.

Definition 1.1.6 Die leere Menge ist diejenige Menge, welche kein Element

enthilt. Sie wird mit () bezeichnet.

Satz 1.1.7 Fiir jede Menge M gilt ) C M.
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Beweis. Da () keine Elemente besitzt, gilt also fiir jedes ihrer Elemente, dass

es auch Element von M ist. O

Definition 1.1.8 Es seien M7, My Mengen.

i) Die Menge
M UMy :={x: 2z € M; oder x € My}

heifit die Vereinigung von M; und Mos.

ii) Die Menge
M1 N My Z:{{L‘Z$€M1 undeMg}
heifit der Durchschnitt (oder kurz: Schnitt) von M; und Ms.
iii) Die Menge M>\M; := {z : * € M und = ¢ M;} (gelesen: My ohne

M) heifit die Differenz von My und M.
Gilt zusétzlich My C Ms, so heifit

Mf = MQ\Ml

das Komplement von M; beziiglich Ms.

Beispiel 1.1.9 i) Es sei M; := {1,3,5,7,...} = {n € N : n ungerade}
und My := {2,4,6,8,...} = {n € N : n gerade}. Dann gilt M; U
My =N, My N My = 0, M{\M = My, Mo\M; = Ms, N\M; = My,
N\M, = M.

i) Sei M; :={1,2,3,7} und My := {1,7,4,5,7}. Dann gilt M; U My =
(1,2,3,4,5,7}, My N My = {1,7}, Mo\ M, = {4,5}, M;\Ms = {2,3)}.

Bemerkung 1.1.10 i) Ohne die leere Menge hitten wir den Durch-
schnitt fiir zwei beliebige Mengen nicht definieren kénnen.

ii) Genau dann ist der Schnitt zweier Mengen leer, wenn sie kein gemein-

sames Element besitzen.

iii) Man beachte, dass in Definition 1.1.8 iii) der Ausdruck M von der
betrachteten Obermenge M, abhéngt.
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Fiir das Rechnen mit Mengen gelten folgende Regeln.

Satz 1.1.11 FEs seien My, Mo, M3 Mengen. Dann gilt

- M UMy = MU M,
i) (Kommutativitit)
My N My = My N My

- MlU(MQUMg):(MlLJMQ)UMg
i) (Assoziativitdt)
MiN (MQ N Mg) = (M1 N Mg) N Mg

o Min(MaUMg) = (MynMa)U(MyNMs)
i) (Distributivitit)
MU (MQ N Mg) = (M1 U Mg) N (M1 U Mg)

Beweis. Wir zeigen nur das zweite Distributivgesetz, alle anderen Regeln

sind analog zu beweisen.

Es gilt
x € My U (Ma N Ms)
s x € My oder x € My N Mg
4
genau dann, wenn
& x € M oder (x € My und x € M3)
& (x € My oder © € My) und (z € M; oder x € M3)
& x € My UMy und x € My U Mg
& x € (MU M) N (M U Ms).

Somit enthalten die Mengen M; U (Ma N M3) und (M; U Ma) N (M; U Ms)
dieselben Elemente, und sie sind daher gleich. O

Satz 1.1.12 (Regeln von de Morgan) Es seien My, Ms C X Mengen, und
m Folgenden seien die Komplemente beziiglich X gebildet. Dann gilt

i) (MyU M) = M{nMS

i) (My N My)¢ = MEU Mg
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Beweis. Wir zeigen i), ii) folgt analog.
Es gilt

v € (My UMy (= X\(M; U My))

x € X und x ¢ My U M,

x € X und (z ¢ My und = ¢ My)

(x € Xund x ¢ M;) und (z € X und = ¢ Ms)
x € X\M; und z € X\ M,

z € (X\My) N (X\Ms) (= M MS).

t 00O

Damit besitzen die Mengen (M; U M2)¢ und Mf{ N M) dieselben Elemente,
und sie sind somit gleich. O

Definition 1.1.13 Es sei X eine Menge. Die Menge & (X) := {M : M C
X} aller Teilmengen von X heifit die Potenzmenge von X.

Beispiel 1.1.14 i) Essei X = {a, b, ¢} eine dreielementige Menge. Dann
gilt

2(X) = {0.{a}, {0}, {c} . {a, b}, {a.c},{b,c}, {a,b,c}}.

ii) Es gilt

Definition 1.1.15 Es sei X eine Menge. Eine nichtleere Teilmenge .%# von
Z(X) heift Mengensystem auf X.

Man beachte: Die Elemente von % sind Teilmengen von X!

Beispiel 1.1.16 Es sei X eine Menge und M, M, M3 C X seien irgend-
welche Teilmengen von X.

Dann sind & := {M;}, F = {M1, Ma} und ¢ := {M;, M2, M3} Mengensy-
steme auf X.
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Definition 1.1.17 Es sei % ein Mengensystem auf der Menge X. Wir set-

zen

U M=% ={reX: esgibtein M €. mitz € M},

N M=% ={xeX:xeMfiraleMe .7}.

Bezeichnung 1.1.18 Sind X, I Mengen, ist fiir jedes ¢+ € I eine Menge
M, C X gegeben und ist % := {M, : v € I} gesetzt, so definiert man

UML = U M und

el MeF
M= () M.
el MeF

Beispiel 1.1.19 I :=N, X :=Z M, :={z €Z: 2 >n} ={n,n+1,n+

2,...}. Dann gilt
U M, =N, () Mn=0.
neN neN

Satz 1.1.20 (Regeln von de Morgan) Es sei F ein Mengensystem auf der
Menge X . Dann gilt

)(U M= N M und
MeZ Me7F

i) (N M)*= U M°
Me7F MeF

Hierbei sind alle Komplemente bzgl. X gebildet.

Beweis. (in den Ubungen) O

Bemerkung 1.1.21 Es sei X eine Menge, My, My C X. Dann ist % :=
{My, M5} ein Mengensystem auf X, und es folgt mit 1.1.20:
C
(My U My)® = ( U M) = () M°=Mfn Mg
MeZF MeF

sowie analog (M NMs)¢ = M{UMs. Wir erhalten also 1.1.12 als Spezialfall
von 1.1.20.
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Wir kommen nun zu dem fiir die gesamte Mathematik fundamentalen Begriff
der Abbildung.

Definition 1.1.22 Es seien X,Y Mengen. Eine Abbildung oder Funktion
f: X — Y ist durch den Definitionsbereich X, den Zielbereich Y und eine
Vorschrift, die jedem x € X genau ein f(x) :=y € Y zuordnet, gegeben.
f(X) :=W(f) :={f(x): x € X} heifit Wertebereich oder Bild von f.
Anstelle , f : X — Y schreiben wir auch , X 1, Y“, und anstelle ,, f(x) :=

y“ benutzen wir auch ,x — f(z)“ (,x geht iiber nach f(x)*).

Definition 1.1.23 i) Sind X,Y Mengen, so heifit die Menge
XxY ={(z,y):zeX,yeY}

aller geordneten Paare (x,y), wobei x die Menge X und y die Menge Y
durchléuft, das Produkt von X und Y. Formal ist (z,y) := {z, {z,y}}
definiert und es gilt (z,y) = (z,w) genau dann, wenn z = z und y = w
gilt.

ii) Ist f: X — Y eine Abbildung, so heifit
graph(f) := {(z, f(z)) ;2 € X} CXxY

der Graph von f.

Bemerkung 1.1.24 Eine Relation R zwischen X und Y (d.h. eine Teil-
menge von X X Y ist genau dann der Graph einer Abbildung f: X — Y,
wenn fiir alle x € X genau ein (z,y) € R existiert. Man setzt dann f(z) := vy,
wobei (z,y) € R.

Mithilfe solcher Relationen kann man auch den Begriff der Abbildung defi-
nieren: Eine Abbildung f : X — Y ist ein Tripel (X,Y, R), wobei R obige
Eigenschaft hat.

Beispiel 1.1.25 i) Essei f: Z — Z, n+ 2n (d.h. f(n) :=2n).
Dann ist graph(f) = {(n,2n) : n € Z}. Es gilt f(Z) = {n € Z :
n gerade}.
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ii) Es seien A C X Mengen.
Die Abbildung ¢4 : A — X, ta(x) := x heifit Inklusion von A in X, es
gilt graph(ta) = {(z,2) : @ € A}. Ist speziell A = X, so setzt man

id:=idx :=tx.

Es gilt graph(idx) = {(z,2) 1z € X} =t A
A heifit auch Diagonale von X x X.

Definition 1.1.26 Es sei f : X — Y eine Abbildung, und es sei A C X
sowie B C Y.

i) f(A) :={f(z): z € A} heifit Bild von A unter f.

ii) f~1(B):={z € X : f(x) € B} heifit Urbild von B unter f.

Bemerkung 1.1.27 Es sei f : X — Y eine Abbildung, und es sei A C
X, BCY.

i) f(A) besteht genau aus denjenigen y € Y, fiir die ein x € A mit
y = f(z) existiert.

,Alle Punkte in Y, auf die irgendein = € A geworfen wird.“

ii) f~!(B) besteht genau aus denjenigen x € X, fiir die ein y € B mit
f(z) = y existiert.
»Alle Punkte aus X, die in das B geworfen werden.“

Man beachte, dass f(A) eine TEILMENGE von Y ist und dass f~!(B)
eine TEILMENGE von X ist.

iii) f({z}) = {f(z)} fiir alle z € X.

iv) f7'({y}) kann unter Umsténden mehr als ein Element enthalten,
ebenso kann der Fall f~({y}) = 0 auftreten.

Beispiel 1.1.28 i) Essei f:Z — Z, n+ 2n. Dann ist zum Beispiel
f({—4,-1,2,3}) = {-8,-2,4,6}, f'({1,2,3,4}) = {1,2},
{E} falls n gerade
S ({ny) =4 2 :

0 falls n ungerade

f7H({n : n ungerade}) = 0.
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.. . n:n>0 .
i) Essei |-| :Z — Z, |-|(n) == |n| := . Dann ist
—n:n<0

|- |(Ng) = Ny, aber auch | - |({n:n <0}) = No.
Weiter ist
|- 17 ({n}) = {-n,n} fiir n > 0 und

[t ({n}) =0 firn <0 .

Satz 1.1.29 Es sei f: X — Y eine Abbildung.
i) Sind Ay, Ay C X, so gilt
f(A1UAg) = f(A1) U f(A2) und  f(A1NAz) C f(A1)N f(A2).
ii) Sind Bi,Bs C Y, s0 gilt
U (B1UBy) = fTH(B)Uf ! (B2) und  fT'(BiNBa) = f~(B)Nf ! (Ba).

Beweis. Wir beweisen hier den zweiten Teil von i) und den ersten Teil von
ii), der Rest wird in den Ubungen gezeigt.

1. Esseiy € f(A1 N Ag)
= es existiert x € A1 N Ay mit f(x) =y
dann folgt

= es existiert x € Ay mit f(z) = y, und es existiert z € Az mit
flz) =y

=y € f(A1) und y € f(Az)

=y € f(A1) N f(A2).

Dann ist jedes Element von f(A; N Az) auch ein Element von f(A;)N
f(Az), somit gilt f(A; N A2) C f(A1)N f(A2).

2. Es gilt
r € f7H(B1UBy)
& f(z) € By U By
< f(z) € By oder f(x) € B
&z € f1(By) oder z € f71(By)
sz fUB)UfHB,).

Also enthalten f~1(B; U By) und f~1(B;) U f~1(Bs) dieselben Ele-
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mente, somit sind sie gleich.

Satz 1.1.30 Es sei f: X — Y eine Abbildung.

i) Ist F ein Mengensystem auf X, so gilt

f( g A): U £(4) und f( ﬂrA) c N fA).

AeF AesF AeF

it) Ist G ein Mengensystem aufY, so gilt

FUB)=U s ® wa (N B)= N FB)

BeY BeY BeY Be¥Y

Beweis. Wir zeigen die erste Aussage von ii), der Rest wird analog bewie-
sen.
Es gilt

ze f1( U B)

BeYy

< f(x)e U B

BeY
& es existiert ein B € 4 mit f(z) € B

& es existiert ein B € 4 mit z € f~1(B)

sze U f7Y(B)
Be9

Es folgt (wie iiblich) f_l(BU% B) = Bu@ ~YB). m
€ S

Definition 1.1.31 Eine Abbildung f : X — Y heifit
i) injektiv, falls fiir x1, 22 € X aus f(x1) = f(x2) schon z; = x4 folgt.

ii) surjektiv, falls fiir jedes y € Y ein x € X mit f(x) = y existiert (also
wenn f(X) =Y gilt),

iii) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
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Bemerkung 1.1.32 Essei f: X — Y eine Abbildung.

i) f ist injektiv genau dann, wenn f~1 ({y}) hochstens einelementig fiir
alle y € Y ist,

ii) f ist surjektiv genau dann, wenn f~! ({y}) mindestens einelementig
fiir alle y € YV ist.

iii) Nach i) und ii) ist f genau dann bijektiv, wenn f *1({y}) einelementig
fiir alle y € Y ist, mit anderen Worten, zu jedem y € Y existiert genau
dann ein z € X mit f(z) =y.

Beispiel 1.1.33 i) Essei f:Z — Z, f(n) := 2n. Dann ist f injektiv,
aber nicht surjektiv.
n : n>0

—n : n<0
Dann ist f surjektiv, aber nicht injektiv.

ii) Essei | |:Z — Ny, |n|:=

2n ¢ n>0

iii) Essei f:Z — Ny, f(n):= .
—2n—-1 : n<0

Dann ist f bijektiv.

In der Tat, sei zunéchst f(n1) = f(ng) =: m.
1. Fall: m gerade.

Dann ist 2ny = 2ns, also ny = no.

2. Fall: m ungerade.
Dann ist —2ny — 1 = —2no — 1, also ny = no.

Insgesamt ist f injektiv.
Sei nun m € Ny beliebig.

1. Fall:m gerade.
Dann ist % € Z, und es gilt f(%) =m.

2. Fall: m ungerade.
1 1
m 62,undesgiltf<—%>:m.

Dann ist —

Also ist f auch surjektiv.
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Wir schlieflen: f ist bijektiv.

Definition 1.1.34 Es seien X7, X5, X3 Mengen und f; := X7 — Xo, fo:
X9 — X3 Abbildungen. Dann ist die Verkniipfung fy o f1 : X1 — X3 von fo
und f; durch

(fao fi)(z) := f2(f1(2)), = € X1,

definiert.

Bemerkung 1.1.35 i) Um nicht mit der Reihenfolge durcheinander zu

ii)

iii)

geraten, schreibt man sich am besten die Abbildungen folgendermafien

hin:

oy,

X1 Xs X3

Sind f : X — Xga1,k = 1,2,3, Abbildungen, so gilt fzo (feo f1) =

(fso f2)o fi.
Dies folgt sofort aus der Definition der Verkniipfung.
Wir koénnen also die Klammern weglassen und schreiben f3 o fs o f}

anstelle von f3o (foo f1) und (f30 f2) o fi.
Sind f1 : X1 — X2 und f2 : X2 — X3 Abbildungen, SO gilt

a) Ist fy o f1 surjektiv, dann ist auch fy surjektiv.

B) Ist foo fi injektiv, dann ist auch f; injektiv.

Der Beweis wird in den Ubungen gefiihrt, die Umkehrungen gelten
nicht.

Beispiel 1.1.36 i) Essei f; : Z — Z, fi(n) :=n—1, und

n :n>0
fg:Z—)No, fg(n) = .
-n :n<0

Dann ist fao f1:Z — Np, und es gilt (fao f1)(n) =|n—1|, n € Z.

ii) Es seien A C X Mengen, und es sei f : X — Y eine Abbildung. Die

Einschrinkung von f auf A
f‘ A A=Y

ist definiert durch f|as(z) := f(x), = € A.
Ist tq: A — X, ta(x) := z, die Inklusion von A in X, so gilt f|4 =
foua.
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Es sei f: X — Y eine bijektive Abbildung.
Nach 1.1.32 iii) existiert dann zu jedem y € Y genau ein x € X mit f(z) = y.
Wir setzen f~!(z) :=y, wobei y = f(z).

Definition 1.1.37 Es sei f : X — Y eine bijektive Abbildung. Die Abbil-
dung
iy - X

ist definiert durch f~!(y) := z, wobei y = f(x). f~! heifit die Umkehrabbil-

dung oder Inverse von f.

Bemerkung 1.1.38 i) In 1.1.26 hatten wir fiir eine beliebige Abbildung
f: X — Y und eine beliebige Teilmenge B C Y das Urbild

fYB):= {x eX: f(x) e B}

definiert. f~1(B) ist eine TEILMENGE von X.

Die Umkehrfunktion f~! : ¥ — X kann man nur fiir eine bijektive
Abbildung f : X — Y definieren. In diesem Fall ist f~!(y) ein Element
von X, fiir jedes y € Y, und keine Teilmenge.

ii) Essei f: X — Y eine bijektive Abbildung, und es seien idx : X —
X, x—x, bzw. idy : Y = Y y — y, die identischen Abbildungen auf
X bzw. auf Y, siehe 1.1.25 iii).
Die Umkehrfunktion f=!':Y — X erfiillt

FHfx) =afirallere X und f(f '(y)) =y firaleyeY.
Es gilt also f~' o f =idx und fo f~' =idy.
Satz 1.1.39 Es sei f : X — Y eine Abbildung. Genau dann ist f bijektiv,

wenn es eine Abbildung g : Y — X ¢ibt, so dass go f =idx und fog =idy
gilt. In diesem Fall ist g = f~!, insbesondere ist g eindeutig bestimmdt.

Beweis.

1. Ist f bijektiv, so hat nach obiger Bemerkung ¢ := f~! die geforderten
Eigenschaften.
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2. Essei g : Y — X eine Abbildung mit go f = idx und fog = idy.
Nach 1.1.35 iii) ist dann f injektiv (da idx injektiv) und f surjektiv
(da idy surjektiv), insgesamt ist f bijektiv.

3. Es sei y € Y beliebig. Dann existiert genau ein x € X mit y = f(z)
(also x = f~1(y)). Es folgt

9(y) = 9(f(2)) = (g0 f)(z) =idx () =2 = f'(y).
Da y € Y beliebig, gilt g = f~L.

4. Die Bijektivitdt von g folgt wie in 2. durch Vertauschung der Rollen
von f und g.

Definition 1.1.40 Es sei X eine Menge

i) Eine Teilmenge R von X x X := {(z,y) : #,y € X } heift Relation in
X. Anstelle von (z,y) € R schreiben wir auch  ~ y und anstelle R
auch ,,~ .

ii) Eine Relation F in X heit Aquivalenzrelation auf X, falls

i) z ~x (dh. (z,z) € R) fir alle z € X (Reflexivitét)

i) z~y=y~az (dh (r,y) € R= (z,y) € R) fir alle z,y € X
(Symmetrie)

i) z~y, y~z=x~2) (dh (z,y),(y,2) € R= (z,2) € R) fiir
alle z,y, z € R (Transitivitét)

iii) Ist R eine Aquivalenzrelation auf X, so sei fiir x € X

[2] == [z] = [zlp={ye X1z ~y} ={y€ X : (z,y) € R}

die von z erzeugte Aquivalenzklasse.
Ist y € [z], so heifit y Reprisentant von [x].

iv) X/ ~= X/R:={[z] : 2 € X} C P(X) heifit der Quotient von X
modulo R.
qr: X = X/R, x +— [z|Rr, heiit Quotientenabbildung.
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Definition 1.1.41 Essei () # X eine Menge. Eine Teilmenge .7 von £(X)
(also ein Mengensystem) heifit Zerlegung von X, falls

1) M # 0 fiir alle M € F,
i) UZ = X,

iii) M]_QMQ#Q:M]_:MQ fiir alle My, My € Z.

Den Zusammenhang zwischen Aquivalenzklassen und Zerlegungen stellt fol-

gender Satz her.

Satz 1.1.42 FEs sei X eine nichtleere Menge.
i) Ist R eine Aquivalenzrelation, so ist X/R eine Zerlegung von X.
ii) Ist F umgekehrt eine Zerlegung von X, so ist
Ry :={(z,y) : es existiert ein M € .F mit x,y € M}

eine Aquivalenzrelation auf X .

Jeder Aquivalenzrelation entspricht genau die Zerlequng, genauer: Die Ab-

bildung

J:{R: R ist Aquivalenzrelation auf X} — {.F : F ist Zerlegung von X},
wobei J(R) := X/R,

ist bijektiv.

Beweis. (in den Ubungen) ]

1.2 Rationale, reelle und komplexe Zahlen

Wir stellen in diesem Kapitel die rationalen, reellen und komplexen Zahlen

mittels Konstruktion bereit.

Wir beginnen mit der Definition eines Korpers.
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Definition 1.2.1 Essei K eine Menge mit mindestens zwei Elementen, und
es seien + : K x K — K und - : K x K — K Abbildungen. Dann heifit
K := (K,+, ) Korper, falls folgendes gilt (wir schreiben x + y anstelle von
+(z,y) und z - y anstelle von -(x,y)):

(K1) z24+y=y+zund x -y =y -z fir alle z,y € K (Kommutativitit).

(K2) (z4y)+z=x2+(y+2z)und (x-y)-z=a-(y-2) fir alle z,y,2 € K
(Assoziativitét).

(K3) Es existiert ein Element O € K mit z + 0 = « fiir alle 2 € K
(Existenz der Null).

(K4) Es existiert ein Element 1x € K\{Ox} =: K* mit 1x - x = x fiir alle
z € K (Existenz der Eins).

(K5) Fir alle # € K existiert ein Element —x € K mit = + (—z) = Og,
und fiir alle z € K* existiert ein Element 27! € K mit -z~ ! = 1

(Existenz der Inversen).

(K6) - (y+2)=(x-y)+ (z-2) fiir alle z,y,z € K (Distributivitét).

Bevor wir allgemeine Eigenschaften von Kérpern beweisen (wie z.B. die
Eindeutigkeit der Inversen), wollen wir den Koérper Q der rationalen Zahlen
konstruieren.

Der Kiirze halber sei zuniichst Z* := Z\{0} = {n € Z : n # 0}. Wir starten
mit der Menge
ZxZ* ={(p,q) :p,q€Z,q#0}

aller geordneten Paare (p,q), wobei p die Menge Z und ¢ die Menge Z*
durchlauft.

Wir setzen (p1,q1) ~ (p2,q2), falls p1ga = pa2qu gilt.

113

Lemma 1.2.2 ,~“ ist eine Aquivalenzrelation auf 7 x 7*.

Beweis. Reflexivitdt und Symmetrie sind offensichtlich, wir beweisen die
Transitivitét:

Es seien (p1,q1) ~ (p2,¢2) und (p2, g2) ~ (3, q3).

Dann gilt (definitionsgemif) pi1g2 = paq1 und pags = p3qo.

Hieraus folgt p1g2q3 = p2¢193 = P3¢2q1-
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Da g2 # 0, folgt p1g3 = p3qu, also (p1,q1) ~ (p3,qs3). O

Definition 1.2.3 Es sei (p1,q1) ~ (p2,q2), falls p1ga = p2q1, und es sei
2= [(p,9)] .-

Q:=(Z><Z*)/~={§:p,q€Z, q%O}

heilt Menge der rationalen Zahlen.

Wir wollen nun die Addition und Multiplikation auf Q definieren.

Im Falle der Addition miissen wir die Abbildung + : Q x Q — Q definie-
ren, die jedem Paar (g, g) von Aquivalenzklassen eine weitere Aquivalenz-
klasse (ndmlich die zukiinftige Summe) zuordnet. Wir mochten gerne die
Summe g +  als psq% setzen.

Hierzu miissen wir unbedingt nachrechnen, dass psq% nicht von der Wahl

der Repriasentanten von 2 und £ abhéingt, wir miissen also zeigen:
S s ’

Lemma 1.2.4 Gilt 22 = 2 ypd ™ = "2 dann ist P2SLEAD — 25247202 f
q1 q2 S1 52 q151 q252

alle p1,p2,r1,72 € Z und alle q1,q2, 51,52 € Z*.

Beweis. Aus % = Z—; und L = 2 folgt aus der Definition der Aquivalenz-
P

klassen L= [(p, q)]N, dass p1go = p2g1 und r1s9 = 951 gilt.
Es folgt hieraus

(p151 +71q1)(q252) = P1gesis2 + r152q1G2
= P2q15152 + 1251q1q2 = (P252 + r2q2)(q151) -

Dies bedeutet definitionsgeméfl gerade

p1s1 +7r1q1 _ Dp2s2 + 1r2q2
q151 G252 U

Mit den gleichen Argumenten zeigt man, dass die Multiplikation

p

P
q

r
s gs

wohldefiniert ist.
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Satz 1.2.5 Versehen mit der Addition

T T S+
+:QxQ—Q, (E,f)HEJr—::p 1
q s q s qs

und der Multiplikation

L QxQ—Q, (275),_>§.£::1£

q’' s qs
ist Q ein Korper. Das Nullelement ist %, das Finselement ist %
Das additive Inverse von £ ist <F (d.h. - 2 = =F), und das multiplikative

, -1
Inverse von & € Q* ist 1 (d.h. () =1).

Beweis. Wir zeigen exemplarisch nur die Existenz der multiplikativen In-
versen und das Distributivgesetz (K6), alle anderen Axiome rechnet man
dhnlich nach.

1. Sei % € Q*, dh. % # 9 Dannist p = p-1 # ¢-0 = 0, also ist
(p,q) € Z x Z* und damit % € Q, und es gilt

p q 1’

Q3

wobei die letzte Gleichung natiirlich aus der Definition der Aquiva-
lenzrelation folgt.

g M(B D) mm (b
mm

" s +ra)  (np)(ms) + (wr)(ma)
(mm)(gs) (mgq)(ms)

n nr n nor
(B ()
mq ms m q m s

Bei der ersten Gleichung haben wir die Definition der Aquivalenzrela-
tion (es gilt danach 2 = fl’—l’z fiir £ # 0) und die Definition der Addition
verwendet, bei der zweiten die der Multiplikation, bei der vierten die
der Addition und bei der fiinften wieder die der Multiplikation. 0O

Bemerkung 1.2.6 Esseit:Z — Q, n+ 7.

Dann ist ¢ injektiv (} = = n-1=1-m, also n = m), und es gilt
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. n+m n-1+1-m n m
i) n+m)= T = T1 —T‘l‘T—L(n)"‘L(m)u
nm nmm  nom
ii) «(nm)= T =7T1-1' 1 =(n) - t(m),
0 1
i) ((0)= -, (1) =~

¢ erhélt also die Addition und die Multiplikation (es ist dasselbe, ob wir
vor oder nach der Anwendung von ¢ addieren oder multiplizieren), und auf
Grund der Injektivitét ist ¢ : Z — «(Z) bijektiv.

Wir identifizieren daher Z mit ¢(Z) und schreiben Z C Q.

FEin Beispiel fiir einen ungewdhnlichen Korper enthélt

Beispiel 1.2.7 Es sei Fy := {0, 1}, versehen mit der Addition

0+0:=1+4+1:=0,
0+1:=140:=1,

und der Multiplikation

ist ein Korper mit Nullelement Op, = 0 und Einselement 1p, = 1.

Dies wird in den Ubungen gezeigt.

Obiger Korper hat eine einfache Interpretation.
Wechseln wir die Bezeichnungen und setzen g := 0 und u := 1, wobei g fiir
ygerade Zahl“ und w fiir ,ungerade Zahl“ steht, so beschreibt obiger Korper
gerade das Addieren und Multiplizieren gerader bzw. ungerader ganzer Zah-

lentu+u=9g+9=9g, g+tu=u+g=u,g-g=g-u=u-g=4g, U-uU=u.

Bezeichnung 1.2.8 Essei (K, +,-) ein Korper. Anstelle von z -y schreiben
wir xy, anstelle von (x - y) + z schreiben wir zy + z (Punktrechnung vor
Strichrechnung). Weiter verwenden wir  — y anstelle von x + (—y) und %

(oder x/y) statt zy~!.
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Satz 1.2.9 Es sei (K, +,-) ein Kérper. Dann gilt
i) Das Nullelement O und das Finselement 1k sind eindeutig bestimmt.

ii) Sind a,b € K, dann existiert genau ein x € K mit a +x = b. Es gilt
z=b—a.

iit) Ist a € K* und b € K, dann ezxistiert genau ein x € K mit ax = b. Es
gilt x = %.

iv) Die inversen Elemente beziiglich Addition und Multiplikation sind ein-
deutig bestimmt.

E's gelten weiter folgende Rechenregeln:
v) zy = 0 genau dann, wenn x =0 oder y = 0,

—(—x) =z, (z7) V=2 (dh L+ =2), falls x #0,

T
T

—(zy) = (—2)y = 2(~y), (@y)™" =y a7t (dh 5 =, 3) falls
x,y € K*.

Beweis.
i) Es sei a € K mit  + a = z fiir alle x € K. Dann gilt fiir x = Ok
a=a4+0g =0 +a=0g, es war also a = Og.
Der zweite Teil von i) wird analog gezeigt.
ii) Es seien a,b € K und x := b — a. Dann gilt

a+z = a+(b—a)=a+(—a+Db)
= (a+(-a)) +b=0g +b=b+0g =b.
Es sei 2/ € K mit a + 2’ = b. Dann gilt
¥ = 2 +0xk=2"+(a—a)=(2"+a)—a
= (a+2)—a=b-a.
iii) wird wie ii) gezeigt.

iv) folgt aus den Eindeutigkeitsaussagen von ii) bzw. iii) fir b = 0 bzw.
b=1.



22

v) Wir beweisen exemplarisch (z71)

GRUNDLAGEN
1 =2 fiir x # Og.
Es gilt
-1, -1 _
v rx=xx =1k

g = 0 muss 7! # 0 gelten. ! hat also ein Inverses

und wegen x~
(=1 7L, Fiir dieses gilt auch 7 *(z7!)~! = 1. Da das Inverse aber

nach iv) eindeutig ist, muss z = (z~!)~! gelten. O

Definition/Bemerkung 1.2.10 Es sei (K, +, ) ein Korper. Aufgrund der

Assoziativgesetze gilt

(@+y)+z=r+y+z) ud (z-y)-z=2-(y-2).

Wir kénnen also die Klammern weglassen und schreiben

r+y+ 2z anstelle von x4+ (y+2) und (z+y)+ 2z, sowie

x-y-z anstellevon z-(y-z) und (x-y)-z.

Dasselbe gilt fiir mehr als drei Summanden bzw. Faktoren. Wir setzen

n n
E Ty, =21 +x2+ ..., und nyizl'l'xg‘...'l'n,
r=1 v=1
wenn xy,...,Tn, € K, n € N.
Gilt x =21 =... =z, € K, so setzen wir
n n
n-r = E xyzg r=x+r+...+x und
~—_—
v=1 v=1 n Summanden
n n
n o _ —
o o= [[o=][e=cz .. z.
——_—
v=1 v=1

n Faktoren

Achtung: n-x ist im Allgemeinen nicht das Produkt zweier Korperelemente;
ist ndmlich K = Fy = {0, 1} (siehe Beispiel 1.2.7), so ist zwar 1-1 = 1, aber
2-1=141=0.

Allgemein gilt

1 : n ungerade

{0 : n gerade
n-1=

Wir setzen noch

(-n)-z = —(n-a),

0
T = () (2 #£0), 2¥:=1g, neN, zc K,
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und wir haben somit beliebige Vielfache n - x und beliebige Potenzen x™ fiir

n € 7Z erklart.

Satz 1.2.11 FEs seien x,x1,x9 € K und n,ny1,ne € Z. Dann gilt

i) nix+ng-x = (np+ng)-T

i) n-(rixe) = mn-x1+n-x9,

iii) ny-(ne-x) = (ning) -z,

i) ™.z = gt g (),

v) xp-xy = (x1-w2)", x1,22 #0,
i) (")m2 = gMmn2 g £ 0.

Beweis. (in den Ubungen)

Ab jetzt werden wir die Korperaxiome, ihre Folgerungen und die Be-

zeichnungen stillschweigend verwenden:

i) Esseien x,aq,...,an, by, ..., by, Elemente eines Korpers K, so gilt z.B.

n
xZaV = z(ag+...+a,) =zap+zay + ...+ zay

n
= E Ta,
v=0

oder
mia,,b,,:i (ay +by) Zxa,,—i—:rb
v=0 v=0
wie auch
(Z“V) (Zb#) = Z%Zbu = ZZ%% = ZZ%%
v=0 pn=0 v=0 ©n=0 v=0 pu=0 pn=0r=0

,Allgemeines Distributivgesetz*
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ii) Weiter kann man schreiben

n—1
ZQV = a1+...+a, = Za,,+1 oder
v=0

n n+1

g a, = E ay—1 wie auch
v=2

n
§ ay = E Ap—p+1 -
v=1

Eine wichtige mathematische Beweismethode ist das Prinzip der vollstdndi-
gen Induktion: Es sei fiir jedes n € N eine Aussage A(n) gegeben. Wir wollen
zeigen, dass A(n) fiir jedes n € N wahr ist.

Prinzip der vollstindigen Induktion:
i) Esist A(n) richtig (Induktionsanfang).

ii) Aus der Richtigkeit von A(n) (oder auch von A(1),...,A(n)), der
Induktionsannahme, folgt die Richtigkeit von A(n + 1) (Induktions-
schritt).

Dann ist A(n) richtig fiir alle n € N.

Manchmal will man auch Aussagen A(n) fiir alle n > N (N € Ny fest)
beweisen. Dann macht man den Induktionsanfang fiir A(N) (anstelle A(n))
und den Induktionsschritt fiir alle n > N.

Ein Fall fiir die vollstéindige Induktion ist

Satz 1.2.12 FEs gilt

fiir allen € N.

Beweis.
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1. Induktionsanfang n = 1:

1
Esgilt Y v=1= 1(1;1), d.h. die Aussage gilt fiir n = 1.

v=1

2. Induktionsschritt n — n + 1:

Induktionsannahme: Es gelte > v = w
v=1
Dann folgt
n+1 n
B ~ n(n+1) ~ (n+1)(n+2)
,;V_ (;y)+(n+1>_2+<n+1)_2,

d. h. die Aussage gilt auch fiir n + 1.

Aus 1. und 2. folgt mit dem Prinzip der vollstéandigen Induktion die Behaup-
tung. O

Satz 1.2.13  (Geometrische Summenformel) Es sei K ein Korper, und
es sei x € K\{1x}. Dann gilt

nzzl o 1g — 2™

= g —z

fiir alle n € N.

(Beachte: Z := zw™t, 2% =1k, nach 1.2.8)

Beweis. (durch vollsténdige Induktion)

1. Induktionsanfang n = 1:
n—1 0 1o —
Zx”:Zx”:mole: K )
v=0 v=0 1K -
2. Induktionsschritt n — n + 1:

n—1
Es gelte Y 2¥ = 1= Dann folgt

v=0

1—z
" nd 1—=2 1—2"
v __.n v n
Za: = —1—2:5 1—x$ + -2
v=0 v=0

xn_xn+1+1_mn

1—=x

1— xn+l

1—=x
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Aus 1. und 2. folgt die Behauptung. |

Definition 1.2.14 Fiir n € N sei
n
nl:=][v=1-2-3...-(n—1)-nund
v=1
0!l:=1.
Satz 1.2.15 Es sein € N. Dann hat die Menge

I, ;= S, == {m:{1,...,n} = {1,...,n} : w ist bijektiv}

genau n! Elemente. S,, heifit Menge der Permutationen auf {1,...,n}.

Beweis. (in den Ubungen) ]

Definition 1.2.16 (Binomialkoeffizienten)
Es seien n,v € Ng. Man setzt

<n> _ nn—1)...(n—v+1) :ﬁn—k—i—l fir » > 1 und
k=1

v V! k

Bemerkung 1.2.17 Aus der Definition folgt sofort fiir n, v € Ny

n n! n .
= = , falls v < n, sowie
v vi(n —v)! n—v

(n) =0, falls v > n.
v

Satz 1.2.18 Es seien n € Ng und v € N. Dann gilt

(L) () =)
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Beweis. 1. Fall: 1 < v <n. Es gilt (nach 1.2.17)

<u . 1) * (Z) T - 1)!(nni N y!(nni )

nly L nl(n+1—v)
vin+1—-v)!  vin+1-v)!

_ 1) <n+1>.

viin+1—-v)! v

2. Fall: v =n+ 1. Dann gilt

(o) (i) =rro=(000)

3. Fall: v > n + 1. Dann gilt

() ) =oee=(07): D

Definition 1.2.19 Ist A eine endliche Menge, so sei |A| die Anzahl der
Elemente von A. Ist A keine endliche Menge, so heifit A unendliche Menge,

und wir schreiben |A| = oco.

Satz 1.2.20 FEs sein € N. Dann gilt fiir v € Ny, dass
n
{Mc{1,...,n}:|M|=v}|= <V)

Insbesondere ist (,Tj) € Ny fiir alle n,v € Ng.

Beweis. Es sei o := [{M C {1,...,n} : [M| =v}|.
1. Ist v > n, dann gilt of =0 = (1),
af =1= (), (Beachte: 0 C {1,...,n}),
af=n=(2), ap=1=()).

n

2. Vollstéandige Induktion iiber n.

i) n=1: Nach 1. gilt af = (}), of = (1), al = (1), v>1
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ii) n+— n+ 1. Es gelte a) = (Z) fiir alle v € N. Dann gilt fiir alle
n € N:

aftt = {{Mc{l,....n+1}: M| =v}
= {Mc{l,...,n}: |M|=v}

+H{{n+13UM M C{l,....n},|M| =v—1}]
-0 ()00

a

Aus der Gleichung (")) + (1) = ("il) kann man unter Zuhilfenahme von

(g) =1= (Z) die Binomialkoeffizienten rekursiv berechnen. Dies veran-
schaulicht das Pascalsche Dreieck, in dem die Summe zweier nebeneinander

stehender Zahlen gerade die darunter stehende Zahl ergibt.

Satz 1.2.21 (Binomischer Lehrsatz)  Es sei K ein Kéorper und x,y € K
und n € Ng. Dann gilt

Beweis. (durch vollstéindige Induktion)
0

1 = xOyO _ Z (g)xuyﬂ—u.

v=0
n

2.n—n+1:Esgelte (x+y)" = Zo (M)a"y" . Dann folgt
V=

1.n=0:(z+y)°
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n

@+y™™ = @+y) @ty =(@+y ) ()a"y"
v=0
n n
— Z (Z)xu+1yn—u + Z (Zb)xyyn—s—l—u
v=0 v=0
n+1 n
_ Z (Hil)wuynf(,ufl) + Z (’lfll)xuynJrlfV
pu=1 v=0
n
- S (e
v=1

n
+(8) . wanJrl + Z ('Z»)xl/yn‘f’lflj
v=1

n
= (E)y 0 )+ ) ey
v=1

—_——
_ (n+1)
v

4 (ni})xn—klyﬁ

n
n+1

= S e

v=0

Definition 1.2.22 Es sei K = (K, +,-) ein Kérper. Eine Relation < in K
heifit Ordnung, falls gilt
(O1) Fiir alle z,y € K gilt genau eine der folgenden Beziehungen
x <y, y<z, =y (Trichotomie).
(02) z <yundy < z impliziert x < z fiir alle z,y, z € K (Transitivitéit).
(03) =z <y impliziert z + z < y + 2 fiir alle z,y, z € K (Monotonie der Addition).
(04) z <yund Ox < z impliziert xz < yz fiir alle x,y, z € K (Monotonie der
Multiplikation).
K = (K,+,-,<) heifit dann geordneter Korper.
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Bezeichnung 1.2.23 Es sei K ein geordneter Korper und z,y € K.

i) Anstelle x < y schreiben wir auch y > x.
Gilt x = y oder z < y, so schreiben wir x < y oder y > x.

ii) z heiit positiv, falls x > O,
x heifit negativ, falls z < O,
2 heifft nichtnegativ, falls z > 0.

iii) K* := K\{0} (schon definiert)
Kt ={zxe K:z>0g},
K :={re K:z <0k},
K ={re K:z>0k}.

Essei Q = {% :p,q €L, qF O} der Korper der rationalen Zahlen. Ist g € Q,
so gilt =& =2 (da (—p)g = p(—q) in Z).

Wir kénnen also ohne Einschrénkung 0 < ¢ (d.h. ¢ € N) voraussetzen. Hier
bedeutet < die natiirliche Ordnung auf Z.

Sind nun %, Z—; € Q mit p1,p2 € Z,q1,q2 € N, so setzt man
by < P2 fans P1g2 < p2q1 gilt.
a1 q2

Satz 1.2.24 Q ist ein geordneter Kdrper.

Beweis. Wir zeigen exemplarisch (03), den Rest der Ordnungsaxiome weist
man &dhnlich nach.
Seien dann r,p1,p2 € Z, 8,q1,q2 € N mit
po_p
T q2
Dann gilt p1ga < paqi1. Hieraus ergibt sich

P1928S + 1q1G28 < p2q1Ss + rq1q28,

also gilt
(P15 +7rq1)qes < (p2s +r@2)q1s,

was i I
r S r S r r
124_7:171 q1<p2 Q2_12+

q1 S qis q2s P S
impliziert. O
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Bemerkung 1.2.25 Wir hatten in 1.2.6 bemerkt, dass die ,,natiirliche Ein-
bettung®

L7 — Q, nb—>%,

die Addition und die Multiplikation respektiert.
¢ erhélt auch die Ordnung, d.h.

t(n) < t(m) genau dann, wenn n < m.

Satz 1.2.26 FEs sei K ein geordneter Korper, und es seien x,y € K. Dann
gilt

i) x > 0 genau dann, wenn —z < Ok
it) Aus x,y < O folgt xy > Ok
iii) 2 > 0 genau dann, wenn x # 0.
) 1x > 0.

v) Ausy > x> O folgt —y < —x < Ox und 271 >y~ > 0.

Beweis. (in den Ubungen) O

Satz 1.2.27 (Bernoullische Ungleichung) Es sei K ein geordneter Korper
und x € K mit x > —1x. Dann gilt

(1K+1')n > 1 + nx

fiir alle n € Ny.

Beweis. (durch vollstéandige Induktion)
1. n=0:
(1K+$)0=1K:1K+0'x.

2. n+—n+1): Es gelte (1x + )" > 1x +n-z. Dann folgt mit (04), (03)

und 1.2.26 iii):

(I +2)" = (Ig+2)(lx+2)" > Ik +2)(1x +n- )
lg+n-z4+az+n-2=1g+n+1)-z4+n =
> 1lg+(n+1)-x.

2
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a

Definition 1.2.28 Es sei K ein geordneter Korper und z € K.

r: x>0
|| :==
—x: <0

heifit der Betrag (oder Absolutbetrag) von x. Die Abbildung |-|: K —
K,z — |z|, heiit Betragsfunktion.

Bemerkung 1.2.29 Es sei K ein geordneter Korper.

i) Dann gilt: |z| = | — z|; z, —z < |z|; |zy| = |z|||y| fir alle z,y € K.

ii) Ist x € K und y > 0, so gilt

|z| < y genau dann, wenn —y < z < y.
Satz 1.2.30 (Dreiecksungleichung) Es sei K ein geordneter Kdrper und
x,y € K. Dann gilt
2+ y| < [z] + |y
Beweis. 1. Fall: z + y > 0. Dann gilt
lzt+yl=z+y < |z|+ |yl

wegen 1.2.29 i) und der Monotonie der Addition.
2. Fall: z +y < 0. Dann gilt

lz+yl=—(r+y)=—z+ (~y) <|z|+|y[,

ebenfalls wegen 1.2.29 i) und der Monotonie der Addition. O

Korollar 1.2.31 FEs sei K ein geordneter Korper und xz,y € K. Dann gilt

2| = |yl| < |z +y|.
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Beweis. (in den Ubungen) O

Definition 1.2.32 Es sei K ein geordneter Kérper und M C K eine Teil-
menge von K.

i)

ii)

iii)

iv)

x € K heifit obere (untere) Schranke fiir M, falls m <z (bzw. m > x)
fiir alle m € M.

M heifit nach oben (unten) beschriankt, falls M eine obere (untere)
Schranke besitzt.

M heifit beschriankt, falls ein z € K existiert mit |m| < x fiir alle
me M.

Eine obere (untere) Schranke z fiir M heifit Supremum (Infimum) von
M, falls x < y (bzw. x > y) fiir alle oberen (unteren) Schranken y fiir
M gilt.

Ein Supremum (Infimum) z heift Maximum (Minimum) von M, falls
zusétzlich x € M gilt.

Bemerkung 1.2.33 i) M ist beschriankt genau dann, wenn M sowohl

ii)

iii)

nach oben als auch nach unten beschrankt ist.

Supremum und Infimum miissen nicht existieren, auch wenn die vor-
liegende Menge beschrankt ist.

Ist jedoch z ein Supremum (bzw. Infimum), so ist x aufgrund (O1)
schon eindeutig bestimmt und man setzt

sup M =z (bzw. inf M :=x).

Auch wenn die Menge M ein Supremum (Infimum) besitzt, so braucht
sie kein Maximum (bzw. Minimum) zu besitzen, z.B. ist dies bei M :=
{r € Q: 2 <0} der Fall:

sup M = 0, aber wegen 0 ¢ M hat M kein Maximum.

Besitzt jedoch M ein Maximum (Minimum) z, so ist dieses natiirlich

wieder eindeutig bestimmt, und man setzt

max M =z (bzw. min M :=z).
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Satz 1.2.34 (Archimedes) Fiir alle v,y € Q mit x,y > 0 gibt es einn € N
mitn-x > y.

Beweis. Es sei © = %, Yy = % mit p1,p2,q1,92 € N.

Waéhlen wir n := paq1, so folgt

n n-pi b2q1P1
n-r=—-xr = =
1 q1 a1
_ P1g2 _P2q1
1
N , q192
>1, dapy,q2 €N
> P21 _ P2 _
q192 q2

Beispiel 1.2.35 Fassen wir N als Teilmenge von Q auf, so ist N nach unten
durch n = 1 beschrénkt.
Aus 1.2.34 folgt, dass N nicht nach oben beschrankt ist.

Bemerkung 1.2.36 In jedem geordneten Korper hat die Gleichung n-x =
y fiir jedes y € K und jedes n € N eine eindeutig bestimmte Losung, d.h.

Fiir alle y € K und alle n € N existiert genau ein x € K mit

n-r=21y.

Dies folgt aus n - 1x > 0 (Monotonie der Addition) und 1.2.9 iii).

Leider sieht dies bei Gleichungen ™ = y ganz anders aus.

Satz 1.2.37 In Q hat die Gleichung x* = 2 keine Losung.

Beweis.

1. Essei p € Z und p? gerade sei gerade. Dann ist auch p gerade. Nehmen
wir namlich an, dass p ungerade ist, d.h. p = 2r + 1,r € Z, gilt, dann
ist p? = 4r2 + 4r + 1 auch ungerade. Dies ist ein Widerspruch, also ist
p gerade.
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2.

Wir nehmen an, dass 22 = 2 fiir ein € Q gilt. Ohne Einschrinkung
sei > 0. Betrachten wir die Menge {r € N: 2 = %, s € N}. Diese
Menge besitzt ein kleinstes Element g. Es gibt also eine Darstellung
T = %’ mit ¢ minimal. Es folgt 5—; = 22 = 2 und somit p? = 2¢>. Also
ist p? gerade und nach 1. ist auch p gerade, d.h. p = 2pg mit einem
po € N. Dann ist aber 2¢% = 4p%, also ¢ = Qp%. Somit ist ¢ gerade,
also ist mit 1. auch ¢ = 2¢gy mit einem ¢gg € N.

Es folgt x = % = % = %)’ insbesondere besitzt x eine Darstellung 5—8
mit gg < g, ein Widerspruch.

Die Annahme z? = 2 und das Axiom, dass jede Teilmenge der natiirli-
chen Zahlen ein kleinstes Element besitzt, ist nicht vereinbar. Also ist
die Annahme falsch, ihr logisches Gegenteil richtig, und damit existiert

kein z € Q mit 2?2 = 2. -

Auf der anderen Seite kann man das ,,babylonische Wurzelziehen* verwen-

den, um Naherungslosungen zu erlangen:

Wir starten mit x7 := 2 und setzen rekursiv

1 2
Tp+4+1 = 5(3%4—;), n €N.
n

Die Idee hinter diesem Verfahren ist: Wiirde 22 = 2 gelten, dann wire
Ty = %, andernfalls ist x,, # % Man hofft, dass das arithmetische Mittel

2

Tpt1 = %(xn + —n) ein besserer Niherungswert ist.

T

Mein Rechner liefert nach z; = 2:

und

o =1,5

x3 =1,41666667

x4 =1,41421568627451
x5 = 1,41421356237469
xe = 1,414213562373095
x7 = 1,414213562373095
xg = 1,414213562373095

2 =4
r3=2,25
x3 =2,0069- - -

x2 = 2,0000060
x? = 2,0000000000045 . . .

2 _
Tg =2
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Der letzte Wert ist auf jeden Fall falsch, da ja keine rationale Zahl x mit
x? = 2 existieren kann und der Rechner nur rationale Zahlen (noch nicht
einmal alle) darstellen kann.

Grund fiir den Fehler ist natiirlich die beschrinkte Genauigkeit des Rech-
ners.

Wiirde man statt dessen einen Rechner mit beliebiger Genauigkeit verwen-

den, so erhielte man:

1. Zu jedem s € N existiert ein N € N, so dass sich die Werte z,, fiir
n > N nur ab der (s + 1)-ten Nachkommastelle unterscheiden, d.h. es
gilt

|xn — x| <107°  fiir alle n,m > N .

Anders ausgedriickt:
Fiir alle € > 0 existiert ein N € N, so dass

|Tp, — x| < e fir allen,m > N .

2. Zu jedem s € N existiert ein N € N, so das sich die Werte 22 von 2
fir n > N nur ab der (s+ 1)-ten Nachkommastelle unterscheiden, d.h.
es gilt

|22 — 2| <107* fiir alle n,m > N .

Anders ausgedriickt:

Fiir alle € > 0 existiert ein NV € N, so dass

|z2 —2| < e fiirallen > N.

Wir werden spéter zeigen, dass keine Zahl x € Q existiert, so dass gilt:
Fiir alle € > 0 existiert ein N € N mit

|z, — x| <e fir allen,m > N.

Daher werden wir die sogenannten reellen Zahlen konstruieren, und dort
gibt es ein = > 0 mit obiger Eigenschaft. Dieses x erfiillt dann auch z? = 2

und wir nennen dieses x dann /2.

Mit der Definition

1 2
1= 2, Tpt1 :zi(a:n—i-f), neN,

n
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haben wir jedem n € N ein z,, € Q zugeordnet, d.h. wir haben eine Abbil-
dung
z:N=Q, z(n):=uz,,

definiert. Eine solche Abbildung nennt man auch Folge in Q oder Folge
rationaler Zahlen. Allgemeiner geben wir folgende

Definition 1.2.38 Ist X eine Menge, so heifit eine Abbildung
r:N—= X

eine Folge in X. Die Menge aller Folgen in X wird mit X" bezeichnet.
Bemerkung/Bezeichnung 1.2.39 i) Ist z : N — X eine Folge in X,

so schreibt man traditionell

zn = 2™ = z(n), neN,
(sogenannte Indexschreibweise) und setzt
(z1,T2,...) == (Tn)nen = (@™ )pen = z.

ii) Man verwechsle die Folge X = (x,,)nen nicht mit der Menge {z,, : n €
N} ihrer Folgenglieder!
(Tn)nen ist eine Abbildung von N — X, {z,, : n € N} ist eine Teil-
menge von X.

iii) Sind J und X Mengen, so bezeichnet man mit X7 die Menge aller
Abbildungen J nach X, es ist also

X/ ={f:J— X: fist eine Abbildung}.

Etwas allgemeiner als in 1.2.38 bezeichnet man auch Elemente von
XNo oder von X7, wobei J = {n € Z : n > N}, (N € Z fest), als
Folgen in X. Man setzt wieder

=2 = z(n),
und schreibt

(1‘07 L1, T2, .- ) = (mn)TLENo = (x(n))TLGNO
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anstelle von x : Ng — X, und man schreibt

(n))

(TN, EN+1, TN42, - - -) = (Zn)n>N = (2)p>N

anstelle von
z:{neN:n>N} - X.

Beispiel 1.2.40 i) Esseiz : N - Q, n — % Geméfl unserer Kon-

vention schreiben wir (1), oder (1, 3, %, .

Beispiele fiir Folgen rationaler Zahlen (d.h. Folgen in Q):

..) anstelle von x. Weitere

(1,2,3,)... = (N)nen,
1 1 1
(L) = (odaen,
(1,¢,¢%...) = (¢")nen, fiir ¢ € Q fest.

Die letzteren Schreibweisen sind zu empfehlen, denn bei der ersteren
Schreibweise kann man nur wenige Folgenglieder angeben, die restli-

chen muss man ,,raten”.

ii) (Konstante Folgen) Es sei X eine Menge und a € X ein Element von
X. Dann setzt man
ay:N—= X, n—a,

d.h. ay = (a,a,a,...) = (a)nen-
Diese Folgen nehmen nur einen Wert an (hier a), und sie heifien kon-

stante Folgen.

Definition 1.2.41 Es sei K ein geordneter Korper. Eine Folge (x,)nen in
K heifit

i) monoton wachsend (fallend), falls z,,+1 > =y, ( Tp41 < ), n € N,
ii) monoton, falls sie monoton wachsend oder fallend ist,

iii) streng monoton wachsend (fallend), falls x,11 > =, (Tpy1 < Zn),
n € N,

iv) nach oben beschrénkt (nach unten beschrinkt, beschriankt), falls die
Menge {x,, : n € N} nach oben beschrinkt (nach unten beschrinkt,
beschrinkt) ist.
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Beispiel 1.2.42 Es sei K = Q.

i) Die Folge (n)nen ist (siehe oben) streng monoton wachsend, sie ist
nach unten beschriankt, eine untere Schranke ist z.B. m = 1.
(n)nen ist nach 1.2.35 nicht nach oben beschrinkt.

ii) Die Folge (%)n ¢ ist beschrénkt und streng monoton fallend.

iii) Die Folge ((—1)") y ist beschrénkt, aber nicht monoton.

€

iv) Eine konstante Folge ist sowohl monoton wachsend als auch fallend.

Auflerdem ist sie beschrankt.

Bemerkung 1.2.43 i) Streng monoton wachsende Folgen ganzer Zah-
len sind nach unten beschrinkt, aber nicht nach oben beschrinkt.

ii) Streng monoton fallende Folgen ganzer Zahlen sind nach oben be-

schrinkt, aber nicht nach unten beschrinkt.

Beispiel 1.2.44 Es sei g € Q fest. Dann ist die Folge (¢")nen,
i) monoton wachsend genau dann, wenn ¢ > 1,
ii) streng monoton wachsend genau dann, wenn ¢ > 1,
iii) monoton fallend genau dann, wenn 0 < g < 1,
iv) streng monoton fallend genau dann, wenn 0 < ¢ < 1,
v) beschrénkt genau dann, wenn |q| < 1.

(Siehe Ubung.)

Definition 1.2.45 Es sei (x,)nen eine Folge in der Menge X und (ng)ren

eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heif3t

<mnk)k‘€N = (xmaxmvxmv .- )

Teilfolge von (zp,)nen-
Anders ausgedriickt: Ist z € XY eine Folge in X und n € NN streng monoton
wachsend, so heiit z o n (€ X) Teilfolge von .
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Beispiel 1.2.46 Es sei (x,)nen eine Folge in X und ny = k+ 1,my, =
k2.0, =k, k € N.
Dann sind

(Tny JkeN = (Thg1)ken = (T2, 73,74, .- .),
(mmk)kEN = (ku)kGN = ($1,$4,l‘9, .. ')7
(‘/Eek)keN = (xl,xg,:cg, .. ) = (xn)nEN

Teilfolgen von (z,)pen-.
Ins insbesondere X = Q und (x,)peny = (%) so erhalten wir

neN’
ndiet = (577 oo = (3037)
ank keN — k+1 kEN_ 2737"'7
1

(T e = (%)kel\! - <1’

N——

Bemerkung 1.2.47 Beschrénktheit und Monotonie iibertragen sich auf
Teilfolgen.

Definition 1.2.48 Eine Folge (2, ),en in einem geordneten Korper K heifit

i) Cauchyfolge, falls fiir alle € > 0 ein N € N existiert, so dass
|Tn — x| < €

fir alle n,m > N gilt.
Kurzschreibweise:
vE>OEINENVm,nZN |$n - wm’ <g,

ii) konvergent gegen g € K, falls fiir alle ¢ > 0 ein N € N existiert, so
dass

|zy — x0] < €

fiir alle n > N gilt.

Kurzschreibweise:
vE>OE|N€an2N |5L'n - $0| <e,

iii) konvergent, falls ein 2y € K existiert, so dass (z,), gegen zy konver-

giert,
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iv)

divergent, falls (x,), nicht konvergent ist.

Bemerkung/Bezeichnung 1.2.49 i) Konvergiert (z,),en gegen xo, o

ii)

iii)

schreiben wir

n—oo
Ty — X0,
Ty — Tp (N — 00),

lim x, = x,
n—oo

oder kiirzer Tn — To,
lim x,, = xg.
Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heifit Nullfolge.

Es gilt x,, — z¢ genau dann, wenn |x,, — xg| = 0 (n — 00), also wenn
(|zn — x0|)nen eine Nullfolge ist.

Beispiel 1.2.50 i) Ist a € K, so konvergiert ay = (a, a. . .) offensichtlich

ii)

iii)

gegen a.
Es sei K = Q.

Die Folge (%)neN ist eine Nullfolge.

Es sei € > 0 beliebig. Nach 1.2.34 (Satz von Archimedes) existiert ein
N € Nmit N > 1.

Es sei n > N. Dann gilt

1 1 1
‘——O‘:—< €.
n

— <
n- N
Dies ist die typische Struktur eines Konvergenzbeweises: € > 0 vorge-
ben, N wihlen oder sich beschaffen, dann n > N vorgeben und

|zn, — x0| < €
zeigen.

a) Esseiq € Q, |¢| < 1. Dann ist (¢")nen, eine Nullfolge: Setzen wir
zunéichst x := (‘%' —1)(> 0). Es sei € > 0 beliebig. Dann existiert
(nach dem Satz von Archimedes) ein N € N mit Nz > % Es sei
n > N. Dann folgt mit der Bernoullischen Ungleichung (1.2.27):

1 1 1 1
< —<

la | (I4+z)» ~ 14+nz ~ nxr ~ Nz

<e.
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B) Ist g =1, s0ist ¢" = 1,n € N, und (¢")nen konvergiert gegen 1.
7v) Fiir ¢ = —1 und |¢| > 1 divergiert (¢")nen,, siche Ubungen.

Satz 1.2.51 Es sei K ein geordneter Korper, und es sei (xy,)nen eine Folge
i K. Dann gilt:

i) (xn)nen hat hochstens einen Grenzwert.
it) Konvergiert (xpn)nen, S0 ist (xn)nen eine Cauchyfolge.

iii) Konvergiert (,)nen gegen xo, so konvergiert auch jede Teilfolge (xy, )ken

gegen xg.

i) Ist (xn)nen eine Cauchyfolge, so ist auch jede Teilfolge eine Cauchy-
folge.

v) Ist (zp)nen eine Cauchyfolge, die eine konvergente Teilfolge (xy, )ken

besitzt, so konvergiert auch (xy)nen, und zwar zum selben Grenzwert.

Beweis.

i) Wir nehmen an, (z,)neny habe zwei verschiedene Grenzwerte z; und
z9. WIr setzen € := %|zl — 23] > 0. Da z, — z;,j = 1,2, existieren
Ny, No € Nmit |z, — 21| < e,n > Ny und |z, — 22| < &,n > Na. Dann
gilt fiir n = max{Ny, Na}

2e = |21 — 22| < |21 — @] + |22 — 0| < e+ e =2¢,

im Widerspruch zu (01). Also ist die Annahme falsch und (z,)nen hat

hochstens einen Grenzwert.

ii) Es sei € > 0 beliebig.
Nach Voraussetzung existiert ein g € K mit x,, — xg. Daher existiert
zu e :=5 ein N € Nmit |z, — 0| <€, n>N.
Es folgt

|Tn — 2| < |Tn — 20| + |20 — 21| < ' +6 =€

fir alle n,m > N.
Also ist (zp,)nen eine Cauchyfolge.
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iii) Es sei € > 0 beliebig. Dann existiert ein N € N mit
|z —xo| <&, n> N.
Setze K := N. Ist nun k > K, so gilt ng, > k > K > N, also auch
|z, — x| < €.
iv) wird analog iii) gezeigt.

v) Es sei ¢ > 0 beliebig. Da x,,, — zg (k — o00) existiert zu ' := § ein

K € N, so dass

|Tn, —x0| <€, k> K.
Da (2)nen eine Cauchyfolge ist, existiert zu €' := § ein N € N, so
dass

| Ty — Tm| <€, m,n>N.

Es sei n > N beliebig. Wihle £ > K mit ng, > N (z. B. k =
max{K, N}). Dann gilt

\Zn, — xo| < |Tn — Ty | + @0y, —w0| <& +' =¢.

Bemerkung 1.2.52 Wir haben im obigen Beweis nur folgende drei Eigen-
schaften von d(z,y) := | — y| (z,y € K) ausgenutzt:

i) d(z,y) > 0 und d(z,y) = 0 genau dann, wenn = = y,
i) d(z,y) = d(y,z),

i) d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2).

Satz 1.2.53 Jede Cauchyfolge in einem geordneten Kérper ist beschrdankt.

Beweis. Ist (x,)nen eine Cauchyfolge, dann existiert zu € :== 1 ein N € N
mit

|Tn — x| < €
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fur alle n,m > N.
Wihle C > 1+ |zy| und C > |zj], j = 1,...,N — 1, (also z.B. C :=

N
1+ > |z;|). Dann gilt
j=1

|z, < C fir 1 <n<N-—1und
|zn| < |zn —2n|+ |zn| < e+ |zn] =1+ |2, < C fiir n > N.

Insgesamt ist also |x,| < C fiir alle n € N. O

Satz 1.2.54 Es seien K ein geordneter Kiorper und (2n)nen, (Yn)neN, (2n)nen
Folgen in K mat

i) Tn < Yn < zn, n €N, und
ii) lim z, = lim z,.
n—oo n—oo
Dann konvergiert auch (yn)nen, und zwar zum selben Grenzwert.
Beweis. Es sei w := lim x, = lim z,.
n—oo . . TL*)'OO
Ist € > 0 vorgegeben, so existiert ein N € N, so dass
|z, —w| <e und |z, —w|<e
fiir alle n > N. Insbesondere gilt fiir n > N:
— <y —wWwlyYyp—w 2, —w< g,

also |y, —w| < e. O

Satz 1.2.55 Es seien (zp)nen und (Yn)nen Cauchyfolgen in dem geordneten
Korper K. Dann gilt

i) (Tn + Yn)nen und (Tn - Yn)nen sind Cauchyfolgen. Insbesondere ist
(azp)nen fir alle a € K eine Cauchyfolge.

ii) Existiert ein 6 > 0, so dass |y,| > 6,n € N, so ist (%) eine
n/ne

Cauchyfolge.
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Beweis.

i) «a) Es sei € > 0 beliebig.
Nach Voraussetzung existiert zu € := 5 ein N € N mit

|Tp — x| <& und |y, —ym| <€
fiir alle n,m > N. Hieraus folgt
[(@n +yn) = @m +ym)| = (@0 = 2m) + (Yn — ym)|
<l|xn —xm|+ |yn —yYm| <E+E=¢

fir alle m,n > N.

B) Nach 1.2.53 sind {z,, : n € N} und {y, : n € N} beschréinkt.
Da die Vereinigung endlich vieler beschrinkter Mengen wieder

beschrénkt ist, existiert also ein C' > 0 mit
|%nl; lyn| < C

fiir alle n € N.
Es sei € > 0 vorgegeben.
Zu € := 5 existiert dann ein N € N mit

|Ty — | <& und |y —ym| < €

fiir alle n,m > N.

Sind nun n,m > N beliebig, so folgt
ZnYn — TmYm| = |TnYn — TnYm + TnYm — TmYm|
<z (Yn — ym)| + (@0 — 2m) Y|
= |@nllyn — Yml| + |20 — Tm||ym|

<Ceé+éC =e.

ii) Wegen i) reicht es zu zeigen: (i) N ist eine Cauchyfolge.
"/ ne

Es sei € > 0 beliebig. Dann existiert zu & := §%¢ ein N € N mit

’yn - ym‘ < g
fir alle n,m > N.
Hieraus folgt
1 1 — 1
| = ‘M < = E=¢
Yn  Ym YnYm 0

fiir alle n,m > N.
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a

Bemerkung 1.2.56 Es sei K = Q (oder allgemeiner ein archimedischer
Korper K, d.h. es gilt der Satz von Archimedes in K) und ist (y,)nen eine
Cauchyfolge, die keine Nullfolge ist, so existiert ein § > 0 und ein N € N
mit

‘yn’ >0

fir alle n > N.

Nehmen wir ndmlich an, dass solche 6 und N nicht existieren, dann existiert
fiir alle 6 > 0 und alle N € N ein n > N mit |y,| < 6.

Zu d =1 und N =1 existiert also ein n; > 1 mit |y,,| < 1.

Ist ng gewdhlt, so existiert zu § = k%rl und N :=ng + 1 ein ngq € N mit
Ng+1 > N > nyg, so dass .
Ynpsr | < el

Ist € > 0 beliebig, so existiert nach dem Satz von Archimedes ein K € N
mit K > % Es folgt

1 1

Also konvergiert (yn,)ren gegen 0, und mit 1.2.51 iv) konvergiert auch
(Yn)nen gegen 0, Widerspruch. Also existieren solche 6 und N.

Wir erhalten zusammen mit 1.2.55 ii):

Sind (2 )nen und (yn)nen Cauchyfolgen und ist (yy,)nen keine Nullfolge, so

ist
(G
Yn / nEN
eine Cauchyfolge, wenn man
. 1 :y,=0
Yn =
Yn  Yn # 0,

n € N, setzt.

Satz 1.2.57 Es sei K ein geordneter Korper, die Folge (xy,)nen konvergiere
gegen xq, und die Folge (yn)nen konvergiere gegen yo. Dann gilt

i) T+ Yn — To + Yo und TRy, — ToYo, insbesondere ax, — axg fir alle
a€ K.
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1 :y,=0
i) Ist yo # 0 und gy, := " , dann folgt wfn '
Yn  Yn#0, n€N, Yn Yo
Beweis.
i) folgt wie 1.2.55 i).
ii) Zué := @ > 0 existiert ein N € N mit |y, —yo| <6 = %—0‘, > N.

n
0
Es folgt H@/n’ - |.7JOH < |Yn — ol < ‘y2|, n > N, was |y,| — |yo| > —@,

also |yn| > @ =46, n > N, impliziert. Die Behauptung folgt nun wie
in 1.2.55 ii).

Satz 1.2.58 Es sei K ein geordneter Korper, (xn)nen eine Nullfolge und
(Yn)nen eine beschrinkte Folge in K. Dann ist (xpyn)nen eine Nullfolge.

Beweis. Da (yn)nen beschriankt ist, existiert ein C > 0 mit |y,| < C fiir
alle n € N.

Es sei € > 0 beliebig. Wihle zu &’ := §(> 0) ein N € N mit
|z, < €', n>N.

Es folgt dann
|Tnyn| < |2,|C <E'C =e.

fir alle n > N. O

Beispiel 1.2.59 Es sei K = Q.

i) Ist k € N und ¢ € Q, so gilt mit 1.2.57 und 1.2.50 ii):

.q .
lim — = lim ¢- lim —
n—oo N n—oo n—oo M

k k
. .1
= e[ i =g [Jo=0
J= J=
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i) Mit 1.2.57 und i) gilt:

o 3nt4+onZal 3+ 34+ 4
hm— = hm n n
n—00 5n4—|—3n n—00 5-}—”%
. . 2 . 1
_ oSt et et 34040 3
lim 5+ lim 540 5

n—o0 n—o0

iii) Es sei ¢ € Q. Dann gilt lim % = 0: Wihle k € N mit k > |gf.

1 :n=1
Esseiz, =2, y,=< n-1
j=17J
Dann gilt q% = ZnYn, N € N. (zp)nen ist eine Nullfolge, und fiir

n > k+ 2 gilt mit

Sla T lal
‘yn’ = H — H — < k",
=1 Ei Y
N——
<kk <1

also ist (yn)nen beschrankt. Nach 1.2.58 gilt % — 0 (n — 00).

Definition/Bemerkung 1.2.60 Es sei K ein geordneter Korper.

i) Auf der Menge
ch(K) :={z : N — K : zist Cauchyfolge}
und auf der Menge
¢(K):={z:N— K : zist konvergent}

konnen wir mit Hilfe von 1.2.55 und 1.2.57 eine Addition und eine
Multiplikation folgendermaflen definieren:

Sind = (zp)neny und y = (yn)neny Cauchyfolgen (bzw. konvergente
Folgen), so sei ihre Summe

TH+y = (l'n)neN + (yn)nEN = (mn + yn)neN

und ihr Produkt

-y = (xn)nGN : (yn)nGN = (xn ' yn)nEN-
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ii)

Summe und Produkt erfiillen alle Kérperaxiome bis auf die Existenz
des multiplikativen Inversen. Das Nullelement ist Oy = (0,0, ...), das
Einselement ist 1y = (1, 1,...) und das additive Inverse zu x = (z,)neN
ist —z = (—xp)nen. Wir weisen exemplarisch das Distributivgesetz
nach:

Es seien = (2p)neN, ¥ = (YUn)neN, 2 = (2n)nen Cauchyfolgen (konver-
gente Folgen). Dann gilt

t(y+2) = (@n)nen ((Un)nen + (zn)nen)
= (@n)nen - (Un + 2n)nen = (Tn(Yn + 2n)) oy
= (TnYn + Tnzn)neN = (TnYn)neN + (Tn2n)nen
= Y+ T2

Allgemeiner kann man (fiir eine beliebige nichtleere Menge J) auf K’
die Addition und Multiplikation definieren:

(f+9)U)=f0U)+g(), jeJ
(f-9)4) = f(4)-9(d), jeJ,

wenn f,g € K7. Auch hier sind alle Kérperaxiomem bis auf die Exi-

stenz des multiplikativen Inversen erfiillt.

Wir erkliren folgende Relation auf der Menge ch(Q) aller Cauchyfolgen

in Q:

x ~y, falls x — y eine Nullfolge ist.

( D.h. (zp)nen ~ (Yn)nen, falls x, —y, = 0 (n — oo))

Satz 1.2.61 , ~ “ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Es seien x,y, z € ch(Q).

1.

2.

Daxz —z =0y —0(n— c0), ist z ~ x.

Ist x ~ y, dann ist z — y eine Nullfolge, also mit 1.2.57 ist auch
y —x = —(x — y) eine Nullfolge.
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3. Ist x ~ y und ist y ~ z, dann sind x — y und y — z Nullfolgen, also ist
nach 1.2.57 auch

x—z=(x—y)+ (y — 2) eine Nullfolge.

Definition 1.2.62 Die Menge
R:={[z]~ 1z € ch(Q)}

heifit Menge der reellen Zahlen.

Analog zur Konstruktion der rationalen Zahlen bestehen die reellen Zahlen
aus Aquivalenzklassen. Grob gesagt: Eine Aquivalenzklasse besteht aus den-
jenigen Cauchyfolgen in Q, die dasselbe ,,Grenzverhalten“ zeigen.

Man kann auf R eine Addition +, eine Multiplikation - und eine Ordnung <
definieren, so dass (R, +, -, <) ein geordneter Korper ist und folgender
Satz gilt:

Satz 1.2.63 «) Die injektive Abbildung j : Q — R, ¢ — [qn]~, respek-
tiert die Addition, die Multiplikation und die Ordnung, und es gilt
zusdtzlich: Fir alle z,w € R mit z < w existiert ein © € Q mit
z < j(z) < w.

B) Jede Cauchyfolge in R konvergiert.

v) In R gilt der Satz des Archimedes.

Via j identifizieren wir Q dann mit j(Q) und betrachten Q als Teilmenge

von R. ) ist iibrigens eine einfache Folgerung aus «) und dem Satz von

Archimedes fiir Q.

Der Beweis obigen Satzes ist langwierig und steht hier als Bonus-

material unter den Nummern 1.2.64 bis 1.2.76 zur Verfiigung.
Wir wollen eine Addition und eine Multiplikation auf R definieren. Dazu

bendétigen wir

Lemma 1.2.64 FEs seien x,w,y,z € ch(Q), und es gelte x ~ w sowiey ~ z.

Dann gilt auch x +y ~ w+ z und xy ~ wz.
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Beweis. Nach Voraussetzung sind « —w und y — z Nullfolgen. Dann ist nach
1.2.57 auch (z +y) — (w+ 2) = (z — w) + (y — 2) eine Nullfolge, also gilt
rT+y~w+z.

Da z eine Cauchyfolge, also beschriankt ist, und y — z eine Nullfolge ist,
garantiert Satz 1.2.58, dass auch x(y — z) eine Nullfolge ist. Analog: z(z —w)
ist Nullfolge. Damit gilt nach 1.2.57, dass auch zy —wz = z(y—2) +z(z —w)
eine Nullfolge ist. Also ist zy ~ wz. O

Jetzt sind die Voraussetzungen fiir die Definition der Addition und auch der
Multiplikation geschaffen.

Satz 1.2.65 Versehen mit der Addition
+:RxR=R, ([z],[y]) = [2] + [v] = [z + ],
und der Multiplikation
SRR =R, ([2],[y]) = [2] - [y] = [2y],

ist R ein Korper. Das Nullelement ist [Oy], das Einselement ist [1y].

Beweis. Nach Bemerkung 1.2.60 erfiillt ch(Q) alle Kérperaxiome, bis auf
die Existenz des multiplikativen Inversen. All diese Axiome iibertragen sich
automatisch auf R. Exemplarisch rechnen wir dies nun im Fall des Distribu-
tivgesetzes nach:

Es seien z,y, z € ch(Q). Dann gilt z(y + 2) = 2y + zz, und es folgt

2yl +[2]) = [2l(ly+2]) = [2(y + 2)] = [z + 22]
= [zy] + [w2] = [2][y] + [2][2].

Ist € ch(Q), so ist wegen [z] + [—z] = [z — x| = [On] das additive Inverse
—[x] von [z] gerade [—z].
Es bleibt die Existenz des multiplikativen Inversen zu zeigen.

Es sei £ = (Zn)nen € ch(Q) mit [z] # [Oy]. Dann ist = keine Nullfolge.

Setzt man
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so existiert ein N € N mit z,, = i,n > N, und mit Bemerkung 1.2.56 ist

T := (Ipn)nen eine Cauchyfolge.
Aus 2,2, — 1 =0,n> N, folgt ,Z, — 1 — 0 (n = 00), also T ~ 1y, was
aber gerade [z][Z] = [2%] = [1n] bedeutet. Wir erhalten [%] = [z] . O

Wir wollen nun eine Ordnung auf R definieren.

Definition 1.2.66 Es seien = (2, )neny und y = (yn)nen Cauchyfolgen in
Q. Dann setzt man
[z] < [y,

falls ein V € N und ein § > 0 existieren mit
Ty < Yn — 0

fir alle n > N.
Satz 1.2.67 , < “ ist eine Ordnung auf R.

Beweis.

(01) Wir miissen zeigen: Ist [z] # [y], dann ist entweder [z] < [y] oder

ly] < [z].
Es sei also z := x — y keine Nullfolge. Da z eine Cauchyfolge ist,
existieren nach 1.2.56 ein N € N und ein § > 0 mit

|zn| > 20, n > N,
und weiter konnen wir verlangen, dass
|zn — zm| < 6, m,n > N,

gilt. Insbesondere ist entweder zy < —26§ oder zy > 26.
1. Fall: zy < —26. Dann gilt fiir n > N:

Ty —Yn = 2n = 2n — 2N + 2N < |2 — 2N| + 28 < J — 20 = —0.
2. Fall: zy > 24. Dann gilt fiir n > N:

Yn —Tpn = —2Zn = ZN — 2n — 2N < 2N — 2p] — 28 < 0 — 25 = —4.

Somit gilt entweder x,, — y, < —6,n > N, oder y, — x, < —6,n > N,
also entweder [z] < [y] oder [y] < [z].
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(02) Es sei [z] < [y] und [y] < [z].
Dann existiert ein § > 0 und N € N mit
Tp <Yp—0 und y, <z,—0, n>N.

Es folgt
Ty < zp—26, n > N,

und damit [z] < [z].

(03) Es sei [z] < [y] und [z] beliebig.
Dann existiert ein 6 > 0 und N € N mit

Tp < Yn—0, n>N.

Es folgt
xn+zn<(yn+zn)_5a TLEN,

also auch [z + z]| < [y + 2] und damit [z]| + [z] < [y] + [#].

(04) Es sei [z] < [y] und [On] < [2].
Dann existiert NV € N und ¢ > 0 mit

Tp <Yp—0 und z, >4, n> N.
Es folgt
Tnzn < (Yn —0)2n = Ynzn — 02y
< yYpzn — 02, n> N,

und damit gilt [zz] < [yz], also [z][z] < [y][2]-

53

O

Alle Sétze, die wir fiir geordnete Korper K gezeigt haben, gelten nun natiirlich

auch fir K = R!

Satz 1.2.68 Es seij: Q= R, r— [ry] = [(T‘, T, .. )]

(5(r) ist dann gerade die Menge aller Folgen in Q, die gegen r konvergieren.)

Dann ist j injektiv, und es gilt
a) jlr+s)=jr)+i(s),
B) (r-s)=j(r)-js),

v) §(r) < j(s) genau dann, wenn r < s.
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fir alle r;s € Q.
Weiter existiert zu [z], [y] € R mit [x] < [y] ein r € Q, so dass

[z] <j(r) <lyl.

Beweis. Es seien 7, s € Q.

a) jlr+s) = [(r+s)n]=[rn+sn]
= [rn] + [sn] = 4 (r) + j(s).
B) j(r-s) = [(r-s)n]=[mn-sn]

s)
= [rallsn] = 4(r) - (s)-
v) Ist j(r) < j(s), also [rn] < [sn], so existieren N € N und ¢ > 0 mit
r=ry(n) <sy(n)—90=s—9, n>N,

also gilt r < s.
Ist umgekehrt r < s, so existiert § > 0 mit r < s — 9, und damit folgt
sogar fir alle n € N:

rn(n) =r<s—4§=sn(n) -4,
insbesondere also j(r) = [rn] < [sn] = Jj(9).
7 ist injektiv:

Es sei j(r) = j(s), d-h. j(r) —j(s) = [On].
Dann folgt

[((r=s)n) = [rv—sn]=[rn] + [(—9)n] =
= [rn] = [sn] = () = j(s) = [On].
Also ist die konstante Folge (r — s, 7 —s,r —s,...) = (r — s)n eine Nullfolge,

was aber r = s impliziert.
Es sei [z] < [y]. Dann existieren N € N und § > 0 mit

T <ynp—20 (d.h. %(:pn —Yn) < —0)

fiir alle n > N. Zusétzlich kénnen wir verlangen (da z und y Cauchyfolgen
sind), dass

) 1)
|zp, — x| < 3 und |y, — ym| < 3
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fiir alle n,m > N gilt.

Wir setzen r := %(iCN + yn). Dann gilt fiir alle n > N:

1 1 1 1
Tp = §($N+yN)+§(yn—yN)+§(l‘n—fL‘N)+§($n—yn)
1 1 1
< T+§|yn—yzv|+§|xn—xzv\+§(zn—yn)
< +5+5 1) 0
r+—-—+-—0=r——.
4 4 2

Hieraus folgt [z] < [rn] = j (7).
Analog zeigt man j(r) < [y]. O

Bemerkung 1.2.69 Offensichtlich gilt auch j(0) = [Og] und j(1) = [1r], j
erhélt also das Nullelement und das Einselement. Weiter gilt —j(r) = j(—r)
und j(s)~' = j(s71), s # 0.

Wir haben auf jedem geordneten Korper den Betrag mit Hilfe der Ordnung
definiert, im Falle R ist also

[z] :+ [2] > [On]
(=] [2] < [On].

|[x]| ist natiirlich auch eine Aquivalenzklasse von Cauchyfolgen.

Korollar 1.2.70 Es gilt |j(r)| = j(|r|) fir alle r € Q.

Beweis. Mit 1.2.68 gilt:
Ist 7 > 0, dann ist j(r) > 0, also |j(r)
Ist 7 < 0, dann ist j(r) < 0, also |j(r)

= j() = i)
=i =j(-r)=j(r). O

Korollar 1.2.71 Ist [z] € R und [¢] € R mit [e] > 0, so existiert ein r € Q
mit

|[2] = 5(r)] < [e].
(Man sagt: Q ist dicht in R.)
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Beweis. Wihle r € Q mit

(2] = [e] < j(r) <[z +[e]. o

Korollar 1.2.72 Fine Folge (x,,)nen rationaler Zahlen ist eine Cauchyfolge

mn Q genau dann, wenn (](mn)) eine Cauchyfolge in R ist.

neN
Konvergiert (x,)nen gegen xg, so konvergiert (j(mn))neN gegen j(xo).

Beweis. Es sei (z,)nen eine Cauchyfolge in Q und [e] > 0. Wihle nach Satz
1.2.68 ein ¢/ > 0,¢’ € Q mit j(¢’) < [¢]. Dann existiert ein N € N mit

|Tn, — | < €', mym > N.
Hieraus folgt mit 1.2.68 und 1.2.70:
li(@n) = J(@m)| = (20 — 2m)| = j(l2n — 2m|) < j(e) < [e]

fiir alle n,m > N.

Es sei nun (j(:cn)) eine Cauchyfolge in R, und es sei € > 0,e € Q,

neN
beliebig. Dann ist j(¢) > 0 und daher existiert ein N € N mit

J(zn — zm|) = 7 (@) — j(@m)| <), n,m > N.
Dies ist aber dquivalent zu

|xn — | <&, n,m > N. O

Korollar 1.2.73 Fir alle [¢],[z] € R mit 0 < [¢] < [z], ezistiert einmn € N
mit ne] > [z].
(Man sagt: R ist ein Archimedischer Kérper oder: in R gilt der Satz von
Archimedes.)

Beweis. Wihle nach Satz 1.2.68 ein 0 < y € Q mit j(y) < [¢][z]!. Nach
Satz 1.2.34 (Satz von Archimedes fiir Q) existiert ein n € N mit n > %
Es folgt n - [e] = j(n)[e] > ](%) - [e] > [7][e] 7 e] = [=]. O
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Lemma 1.2.74 FEs sei (ry)nen eine Cauchyfolge in Q.

i) Dann konvergiert (j(rn))neN (= ([(Tn)N])neN) gegen [(rn)nen]-

it) Insbesondere konvergiert (j(rn))neN in R.
Beweis. Es sei zunéchst = (2, )men die Cauchyfolgein Qund e € Q,e > 0

beliebig.

1. Aus der Definition der Ordnung auf R und des Betrages folgt

[l2]] = |[(@n)nen] | = [(Jn]) pen] -
2. Existiert ein N € N und § > 0 mit
|Tm| <e—0d,m> N,
so gilt mit 1. und der Definition der Ordnung auf R:

|[l’” = [(|$m|)m€N] < [EN]'

3. Mit Satz 1.2.68 geniigt es zu zeigen:
Es existiert ein N € N mit

H(TTL)N] - [(Tm)mEN” < [EN]

fir alle n > N.
Wihle 0 < ¢’ < e (¢/ € Q) und setze § :=e¢ — &’ > 0. Da () men eine
Cauchyfolge in Q ist, existiert ein N € N mit

[Ty —rm| <& =e—46, n,m>N.

Es sei nun n > N beliebig.
Wendet man 2. auf [z] = [(rp)n — (Fm)men] (also @ = 1 — 1) an,
so folgt

‘ [(TH)N] - [(Tm)mEN] ’ = | [(rn - Tm)meN] ‘

= [(]rn _Tm’)mEN] < [en].
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Bemerkung 1.2.75 Wir haben bisher gezeigt, dass alle Regeln, die in Q
gelten, nach Anwendung von j erhalten bleiben. Die Injektivitdt von j
ermoglicht es daher, von jetzt an Q mit j(Q) zu identifizieren. Weiter brau-
chen wir bei Folgen aus Q wegen 1.2.72 nicht mehr unterscheiden, ob sie
Q-Cauchyfolgen oder R-Cauchyfolgen sind. Analoges gilt fiir konvergente
Folgen.

Ab jetzt werden wir die Elemente von R mit kleinen lateinischen Buchstaben
bezeichnen. Beispielsweise liest sich dann Korollar 1.2.71 folgendermafien:
Ist z € R und € > 0, so existiert ein 7 € QQ mit

|z — 7| <e.

Lemma 1.2.74 ii) lautet dann:

Ist (rn)nen eine Cauchyfolge rationaler Zahlen, so existiert ein g € R mit
Tn — xo (N — 00).

Weiter werden wir ab jetzt kommentarlos verwenden, dass fiir R der Satz

von Archimedes gilt.
Satz 1.2.76 Jede Cauchyfolge konvergiert in R.

Beweis. Es sei (z,,)nen eine Cauchyfolge in R.

Nach Korollar 1.2.71 existiert dann fiir jedes n € Nein r,, € Q mit |z, —7,| <
1

=.
1. (rn)nen ist eine Cauchyfolge.

Es sei € > 0. Dann existiert ein N € N mit N > g
Da (xy)nen eine Cauchyfolge ist, kénnen wir gleichzeitig

€
|Tn — x| < 3’ n,m > N,

verlangen (evtl. ist N zu vergrofiern).
Es seien nun n,m > N. Dann gilt

|Tn - Tm| < |7an - $n| + |xn - xm| + |xm —Tm

< +

+—<

1
m

S
Wl ™

2. Mit 1. und Lemma 1.2.74 folgt: (7, )nen konvergiert gegen ein zp € R.

Wir zeigen nun: Auch (x,),en konvergiert gegen xg.
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Dazu sei € > 0 beliebig.
Wir wihlen N € N mit N > 2 und

£
|rn—x0|<§, n > N.

Dann folgt fiir alle n > N:

1 ¢
|xn—x0\g]xn—rn|+\rn—xg|<ﬁ+§<€.

Satz 1.2.77 (Cauchysches Konvergenzkriterium)

Eine Folge in R konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist.
Beweis. Die Behauptung folgt aus 1.2.51 ii) und 1.2.63 ) (bzw. 1.2.76). O
Aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium erhalten wir

Satz 1.2.78 (Hauptsatz iber monotone Folgen)
In R konvergiert jede monotone und beschrinkte Folge.

Beweis. Es sei (2, )neny monoton und beschriankt. Ohne Einschrinkung sei
(Zn)nen monoton wachsend, andernfalls betrachte man (—x,,),en anstelle

von (Zp)neN-

Wir nehmen an, die Folge konvergiere nicht. Dann ist sie nach dem
Cauchykriterium keine Cauchyfolge, und somit existiert ein § > 0, so dass
gilt: Fiir alle N € N existieren n,m > N mit

| Ty, — T | > 6.

Wir diirfen annehmen, dass n > m gilt (ansonsten vertausche n und m).

Da (2 )nen monoton wachsend, gilt

xn*xNan*xm:|$n*$m|255
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also konnen wir m = N verwenden und erhalten: Fiir alle N € N existiert
n > N mit
Ty — TN > 0.

Es sei nj := 1. Dann existiert zu N :=njy ein ny > N(= n1) mit
Tpy — Tpy = Tpy — TN > 0.

Es sei k € N beliebig und n; bestimmt. Dann existiert zu N := ny ein
Nk41 > N(Z nk) mit

Ty — Tnyp = Togyy — TN > 0.

Wir erhalten
k
Tnpyr = Ty +anu+1 — Tp, = Tp, + k-0
v=1

fiir alle & € N.
Damit ist (zp,)reny und so auch (z,)neny nicht nach oben beschriankt im
Widerspruch zur Voraussetzung. Somit war die Annahme falsch, also ist

(zn)nen konvergent. O

Satz 1.2.79 Es seiy € R,y > 0. Dann existiert (genau ein) x > 0 mit
2
xt=y.

Beweis. Wir verwenden das ,,babylonische Wurzelziehen*.
Es sei g > 0 fest und xp,41 := % (xn + ﬁ),n € Np.
Es sei n € N. Dann gilt z, > 0,n € N, und

1
20 (Tn — Tpt1) = 2x,21 — 2z, < (xn + y))
2 Tn
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Also ist die Folge (xy)neny monoton fallend und durch 0 nach unten be-
stimmt. Mit dem Hauptsatz iiber monotone Folgen konvergiert (x,)nen ge-
gen ein z € R.

Aus 7 > %(xn + L) > %% folgt #, > 32-,n € N, und damit gilt
Die Folge (x,+1)nen ist eine Teilfolge von (x,)nen, also konvergiert sie auch
gegen x. Es folgt

. . 1 Yy
r= lim z, = lim 47 = lim - |z, + —
n—00 n—00 n—o0 2 Tn
1 Yy
= 3(=+3)

Dies ist aber dquivalent zu 22 = y.

Ist 22 = y = w?, so folgt (2 — w)(z +w) =0, also z = w oder z = —w. O

Bemerkung/Bezeichnung 1.2.80 a) Da offensichtlich 0 die einzige Losung
der Gleichung 22 = 0 ist, setzen wir

v

als die einzige nichtnegative Losung der Gleichung 22 = y fiir y > 0.

\/y ist also die eindeutig bestimmte nichtnegative reelle Zahl x mit
2

e =y.

b) Ist 9 = y = 2, so ist obige Folge eine Cauchyfolge in Q, aber sie
konvergiert nicht in Q (ansonsten gébe es ja ein x € Q mit 22 = 2).

Satz 1.2.81 Essein>2,ne N,y >0. Ist o > 0 und

1
Tht1 i = — ((n — 1)$k + 3_1) , k € Ny,
n Qj‘k

dann konvergiert (zy)ren gegen die eindeutig bestimmte positive Losung der
Gleichung ™ = y.

Beweis. Ubungen. O
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Bemerkung/Bezeichnung 1.2.82 Analog oben setzen wir fiir y > 0 als
¢/y die eindeutig bestimmte nichtnegative Losung der Gleichung " = y.

Satz 1.2.83 FEs sei M C R nicht leer.

i) Ist M nach oben beschrinkt, so existiert das Supremum sup M von M.

it) Ist M nach unten beschrinkt, so existiert das Infimum inf M von M.

Beweis. Wir zeigen i), die Behauptung ii) folgt analog oder durch Anwen-
dung von i) auf die Menge M := {—z : z € M}. Da M nach oben beschrinkt
ist, existiert fiir jedes n € N ein k€ Z mit % > x,x € M (d.h. % ist obere
Schranke fiir M).

Da M # (), existiert auch ein kleinstes k =: k,, mit dieser Eigenschaft, d.h.

Zp = %" >x,x € M, und es existiert w, € M mit z, — % = % < W
Setzen wir x,, := max{wi,...,wy}, yn := min{z1,..., 2, }, so gilt

) xy, € M, y, ist obere Schranke fiir M, also z,, < yp.

B) Die Folge (), ist monoton wachsend, die Folge (yn)nen monoton
fallend.

v) Mit «) und $) sind die Folgen (z,)nen und (yy, ), beschriankt.

Wegen () und ) konvergiert (z,)nen gegen ein zp und (yn)nen gegen ein
yo nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen.
Aus z, —% < wp < oy < yp <z folgt |y, — x| < %, n € N, also ist
lim z, — y, = 0 und damit zg = yo.
n—oo
Ist x € M beliebig, so gilt nach «), dass y,, > z, also gilt auch z¢ = li_>m UYn =
n o

x, Tq ist also eine obere Schranke fiir M.
Ist y eine weitere obere Schranke fir M, so gilt z,, < y,n € N, (da z,, € M)
und damit zg = lim z, <y.

n—oo

Somit ist g das Supremum von M. O

Bemerkung/Bezeichnung 1.2.84 i) Wir setzen fir M C R:

sup M := +oo0, falls M nicht nach oben beschréinkt,
inf M := —o0, falls M nicht nach unten beschrinkt,

sup ) := —oo0,
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und wir schreiben

sup M < +o0, falls M nach oben beschriankt,
inf M > —oo, falls M nach unten beschrankt.

ii) Ist f: X — R eine Abbildung, so setzen wir

sup{f(z) :x € X} =: sup f(x) und
reX

inf{f(x):x € X} = mlg'(f(x)

Definition 1.2.85 Es seien a < b reelle Zahlen. Wir setzen

(a,b) :={zeR:a<z<b}
[a,b) :={x €eR:a <z <b}
(a,b] :={zeR:a<z<b}
[a,b] ={r €eR:a <z <b} und

(—o00,4+00) :=R

(—00,b) :=={rx e R:z < b}
(—o00,b] :=={x e R:2z < b}
(a,+0):={x €eR:z>a}

Obige Mengen heiflen Intervalle, a bzw. b heiflen linke bzw. rechte Intervall-

grenze.

Beispiel 1.2.86 Es sei I ein Intervall. Dann ist supl gleich der rechten
und inf I gleich der linken Intervallgrenze, z. B. sup(0,1] = 1, inf(0, 1] = 0.
(0,1] besitzt das Maximum 1, also 1 = max(0, 1], aber (0, 1] besitzt kein

Minimum.

Definition 1.2.87 Eine Folge (z,,)nen reeller Zahlen heifit

i) bestimmt divergent gegen +o0o (oder auch konvergent gegen +o0), falls
fiir alle R > 1 ein N € N existiert, so dass x,, > R fiir alle n > N.

Wir schreiben: z,, — +oo(n — o0) oder lim z, = +o0,
n—oo

ii) bestimmt divergent gegen —oo (oder auch konvergent gegen —oo), falls
fir alle R < —1 ein N € N existiert mit x,, < R fiir alle n > N.

Wir schreiben: z,, - —oco (n — o0) oder lim z, = —o0.
n—oo
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Bemerkung 1.2.88 i) Der Ausdruck ,konvergent gegen oco“ ist mit
Vorsicht zu gebrauchen: Konvergiert eine Folge gegen oo, so ist sie
insbesondere unbeschrinkt, also keine Cauchyfolge und damit NICHT
konvergent.

ii) Mit obigen Bezeichnungen gilt fiir jede monoton wachsende Folge (x,,)nen
in R, dass

lim z, = sup{z, :n € N}
n—oo
und fiir jede monoton fallende Folge (x,,)nen, dass

lim z, = inf{z, : n € N}
n—oo

Beispiel 1.2.89 i) Die Folgen (n),en und (n?),en divergieren bestimmt
gegen 0o, die Folgen (—3n),eny und (—n3),en divergieren bestimmt

gegen —oo.
ii) Es sei z € R. Dann gilt

(67

)
B)
v) 2 — 0, falls |z| < 1,
9)

" — +oo, falls z > 1,

" — 1, falls x = 1,

(")nen, divergiert und ist weder gegen +oo noch gegen —oo

bestimmt divergent, falls x < —1.

a) Essei R > 1. Wihle N € N mit N > T}—zl' Dann gilt mit der Bernoul-
lischen Ungleichung fiir n > V:

2" =1+ (@x-1)">1+n(x—1)>N(@x—-1)>R.
Also folgt 2™ — +oc.
B) schon in 1.2.50 iii) ) gezeigt.

v) Es sei ¢ € Q mit |z|] < ¢ < 1 (so ein ¢ existiert mit 1.2.63, «)).
Dann gilt 0 < |z|” < ¢" — 0 (n — o0) nach 1.2.50 iii) «). Nach dem
EinschlieBungskriterium ist (|z") und damit auch (z™),ecn eine

Nullfolge, siehe 1.2.49 iii).

neN

0) Fir z = —1 ist in 1.2.50 iii) 7) gezeigt, dass (2"),en divergiert. Da
(™) nen beschriankt ist, kann (z™),en nicht bestimmt divergieren.
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Ist + < —1, so ist mit «) (|2"|)nen bestimmt divergent gegen +o00, also
ist insbesondere (z™),cy unbeschrinkt und damit divergent.

Wegen 2™ > 1 fiir alle geraden n und z™ < —1 fiir alle ungeraden n
kann (2™),en nicht bestimmt divergieren.

Satz 1.2.90 Es seien (zp)nen und (Yn)nen Folgen in R.
i) Es gelte x, — +00.

a) Ist (Yn)nen beschrankt, so gilt xy, + y, — +o0.

B) Existiert ein 6 > 0 und ein N € N mit y, > 6,n > N, so gilt
TpYn —> +00.

v) Ezistiert ein 6 > 0 und ein N € N mit y, < —d,n > N, so gilt
Tnln — —O0.

i s xp #0

1 :z,=0

, so gilt £, — 0.

§) Ist &y := {

Analoges gilt fiir x, — —oo.

ii) Es gelte x, — 0.

. ) L Loz, #£0
a) Existiert N € N mitx, > 0,n > N, und ist &, == “" ,
1 tx, =0
so gilt x, — +o00.
1
- = 0
B) Existiert N € N mitx, < 0,n > N, und ist &y, ::{ Tn n? ,
1 cx, =0

so gilt £, — —o0.

Beweis. Die Beweise von i) «), ), ) sind leicht und #hnlich denen von
1.2.57.

Zu i) 0): Zunichst existiert ein Ny € N mit x, > 1,n > Ny, also Z,, = ﬁ,n > Nj.
Es sei € > 0 beliebig. Wiahle N € N mit

1
T, > —,n > N.
€

Also gilt |Z,| = i <emn>N.



66 GRUNDLAGEN

Zu ii) o):  Essei R > 1. Wihle N € N mit
1
|zn| < 7" > N.

Es folgt fiir n > N:
. . 1
Tp = |Tn| = ‘—‘ > R.
Tn
ii) #) analog zu ii) a. O
Betrachten wir eine beschriankte Folge (2, )nen. Dann ist definitionsgeméf
{zr : k € N} eine beschrinkte Menge. Also ist fiir jedes n € N auch die

Menge {zj : kK > n} beschrinkt; sie besitzt also ein Supremum.
Wegen {zj : k >n+1} C {z: k > n} gilt dann

sup{zg : k > n+ 1} <sup{zy : k > n},
und damit ist die Folge

(sup{ay : k > n})neN

monoton fallend, und durch inf{x,, : n € N} nach unten beschriankt. Also
konvergiert die Folge nach dem Hauptsatz {iber monotone Folgen und es gilt
lim sup{xy : k > n} = inf{sup{zx : k > n}:n € N}

n—oo

Analoge Bemerkungen gelten, wenn man ,,sup“ durch ,,inf* ersetzt.

Definition 1.2.91 Es sei (zy,)nen eine beschrinkte Folge. Wir setzen
limsup x,, := lim sup{zg : k>n} und
n—o00 n—oo

liminf z,, := lim inf{zy : kK > n}.
n—oo n—oo

lim sup x,, heifdt limes superior, lim inf z,, heifit limes inferior der Folge (zy,)nen.
n—oo n—oo

Mit unserer Konvention aus 1.2.84 kann man auch limsup z,, := lim sup z
n—oo n—oo an
auf liminf x; := lim inf x; schreiben.
n—00 n—o0 k>n

Beispiel 1.2.92 Es sei (zp)neny = ((—1)"(1 + %))nGN'
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Dann gilt fiir n € N

1
14+ — : n gerade
n

1 < sup{ag:k>n}=

14 ! d
: n ungerade
n+1 &
1
< 14+ — und
n
1
—1— — : n ungerade
1 n
11— < = inf{xy : k > n}
n
1
—1- : n gerade
n+1
< -1
Somit folgt nach dem EinschlieBungskriterium
limsupx, =1 und liminfzx, = —1.

n—o00 n—00

Satz 1.2.93 Es seien (xn)nen und (Yn)nen beschrinkte Folgen reeller Zah-
len. Dann ist

i) liminf z,, < limsup z,,
n—oo n—o00

it) liminf x,, + liminf y,, < liminfz, + y, und
n—o00 n—00 n—00

lim sup z,, + ¥y, < limsup x, + limsup y,,.
n—oo n—oo n—oo
Konwvergiert eine der beiden Folgen, so gilt jeweils Gleichheit.

Beweis. (siche Ubungen) O

Satz 1.2.94 Es sei (xn)nen eine beschrinkte Folge. Dann gilt

i) limsup x,, ist die (eindeutig bestimmte) reelle Zahl T mit
n—oo

@) Ye>0INeNVn>N Tn < T + ¢,

ﬁ) Vesodp>N Tp > T — €.
NeN -
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(Fiir e > 0 gilt x,, < T+e¢ fiir alle bis auf endlich viele n und x, > T—¢

fiir unendlich viele n.)

Weiter existiert eine Teilfolge (2, )ken von (Tn)nen, die gegen limsup xy,
n—oo

konvergiert.

i1) liminf x,, ist die (eindeutig bestimmte) reelle Zahl x mit
n—oo

Oé) v5>OE|N€NVnzN Tp > T —E,

ﬁ) VesodusN Tn < x+ €.
NeN -

(Fiire > 0 gilt x,, > x—¢ fiir alle bis auf endlich viele n und x, < z+¢

fiir unendlich viele n.)

Weiter existiert eine Teilfolge (y, )nen von (n)nen, die gegen lirginf T
n—oo

konvergiert.

Beweis. Wir zeigen i), ii) folgt analog oder durch Betrachtung von (—z;, ) pen-
Es sei
Tp :=sup{z : k > n}

und

g := limsupz, = lim T,.
n—00 n—0o0

«) Es sei ¢ > 0 beliebig. Dann existiert ein N € N mit |Z,, — xg| < &,n >
N.
Hieraus folgt z,, <7, < zg+¢,n > N.

B) Es sei € > 0 beliebig. Aus Ty > Tn4+1, N € N, folgt Ty > ,}LHQOE" =
xo, N € N.
Ist also V € N beliebig, so existiert nach der Definition des Supremums
ein n > N mit
Ty >TN —E > To—E.

Es sei nun eine Zahl T mit «) und ) gegeben. Weiter sei € > 0 beliebig.
Aus «a) folgt

ANenVn>N Tp =sup{zr 1k >n} <T+e.

Mit 3) folgt T — e < T, fiir alle n € N. Hieraus folgt fir n > N : T — ¢ <
Tp <T+¢,also [T, — 7| <e. Also gilt

T = lim T, = limsup z,.
n—00 n—o0
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Zur Konstruktion der Teilfolge.
Wir setzen nq := 1.
Ist ni € N konstruiert, so existiert ein N > nj und ein ngy1 :=n > N mit

1
Q) Tn, <THo und

1
6) :Enk+1 > T — %a
also |z, —Z| < % Wegen njy1 > ng, k €N, ist (zp, )ren eine Teilfolge von

(n)nen, und es folgt z,, — = (k — 00). 0

Korollar 1.2.95 (Bolzano-Weierstraf$ fiir R)
Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beispiel 1.2.96 i) Es sei , := (—=1)"(1+ 1),

Dann gilt liminf x,, = —1 # 1 = limsup x,,, wie wir in 1.2.93 gezeigt
n—oo n—00
haben. Weiter ist (2, )nen divergent.

i) Ist x, :=3+ #, so gilt

liminf x,, = 3 = lim sup x,,
n—oo n—00

wie man leicht nachrechnet, und lim x, = 3.
n—oo

Dass Konvergenz an das Ubereinstimmen von lim sup und lim inf gekop-

pelt ist, zeigt

Satz 1.2.97 Es sei (xy)nen eine beschrinkte Folge. Genau dann gilt lim sup x,, =
n—oo

liminf x,,, wenn (x,)nen konvergiert. In diesem Fall gilt lim x,, = lim inf z,, =
?’L—>OO n—oo n—oo
lim sup x;,.

n—o0

Beweis. Es sei

z, = inf{zg:k>n}und

T, = sup{zg:k>n}

Dann gilt

gngxngfﬂdnel\h bl
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Gilt lim sup z,, = lim mf Ty, so folgt mit dem Einschlieungskriterium
n—00 n—

liminfz, = lim z, = hm T, = lim =, = limsup z,.
n—+00 n—00 n—00 n—00

Ist andererseits (x,)nen konvergent, so existiert zu e > 0 ein N € N mit
xp > lim x, —e,k > N,
n—oo

also auch xp > l1m x, —ec,k>N.

Hieraus folgt lim mf Tp = lim z, > lim xz,.

n—o0o n—,oo — n—oo
Analog zeigt man limsup x, < lim x,.
m—00 n—00
Wegen Mit 1.2.93 ist dann lim z,, = liminf z,, = lim sup x,,. O
n—oo n—oo n—oo

In einem geordneten Korper K, also auch in R, gilt 22 > 0 fiir alle z € K.
Damit hat in geordneten Kérpern die Gleichung 22 = y keine Losung o fiir
y < 0. Dies werden wir nun mit einer Vergréflerung von R beheben, leider
hat diese Vergroflerung keine Ordnung mehr.

Definition/Bemerkung 1.2.98 Es sei
C:={(z,9) 2,y eR} (=RxR=:R?),
versehen mit der Addition + : C x C — C, definiert durch
(z,y) + (u,v) == (x + u,y +v),
und der Multiplikation - : C x C — C, definiert durch
(x,y) - (u,v) :== (zu — yv,zv + Yyu).

Man rechnet leicht nach, dass C ein Kérper ist (siehe Ubung). Das Null-
element ist (0,0), und das Einselement ist (1,0). Das additive Inverse zu

= (z,y) ist —z = (—x, —y), das multiplikative Inverse zu z = (z,y) # (0,0)
(dh. z # 0 oder y # 0) ist 2 = Ist z = (z,y) € C, so

seil

= (w2+y2’ x2+y )

Rez:=Re(z) := 2 und
Imz :=1Im(z) :==y.

Bemerkung 1.2.99 Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass R? ein R-
Vektorraum ist. Die Addition in C ist dann gerade die Vektoraddition.
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Definition/Bemerkung 1.2.100 Betrachten wir die injektive Abbildung
J:R—C, z+ (x,0), so erfiillt J (wie man leicht nachrechnet)

J(x+y)=J(x)+ J(y) und

Wie bei der Einbettung j : Q@ — R identifizieren wir ab jetzt R mit J(R)
und schreiben R C C. Der Kiirze halber schreiben wir auch

x anstelle von (z,0)

fir x € R. Ist z = (x,y) € C, so gilt z = (z,y) = («,0) + (0,1) - (y,0). Mit
der Definition
i:=(0,1)
wird dies zu
z =+ 1y.
Wegen (0,1)? = (—1,0) ist dann > = —1 und 1 = —i.

Ist also z = = + iy und w = u + v, so ist

z+w = (x+u)+i(y+u) und
z-w = zu+ iy + v + yu
= au+i%yv + izv + iyu

= xu—yv+i(zv + yu).

Weiter ist z = Re z + ilm z (wobei dann Re z,Im z € R).

Beispiel 1.2.101 i) (1+4d)+ (- §+45) =3 +i3,
i) (1+4) (—3+4)=—-3—-3+i0=—-1.
Konvention 1.2.102 Ist z € C, so bedeutet z > 0, dass z € R und z > 0.

Definition 1.2.103 Es sei z € C.
z:=Rez—1idmz

heifit die zu z konjugierte komplexe Zahl.

2] := v/(Re2)2 + (Im 2)2 (> 0)

heiflt der Betrag von z.
Ist also z =z + iy (z,y € R), so ist Z == — iy und |z| = /22 + y°.
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Satz 1.2.104 FEs seien z,w € C. Dann gilt
i) ztw=zZ+wW, ZW=Z W, z =2,
i) Rez = (2 + %), Imz = (2 — %),
iii) 2> = 2z, |z| =|z|, 1 = Z firz #0.
iv) 2] = [zlul,

v) [Rez,|Im 2] < |2,

vi) |z +w| < |z + |w]|, insbesondere |z| < |Re z| + |Im z|.

Beweis. i) und ii) sind trivial.
Essel z =z +iy,w =u+iv (z,y,u,v € R).

iii) 2z = (z +1dy) - (x — iy) = 2% — i%y? + iyx — izy
=% +y? =|zf
2|2 = 22 + (—y)% = |2|?, also [z] = |z|.
Ist z # 0, so folgt 1 = % aus 27 = |z|2.

iv) Mit i) und iii) folgt

zwl® = (2w)(zw) = (22)(ww) = |2*|w]”
= (ell)”,
also |zw| = |z||w].
v) ist trivial.
vi) Mit i), ii), iii), iv) und v) folgt
24w = (z+w)(z+w) =27 + 20 + WZ + WO

= |2|? + 2@ + 2w +|w|?

=2Re (zw)

< |2 + 2|2w| + |w|?

2
= |2I* + 20z|w| + |w]* = (|2] + w])",

also |z + w| < |z] + |w].
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Bemerkung 1.2.105 Der Betrag |- | : C — [0, 00) hat insbesondere folgen-
de Eigenschaften:

i) [Az| = |A||]z,A € C,z € C,
i) |z 4+w| <|z|+ |w|, z,weC,

iii) |z| = 0 nur fiir z = 0.

Satz 1.2.106 Isty € R, so hat die Gleichung 2> =y genau zwei Losungen,
falls y # 0, und genau eine Lisung (ndmlich z =0), falls y = 0.

Beweis. Der Fall y = 0 ist trivial; sei also zunéchst y > 0. Dann hat 22 =y
nach Satz 1.2.79 eine positive Losung ,/y. Ist y < 0, dann ist —y > 0, und
somit gilt (\/—fy)2 = —y und damit (zﬂf =u.

Ist y # 0 und sind z1, 22 zwei Losungen von 22 = y, so gilt 22 = y = 22, also
(21 + 22)(21 — 22) = 22 — 25 = 0 und damit 21 = 29 oder z; = —zy.

Also hat die Gleichung 22 = y fiir alle y € R\{0} genau zwei Losungen. O

1.3 Normierte und metrische Riaume

Wir hatten in Kapitel 1 das Produkt X x Y := {(z,y) : 2 € X,y € Y}
zweier Mengen X und Y definiert.
Analog setzt man fiir Mengen X1,..., X,, wobei n € N, das Produkt

HXj =Xy x...x X, = {(:Ul,...,a:n):a:jEXj,lgjgn}

als die Menge aller geordneten n-Tupel (x1,...,z,), wobei z; die Menge X
durchléuft.

Es gilt (21,...,2n) = (y1,...,Yn) genau dann, wenn z; = y;, 1 < j <
n. Die Schreibweise X7 x ... x X, ist gerechtfertigt, denn die Abbildung
(X xY)xZ— X x (Y x2Z),((z,y),2) = (z,(y,2)) ist bijektiv und man
verwendet (z,y,2), ((z,y),2) und ((z,y),z) je nach Bedarf. Wir schreiben
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auch (xj)lgjgn = (1‘1, ey l’n)
Ist X1 =... =X, = X, so schreibt man

n
Xn::]l;IlX:XX...xX:{(a;l,...,a:n):a,‘jEX, 1§j§n}

n-mal

Bemerkung 1.3.1 Eine andere Moglichkeit, X™ zu definieren, ist:
Xmi=XWemh = L {1,...,n} — X : 2 ist Abbildung}.
Denn einem n-Tupel (z1,...,x,) entspricht die Abbildung

z:{l,...,n} > X mit z(j) =25, 1 <j<n.
Im folgenden sei immer K € {R, C}.

Beispiel 1.3.2 Es sei n € N. Dann ist
K" .= {(21,...,zn):zj ek, 1<y §n},
mit der Addition
+: K" x K" - K" (21,...,20) + (W1,...,wy) = (21 + W1,y ..., 2n + wp),
und der Skalarmultiplikation:
K x KPS K" A (21,00, 20) = (Az1, ..., AZp),

ein K-Vektorraum. Im Falle n = 1 erhélt man gerade K zuriick.

Wir hatten ja R als Teilmenge von C betrachtet, analog betrachten wir R
als Teilmenge von C":

Ist z = (x1 +iy1, ..., 2y +iy,) € C", so ist

x:=(x1,.,xp) €ER" und y:=(y1,...,yn) € R",

und wir schreiben

z=x+1y.

Es sei fir z = (21,...,2,),w = (wy,...,wy,) € K"
n
< zZ,W >:= Zz,,ﬁ,,.
v=1
Dann ist < -,- >: K" x K" — K ein sogenanntes Skalarprodukt auf dem
K-Vektorraum E := K", d. h. es gilt
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) <Xr4y,z>=A<z,2>+<y,z> AeKz,yeck,

i) <z,y>=<y, x>, v,y € E,

iii) <z,x >>0und < z,x >=0nur firx =0, x € E.

Im Fall K = R ist natiirlich <y, > =< y,2 > und damit wird in diesem

Fall ii) zu: < z,y >=<y,x >, x,y € E.

Definition 1.3.3 Fiir z = (z1,...,2,) € K" setzen wir

n

> l=P

v=1

2] = |lzll2 = V< 2,2 > =

Satz 1.3.4 Sind z = (z1,...,2n),w = (w1,...,wy,) € K", so gilt

n n n
i)Y am] = <zw>| < lzllwl = | Dl | D] lwl.
v=1 v=1

v=1

(Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

n n

v=1 v=1

(Minkowskische Ungleichung)

Beweis. Ohne Einschrankung sei w # 0.

i) Fiir A € C gilt

Dol wl =z +w <[+ w =, | > |af+

n

D wf.

v=1

0<<z2=AWw, 2= AW >=<2,2>-A<W,2>-A<2,W >+ < w,w > .

<z,w>

i ein, so gilt

Setzen wir A =

<z,w><w,z > <zw>< zZ,w >

<z,w > < zZ,w >

0< 22—
<l e 2

jw[*

Es folgt | < z,w > |> < |z[2|w|? und damit | < z,w > | < |z||w].

[w]®
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ii) Wegen < z,w > 4+ < w,z >=< z,w > +< z,w > = 2Re < z,w >
gilt:

]z—i—w]Q = <z4w,ztw>=<z,z2>+<z,w>+<w,z>+ <w,w>
= [2]? +2Re < z,w > +|w|?
< P42 <zw> |+ |w)?

2
< el 2lelfwl] + Jwl* = (J2] + w]) ™

Also folgt |z +w| < [z] + |w|.

Bemerkung 1.3.5 Der Betrag | - | : K" — [0,00) erfiillt neben der Drei-
ecksungleichung |z + w| < |z| + |w| auch noch |Az| = |A||]z], A € K, z € K",
und |z| = 0 nur fiir z = 0.

Allgemeiner setzt man:

Definition 1.3.6 Eine Abbildung ||-|| : £ — [0, c0) auf einen K-Vektorraum
E (wobei wie immer K € {R,C}) heifit Norm auf E, falls gilt

(ND) Az = [Afll«]l, A e K, = € E,
(N2) |z +yll <zl +lyll, =y € E,
(N3) ||zl = 0 nur fiir x = 0.

E :=(E,| - ||) heit dann normierter Raum.

Beispiel 1.3.7 i) (R,|-|), (C,|-|) oder allgemeiner (K", |-|), n € N, sind
normierte Rdume.

ii) Ist < -, > ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum E und setzt man
|lz|| := /<, >, soist || - || eine Norm auf E.
Dies folgt leicht aus den Eigenschaften des Skalarprodukts und dem
Beweis von Satz 1.3.4.
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iii) Ist fur z = (21,...,2,) € K"

n
Izl :== Z |z] und ||zl :==sup{|z|: 1 <v <n}= sup |z,
v=1 1<v<n

so sind || - || und || - [0 Normen auf K", und es gilt

2]l < [l2ll2 < [lz[ly < nllz]lo fiir alle 2z € K",

siehe Ubungen.

Bezeichnung 1.3.8 Essei (E, ||-||) ein normierter Raum, € F und r > 0.
Dann setzt man

U (x) = {y el |ly—z| < 7‘},

By (z):={y€eE:|y—uz| <r},

Ug = {y eE: |y < 1} und

Bg:={yeE:|y| <1}.
Ur(z) heifit die offene Kugel mit Radius » um x, B, (x) die abgeschlossene
Kugel mit Radius » um x, Ug heifit die offene Einheitskugel und Bg die

abgeschlossene Einheitskugel. Im Falle £ = C verwendet man D := Ug =
{z € C:|z| <1}. D heiBt der Einheitskreis in der komplexen Ebene.

Beispiel/Bemerkung 1.3.9 .

i) Ist (E,|-||) = (R2,] - [l1), so ist
Ur((z1,22)) = {(1,92) : ly1 — 1| + |y2 — 22| <71},

ist (E, ]| -1) = (R%,[| - [l2), so ist

Ur((z1,22)) = {(y1,92) - VIys — 21> + ly2 — 2> <7},
und ist (E, || - ||) = (R%, || - ||oo), sO ist
Up((z1,22)) = {(y1,92) : lyr — 21, |ya — 22| <r}.
i) Ist 0 <r <7/, sogil firz e E

Uy(z) C By(z) C Uy (x).
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Definition 1.3.10 Es sei (E, || - ||) ein normierter Raum. Eine Teilmenge
M C FE heifit beschrinkt, falls ein C' > 1 existiert mit ||z|| < C fiir alle
x € M. Eine Folge (zy,)nen heiit beschrinkt, wenn die Menge {z,, : n € N}
ihrer Folgenglieder beschrinkt ist.

Beispiel/Bemerkung 1.3.11 Es sei (E, | -||) ein normierter Raum.

i) Gemif unserer Bezeichnung 1.2.84 ist M C E beschrénkt genau dann,

wenn sup { ||z|| : z € M} = sup ||z < oo.
zeM

ii) Teilmengen beschrinkter Mengen sind beschrénkt.

iii) Alle Mengen vom Typ U,(z) und B,(z) sind beschrénkt.
Denn sei C :=r + ||z||, so gilt fiir y € B,(z) :

Iyl <lly —zll + |z < C.

iv) Untervektorrdume V # {0} sind niemals beschrénkt:
Es sei z € V\{0}. Dann gilt ||z|| > 0. Wegen nz € V, n € N, und

|Inz|| = n|jz|]] = 400 (n — o)

ist {nz : n € N} und damit V nicht beschrinkt. Hier wurde natiirlich
benutzt, da K € {R, C}.

v) Endliche Vereinigungen beschrinkter Mengen sind beschrinkt.

vi) Sind A, B C E beschrinkt und ist © € E sowie A € K, so sind

A+B = {zx+y:x€ A ye€ B},
r+B = {x+y:ye€ B} und
M = {Ar:zxe A}

wieder beschriankt.

vii) Eine Teilmenge M C C ist beschrinkt genau dann, wenn Re M :=
{Rez:z€ M} und ImM := {Imz: z € M} in R beschriankt sind.
Dies folgt aus

Rez|,Imz| < |z] < |Rez|+ [Imz|, z € C.
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Beispiel/Definition 1.3.12 Es sei X eine nichtleere Menge, (E, || - ||) ein

normierter Raum. Eine Abbildung f : X — FE heifit beschrinkt, falls f(X) =

{f(z): 2 € X} beschréinkt in E ist.

GeméB 1.3.11 ist dies genau dann der Fall, wenn sug || f(z)| < oo gilt, also
e

wenn {||f(z)|| : # € X} in R beschrénkt ist.
i) Ist £ =K, so setzt man
lo(X,K) = B(X,K) = {f:X —K: fist beschrinkte Abbildung}
= {f: X —>K:sup|f(z)] < oo}
reX
= {f: X —>K: esgibt C >0 mit |f(z)] <C
fir alle z € X}

als die Menge aller beschréinkten Abbildungen von X nach K.

Dann ist B(X,K) ein Untervektorraum des Vektorraumes
K* = {f: X = K: f ist Abbildung}.

Hierbei ist die Addition und Skalarmultiplikation folgendermafien de-
finiert: Sind f,g: X — Kund ) € K, so setzt man die Abbildungen
f+g: X —>Kund \f: X — K durch

(f+9)(z) = f(z)+g(z) und
(Af)(z) == Af(x)

>

fir z € X.

B(X,K) ist tatsdchlich ein Untervektorraum:

Sind némlich f,g € B(X,K) und A € K, so existieren C¢ und C, mit
|f(x)] < Cf sowie |g(x)| < Oy fiir alle z € X.

Bs folgt |(f + 9)(2)| = [£(2) + 9(@)| < |f@)] + |g(x)| < Cf + C, und
((Af)(@)] = [Mf(z)] = MN|f(z)] < |ACy fir alle z € X. Somit gilt
f+g€B(X,K) und Af € B(X,K).

Wir setzen

[flloc == sup [f(z)] (< o0).
zeX

Dann ist || - |leo : B(X,K) — [0, 00) eine Norm auf B(X, K):
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N1: Essei f € B(X,K),\ € K.
Ist A = 0, s0 gilt [|Af]loc = sup [0-f(2)| = 0-sup | f(2)| = [A[]| f]lco-
zeX zeX
Sei also A # 0. Wir setzen s := ||[Af|lcc = sup{|)\f(:z:)| cxe X}

Dann gilt:
A(f(z)| < s, z € X,

= [fllec = sup [f(2)] <
zeX

e X,
5
A
= Alflloe <5 =M lloc-

Analog zeigt man || Af|loo < [A|]|flloo-
Insgesamt gilt also [|Af]|co = |A| [|f]]co-

N2: Es seien f,g € B(X,K). Dann gilt fiir alle x € X:

((f+9)(@)| = |f(x)+g(@)| <|f(2)] +]g(x)] <
= sup | f(z)] + sup [g(x)| = || flloo + [|gllocs
yeX yeX

also folgt auch

1f + gllsc = sup [ (f + 9)(@)| < [[flloc + 9lco-
zeX

N3: Es sei f € B(X,K) mit [|f||oc = 0, d.h. sup |f(z)| = 0. Also ist
reX

|f(#)| = 0 und damit f(z) = 0 fiir alle z € X, f ist also die
Nullabbildung.

ii) Ist allgemeiner (E, ||-||g) ein beliebiger normierter Raum, so setzt man
loo(X,E):=B(X,E):={f: X — E: fist beschrinkte Abbildung}

als die Menge aller beschrénkten Abbildungen von X nach E. B(X, F)
ist dann wieder ein Untervektorraum von EX = {f : X — FE :
f ist Abbildung}, wobei die Addition und die Skalarmultiplikation wie
in i) definiert ist.

Weiter definiert
[ flloo == sup [|f(z)]l &,
zeX

eine Norm auf B(X, F).
All dies folgt, indem man in i) einfach K durch E und |- | durch || - || g
ersetzt.
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Konvention 1.3.13 Im Folgenden versehen wir die Rdume K und K™ im-
mer mit der Norm |- | (= || - ||2) und B(X, E) mit || - | cc-

Bemerkung 1.3.14 Essei (E, ||| g) ein normierter Raum und F' C E ein
Untervektorraum. Dann ist

[ lle: F = [0,00), [|z]|F == []|e,
natiirlich eine Norm auf F, und (F,| - ||r) ist selbst ein normierter Raum.
Definition 1.3.15 Es seien (E1, | - [|1),--., (En, | - |ln) normierte Raume,
n

und es sei F := [[ E,. Dann setzen wir
v=1

|-l : E—[0,00) durch |z :=

n
S llallz @ = (z1,...,20) € E.
v=1

Satz 1.3.16 || - || ist eine Norm auf E.

Beweis.

n
NI1: Esseiz € [[ Ey, XA € K. Dann gilt

v=1

Ml = [ D IAzulls = (A2 Il = (Al ]
v=1 v=1

N2: Es seien z,y € E. Dann gilt ||z, + vl < ||zu]ly + |lyv]lv, also auch

n n
Yol tul2 < > (|]:BVHV—|—Hy,,Hl,)2. Es folgt mit der Minkowskischen
v=1 v=1

Ungleichung

n n

e+ yll = D Mo + w2 < | S (ol + lyll)?
v=1

r=1

n n
<\ D Nall2+ [ D s = el + Nyl
v=1 v=1
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N3: Ist ||z]| = 0, so sind alle ||z,| = 0, also alle z, =0, 1 < v < n, und
damit x = 0.

Bemerkung/Bezeichnung 1.3.17 i) Sind (E1, || - |l1),---, (B, |l - lIn)
n

normierte Rédume, so schreibt man [[ (E,, | - |l.) := (E,]| - |-
v=1

ii) Wir erhalten fiir (E,, |- ||,) = (K,|-]):

K'=Kx..xK=][[K umd |z|=,|> |z’ = >zl ==,
v=1 v=1

r=1

n

also H (K7| ’ D = (Kn7’|)

v=1

Satz 1.3.18 Es seien (Ey, |- |l1),..., (En, | - |ln) normierte Riume.

n
FEine Teilmenge M C [] E, ist beschrankt genau dann, wenn {z; : (x1,...,x,) €
v=1

M} =: M, in E, beschrinkt ist fir alle 1 < v < n. Insbesondere ist [| L,
v=1

beschrinkt fiir beschrinkte L, C E,, 1 <v <n.
Beweis. Dies folgt aus den Ungleichungen

sup ||z [l <

1<v<n

n n
Sollly <D lwullv, @ = (1, @0). =
v=1 r=1

Bei der Definition der Begriffe ,,Cauchyfolge und ,konvergente Fol-

ge* hatten wir nur den Abstand d(x,y) = |z — y| zweier Zahlen benutzt.

Diesen Begriff des Abstandes wollen wir nun verallgemeinern.

Definition 1.3.19 Es sei X eine Menge. Eine Abbildung d : X x X —
[0, 00) heifit Metrik (oder Abstand) auf X, falls gilt

M1)  d(z,y) =d(y,z), =,y € X,
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(M2)

(M3)

d(z,z) < d(z,y) +d(y,2), z,y,z € X,

d(z,y) = 0 genau dann, wenn z =y, x,y € X.

Ist d eine Metrik auf X, so heiit (X, d) metrischer Raum.

Beispiel 1.3.20 i) Essei | - | der Betrag auf K. Dann ist

ii)

iii)

d:=d | : Kx K= [0,00), d(z,y) = |z -y,
eine Metrik auf K:

M2: d(x,2) = o — 2| <[z —y|+ |y — 2| = d(z,y) + d(y, 2),
M3: d(z,y)=0=|z—yl=0=>zc—-—y=0=>x=y.

Exakt der gleiche Beweis wie in i) liefert, dass
dij:=d:K"xK" —[0,00), d(z,w):=]|z—w|, z,weK",

eine Metrik auf K" ist. d|.| heiBit euklidischer Abstand.
Ersetzt man |-| durch || - ||, so folgt genau so, dass fiir jeden normierten
Raum (E, | -||) die Abbildung

dj:=d: ExE —[0,00), d(z,y) := [z —yll, =,y € E,

eine Metrik auf F ist.

Es sei X eine Menge und es sei d : X x X — [0, 00) definiert durch
1 @ z#y
d(z,y) = {
0 : z=uy.

Dann ist (X, d) ein metrischer Raum:

Offensichtlich gilt d(z,y) = d(y,z). Sind z,y,z € X und x = z, so
folgt d(z,2z) = 0 < d(x,y)+d(y, z). Ist © # z, so gilt © # y oder y # z.
Also folgt auch hier

d(z,z) =1<d(z,y) +d(y, 2).

Ist d(z,y) = 0, so ist x = y nach Definition von d.
d heiflt diskrete Metrik auf X.
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iv) «a) Esseid: NxN — [0,00), d(n,m) := |n —m|. Dann ist d eine
Metrik (sie ist ja die Einschrinkung des euklidischen Abstandes).

B) Eine andere interessante Metrik auf N entsteht folgendermafien:

Wir setzen d(n,m) := |2 — 1|,

Dann ist auch (N, d) ein metrischer Raum.
Fiigen wir einen zusétzlichen Punkt co zu N hinzu und setzen wir

also N* := N U {oo}, so ist

(|1 1
——=—| : mynéeN
m n
1
— :nm=o00, meN
d:NTxN'T — [0,00), d(n,m) = m
1
— :neN m=o
n
0 n=1m= 00

eine Metrik auf N7T.

Bezeichnung 1.3.21 Ist (X, d) ein metrischer Raum, so sei fiir x € X und
r >0

Ur(z) ={y € X : d(y,x) <r}

und
By(z) :={y € X : d(y,z) <r}.

Diese Bezeichnung ist konsistent mit 1.3.8.

Bemerkung 1.3.22 Man kann auch in metrischen Rdumen den Begriff Be-

schrinkheit von Mengen definieren, siche Ubungen.
Definition/Bemerkung 1.3.23 Es sei (X, d) ein metrischer Raum und
M C X eine Teilmenge. Dann ist die Einschrankung

dy: M x M — [0,00), dy(z,y) :=d(z,y),

von d auf M x M eine Metrik auf M.
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Definition 1.3.24 Es seien (Xi,d1), ..., (X,,d,) metrische Rdume, und es
n
sei X = [ X, = {(:cl,...,xn) tx, € X, 1<v< n} Dann setzen wir
v=1

d: X x X = [0,00), d(z,y) = | > du(@s, )%
x:(xl,...,xn),y: (ylv"‘7yn) € X.

n
Satz 1.3.25 d ist eine Metrik auf X := [] X,.
v=1

Beweis. Es seien © = (21,...,2,),y = (Y1,---+Yn), 2 = (21, ..., 2n) € X.
M1: d(z,y) = Zdl,(mmyy)? — Zd,,(yy,afl,)2 =d(y,x).
v=1 \ v=1
M2: d(ﬂl‘, Z) = Zdu(wyy Zy Z (du(xuvyv) + dV(yV7 zl/))2
v=1 v=1

IN

)* é\
zn:du ﬂfmyu \sz ymzu2
v=1

= d(z,y) +d(y, 2)

nach der Minkowskischen Ungleichung.
M3: Ist d(z,y) = 0, so sind alle d,(z,,y,) = 0, also z, = y,, 1 < v < n,

und damit ist x = y. a

Bemerkung 1.3.26 Es seien (E1, |- ||1),..., (En,| - ||n) normierte Raume,
n n

und es sei [[ (Ev,| - |lo) ihr Produkt, d.h. die Norm || - || auf [] E, ist
1 v=1

definiert durch
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Ist nun d, die von || - ||, auf E, induzierte Metrik, also

dy (v, y0) = 20 = yullv, 1 <v <n,
und ist d die von || - || auf ﬁ1 E, induzierte Metrik, also

d(x,y) = ||z —yll,

dann gilt

n

d(z,y) = e =yl = | D lew —wlls = | D dul@n,9.)?
v=1

v=1
fir alle z = (z1,...,2n),y = (Y1,.--,yn) € [[ Ev.
v=1
Also ist
(H Ewdn-) = [1(Bv.dyy,) -
v=1 v=1

n
Insbesondere gilt (K", d),)) = [] (K,d|).
v=1
Es ist also gleich, ob man zuerst das Produkt der normierten Rdume bildet

und dann die Metrik erzeugt, oder ob man zuerst die Metriken aus den

Normen erzeugt und dann das Produkt der metrischen Rdume bildet.



Kapitel 2

Folgen und Reihen

2.1 Folgen in normierten und metrischen Riumen

Definition 2.1.1 Essei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge x = (2, )nen
in X heifit

i) Cauchyfolge, falls fiir alle ¢ > 0 ein N € N existiert, so dass
d(xp, Tm) < €
fir alle n,m > N gilt,

ii) konvergent gegen o € X, falls fiir alle ¢ > 0 ein N € N existiert, so
dass

d(xp,x0) < €

fir alle n > N gilt,

iii) konvergent, falls ein xg € X existiert, so dass (zp)nen gegen xo kon-

vergiert.

iv) divergent, falls (x,)nen nicht konvergent ist.

Bemerkung/Bezeichnung 2.1.2 i) Konvergiert (x,)nen gegen zg, so

schreiben wir

n—oo
Tn > X0,

Ty — xo (n — 00),

lim z,, = xo
n—oo

87
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oder kiirzer
Tn > IQ,

lim z,, = xg.

zo heifit Limes oder Grenzwert von (zy,)nen.

ii) Es gilt x, — 29 (n — o0) genau dann, wenn (d(ajn,xg))neN eine

Nullfolge in R ist, d.h. x,, = 29 (n = ) < d(xn, o) = 0 (n — 00).
iii) Ist (E, |-||) ein normierter Raum, so gilt mit d).|(z,y) = [[z—yl|,z,y €

Lk

Eine Folge (z,), in E ist Cauchyfolge genau dann, wenn fiir alle ¢ > 0

ein N € N existiert, so dass fiir alle m,n > N

|Zn — T <€

gilt.
Analog: (x,)nen ist konvergent gegen xo genau dann, wenn fiir alle
€ > 0ein N € N eixstiert, so dass fiir alle n > N

|2 — 20l < €
gilt.
Satz 2.1.3 Es sei (zp)nen eine Folge in C und zg € C. Dann ist (zn)neN

eine Cauchyfolge (konvergent gegen zy) genau dann, wenn (Re zy)nen und
(Im 2y, )pen Cauchyfolgen sind (Re z, — Re zp und Im z, — Im zq gilt).

Beweis. Es gelte z, = z, + iy, — xo + iyo = 20 (n — 00). Es sei ¢ > 0
beliebig. Wéhle N € N mit |z, — 29| < &, n > N. Dann folgt

2 — 20| < V]n — 20l + [yn — o2 = |2n — 20/ < ¢

fiir alle n > N. Also konvergiert (z,)nen gegen .

Analog zeigt man: y, — yo.

Es gelte nun z,, — x¢ und y,, — yo, wobei z, = x,, + ty,, und es sei € > 0
beliebig. Wéhle zu &’ := § ein N € N mit |z, — x| < ¢ und |y, — yo| <
e, n>N.

Dann gilt

|2n — 20| = |20 + iyn — (zo + iyo)]

T — 20+ i(yn — y0)| < |2n — 20| + |lyn —wo| <&’ + & =¢
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fir alle n > N.
Die Aussagen iiber Cauchyfolgen beweist man analog. O

Beispiel 2.1.4 i) Es sei z, = 1+ % + Z( -1-4 ) Dann gilt Rez, =

nZ
also z,, — 1 — 1.

ii) Essei z € C und z, = 2",n € N.

a) Ist |z] < 1, s0 gilt 2" — 0 (n — o0).
Es gilt ja

0 <dp(2",0) = [z" = 0] = |2]" = 0 (n — o0).

Also ist d|.|(2",0) eine Nullfolge und damit gilt 2" — 0.
B) Ist z=1,s0gilt 2" =1"=1—1 (n — ).

Satz 2.1.5 Es sei (X,d) ein metrischer Raum und (zy)nen eine Folge in
X. Dann gilt

i) (n)nen hat hichstens einen Grenzwert.
ii) Konvergiert (Tn)nen, S0 ist (xn)nen eine Cauchyfolge.

iii) Konvergiert (zn)nen gegen xo, so konvergiert auch jede Teilfolge (xp, ke
gegen xq.

iv) Ist (xn)nen eine Cauchyfolge, so ist auch jede Teilfolge eine Cauchy-
folge.

v) Ist (zn)nen eine Cauchyfolge, die eine konvergente Teilfolge (xy, )ken

besitzt, so konvergiert auch (x,)nen, und zwar zum selben Grenzwert.

Beweis. Ersetze im Beweis von 1.2.51 |x — y| durch d(x,y) und beachte
Bemerkung 1.2.52. O

Satz 2.1.6 Jede Cauchyfolge in einem normierten Raum (E, || - ||) ist be-

schrankt.
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Beweis. Ersetze im Beweis von 1.2.53 | - | durch || - ||. ]

Definition 2.1.7 i) Ein metrischer Raum (X, d) heiit vollstindig, falls
jede Cauchyfolge in (X, d) konvergiert.

ii) Ein normierter Raum (E, || - ||) heifit vollstdndig (oder Banachraum) ,
falls (E,d).) (mit (dj.(z,y) = ||z — yl|) ein vollsténdiger metrischer
Raum ist.

Ein normierter Raum ist also vollstindig genau dann, wenn fiir alle
Folgen (zy,)nen in E mit

v 3 v |20 — zml| <e,
e>0 NeN mn>N

ein xg € F existiert, so dass

v 3 Vo |lzn — o] < € gilt.
e>0 NeN n>N

Satz 2.1.8 (K, |- |) ist vollstindig.

Beweis.
1. Ist K = R, so konvergiert jede Cauchyfolge in R nach Satz 1.2.77.

2. Ist K = C und (z,)nen eine Cauchyfolge in C, so sind nach Satz 2.1.3
(Re zn)nenyund (Im z,,),eny Cauchyfolgen in R, also nach Satz 1.2.77
(oder 1)) existieren xg,yo € R mit Re z, — z¢ und Im z,, — yo.

Mit Satz 2.1.3 folgt, dass (z,)nen gegen zp := xg + iyo konvergiert.

Satz 2.1.9 Es seien (zp)nen und (wp)nen Folgen in K mit z, — 2o und
wy, — wo. Dann gilt

i) Zn + wn — 20 + wo und zpw, — 2 - Wo.
i) Ist wy # 0 und setzt man
. Wy wp 0
Wy, 1=
1 : w, =0,

so gilt 2 — 20,
Wn wo
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Beweis. Wie in 1.2.55, 1.2.56, 1.2.57. a

Vollig analog zu 1.2.55 oder durch Verwendung von x,, — z¢ < ||z, —xo|| —

0 beweist man allgemeiner

Satz 2.1.10 Ist (E,|-||) ein normierter Raum und sind (zy,)nen und (Yn)neN
Folgen in E sowie (Ay)nen eine Folge in K.

i) Gilt x, — xo und y, — Yo, so folgt xn + yn — o + Yo-
it) Gilt x,, — xo und N, — Ao, so folgt Ay, — Noxo.
ii1) Ist (zp)nen beschrankt und A\, — 0, so gilt Az, — 0.
) Gilt z,, — 0 und ist (Ay)nen beschrinkt, so gilt A\px, — 0.

v) Gilt xp, — x0, so gilt ||z,] — ||zol|-

Bemerkung 2.1.11 Analoge Sétze fiir Cauchyfolgen fithren wir nicht auf,
da wir iiblicherweise vollstdndige normierte Rdume betrachten, wo ja jede
Cauchyfolge eine konvergente Folge ist.

Satz 2.1.12 Es seien (Xi,d1),...,(Xk,dr) metrische Riume, und es sei
(x(n))TLEN = (xgn)v s 7x]E;n)

Dann gilt

k
)nGN eine Folge in [] X,.
v=1

k
i) (20, en ist eine Cauchyfolge in T] (X,,d,) genau dann, wenn (a:(yn))neN

v=1
eine Cauchyfolge in (X,,d,) fir alle 1 <v <k ist.

k
i) (2')en konvergiert gegen (0 = (mgo),...,a:g))) € I X, genau
v=1

dann, wenn (:):l(,n))neN gegen 3:1(,0) fir alle 1 < v < k konvergiert.

In Worten: Eine Folge ist Cauchy (konvergent) genau dann, wenn jede Kom-

ponentenfolge Cauchy (bzw. konvergent) ist.

Beweis. (vgl. 2.1.3) Wir beweisen i), ii) folgt analog.



92

1.

FOLGEN UND REIHEN

k
Es sei (z(™),en Cauchy in ] (X,,d,), und es sei 1 < v < k sowie
v=1

€ > 0 beliebig.
Dann existiert ein N € N mit d(z™,z(™) < ¢, n,m > N. Aus

d (&, 2" \/ > di(al, 202 = d(a), 2m) folgt
dy x,(,n), ) < e fur alle n,m > N.

Es sei (xl(,n))neN Cauchy in (X,,d,), 1 < v <k, und es sei e > 0
beliebig. Wihle N, € N mit d,,(xl(,n),xl(,m)) < g, nm>Ny,1<v <k,
und setze N := max{Ny,..., Ni}.

Dann folgt fiir n,m > N:

k k
d(z™, x(m) = Zd,,(:cl(,"),x,(,m))Q < Zd,,(xl(,”),x,(,m)) <k- % =ec.
v=1

OdJ
Beispiel 2.1.13 i) Es sei z € C. Dann gilt
a) Ist |z| > 1 und z # 1, so divergiert die Folge (2")nen-.
B) Ist z=1,s0gilt 2" =1 — 1.
v) Ist |z] <1, so gilt 2™ — 0.
Beweis: o) Ist |z| > 1, so gilt |[2"] = |2|™ — oo, also ist die Folge

ii)

(z™)nen unbeschrinkt, also kann sie keine Cauchyfolge sein und ist
damit nicht konvergent.
Ist |z| =1 und z # 1, so gilt

2" = = 1=zl = 1-2] (>0)

fiir alle n € N, damit ist (2"),en keine Cauchyfolge und damit nicht
konvergent.
Fiir 5 und ~ siehe 2.1.4. O

Es sei z € C. Betrachte die Folge ($p)nen,, definiert durch s, =
n

SN =14z+22+.. .+ 2"

=0

Nach Satz 1.2.13 (geometrische Summenformel) gilt s,, = 1,12_71 ;1,n €




Folgen in normierten und metrischen Rdumen 93

Ny, wenn z # 1.

Dann divergiert (sp)nen,, wenn |z| > 1 und (sy,)nen, konvergiert gegen

1
1—2z7

wenn |z| < 1.

Beweis: Ist z = 1, so gilt s, = n + 1, also ist (sp)nen, unbeschriankt.
Ist |z| < 1, so gilt mit Satz 2.1.5 und i)

11—z lim(1 — 2"

nh_)rgosn - nh—>nolo 1—2 1—2
1 — lim z"*! 1
— n— 00 _ )
1—=2 1—=z2

Es sei [z] > 1 und z # 1. Wir nehmen an, dass (sp)nen, konvergiert.

Dann konvergiert auch

(Zn+1)n6N0 = (1 -(1- Z)SH)nGNo'

Dies widerspricht aber i) «).

Also divergiert (s, )neN,- O

n
i) Bs si 5 = 3 (%8 %) R
Nach Definition der Vektoraddition gilt

Nl 1 (=1
oSS
v=0 v=0 v=0
und damit nach Satz 2.1.12 und i): s — (2, 3, %) (n — o0).

Satz 2.1.14 Es seien (X1,dy), ..., (Xm, dn) vollstindige metrische Rdaume.
m
Dann ist auch ihr Produkt |[ (X,,d,) ein vollstindiger metrischer Raum.

v=1

Beweis. Es sei (" = (acgn),...,xfg)),n € N, und die Folge (z(™),cy
sei eine Cauchyfolge. Dann sind (x(yn) Jnen nach 2.1.12 i) Cauchyfolgen in
(X,,dy),1 < v < m. Da (X,,d,) vollstindig ist, existieren ') € X, mit
2 52 1< v < m Bssei 2@ = @9, 2. Nach 2.1.12 ii) gilt

2™ 5 20 in [ (X,,d,). o
v=1
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Korollar 2.1.15 i) Es seien (E1,| - [|1),...,(En, | - |ln) Banachriume.

n
Dann ist auch ihr Produkt E = [] (Ey,| - |l,) ein vollstindiger nor-
v=1
mierter Raum.

it) (K™, |- |) vollstindig (also ein Banachraum).

Beweis.

n n
i) Die Norm auf [[ E, ist definiert durch ||z| = ||(z,...,z,)| = 21 ||l ||2

v=1
und daher dg(z,y) = ||r —y||. Da (E,,| -|l.),1 < v <n, nach Voraus-
setzung vollstandig ist, folgt die Behauptung mit 2.1.14.

ii) ist i) angewendet auf F,, = K versehen mit dem Betrag als Norm.

Satz 2.1.16 (Bolzano-Weierstraf fiir K™)
Jede beschrinkte Folge in K™ besitzt eine konvergente Teilfolge. (Insbeson-

dere besitzt jede beschrinkte Folge in C eine konvergente Teilfolge.)

Beweis.
1. K = R. Wir fithren einen Induktionsbeweis iiber die Dimension m.

«) Fiir m =1 gilt die Aussage nach 1.2.95.

B) m +— m + 1. Es gelte die Aussage des Satzes fiir m, und es sei
(z(™),en eine beschrinkte Folge in R™*1,
Wir schreiben wie iiblich z(™ = (xgn), .. ,xﬁ,@,xfﬁll), n € N.
Dann ist ((xgn), e xg,?)))neN
Induktionsannahme existiert also eine monoton wachsende Fol-

eine beschrénkte Folge in R™, nach

ge natiirlicher Zahlen (ng)ren und ein (ajgo), e ,1‘52)) € R™ mit
(:Ugnk), e ,m%k)) — (xgo), .. .,mﬁS)) (k — o0). Nun ist (wgsﬂ)kel\l
eine beschrénkte Folge in R, also existiert mit 1.2.95 eine streng

monoton wachsende Folge (ky) ey und ein 351(1%1 € R mit x,(::‘{l) —

xgzzrl (¢ = o). Es folgt mit 2.1.12 z(™¢) — (xgo), . .,xgg)ﬂ).



Reihen 95

2. K = C. Mit Hilfe der Abbildung
§:C™ = R¥ atiy == (z14iy1, ., T+ iYm) = (T1, Y15 - Tins Ym)

diirfen wird C™ und R?™ als metrische Riume identifizieren, denn es
n

gilt ja |[z+iy| = x2 + y2 = |j(z+iy)| und damit d(z+iy, utiv) =

j=1

d(j(z +iy), j(u + iv)).

Somit folgt die Behauptung fiir C™ aus 1., angewandt auf R?™. O

2.2 Reihen

n
Wir haben schon 6fter Folgen der Form (sp,)nen, mit s, := Y a,, n € Ny,
v=0
betrachtet, wobei (a,)nen, eine Folge in R oder C war.

Wir definieren hierzu fiir K € {R, C}:

Definition 2.2.1 Es sei (2, )nen, eine Folge in K.

n
i) Die Folge (sn)nen, mit s, = Zo 2y, n € Np, heiit die mit (z,),en,
V=

o
gebildete Reihe, und anstelle von (s, )nen, schreibt man " z,. sy, heifit
v=0

o0
n-te Partialsumme von ) z,.
v=0

[e.°]

ii) Die Reihe ) z, heifit konvergent zur Summe s € K, falls (sp,)nen, in
v=0
(K, |-|) gegen s konvergiert.
o0
In diesem Fall schreibt man ) z, = s.
v=0

Bemerkung 2.2.2 i) Manchmal betrachten wir auch Reihen der Form

o n
> z, mit M € Z fest. Hier ist dann s, = > z,, n > M, und falls

v=M v=M
o0
(Sn)n>m gegen s konvergiert, so schreibt man ) z, = s.
v=M

o0

ii) Eine Reihe ) z,, wobei (2, )nen, eine Folge reeller oder komplexer
v=0

Zahlen ist, konvergiert definitionsgeméfl gegen die Summe s genau
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n
dann, wenn fiir alle ¢ > 0 ein N € N existiert mit | > z, — s‘ < e fur
v=0

alle n > N.

iii) Wir konnen auch ganz allgemein die Konvergenz von Reihen in einem
normierten Raum (FE, || - ||g) betrachten:
Dazu sei (z,)yen, eine Folge in E. Um zur erweiterten Definition zu

gelangen muss man in 2.2.1 nur (K, | -|) durch (E,| - ||g) ersetzen.

Beispiel 2.2.3 i) Nach den Ubungen divergiert die Reihe > L.

174
v=1

00
1

ii) Wieder nach den Ubungen konvergieren die Reihen s und
v=1

> ,%k (fiir k € N,k > 2, fest).
v=1

o0
iii) Ist z € C, so konvergiert nach 2.1.13 ii) die Reihe ) 2" genau dann,

v=0
e8]
wenn |z| < 1 gilt. In diesem Fall ist = = >~ 2” (geometrische Reihe).
v=0

o0 o0
Satz 2.2.4 Es seien Y z, und Y, w, konvergente Reihen, und es sei A €

v=0 vr=0

o0 o0 o0
K. Dann konvergiert auch Y Az, +w,, und es gilt Y Az, +w, =X > z,+

v=0 v=0 v=0
o]
> Wy
v=0

Beweis. Dies folgt aus 2.1.10, angewendet auf die Partialsummen:
n n n
nh_)rgozg)/\zl,—i-wy = nh_)rrolo)\zgz,,—i-zowy
v= v= v=

n

o0
= A lim g 2z, + lim g Wy
n—oo n—oo
v=0 v=0

Auch im obigen Satz diirfen die z, und w, Elemente eines beliebigen nor-

mierten Raumes sein.
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o0
Satz 2.2.5 Es sei Y, z, eine Reihe komplexer Zahlen.

v=0
o0 o0 o0
i) Dann konvergieren Y Rez, und ) Imz, genau dann, wenn ) z,
v=0 v=0 v=0
o0 o oo
konvergiert, und es gilt dann > Rez, = Re > z, und Imz, =
v=0 v=0 v=0

oo
Im > z,.
v=0

(o] o0 o0
ii) Falls Y z, konvergiert, so konvergiert auch >, Z,, und es gilt > Z, =
v=0 v=0 v=0

oo
> 2.
v=0

Beweis. Der Teil i) folgt durch Anwendung von 2.1.3 auf die Partialsum-

men.
n o0 n o n [o¢]

ii) =Dz =Dz =D al =D a— > 2| — 0, also
v=0 v=0 v=0 v=0 v=0 v=0

o n o0

Yozp=lim >z, = > 2. a

v=0 n—00,—0 v=0

[e.e]
Satz 2.2.6 Ist die Reihe ) z, konvergent, so gilt z, — 0 (n — 00).
v=0

n
Beweis. Es sei s, = Y 2,, n € Ny. Dann gilt:

v=0
lim 2z, = lim 2,41 = lim sp41 — sy, = lim sp41 — lim s,
n—oo n—o0 n—o0 n—oo n—oo

= lim s, — lim s, =0.
n—oo n—oo

Beispiel 2.2.7 Ist z, = %,n € N, so gilt zwar lim z, = 0, aber die Reihe
n—oo
oo
z, divergiert.
v=1
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Satz 2.2.8 (Klammerung von Reihen)
Es sei (ng)ren, eine streng monoton wachsende Folge ganzer Zahlen mit
o0

ng = —1, und es sei Y z, eine konvergente Reihe. Dann konvergiert auch
v=0

o) Nk+1 o] Nk+1 [e)

> ( > zl,>, und es gilt > ( > z,,) = > z.

k=0 “v=ng+1 k=0 “v=np+1 v=0

n l Nk41
Beweis.Esseisn:Zz,,undag:Z( > zy):(zo+21+...+
v=0 k=0 “v=ng+1
Ne41

Zny) F oo+ (Bngr1 + oo F Zngyy) = D0 2w = Spy, - Damit ist (0¢)sen, eine
-

=0
Teilfolge der konvergenten Folge (s;,)nen, und damit nach 2.1.5 iii) ebenfalls
konvergent mit gleichem Grenzwert. |

Bemerkung 2.2.9 Es kann vorkommen, dass die Klammerung konvergiert,

oo
ohne dass die Reihe selbst konvergiert: > (—1)" divergiert, aber
v=0

o 2k+1 -
> Z (—1)” = > 0 konvergiert (gegen 0).
k=0 ) o k=0

=0

Satz 2.2.10 (Cauchykriterium)

oo
Es sei (zy)ven, eine Folge in K. Genau dann konvergiert die Reihe Y z,,
v=0
wenn fir alle e > 0 ein N € N existiert, so dass

m
>
rv=n

<e

fir allem >n > N gilt.

n
Beweis. Es sei s, := )_ z,. Die angegebene Bedingung besagt gerade (be-
v=0

m

achte: sy, — sp—1 = Y. 2), dass (sp)nen, €ine Cauchyfolge ist. Da (K, |- |)
rvr=n

vollsténdig ist, konvergiert also (sp,)nen,- O
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[&.°]
Definition 2.2.11 Eine Reihe )’ z, in K heifit absolut konvergent, wenn
v=0

o
> |zv| (in R) konvergiert.
v=0

o0
Satz 2.2.12 Ist > z, eine absolutkonvergente Reihe in K, so konvergiert
v=0

o0 o
sie und es gilt | > z,| < > |z
v=0 v=0

m m m
Beweis. Dies folgt aus | > z,,’ <3 a = ‘ > ]z,,H und dem Cauchykri-
v=n v=n r=n

terium sowie aus 2.1.10 v). O

Satz 2.2.13 (Majorantenkriterium)
FEs sei io: z, eine Reihe in K. Gibt es eine Folge (ay,)yen, nichtnegativer
reeller %Z?Llen, ein C' >0 und N € N mit
o0
i) I/ZZ:O a, konvergent und
i) |z,| < Cay fiir allev > N,

o0
dann konvergiert > z, absolut.
v=0

m m m
Beweis. Dies folgt aus > [z, < C- Y ay=| 2 a,,} und dem Cauchykri-
v=n v=n v=n

terium. O

Beispiel 2.2.14 Es sei (0,),=n, eine beschrénkte Folge komplexer Zahlen
o0
und |z| < 1. Dann konvergiert die Reihe ) p,2” absolut. In der Tat, sei

v=0

(o.)
a, :=|z|”, v € Ng, und C := sup |o,| (< 00). Dann konvergiert > a,, und
veNy v=0
es gilt |0,2"| < Ca,, v € Ny.



100 FOLGEN UND REIHEN

Bemerkung 2.2.15 Die Sitze 2.2.6, 2.2.8, 2.2.10, 2.2.12 und 2.2.13 wie

auch Definition 2.2.11 lassen sich ohne Schwierigkeit auf Banachrédume (E, ||-

|g)) iibertragen: Man muf nur iiberall K durch F und |- | durch || - ||

ersetzen. Zum Beispiel nimmt das Cauchykriterium dann folgende Form an:

Es sei (2y)ven, eine Folge in einem Banachraum (E,| - ||g). Genau dann
0

konvergiert die Reihe ) z,, wenn fiir alle € > 0 ein NV € N existiert, so dass
v=0

m
H E Zy <eg
E
rvr=n

fur alle m > n > N gilt.

Das Majorantenkriterium (wie auch die Definition der absoluten Konver-
genz) regt dazu an, Reihen nichtnegativer reeller Zahlen zu betrachten.
Zunichst wollen wir aber zeigen, dass nicht alle konvergenten Reihen auch
absolut konvergieren.

Satz 2.2.16 (Leibnizkriterium)

o0

Es sei (z,)ven, eine monotone Nullfolge. Dann konvergiert » (—1)"z,.
v=0

Beweis. O. E. sei x, > 0,v € Ny.
n

Wir setzen wie iiblich s, := > (—1)z,, und wir betrachten zunichst die
v=0

Teilfolgen (s2p)nen, und (S2n+1)neN, von (Sp)nen,:

Aus 82(n+1) = S2n = S2n+2 — S2n = —T2n+1 + Tont2 < 0 folgt, dass (SQn)neNO
monoton fallend ist. Analog zeigt man, dass (s2p+1)nen, monoton wichst.
Wegen sont+1 — Son = —Zopy1 < 0 impliziert dies, dass s2p, > sopt1 2> S1
gilt. (s2n)nen, ist also nach unten beschrénkt. Mit dem Hauptsatz iiber
monotone Folgen existiert also s = nhngo Son. Analog gilt, dass (s2n+1)nen,

nach oben beschrinkt ist, also ist auch s’ = hm Son+1 existent. Wegen

s—s' hm Som — hm Sont+1 = hm Tont+1 = O gllt s=s"
Es sei nun € > 0 beheblg Wihle N 6 N mit

[son — s| <& und |sgp41 — 8| <e firallen > N.
Dann gilt fir alle n > 2N + 1:

|sn, — s| <e.
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O
[e.e] 1)V
Beispiel 2.2.17 Die Reihe )’ (71/) konvergiert nach dem Leibnizkrite-
v=1

(=1

v

o0
-1 i 1 i
= - und der Divergenz von ) - konvergiert

v
v=1

rium, aber wegen |

S~ (=1)"
> ~—— nicht absolut.

v=1

Kommen wir zu Kriterien fiir Reihen in R mit nichtnegativen Gliedern:

[e.e]

Satz 2.2.18 FEine Reihe Y x, reeller Zahlen mit x, > 0, v € Ny, ist genau
V=

dann konvergent, wenn die Folge (sp)nen, threr Partialsummen nach oben

n n
beschrinkt ist, d.h. wenn sup > x, = sup{ Yx,ine NO} < oo gilt.
neNp v=0 v=0

Beweis. Dies folgt aus dem Hauptsatz iiber monotone Folgen. O

Satz 2.2.19 (Cauchyscher Verdichtungssatz)

oo
Es sei (xy)uen, eine monotone Nullfolge. Dann konvergiert ) x, genau
v=0

oo
dann (absolut), wenn > 2¥xov konvergiert.
v=0

Beweis. O. E. z, > 0, v € Np.
n n

Es sei sy := > x, und oy, 1= ) 2Yz9v.
v=0 v=0
Wir zeigen: ist (o, )nen, konvergent, so auch (sp)nen,; die Umkehrung wird

in den Ubungen gezeigt.
Fir n € N gilt:

n ont+l_1 n 20tl_q
=D T S ) wm=a0t), D w
v=0 v=0 pn=0 v=2#
n 20+l _q
< a9+ E E Zon
pn=0 v=2#
n (o)
< $0+E Q“xgu:xo—f—angl‘o—i—g 2 xov.
pn=0

v=0
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Damit ist (sp)nen, nach oben beschrénkt, und die Behauptung folgt mit
2.2.18. O

o0
Beispiel 2.2.20 Es sei k € N. Dann konvergiert El u{lﬁ'

Beweis. Nach dem Cauchyschen Verdichtungssatz geniigt es, die Konver-

genz von Z 2v

v=0

Wegen ‘ fl = 5= < 1 konvergiert aber diese geometrische Reihe nach Bei-
spiel 2.1.13 11) O

) nachzuweisen.

2"\/27 Z{“/2T Z(

Das folgende Kriterium basiert auf dem Konvergenzverhalten der geometri-

schen Reihe und den Majorantenkriterium.

Satz 2.2.21 (Wurzelkriterium)

o0
Es sei Y z, eine Reihe in K.
v=0

[e.°]
(i) Gilt limsup {/|z,| < 1, so konvergiert > z, (absolut).
V—00 v=0

(i) Gilt limsup {/|z,| > 1, so divergiert Z 2y.

V—00 v=0

Beweis. Es sei z, := |z,|, v € Ny, und es sei « := limsup ¢/z,.
V—00

(i) Es sei a < 1. Wéhle @ < = < 1. Dann existiert ein N € N mit

sup ¥z, < .

v>N

o
Hieraus folgt 0 < z, < z¥, v > N. Aus der Konvergenz von »_ x”

v=0
00

ergibt sich mit dem Majorantenkriterium die Konvergenz von »_ x,.
v=0

(ii) Ist @ > 1, dann gibt es nach 1.2.94 eine Teilfolge (x,, )ken, von
(xy)ven, mit klirgo %/ T, = Q.
Wir wihlen € > 0 mit «—e > 1. Dann gibt es K’ € Nmit «%/7,, > a—¢
fiir alle k > K, d.h. 2, > (o — )" > (a —e)*, k > K.
Wegen (a — &) — oo (k — oo) ist dann (z,, )gen, und somit auch
oo

(x1)ven, keine Nullfolge. Nach 2.2.6 kann ) z, nicht konvergieren.
v=0
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Beispiel/Bemerkung 2.2.22 (i) Auch das Wurzelkriterium (sowie das

(i)

iii)

gleich folgende Quotientenkriterium) gilt in Banachrdumen E: Ersetze
|z,| durch ||z, &-

Um das Wurzelkriterium anzuwenden, ben6tigt man haufig

Vv —=1(v—o0), Yr—1(v— o) fir alle z > 0,
Vk =1 (v — o0) fiir alle k € N,

Q

s

v
)

Vil — 0o (v — o0),

)
)
)
)

VB 0 (v — o) fiir alle R > 0.

V!

zu ): 1. Es sei € > 0. Sei ¢/ > 0 mit (1+¢')? = 1 + . Die Bernoulli-
ungleichung liefert

(I+e) =1+ +e)Y > +rve)1+ve) > 2

Damit existiert ein NV € N mit v < (1+¢)”,v > N (siehe A.7.1), also
auch /v <1+¢,v > N. Hieraus folgt 1 <liminf ¢/v < limsup ¢/v <
v—0oo V—00
1+ ¢ und damit lim /v = 1.
V—r00
2.1 < Yr < Yvfirv >z >1sowiel < {}E
Verwende 1. und das Einschlieungskriterium.

8) lim Vvk = lim (W)k =1 mit «a).

V—r0Q V—00
v) Es gilt (siehe 1.2.59 iii), dass Z- — 0 (v — oo) fiir alle z > 0, ist
also R > 1 beliebig, dann existiert ein N € N mit % <1,v > N, also
RLI!, > 1,v > N, und damit Yl > R,v> N.

) Aus ) folgt \”/%:R- %—)O(V—)oo).

< Yvfirv>1>1

o0

Es sei z € C. Dann konvergiert die Reihe %U, absolut. Dies folgt aus
v=0
lilr/ri)sip v/ ‘i—,‘ = VILIEO / % =0<1.
oo

exp(z) == Y. 271; heifit Exponentialreihe, exp : C — C, z — exp(z)

V=
heifit Exponentialfunktion.
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v
iv) Es sei z, = V(QV'H) . Dann gilt

3v+2

2v+1 2
1 z, = lim Vv- 1 - <L
e V= i P I e T 3

oo
Also konvergiert Y z,.
v=0
Satz 2.2.23 (Quotientenkriterium)
o0
Es sei Y z, eine Reihe in K und es gebe ein N € N mit z, # 0 fir alle
v=0
v>N.
- lz041] . =
Gilt lim sup ﬁ < 1, so konvergiert ) z, (absolut).

V—00 v =0

Beweis. Ohne Einschrinkung sei =, := |z,| > 0, v € Ny. Wir zeigen

a := limsup ¥/, < limsup Trtl _ =: .

V—00 v—oo Ly

Die Behauptung folgt dann mit dem Wurzelkriterium.
Es sei € > 0 beliebig. Dann existiert ein N € N mit sup ”“ <B+e,v>N.

V=N
Fiir v > N folgt dann
v—1 z
_ . v+1 . v—N
v, = ay- [ ( . ) <any-(B+e)
k=N
v TN
= +e
(B+e) L
Dann gilt
a < limsup /(B +¢e)”
V—00 ﬁ + 5)
. TN
= +e¢e)limsup ¢/ ———x = +e€.
Da € > 0 beliebig war, gilt o < . |

Beispiel 2.2.24 Es sei z, = %V!, v € Np. Dann gilt fiir z # 0

lim sup M = lim sup 12 =0<1.
V—00 ‘Zy’ v—soo V 1

Also konvergiert Z 1 fiir alle 2 € C, siche 2.2.22 ii).
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Definition 2.2.25 Fiir eine Folge (a,),en, komplexer Zahlen und zy € C
n
setzt man s, : C — C, s,(2) :== > a,(z—20)". Die Folge (sy,)nen, heiit die

v=0
mit (ay,)yen, und zo gebildete Potenzreihe. Anstelle (sy,)nen, schreibt man
o0

> ay(z — 29)Y. Fiir n € Ny heift s,, die n-te Partialsumme der Potenzreihe

v=0
0

> ay(z — z)”.

v=0 1

Ri= limsup {/|av|
vV—00

reihe. Hierbei ist 400 := % und 0 := +%.O gesetzt.

€ [0,00) U {+0o0} heifit der Konvergenzradius der Potenz-

o]

Satz 2.2.26 Ist R der Konvergenzradius der Potenzreihe ) a,(z — 29)",
. 2

so konvergiert Y, a,(z — zo)” absolut fir |z — zo| < R und ) a,(z — 29)”
v=0 v=0

divergiert fir \z_— 20| > R.
R ist also das eindeutig bestimmte x € [0,00) U {400} mit folgenden beiden
Figenschaften:

o0
i) > ay(z — 20)" konvergiert fir alle |z — 2| < x,
v=0

o0
i) Y ay(z — z0)" divergiert fiir alle |z — zg| > x.
v=0

o0

Konvergiert also > a,(z—zp)" fiir ein z € C, so gilt R > |z — z|, divergiert
v=0

o0

> ay(z — 20)? fir ein z € C, so gilt R < |z — zp|.

v=0

Beweis. Es sei z € C\{zp}. Wir setzen z, := a,(z — z0)",v € Ny. Dann gilt
limsup {/]z,| = L}ZO'.
v—00

oo o0
Nach dem Wurzelkriterium konvergiert > a,(z — 29)” = > z, sicher dann
v=0 v=0
o0
(absolut), falls LRZO‘ < 1, dh. |z — 20| < R, und Zo 2z, divergiert sicher
V=
dann, wenn LRZO‘ > 1, d.h. |z — 20| > R. O

o0 o0

Bemerkung 2.2.27 i) Sind ) ay(z — 20)” und > by(z — 21)” zwel
v=0 v=0

Potenzreihen und existiert N € N und C > 1 mit Zla,| < [b,| <
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Clay|,v > N, so haben ) a,(z —20)” und > b,(z — 21)” den selben
v=0 v=0

Konvergenzradius. Dies fglgt aus

limsup {/]a,| = limsup { lav| < limsup /|by| < limsup {/Cla, |
V—300 C V—00

V—00 vV—00

= limsup {/|ay|.

vV—0o0

o0
ii) Ist R der Konvergenzradius der Potenzreihe Y a,(z — zp)”, so macht
v=0
obiger Satz keine Aussage iiber das Konvergenzverhalten der Reihe
oo

> ay(z — z)" fur |z — 20| = R.

v=0
o0
Nochmal: Ist R der Konvergenzradius der Potenzreihe Y a,(z — z9)",
v=0
oo
so konvergiert > a,(z — 29) fiir alle z € Ug(zp) (sogar absolut) und
v=0
oo
> ay(z — zp)¥ divergiert fiir alle z € C\Br(z0) = Br(20)°.
v=0
0 v
Beispiel 2.2.28 i) Die Exponentialreihe } 2; hat Konvergenzradius
v=0
0.

o0
ii) Die geometrische Reihe ) 2" hat Konvergenzradius 1, fiir alle |z| =1

v=0
o0
divergiert »_ z".
v=0
S v
iii) Die Potenzreihe ) 2- hat Konvergenzradius 1, fiir z = 1 divergiert
=0
o0 v v [e.°] v
> =, fiir z = —1 konvergiert ) =-.
v=0 v=0
) 4
iv) Die Potenzreihe ) Z; hat Konvergenzradius 1, fiir |z| = 1 konvergiert
=0
o0 v v
>z
v=0
o0
v) Die Potenzreihe ) v!z¥ hat Konvergenzradius 0.
v=0

oo o0

Satz 2.2.29 Sind Y a,(z—zp)” und Y by(z—z0)" Potenzreihen mit Kon-
v=0 v=0

vergenzradien Ry bzw. Ry, ist A € C, und ist R der Konvergenzradius von
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> (Aay +b,)(z — 20)Y, so gilt R > min{R;, Ra} (wobei min{s, +oo} =:s)

v=0

und Y (Aay +by)(z — 20)Y = A D, au(z — 20)” + D bu(z — 20)¥ fiir alle
v=0 v=0 v=0
|z — 20| < min{Ry, Ra}.

Bewels Es sei z € C mit |z — 29| < min{R;, Ra}. Aus 2.2.26 und 2.2.4 folgt,
dass Z (Aay, + b,)(z — 2z9)” konvergiert und dass Z (Aay, +b,)(z — 29)" =

v= v=0

/\Eal,(z—zo) +Zb (z — z0)¥ gilt.
Mlt 2 2.26 folgt R > ]z —20|. Da z € C mit |z — 20| < min{ Ry, R} beliebig
war, gilt R > min{R;, Ra}. O

Bemerkung 2.2.30 Es sei exp(z) = z € C, die Exponentialreihe.

l,lv

Wir wollen die fundamentale Gleichung
exp(z + w) = exp(z) - exp(w), z,w € C,

beweisen. Nach Anwendung des binomischen Satzes ist diese dquivalent zu

;}(kzok!(ul—k)! Hu k)_<zk' )( fut) swec,

Wir stehen vor dem Problem, folgende Menge von komplexen Zahlen , auf-

zusummieren*:
22 23
1 z — —
2 6
22 23
w ZW —w —w
6
w? w?  22w? 2 w?
- 5 = bl

Summieren wir zunéchst die , Antidiagonalen® auf, bilden dann eine Reihe,
so erhalten wir die linke Seite obiger Gleichung.

Bilden wir aber zunéchst die Reihen, welche den Zeilen entsprechen, und
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dann die Reihe dieser Reihen, so erhalten wir die rechte Seite der Glei-
chung. Analoges gilt, wenn wir zunéchst spaltenweise und dann zeilenweise
,aufaddieren®.

Wir miissen noch beweisen, um unsere Gleichung zu zeigen, dass es gleich
ist, wie wir ,summieren®.

Wir beginnen mit

Definition 2.2.31 Es sei I # () eine Menge und z : I — K eine Abbildung.
Man setzt z, := z(¢),¢ € I, und schreibt

z = (ZL)LGI'

(2,).er heiit Familie in K. Ist J C [ endlich und ist |J| =n,J = {¢1,...,tn},

so setzt man
n
E 2, = E 2, -
v=1

ved

Ist J =0, sosei Y z, =:0.
ved
Die Familie (z,),er heifit summierbar zur Summe s € K, falls fiir alle ¢ > 0

eine endliche Teilmenge M C I existiert, so dass fiir alle endlichen Teilmen-

genMCMCI
‘Zzb—s|<€

LEM

gilt. In diesem Fall schreiben wir >_ z, := s.
el
Ersetzt man (K, | -|) durch einen beliebigen Banachraum (F, || - ||g) so

erhélt man die Definition der Summierbarkeit in F. Alle folgenden Sitze
(mit Ausnahme von 2.2.41) bis Satz 2.2.44 gelten dann auch in dieser ver-

allgemeinerten Situation.

Beispiel 2.2.32 Es sei I = Ng = {(n,m) n,m € NO},z,w € C und
Z(nm) ‘= wrz" (n,m) € N2.

n! m!>

Ist J = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(2,0),(0,2)}, so gilt > Zpm =1+
(n,m)eJ

w—i—z—l—zw%—%—i-w;-

Satz 2.2.33 Es sei (2,),er eine Familie in K, die summierbar zur Summe
s sei. Ist 71 J — I bijektiv, so ist auch die Familie (z;(j))jes summierbar

zur Summe s.
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Beweis. Es sei ¢ > 0. Dann existiert M C I, |M| < oo, so dass
1>z —s|<e
LEM

fiir alle M ¢ M C I,|M| < .
Es sei L := 7 '(M) C J. Dann ist |L| = |[M| < co. Ist L C L C J,|L| < oo,
so setzen wir M := 7(L).

Aus
ZZT(j) = Z Ar(j) = Z Fr(r=t() = Z Z
jel je{r—1(.)weM} LeM EM
folgt
‘ZZT(]')—S‘ =|ZZL—S‘ <eE.
jEﬁ eM

Bemerkung 2.2.34 Satz 2.2.33 besagt gerade, dass summierbare Familien
stabil unter Umordnungen sind.

Der Riemannsche Umordnungssatz, den wir hier nicht beweisen wollen, be-
sagt, dass fiir eine beliebige konvergente, aber nicht absolut konvergente Rei-

o0

he > x, reeller Zahlen, und fiir jedes s € R man eine Bijektion 7 : Ny — Ny
v=0

finden kann, so dass

s = Z {L'T(,/).
v=0

Wir werden spéter zeigen, dass Summierbarkeit einer Familie (x,,),en, re-
eller (oder komplexer) Zahlen gerade die absolute Konvergenz der Reihe

[e.e] oo
> x, bedeutet und dass in diesem Fall > z, = > =z, gilt.
v=0 v=0 veNy

Satz 2.2.35 Sind (z,),er und (w,),er summierbare Familien und ist A € K,

s0 ist auch (Az,+w,),er summierbar, und es gilt > Az,4w, =AY z,+>, w,.
el el el

Beweis. Dies folgt aus > Az,4w, =X > z,+ >, w,firale M C I,|M]| <

LEM LeEM eM
Q. O
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Satz 2.2.36 Ist (z,),cr eine Familie komplexer Zahlen, so ist (z,).er ge-
nau dann summierbar, wenn (Rez,),er und (Im z,),er summierbar sind. In

diesem Fall gilt >~ z, = > Re(z,)+1i) Imz, und auch Y 7z, =) z,.
el el el el el

Beweis. Ubungen. |

Auch im Fall der Summierbarkeit zeigen wir ein Cauchykriterium:

Lemma 2.2.37 Fine Familie (z,),e5 in K ist genau dann summierbar, wenn
fir alle e > 0 ein M C I endlich mit

‘ZzL‘<€

LeK

fiir alle K C I\M, |K| < oo, existiert.

Beweis.

1. Es sei (z,),e7 summierbar, und es sei € > 0.

Wihle M C I endlich mit | 3> 2, — Y z,| < § fiir alle M C M C 1.
LGM el
Ist nun K C I\ M endlich, so folgt

‘ZZL‘ = ‘ Z zb—ZzL—FZzb—Zzb‘

LeK LEKUM el el LeM
< ‘ g ZL_E ZL‘+|§ ZL_E ZL|
LeKUM el el eM
< g + 3
- — = €.
2 2

2. Es gelte die Cauchyeigenschaft. Wir wéihlen gemé&fl dieser eine Fol-
ge (Mp)nen von endlichen Teilmengen von [ mit M,+1 D M, und
’ > zL’ < 2% fiir alle K C I'\M,, endlich und setzen s, := > z. Es
LeK LeM,
folgt fiir m > n: |sp, — sp| = ‘ > zL‘ < 2%, also ist (sp)nen eine
LEMm \Mp
Cauchyfolge in K, die aufgrund der Vollstindigkeit gegen ein s € K

konvergiert. Es folgt |s — s,,| < 2%, n € N.

Es sei ¢ > 0. Wahle N € N mit 2%\, < 5 und setze M := My. Dann
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folgt fiir M C M C I mit |M| < oo:

!Zzb—s‘glz,zy— Z zL’—i—} Z zL—s‘

LGM LGM LEM N LEMN

§| Z zL}+|Sn—s|<§+§=E.
LGM\MN

Korollar 2.2.38 Ist (z,),er eine summierbare Familie in K und ist J C I,

so ist auch (z,),cg summierbar.

Beweis. Die Cauchyeigenschaft aus 2.2.37 {ibertréigt sich offensichtlich auf
Teilfamilien (Ist K C J\M, so gilt K C I\M). O

Satz 2.2.39 Es sei (z,),er eine Familie in K. Ist
{> lal: M cI|M|< oo}
teM
beschrinkt (in R), so ist (z,),er summierbar und es gilt

Dzl <D Il

el el

Beweis. Wegen

> al <) 1l

LeEK LeK
fir K C I endlich, geniigt es die Cauchyeigenschaft aus 2.2.37 fiir (|z,]).er
nachzurechnen. Es sei ¢ := sup{ > || : M C I,|M| < oo}, und es sei
LeEM
e > 0 beliebig. Wir wéhlen M C I, |M| < oo mit Y |z,| > ¢ —¢e. Dann gilt

eM
fir alle K ¢ I\M, |K| < oo :

dolal = Y0 lal= ) Al

LEK LEKUM LeEM

< c—(c—¢g)=e.
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Also hat (|z,|),er die im Lemma 2.2.37 geforderte Cauchyeigenschaft. O

Korollar 2.2.40 Fs sei (x,),c; eine Familie nichtnegativer reeller Zahlen.
Dann sind dquivalent

i) (x,).er summierbar,

i) sup{ > x,: M C I,|M| < oo} < oo.
teM

Beweis. ii) = i) folgt aus 2.2.39.
i) = ii) Nach der Definition der Summierbarkeit existiert zu ¢ = 1 ein
M C I, |M| < oo, so dass

}ZajL—ZmL‘<5(:1)

M el

fiir alle M ¢ M C I,|M| < .

Also gilt
Z z, <1+ Z x,

LGM el

fiir alle M C I, | M| < oo. O

Satz 2.2.41 Ist (z,),er eine Familie in K, so sind dquivalent
i) (2,).er ist summierbar,

i) sup{ > |z|: M CI,|M| < o0} < .
teM

Beweis. ii) = i) folgt aus 2.2.39.
i) = ii)

1. K=R. Esseie > 0 beliebig. Nach 2.2.37 existiert ein M C I, |M| < oo

mit
>

<5
2
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fiir alle L C I\M, |L| < oc.
Ist nun K C I\M,|K| < oo, so sei

Kt={1e K:z >0} und K™ ={te K:z <0}

Es folgt

|3

PBCEDPERD I

teK LeK EKT LEK~
g 13
= E Z, -+ E z, | < 5 + 5 = E&.
LEK+ LK~

Also hat (|ZL|)L el die in 2.2.37 geforderte Cauchyeigenschaft, und mit
2.2.40 folgt dann sup { > |z|: M C I,|M| < oo} < .
LeEM

2. K = C. Da (z,),e; summierbar, sind mit 2.2.36 auch (Rez,),c; und
(Imz,),e; summierbar. Es folgt mit 1.

sup{Z|zL\:MCI,\M| <oo}
LeM

Ssup{Z|RezL]:MC[,]M\ <oo} +
LeM

sup{Z\Imzb\:MCI,\M| <oo} < +o0.
LeEM

Satz 2.2.42 Es sei (zn)nen, eine Folge in K. Dann sind dquivalent

o0
i) Die Reihe Y z, konvergiert absolut,

v=0

i) (|zy\)V€NO ist summierbar.

Ist eine der beiden Bedingungen erfiillt, so gilt fiir alle bijektiven Abbildungen

T: NQ — N().‘
ZZT(V) = Z ZT(V) = Z 2y = Zzy.
v=0 v=0

vENy vE€Ng
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Beweis. i) und ii) sind gemé&f den Sétzen 2.2.18 und 2.2.39 jeweils dquivalent

zu
n
sup{2|z,,| :nEN} < 00.
v=0
o0
Aufgrund von Satz 2.2.33 geniigt es, > z, = > z, zu zeigen. Es sei dazu
vENp v=0
e > 0 beliebig. Wahle M C Ny endlich mit | > 2z, — > zn| < ¢ fiir alle
neM HENO

M C M C Ny, |M| < oo. Sei N := sup M. Dann gilt fiir alle n. > N:

)ZzV—Zzy—‘ Z z,,—Zz,,<6,
v=0 veNy ve{0,...,n} vE€Ng
da{0,....,n} DM O

Satz 2.2.43 (Umordnungssatz)
FEs sei (z,),er eine summierbare Familie in K, und es sei (Iy)xer eine Zer-

legung von I (d.h. J I, = 1,1, N1, = 0, falls k1 # ko, und I, # 0
reK
fiir alle k € K). Dann ist (2,),c1,. fir alle kK € K summierbar, die Familie

( > ZL)%K ist summierbar, und es gilt

Y =Y

reEK 1EIL e1

Beweis. Da I, C I, folgt mit 2.2.38, dass (z,),c7, summierbar ist.
Es sei € > 0. Da (z,),e7 summierbar ist, existiert ein M C I, |M| < oo mit

DIEES PH

LEM el

M > M,|M| < .

€
<77
-2

Sei L C K definiert durch L := {k € K : I, " M # (}. Dann ist |L| < oo
(da M endlich und (I,)xex Zerlegung). Sei nun K D L D L, |L| < oc.
Wihle I, D S, endlich mit

a) ’ZZL—ZZL <2|€£, x € L und

LESN LEIH ‘

B) S« DMnNI, k€ L.
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Aus 3) folgt M := |J S D |J Sk D M.

KEL KEL
Also gilt
DIDBEED I
kel t€lx el
S DIPITEIDIEED SEED BE
rel €l kel €Sk = el
SDIDIEEDIDIEIEIDIEED IR
rel t€lx kel €Sk LEM el
£
5P SRR SRS
wel €l LESK
< = +-=€
2 2
(]
Korollar 2.2.44 (Doppelreihensatz)
N N
Es sei (ank)(n pyenz eine Familie in K, und es gelte sup > > |an | < oo.
’ 0 NeNn=0 k=0

Dann ist (an7k)(n7k)€Ng (absolut) summierbar, und es gilt:

oo [e.9] oo o
DD k= D k=) ) auk

n=0 k=0 (n,k)ENg k=0 n=0

sowie

(0.9} n
DL k=D, ) nnw.

(n,k)ENG n=0 =0

Beweis. Die Voraussetzung impliziert sup{ Y. |anx| : M C N3, |M| <
(n,k)eM

00} < oo (also ist (an,k)(n,k)eNg absolutsummierbar), und da K vollstédndig
ist, ist nach 2.2.39 (ank)(nk)enz auch summierbar.
Aus dem Umordnungssatz und Satz 2.2.42 folgt mit I,, := {(n, k) : k € No}:

(TLJ{;)ENS n€Ng (n,k)EIn neNg k=0 n=0 k=0
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o o
Analog zeigt man ).  apr = >, Y. Ank-
(n,k)ENZ k=0 n=0

Es sei I, :== {(v, ) € N : v+ p=n}.
Dann gilt wieder mit dem Umordnungssatz und 2.2.42

2k = ) D

(n,k)GN% TLENO (Vvu)e'[’ﬂ

n
= § § Ay n—v

neNg v=0

0o n
= § § Ayn—v-

n=0 v=0

Beispiel 2.2.45 Wir wollen fiir z, w € C, |z[, [w| < 1 die Familie (z"w™)(, n)enz

auf Summierbarkeit untersuchen. Es gilt

N N N N
DD Ml = )l ) el
n=0 m=0 n=0 m=0

1 1
L—|z[ 1—fw]

Also folgt aus dem Doppelreihensatz, dass (z"wm)(n’m)eNg summierbar ist

und dass
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Korollar 2.2.46 (Satz vom Cauchyprodukt)
Sind Z zy, und Z wy, zwet absolut konvergente Reihen komplexer Zahlen,

v=0 ©n=0
so gilt

(iz'/)<iwu> = i iznwk Zi iznwk

v=0 n=0 n=0 k=0 k=0 n=0

o0 n
= g E ZyWn—y-

n=0 v=0

Beweis. Die Familie (ank)(n,k)eNg erfiillt wegen

fj fj\znwk\ - (im)(éwm) < (iw) : (ém\)

n=0 k=0

die Voraussetzung des Doppelreihensatzes. O

Korollar 2.2.47 (Produktsatz fiir Potenzreihen)
o] o0
Es seien ) a,z” und ) b,z* zwei Potenzreihen mit Konvergenzradien Ry
v=0 pn=0
bzw. Rsy.
Dann ist Z ( E aybn,— Z,) " eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R >
V=

mln{Rl,RQ} und es gilt

n

(o) () =X (S o)

v=0 n=0 v=0

f'&:T‘ ‘Z‘ < min{Rl, RQ}

Beweis. Es sei |z| < min{R;, Ra}.
Dann folgt aus dem vorhergehenden Korollar

(Sor)(Eh) -3 St

n=0 v=0

n

= i (Za,, " ,,)z”.
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Beispiel 2.2.48 Es sei |z| < 1,z € C.
Dann gilt

1 [e.o] o0
= v, H
(1—2)2 o Zz ZZ
v=0 n=0
o0 n

= Z (Zl)z" = i(n—i— 1)z".

n=0 v=0 n=0



Kapitel 3
Elementare Funktionen 1

o0
Essei Y a,(z—20)” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann heifit

v=0
[ :Ugr(z0) = C, f(2) = > ay(z — 20)", die durch > (z — zp)” dargestellte
v=0 v=0
Funktion.

Die einfachsten dieser Funktionen sind die Polynome, d.h. Funktionen der
n

Form f:C — C, f(z)= ) ay2".
v=0

Wir wollen in diesem Kapitel etwas kompliziertere Funktionen betrach-
ten, namlich die Exponentenfunktion und ihre Ableger, die trigonometri-
schen und hyperbolischen Funktionen, welche auch durch Potenzreihen dar-

gestellt werden.

3.1 Die Exponentialfunktion

o0
Definition 3.1.1 Die Funktion exp : C — C, exp(z) := Y. Z, heifit Ex-
v=0
ponentialfunktion.

Lemma 3.1.2 Sind ay,...,an,b1,...,b, € C mit |ay],|b,| <1, 1 <v <mn,
so gilt

n

S 2{:|ay__byL

v=1

n n
Il -TIv
v=1 v=1

Beweis. (durch vollstéindige Induktion)
n = 1. Ist offensichtlich.

119
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n—1—n. Esseia:=
v=1
Dann folgt

n n
e 11w
v=1 v=1
S‘an

Satz 3.1.3 Es gilt exp(z)

n
Beweis. Es sei s,(z2) :== ) f/—u, und t,(z) =

v=0

n—1
I] @, und b :=

= |a(a, —

Ay —

ELEMENTARE FUNKTIONEN I

n—1
I1 b
v=1

by) + bp(a — b)]

—1 n
v < 2{:‘au _’bVL
= v=1

= lim (1 + %)n fiir alle z € C.
n—oo

(1+%)n,n6N,zEC.

Wir zeigen |sp,(2) — tn(2)| — 0(n — o0).

Denn dann folgt ¢, (z) =
Mit dem binomischen Lehrsatz gilt

tn(z)zzn:C)lz _1+z+2 Hn_

v=0

(tn(2) = sn(2)) + sn(z) = exp(2) (n — 0).

VVf
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Mit 3.1.2 folgt dann fiir n > 2:

v v—1

no v
z z
15,(2) — ta(2)] = ‘1+Z+Zﬁ—<l+z—|— 7'H
v=2

)

- ’ZVIH Z,,.Hn_ ‘

= v=2 k=0
< ’Z‘V T 1
< Z H —H
v=2
n ’z‘y v—1 n—k
5 Lonk
- Z V! ’ n
v=2 k=0
_ im”‘l k 2 (v = 1w
- v! n v 2n
v=2 k=0 v=2
e 2
= P ED < P exp()
v=0 :

Satz 3.1.4 Fir z,w € C gilt

exp(z + w) = exp(z) exp(w).

Beweis. Nach dem Satz iiber das Cauchyprodukt und dem binomischen
Lehrsatz gilt:

exp(z) exp(w) = (i %z”) (i iz“)

= Z %(erw)" = exp(z + w).

n=0
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Definition 3.1.5 Es sei

e:= lim (1—}—1)”.

n—oo

Korollar 3.1.6 FEs gilt
i) exp(z) #0, exéﬁ = exp(—=z) und exp(z) = exp(Z) fiir alle z € C.

ii) exp(z) > 1 fir z >0, exp(xz) > 0 fir alle z € R, exp(0) = 1,exp(1) =
e und exp(z) < exp(y) fir x < y.
exp : R — R ist also injektiv.

iii) | exp(z)| = exp(Re 2) fiir alle z € C.
i) |exp(iz)| =1 fir alle x € R.

v) exp(n) = e" fir alle n € Z.

Beweis.

i) Mit 3.1.4 gilt exp(z)-exp(—z) = exp(0) = 20 0% = 1. Also ist exp(z) #
: =

0 und exp(—=z) =

exp(z)”
= 0o — o _.
Der zweite Teil folgt aus exp(z) = 5= = 4 =exp(3).
v=0 v=0 v=0

o0
ii) Ist 2 >0, so gilt exp(z) =1+ > Z > 1> 0.
v=1

Mit i) ist dann auch exp(—z) > 0 fiir @ > 0.
Aus 3.1.3 folgt exp(1) =e.

Ist < y, so ist exp(y) = exp(y — z) - exp(z) > exp(x), da y —x > 0.
iii) |exp(2)|? = exp(2)exp(z) = exp(z+7z) = exp(Re z+Re 2) = exp(Re 2)%.
Mit ii) folgt |exp(z)| = exp(Re 2).

iv) folgt aus iii), exp(0) = 1 und Re(iz) =0, z € R.

e=¢e" firn eN,
1

v) exp(n) = [T exp(1) =

n
= v=

exp(-n)=J-=L=(1)"=e"firneN
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Wegen v) setzt man:

Definition 3.1.7 Fiir z € C seil
4

e” = exp(z).

Bemerkung 3.1.8 (stetige Verzinsung)

Ein Anfangskapital K wichst bei einem Jahreszins ¢ (> 0) und bei Ver-
zinsung jeweils nach dem n-ten Teil eines Jahres auf das Endkapital K,, =
(1—1—@)”-K, z. B.

K, = <1 + ﬁ)[( (jahrliche Verzinsung)

4\ 12
Ko = (1 + %) K (monatliche Verzinsung)

I\ 365
K3g5 = (1 + %) K (tdgliche Verzinsung)

Im Grenzfall (sogenannte stetige Verzinsung) erhilt man

4 n
K. = lim (1+M) K = e K.

n—o00 n

Satz 3.1.9 Es sei (xy)nen eine Folge reeller Zahlen.
i) Gilt lim x,, = 400, so folgt
n—oo

Tn

lim < = too fiir alle k € N.
n—oo Iy
ii) Gilt lim x, = —o0, so folgt
n—oo

ILm ale™ =0 fir alle k € N.

iii) Ist (zn)nen eine Folge komplexer Zahlen mit ILm zn = z0(€ C), so
folgt

lim e*» = e*  (Stetigkeit der Exponentialfunktion).

n—oo
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Beweis. i) und ii) in den Ubungen.

7 iii):

Aus der Bernoulliungleichung folgt (1 4+ %)™ > 1 — y fiir geniigend grofie
n. Limesbildung liefert e™¥ > 1 — y und hieraus folgt ¥ < ﬁ fur y < 1.
Anwendung auf y = |z, — zp| ergibt (fiir geniigend grofie n):

o0
1

e =] = e lle 0 — 1 =[] 3 (e — 20)"]
v=1

=1
< [0 Sl — 20l = e (el 0l — 1)
V!
v=1

1

el(—m— —
| |(1—\zn—20\

1).

Aus lim z, = zg folgt hiermit lim e*» = e*. O
n—oo n—oo

3.2 Die trigonometrischen und hyperbolischen Funk-

tionen

Definition 3.2.1 (trigonometrische Funktionen)
Es seien cos : C — C und sin : C — C definiert durch

1. ,
cos z := cos(z) := 3 (e¥ +e ) und
: : 1 iz —iz
sin z := sin(z) ::?(e —e %), zeC.
i
Satz 3.2.2 FEs gilt
i) cosz = cos(—z), sinz = —sin(—z), z € C.

ii) € = cosz +isinz, z € C (Eulersche Formel).
ii1) cosx,sinz € R, fiir x € R und sogar —1 < cosz,sinx < 1 fir x € R.
iv) (cosz)? 4 (sinz)2 =1, z € C.

v) cosz = Ree®, sinz = Ime®, z € R, und e = cosz +isinz, = € R.

vi) cos(z + w) = cos zcosw — sin zsinw und
sin(z + w) = sinz cosw + cos zsinw, z,w € C (Additionstheoreme).
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o0 2k
vii) cosz = kz::()(_l)k(;k)! und
o0 S2k+1
. _ _1)k
sin z kz_o( ) CrE zeC

Beweis.

i) cos(—z) = 3 (e7% + €'%) = cos 2, fiir sin analog.

i) cosz+isinz =1 (e +e %)+ L (e —e %) =%
iii) Sei « € R. Dann gilt

(eix + 6—iz) —

cosT = 5 5 (e +e ')
1 —ix ix
= 3 (e7 +¢€'*) =cosz,

damit cosx € R. Weiter folgt |cosz| < % (|e] + [e~%|) = 1.
Analog zeigt man die Behauptung fiir sin.

iv) cos? z +sin?z = % (e +e %)% — i (e — e7i%)2

=1 (27 2e7%) =0 = 1.

v) folgt aus ii) und iii).

vi) cos(z +w) = 3 (ei(ztw) 4 g—ilztw))

(el + e—ize—1)

((cos z + isinz)(cosw + isinw))

+(cos(—z) + isin(—2)) ( cos(—w) + i sin(—w))

= % (coszcosw — s8in z sin w 4 i(sin z cos w + cos z sinw)
+ cos z cos w — sin zsin w — i(sin z cos w + cos zsinw))

= cos z cosw — sin zsinw.

Analog fiir sin(z + w).

o0
vil) Aus e = exp(z) = Y. Z; erhalten wir
v=0
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s . X1, Aoy L :
Fiir die Potenzreihe cosz = > 5(2 + (=9)")— 2 gilt also ag, =
v=0 v

=:a,

(—1)”@ und ag,+1 = 0 und somit

coSz = Z;)a,,z” = Z ((2]{:3! 22k

k=0

Analog zeigt man die Darstellung fiir sin z.

Definition 3.2.3 (hyperbolische Funktionen)
Es seien die Abbildungen cosh : C — C und sinh : C — C definiert durch

1
cosh z := cosh(z) := 5 (e* +e %) und
1

sinh z := sinh(z) := B (e —e 7).

Es gilt

Satz 3.2.4 FEs gilt

i) cosh(—z) = cosh(z), sinh(—z) = —sinh(z), z € C.
ii) cosh(z) = cos(iz), sinh(z) = —isin(iz), z € C.

i11) coshz,sinhx € R fir alle x € R und %em < coshz < ekl z e R.

iv) (cosh z)? — (sinh 2)% = 1.

v) cosh(z + w) = cosh(z) cosh(w) + sinh(z) sinh(w)
sinh(z + w) = sinh(z) cosh(w) + cosh(z) sinh(w) (Additionstheoreme).

vi) cosh(z) = kzo éi;)!, sinh(z) = > %, zeC.

Beweis. Analog zu 3.2.2.



Kapitel 4

Topologische Grundbegrifte

4.1 Offene und abgeschlossene Mengen

Es seien a < b reelle Zahlen. Dann hat das Intervall (a,b) die folgende
Eigenschaft: Fiir alle = € (a,b) existiert ein € > 0, so dass

Uc(x)={yeR:|y—z[=d(y,2) <e} C(a,b).

Man wéhle zum Beispiel ¢ := min {|z — al, |z — b|} oder ¢ kleiner.

Allgemeiner setzen wir

Definition 4.1.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C
X heifit offen (in X)), falls fiir alle z € A ein € > 0 existiert mit

Uc(z) ={y € X :d(y,z) <e} C A

Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, falls A = X\ A offen ist.

Bemerkung 4.1.2 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, » > 0 und z € X.
Dann gilt

i) Ur(z) ist offen: Es sei z € U,(z). Dann gilt d(x,z) < r, also ist ¢ :=
r—d(z,z) > 0. Ist nun y € Uc(z) beliebig, so gilt d(y, z) < d(y,z) +
d(z,z) <e+d(z,z)=r.

Also gilt U.(z) C Up(2).

ii) By(z) (={y € X : d(y,z) < r}) ist abgeschlossen: Es sei z € B,(2)°.
Dann gilt d(z, z) > r, also ist € := d(x,z) —r > 0. Ist y € Uc(x), so

127
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gilt
dly,z) = ld(y,z) —d(z,2)|

> d(z,z) —d(y,z) > d(z,z) —e=r.

Also gilt U(z) C By(2)°.

Beispiel 4.1.3 Es sei (X, d) = (R,d|). Dann sind alle Intervalle der Form
(a,b) offen und alle Intervalle der Form [a,b] abgeschlossen. Weiter sind
(—o0,a), (b,00) offen und (—o0, a], [b, o) abgeschlossen.

() und R sind sowohl offen als auch abgeschlossen.

Satz 4.1.4 Fs sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

(T1) O ist offen, und die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist wieder

offen.
(T2) X st offen, und der Durchschnitt endlich vieler offener Menge ist wieder

offen.
(H)  Fir alle z,y € X mit x # y ezistieren offene Mengen U und V mit x € U,
yeVundUNV = 0.

Beweis. Da die leere Menge () kein Element enthélt, gilt fiir jedes ihrer Ele-
mente = (ndmlich keines), dass U.(z) C 0. Trivialerweise ist X offen.
Es sei nun % ein Mengensystem auf X, so dass jedes F' € % offen ist.

Es sei 2 € U# = |J F. Dann existiert ein F' € .# mit x € F. Da F offen
Fez
ist, existiert ein ¢ > 0 mit U.(z) C F. Es folgt U-(z) C F C UZ. Also ist

auch U.Z offen.
Es sei nun zusétzlich .# endlich (d.h. .# = {Fi,...,F,} mit F; offen,

1 <j<mn)Esseixz €N = () F.Dajedes F € ¥ offen ist, exi-
FeF
stiert ein ep > 0 mit U, (z) C F. Setze ¢ := min{ep : F € £} (> 0). Dann
folgt Us(z) € () Uep(z) € () = NZF. Also ist auch N.Z offen.
FeF FeZ

Zu (H): Setze ¢ := §d(z,y) > 0 und U := U.(z),V := U(y). Dann sind U
und V offen, weiter ist x € U und y € V.
Nehmen wir an, es existiere ein z € U N V. Fiir dieses z gilt dann d(z,y)

<
d(z,z)+d(z,y) < e+e=d(x,y), Widerspruch! Also ist UNV = (. O
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Korollar 4.1.5 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann sind 0, X abge-
schlossen, der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist wieder
abgeschlossen und die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist
wieder abgeschlossen.

Beweis. Wir zeigen exemplarisch die Aussage iiber den Durchschnitt. Sei
also .# ein Mengensystem in X, so dass alle F' € % abgeschlossen sind.
Dann ist F¢ offen fiir alle F' € .#. Also ist nach 4.1.4 |J F* offen. Aus den

Fe7
deMorganschen Regeln folgt ( () F)“ = |J F¢ Alsoist ( (| F) offen
Fesz Fes Fesz
und damit [ F = N.Z definitionsgemif abgeschlossen. a

FeF

Definition 4.1.6 Es sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d).
Dann heifit

i) A= U O das Innere von A,

OCA
O offen

i) A:= N B der Abschluss von A,

BDA
B abgeschlossen

iii) 0A := Z\/f der Rand von A,
iv) x € A innerer Punkt von A, falls ein € > 0 existiert mit U.(z) C A,

v) z € X Randpunkt von A, falls fiir alle e > 0 gilt, dass U.(z) N A # 0
und U, (z) N A¢ # 0.
Satz 4.1.7 FEs sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt

i) ff ist offen und ff ist die grifste offene Menge, die in A enthalten ist.

ii) A und OA sind abgeschlossen, A ist die kleinste abgeschlossene Menge,
die A enthdlt.
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iv) A ist offen & A = fi),
A ist abgeschlossen < A = A,
v) x € /(1) & x ist innerer Punkt von A,
vi) © € A Fiir alle e > 0 gilt U.(x) N A # 0,

vii) x € 0A < x ist Randpunkt von A.

Beweis.

i) A) = |J O ist Vereinigung offener Mengen, also mit 4.1.4 wieder

OCA

O offen
offen.
i) A = (1 B ist Durchschnitt abgeschlossener Mengen, also mit
BDA

B abgeschlossen

4.1.5 wieder abgeschlossen.

X\ A ist mit i) abgeschlossen, A ist mit ii) abgeschlossen, also ist
0A = A\ A=4n (X\ A ) als Durchschnitt (zweier) abgeschlossener
Mengen nach 4.1.5 wieder abgeschlossen.

iii) Mit den deMorganschen Regeln gilt

x4 =x\ (1 B= U xxB= (] C

BDA BDA CCX\A
Babgeschlossen Babgeschlossen Coffen

vy
Also gilt A = X\(X\A) = X\ ( )70\71 ).

Es sei B := X\ A. Dann gilt ff :)?\\B: X\E: X\(m)
DA=A\A =7AN (X\A) = AN (X\A).

iv) folgt aus i) und ii).
v) ist eine Umformulierung der Definitionen.
vi) ¢ Aoz e X\A=X\A

< 3 Ur) c X\A
e>0
v)
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Damit gilt v € A& v U (z) ¢ X\A
e>0

& v Ul(x)nA#0.
e>0

vil) X € 9A = AN (X\A)

& vV Udfx)NA#0Dund Us(z) N (X\A) # 0.
)5>O

vi

Beispiel 4.1.8 i) Essei (X,d) = (R,d}).
Ist I ein beschrianktes Intervall mit linker Grenze a und rechter Grenze
b, so gilt

()

I= (a,b), I=][a,b], OI = {a,b}.
Analoges gilt fiir unbeschriankte Intervalle. Leicht einzusehen ist auch
Q=0, Q=R,also 0Q =R:
Wir zeigen Q = () und nehmen dazu an, dass o € Q innerer Punkt
ist. Dann existiert ein € > 0 mit

Ues(xog) ={yeR:|zg—y| <e} CQ.

Nun wéahlen wir ein n € N mit %\@ < e.
Dann gilt o + 1v/2 € U.(20)\Q. Widerspruch!
Q =R folgt aus 1.2.71, vgl. 1.2.75.

Ist g € R, so gilt {/zg\}: 0, {zo} = {x0}, und allgemeiner M = 0 und
M = M fiir jede endliche Teilmenge M C R.

i) Ist (X,d) = (C,d,), so gilt z.B.
={z€C:|z| <1} ist offen

{z€C:|z|<1}alsodD ={z€C:|z| =1} = 5!
=0, R=R, also 0R =R

D
D
R

(Achtung: Hier wird R als Teilmenge von C betrachtet!)



132 TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE

[¢]
Wir zeigen z.B. R = 0.
Wir nehmen an, g € R sei innerer Punkt. Dann existiert ein € > 0 mit
U.(z9) = {2 € C: |z — 20| < e} C R. Wihle n € N mit 2 < e. Dann ist

1
xo+ —i € Ug(x0)\R, Widerspruch!
n

Bemerkung 4.1.9 i) Endliche Teilmengen metrischer Réume sind ab-
geschlossen. In der Tat, da endliche Vereinigungen abgeschlossener
Mengen abgeschlossen sind, muss man nur zeigen, dass Mengen der
Form {z} abgeschlossen sind. Dies folgt aber aus {zo} = () B:(z0)

e>0

und der Tatsache, dass beliebige Durchschnitte abgeschlossener Men-

gen wieder abgeschlossen sind.

ii) Es gibt metrische Rdume, in denen jede Teilmenge sowohl abgeschlos-
sen als auch offen ist. Hierzu sein M eine beliebige Menge und

1 :z#y

d: M x M —[0,00), d(z,y) :=
0 :xz=uy.

Essei A C M und zy € A. Fiir € = 1 gilt dann

Us(zg) = {z e M :d(z,z) <1}
= {I‘o} C A.

Eine Beschreibung des Abschlusses liefert

Satz 4.1.10 Es sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt
zo € A genau dann, wenn eine Folge (T,)nen in A existiert, so dass x, —

xo (n — 00).

Beweis. Es sei 2y € A. Dann existiert mit 4.1.7 vi)zun € Nein z, € A
mit z, € Ui (zg). Es folgt d(zy,20) < 2 — 0 (n — 0), also konvergiert
(Zn)nen geggn Zo-

Gilt andererseits z,, — z¢ (n — 00) mit z, € A, n € N, und ist £ > 0 belie-
big, so existiert ein N € N mit d(zy,x0) < ¢ fiir alle n > N. Insbesondere
gilt zn € Uz(zo) und damit U (z9) N A # 0.

Mit 4.1.7 vi) folgt zo € A. O
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Definition 4.1.11 Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Dann
heif}t

i) o € X Haufungspunkt von A, falls fiir alle e > 0 gilt, dass (Us(z0)\{zo})N
A#0.

ii) zp € A isolierter Punkt von A, falls ein € > 0 existiert, so dass {zp} =
Ue(zo) N A gilt.

Satz 4.1.12 Es sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt

i) g € A genau dann, wenn xo entweder Héiufungspunkt oder isolierter
Punkt von A ist.

ii) Die Menge der Hdufungspunkte von A ist abgeschlossen.

iii) Ist A= X, soist {xo} genau dann isolierter Punkt von X, wenn {zo}
offen ist.

Beweis. In den Ubungen. a

Beispiel 4.1.13 Es sei (2, )nen eine konvergente Folge in dem metrischen
Raum (Y,dy) (also zum Beispiel in (R, d|,|) mit Grenzwert xo, und es gelte
xy # xp fiir alle n € N. Ist X = {z, : n € N} U {xo}, dx(z,y) =
dy(x,y), x,y € X, so gilt fir A C X.

a) Ist g € A, so ist A offen in (X, dx) genau dann, wenn X\ A endlich.

B) Ist xo ¢ A, so ist A offen in (X, dx).
Beweis. In den Ubungen. a
Definition 4.1.14 Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) heifit
dicht, falls A = X gilt.

Beispiel 4.1.15 i) Q ist dicht in R (siehe 4.1.8).
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ii) Q+4Q ist dicht in C. Sei dazu zp = xg+iyo € C. Wahle x,, € Q,y, € Q
mit x, — xo und y, — yo. Es folgt x,, + iy, — xo + iyg = 20.

Satz 4.1.16 (Baire)
Es sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, und es sei O, C X offen

und dicht, n € N. Dann ist auch () Oy, dicht.
neN

Beweis. Es sei g € X und € > 0 beliebig. Wir konstruieren ein x* €

ﬂ O, N UE(:B()).
neN

Dann folgt mit 4.1.7 vi), dass g € (] Oy, und da xg beliebig, X = [ O,,.
neN neN
Es sei 0 < g9 < min{e,1}. Da O dicht ist, existiert (mit 4.1.7 vi)), ein

T € B%)(:II()) NO1. Wahle 0 < g1 < %0 mit Be, (z1) € O;p. Sind z1,...,2,
und €1, ..., &, gewéhlt, so existiert mit 4.1.7 vi) ein x,41 € B%n (zn)NOpi1,
da Opy1 = X D {z,}. Wihle 0 < g,41 < & mit Be,,, (Zn11) C Opy1.

Es gilt nun fiir m > n, dass

m—1 0o
g
d(Zm,rn) < Z d(zy, zy11) < Z ?V
v=n v=n
1
< épn- Z b =¢&n-
r=1

Wegen ¢, — 0 (n — 00) impliziert dies zunéchst, dass (x,,)nen eine Cauchy-
folge ist. Da (X, d) nach Voraussetzung vollstdndig ist, besitzt diese einen
Grenzwert x*.

Es folgt

d(x*, zp)

IN

d(x*, ) + d(zm, Tn)

< d(x*,xm) + en = e (M — 00),

also d(z*,x,) < &, fur alle n € Ny, insbesondere ist * € B;,(z0) C Us(x0)

und z* € Be, (zy,) C Oy, also z* € Us(x0) N () On. O
neN

Korollar 4.1.17 (Baire)
FEs sei (X, d) ein nichtleerer vollstindiger metrischer Raum, und es sei A,, C

X abgeschlossen, n € N. Gilt X = |J Ay, so existiert ein N € N mit
neN

XN#@.
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Beweis. Wir nehmen an, dass /fn = () fiir alle n € N.

Setze Oy, := X \A,. Dann ist O,, offen und wegen O,, = m = X\f(fn =X
auch dicht, n € N.

Mit 4.1.16 ist dann auch () O, dicht, und wegen X # () folgt hieraus, dass

neN
N On #0.
neN
Damit gilt |J A, = X\ () O, # X, im Widerspruch zur Voraussetzung.
neN neN
Also existiert ein N € N mit A4 N # 0. O

Definition 4.1.18 Es sei M eine Menge. M heifit abzdhlbar, falls M end-
lich oder eine Bijektion von 7 : N — M existiert.

Im zweiten Fall heifit M abzéhlbar unendlich.

Ist M nicht abzahlbar, so heifit M tiberabzéhlbar.

Satz 4.1.19 FEs sei M eine Menge. Dann sind dquivalent:
i) M ist abzihlbar.
ii) Es existiert eine Injektion ¢ : M — N.
iii) Es existiert eine Surjektion o : N — M.
Beweis. i) = ii), iii) ist trivial.
ii) = i): Es sei n; = min¢(M) und
ng = mino(M)\{n1,...,nxg—1}, k> 2.

Dann ist ¢ : M — {ny, : k € N} bijektiv. Setze 7(k) := 1" !(ns), k € N.
iii) = i): Es sei n; := 1 und

ng = minN\a_l({a(nl), co(ngo1)}), k> 2,

d.h. ny, ist die kleinste natiirliche Zahl n mit o(n) ¢ {o(n1),...,0(nk—1)}.
Dann ist o : {ny : k € N} — M bijektiv. Setze 7(k) := o(ng), k € N. 0

Satz 4.1.20 N x N ist abzdhlbar, und damit ist M x N abzdhlbar fir M, N

abzdhlbar.
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Beweis. Essei t : N x N —= N
t(m,n) = 2m" 4m,
¢ ist injektiv: Sei ¢(m,n) = (k, £), also
2N Lo = oM 4k,

Wir nehmen an, dass m +n > k + £ gilt. Dann folgt 25+ (2mFn=k=f _ 1) =
—_————
>1

k —m und daraus wiederum 2¢+¢ < k —m < k, Widerspruch.
Analog zeigt man, dass der Fall k+ ¢ > m + n nicht auftreten kann, also gilt
m+n =k + ¢, also dann auch m = k und schliefllich n = /. O

Man kann auch konkrete Abzéhlungen 7 : N — N x N angeben. Beispiels-

o Ly L2 LI (1L
Lo b Ve
(2, 1) (2, 2) (2, 3)
b b
(3,1) (3,2) (3,3)
/
(4,1)

Beispiel 4.1.21 7 ist abzdhlbar nach Beispiel 1.1.33 iii).

Mit 4.1.20 ist dann auch Z x N abzédhlbar, also existiert 7 : N — Z x N
bijektiv. Da o : Z x N — Q(n, m) — = surjektiv ist, ist auch Q abzéhlbar,
denn o o7 : N — Q ist surjektiv und 4.1.19 liefert die Behauptung.

Dieses Beispiel zeigt, dass 4.1.17 ohne die Voraussetzung der Vollstéindigkeit
falsch ist.

Satz 4.1.22 R ist iberabzdihlbar.

Beweis. Wir nehmen an, dass R abzdhlbar ist.
Dann existiert eine Bijektion 7 : N — R, und daher gilt mit A,, := {T(n)}, n e
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N, dass R = |J Ay. Nach 4.1.17 existiert ein N € N mit { 7(2) } = /fN £ 0
neN
im Widerspruch zu 4.1.8 i). 0

Es sei (X,dx) ein metrischer Raum und M C X eine Teilmenge. Mit der
eingeschrinkten Metrik dys : M x M — [0,00),dp(2,y) == dx(z,y), ist
(M, dpr) wieder ein metrischer Raum. Es gilt dann

Satz 4.1.23 Ist (X,dx) ein metrischer Raum und M C X, so folgt

i) AC M ist offen in (M,dy) genau dann, wenn es ein A C X, A offen
in (X,dx) gibt mit A= AN M.

i) A C M ist abgeschlossen in (M,dys) genau dann, wenn es ein A C
X, A abgeschlossen in (X,dx) gibt mit A=ANM

ii1) Ist (M, dpr) vollstindig, so ist M abgeschlossen in (X,dx).
Ist (X,dx) vollstindig und M abgeschlossen in (X, d), so ist (M,dyy)

vollstindig.

Beweis.

i) Essei A C M in M offen.
Wihle zu jedem x € A ein €, > 0 mit

Ug\f(llﬁ) ={yeM:dy(z,y) <e,} CA
und setze

A= U UX = U{y € X :dx(z,y) <eg}
z€A €A

Dann ist A offen in X, und es gilt

Anm=(Juvd@)nm=J UXnm) = |Jud@) = A,
z€EA TEA €A
Es sei A C X offen in X. Dann existiert zu x € AN M ein £ > 0 mit
UX(z) C A.
Es folgt UM (z) = UX(z)N"M c AN M.
Also ist AN M offen in M.

ii) folgt aus i) durch Komplementbildung.
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iii) Es sei (M,dy;) vollstindig und xg € M.

Nach 4.1.10 existiert eine Folge (2 )nen in M mit 2, — z¢. Insbeson-
dere ist (x,)nen eine Cauchyfolge in X und damit auch in M. Also
besitzt (x,)nen einen Grenzwert y in M. Da Grenzwerte von Folgen
eindeutig sind, gilt xo =y € M.

Es sei M abgeschlossen in (X, dx) und (zy), eine Cauchyfolge in M.
Dann ist (x,)nen auch eine Cauchyfolge in X, sie besitzt daher einen
Grenzwert xg. Mit 4.1.10 folgt z9 € M, d.h. =, — x¢ in (M, dy).

Satz 4.1.24 Es sei M C K" nicht leer und perfekt (d.h. M ist abgeschlos-
sen, und jeder Punkt von M ist Haufungspunkt). Dann ist M diberabzihlbar.

Beweis. Es sei dyy : M x M — [0,00), dpy(x,y) := |z — y|. Nach 4.1.23
ist dann (M, dyy) vollstandig. Ist zgp € M beliebig, so gilt {zo} = {xo} nach

4.1.91) und {/xo\}z 0, da x¢ kein isolierter Punkt von M ist, siehe 4.1.12 iii).
Derselbe Beweis wie in 4.1.22 zeigt, dass M iiberabzéahlbar ist. O

Beispiel 4.1.25 (Cantormenge)
Es sei Cp :=[0,1] und Cpyq := {%az tx € Cn}U{%-i-%SU tx € C’n},n € Np.
Wir setzen C := (| C),. Die Menge C' heifit Cantormenge.

neN

C,, besteht aus 2™ disjunkten abgeschlossenen Intervallen [ ,S,n), k=1,...,2™,

der Linge <, also ist C,, abgeschlossen und somit ist auch () C,, = C abge-

37 .
schlossen.
Weiter gilt Cp,41 C C,, wie man mit vollstindiger Induktion zeigt (Fall-
unterscheidung nétig!). Uberdies gilt sup I ,in) = sup Iézﬂ) und inf II(JZ) =

inf IQ(ZE), was zusammen mit Cp11 C Cp,n € Ny, schon inf I,gn) € C und

sup Ilin) € C fir alle n € Ny und k € {1,...,2"} impliziert. (Mit anderen
Worten: Die Intervallgrenzen der I lin) liegen in C.)

Insbesondere ist C' nicht leer. Ist z € C, so liegt x fiir alle n € N in genau
(n)

einem [ P
n

)

Es sei z, := supI,iZ) € C und y, = ian,iZ € C. Dann gilt y, < z < z,
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und |z, — yn| = 3%

Ist € > 0 beliebig, so withle n € N mit % < e. Dann gilt z,, y, € Us(z) und

wegen &, # y, auch

CNU()\{z} > {zn, yn}\{z} # 0.

Also ist x Haufungspunkt von C.
Insgesamt ist C' perfekt und nach 4.1.24 iiberabzéhlbar.
Es gilt ¢ = 0: Sei dazu x € C und € > 0 beliebig.

a) € U(z)NC = U(x)NC #0.

B) Es sei (IIE::))nGN wie oben. Wéhle n € N mit 3% <e.Da I,g:) die Lange

# hat, muss U-(z) N (R\C) D U.(z)\Cy, # 0 gelten.

Mit «), 8) ist « € 9C, es gilt also C' = dC und damit é’ = (.

4.2 Stetige Abbildungen

Definition 4.2.1 Esseien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rédume, und es sei
f: X — Y eine Abbildung. f heifit

i) stetig in xg € X, falls fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

dy (f(z), f(z0)) <e

fiir alle z € X mit dy(z,z0) < 0 gilt.

Kurzschreibweise:
v 3 v dy (f(z), f(z0)) <e.
e>0 6>0 zeX
dx (z,x0)<6

ii) f heifit stetig (auf X), falls f in allen zp € X stetig, ist, d.h.

v 3 v dy (f(]:), f(xo)) <e.
ro€EX reX
SSO 60>0 dx(:fmo)<6

iii) f heifit gleichméBig stetig (auf X), falls fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 exi-
stiert, so dass dy (f(:cl), f(xg)) < efiiralle 1,29 € X mit dx(z1,2z2) <
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0 gilt.

Kurzschreibweise:

Y 3 A dy (]0(3:'1)7 f(wg)) < E.

T1,T2€X
e>0 6>0 dx (21.12)<0

Ist A C X eine Teilmenge, so heifit f stetig (bzw. gleichméfig stetig)
auf A, falls f|a: A — Y stetig (bzw. gleichméBig) ist.

Bemerkung 4.2.2 Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume, ¢ € X und
A C X. Weiter sei f: X — Y eine Abbildung.

i) f ist stetig auf A C X genau dann, wenn

zo 3 gA dy (f(z), f(z0)) <e.
€ x
ToEA 5 > 0 dx(I,x0)<5

ii) f ist gleichmifig stetig auf A C X genau dann, wenn

v 3 v dy (f(z1), f(z2)) <e.
>0 §>0  "pm2ed

dx (z1,22)<d

iii) Ist f gleichméBig stetig auf A, so ist f stetig auf A; setze in der Defini-
tion der gleichméfigen Stetigkeit xo := x¢ und z; := z. Gleichméfige
Stetigkeit bedeutet, dass d nur von £ abhéngt, in der Definition der
Stetigkeit darf § von € und xy abhéngen.

iv) f ist stetig in ¢ € X genau dann, wenn

v 3 f(Us(xo)) C U:(f(x0)),
e>0 6>0

denn es gilt ja dx(z,20) < § & x € Us(zo) und dy (f(z), f(z0)) <
e & f(x) € Us(f(20))-

v) f ist stetig in xyp € X genau dann, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass
flu,(zo) stetig in zg ist.
Es sei dazu f|Ug(a:0) stetig und € > 0 beliebig. Dann existiert ein
d > 0, so dass fur alle z € Upy(zg) mit dx(x,x9) < § gilt, dass
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vi)

dy (£(2), f(a0)) < =

Setze 0 := min{0, p}. Dann gilt fur alle z € X mit dx(x,zp) < 0, dass
dy (F(2), f(w0)) < <.

Also ist f stetig an xg.

Mit anderen Worten: f ist stetig an xg genau dann, wenn es eine offene
Menge O C X gibt mit 2o € O, so dass f|o an xg stetig ist.

Ist (E, || - ||) ein normierter Raum, so sei wie iiblich dg := dj.| die von
||| induzierte Metrik (d.h. dg(x,y) = [[x—y||, z,y € E). Damit ist die
Stetigkeit von Abbildungen ausgehend von E oder von Abbildungen
in E erklért.

Beispiel 4.2.3 Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume.

i)

ii)

iii)

Ist yo € Y, so ist die Abbildung f : X — Y, f(z) := yo, gleichméBig
stetig.

Sie hierzu € > 0 beliebig. Wihle ¢ := 1 (oder irgendeine andere po-
sitive Zahl). Dann gilt fiir alle x1,29 € X mit dx(z1,22) < ¢, dass
dy (f(x1), f(x2)) = dy (yo,50) = 0 < e.

Also ist insbesondere fiir ag € K die Abbildung f : K — K, f(z) := ayo,
gleichméfig stetig.

idy : X — X, idx(x) = z, ist gleichméBig stetig. Sei hierzu ¢ > 0
beliebig. Wihle ¢ := e. Dann gilt fiir alle 21, 22 € X mit dx (21, 22) <
0, dass

dx(idx(lj),idx(lg)) = dx(.%'l,.%'g) <d=ce.
Also ist insbesondere f : K — K, f(z) = z, gleichmé&Big stetig.
Essei f:R =R, f(z) = 22
Ist I C R ein beschrianktes Intervall, so ist f gleichméfig stetig auf 1
(und mit 4.2.2 v) ist dann f stetig auf R).
Sie hierzu I ein beliebiges beschrinktes Intervall und € > 0 beliebig.

Wihle 0 := 5oy (> 0). Dann gilt fir alle 21,25 € I mit
|z1 — 2] < 9, dass

|f(x1) = f22)| = [af — 23] = |21 — o] |21 + 22
< 8(|m1| + |wo]) < 62sup {|z|:z €I} <e.

f ist aber nicht gleichméfBig stetig auf R.

Nehmen wir dies namlich an, so existiert zu ¢ := 1 ein § > 0 mit
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|23 — 23] < e =1 fiir alle 21,72 € R mit |21 — 23] < §. Es sei 21 :=
und xo = %4—% Dann gilt |21 — z2| < 6, aber ‘f(wl) — f(:nz)‘

|23 — 23| = |21 — 22|71 + 22| = %(% + g) > 1 =&, Widerspruch.

|| =

Es sei M eine Teilmenge des metrischen Raumes (X, d). Die charakte-

ristische Funktion

1 :zeM

xv X = R, xu(x) =
( {0 Lz e X\M

ist stetig an z¢p € X genau dann, wenn xo ¢ OM.
Es sei g ¢ OM, also g € X\OM :)?\]\\4 UM.

Es sei zunéchst z Em:: O. Da flo(z) = 0,z € O, ist f|o nach
4.2.3 i) stetig (insbesondere an xp), also ist mit 4.2.2 v) f stetig an xo.
Analog zeigt man, dass s stetig an g € ]\2

Es sei x9p € OM. Wir nehmen an, dass xjs stetig an xp sei. Dann

existiert zu € := 1 ein § > 0 mit
X () — xam(wo)| < e =1 fiir alle x € Us(w).

Da zg € OM, ist Us(xo) N M # 0 und Us(xo) N (X\M) # 0.

Wenn zop € M, so wihle x € Us(xo) N (X\M). Dann gilt ‘XM(QC) -
xm(zo)] = 10— 1] = 1 > &, und wenn z9 € X\M, so wihle z €
Us(wo) N M, dann gilt |xar(x) — xar(zo)| = [1 — 0] =1 > e. In beiden
Fallen erhalten wir einen Widerspruch.

Also kann xjs nicht stetig an x( sein.

Ist speziell I C R ein Intervall, so ist

1 :zxzel

x7:R—=R, xr(z) =
(@) {0 gl

stetig an z¢p € R genau dann, wenn xg ¢ 9I, d.h. xg ist keine Inter-

vallgrenze.

Satz 4.2.4 Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume sowie f : X —
Y eine Abbildung.

i) Ist xog € X, so ist [ stetig in xo genau dann, wenn fir alle Folgen

(Tn)nen in X mit z, — xo schon f(x,) — f(xo) gilt.
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ii)

iii)

f ist genau dann gleichmifig stetig, wenn fir alle Folgen (zy)nen und
(Yn)nen mit dx (xn,yn) — 0 schon dy(f(xn),f(yn)) — 0 gilt.

Ist f gleichmdflig stetig und ist (x,)nen eine Cauchyfolge in X, so ist
(f(a:n))neN eine Cauchyfolge in Y .

Beweis.

i)

ii)

iii)

Es sei f stetig in x¢ und z,, — xg. Es sei ¢ > 0 beliebig. Aufgrund der
Stetigkeit von f in z existiert ein 6 > 0 mit dy (f(z), f(z0)) < € fiir
alle x € X mit dx(z,z9) < 0. Da x,, — ¢, existiert zu £ := § ein N €
N mit dx (z,20) < € = 6 fiirallen > N. Es folgt dy (f(zn), f(z0)) <&
fir alle n > N.

Es gelte die angegebene Bedingung. Wir nehmen an, f sei nicht stetig
an xg. Dann existiert ein € > 0, so dass fiir alle § = %,n € N, ein
zn € X existiert mit dx (zn,z0) < & = L, aber dy (f(zn), f(z0)) >
gilt. Also konvergiert (x,)nen gegen xg, aber ( f (xn))n cn konvergiert
nicht gegen f(zg), Widerspruch.

Also ist f stetig an xg.
Dies beweist man analog zu 1i).

Es sei (2, )nen eine Cauchyfolge, und f sei gleichméBig stetig. Ist & > 0
beliebig, so existiert also ein § > 0 mit dy (f(z), f(y)) < ¢ fiir alle
z,y € X mit dy(z,y) < 0. Wir wihlen zu € := 6 ein N € N mit
dx (xp, Tym) <&€=20, n,m > N.Mit z := x,, y:= x,, folgt

dy (f(zn), f(zm)) < € fiir alle n,m > N.

Satz 4.2.5 Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume, und es sei f :
X — Y stetig. Dann ist graph(f) = {(z, f(z)) : 2 € X} in X x Y abge-
schlossen.

Beweis. Es sei (zg,y0) € graph(f). Dann existiert nach 4.1.10 eine Folge
(xn)nEN in X mit (-Tnv f(xn)) - (%,yo)a d.h. z,, = 29 in X und f(mn) — Y0
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in Y. Da f stetig an zg, folgt mit 4.2.4, dass f(z,) — f(x0). Da Grenzwerte
eindeutig sind, gilt yo = f(z0) und es folgt (z,yo) = (o, f(20)) € graph(f).
(]

Bemerkung/Beispiel
i) Die Umkehrung von 4.2.5 gilt nicht, ein Beispiel ist
1
— xz#0
fR=R, fz)=¢ = 7 :
0 :2=0

f hat abgeschlossenen Graphen, aber f ist unstetig an zg = 0.

.. . 1 :2=0
ii) Essei f:R =R, f(x)=
0 : sonst.
Nach 4.2.3 iv) ist f unstetig an zo = 0. Auch ist graph(f) nicht abge-

schlossen.

Satz 4.2.6 Es seien (X1,d1),(X2,d2), (X3,ds) metrische Riume und fi :
X1 — Xo sowie fo: Xo — X3 Abbildungen. Ist fi stetig in xg € X1 und ist
fa stetig in f1(x0), so ist foo f1 stetig in xg.

Beweis. Es sei (,)nen eine Folge in Xy mit x,, — z¢. Nach 4.2.4 i) folgt
fi(xzn) = fi(xo) und hieraus wieder mit 4.2.4 i): fo (f1 (Cﬂn)) — fo (f1($0)).
Da (2 )nen mit x,, — xo beliebig, folgt mit 4.2.4 1), dass fa o f1 stetig an xg
ist. O

Bemerkung 4.2.7 Ist in 4.2.6 zusétzlich f; gleichméfBig stetig auf X1 und
f2 gleichméBig stetig auf f(X71), so ist foo fi gleichméBig stetig auf X;. Dies
beweist man analog mit Hilfe von 4.2.4 ii) anstelle von 4.2.4 i).

Beispiel 4.2.8 Es sei (X,dx) = (Y,dy) = (K,d),).

m
i) Sind ag,...,am € Kund ist f : K - K, f(z) :== > a,z”, ein Poly-
v=0

nom, so ist f stetig. Es sei dazu zy € K beliebig.
Wenn (z,)nen eine Folge in K ist mit z,, — x¢, so folgt aus 2.1.9, dass

m m

f(xn) = Z a, Ty — Z a,Ty = f(l'()) gilt.
v=0 v=0

Mit 4.2.4 ist f stetig.
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k
ii) Sind ag,...,am,bo,...,bp € K, ist M := {z e K: Y bz # O},
v=0

TXn: ay,x?
und ist f : M — K, f(z) = =2 eine rationale Funktion, so ist
ST byav
v=0
f M — K stetig. Sei dazu xg € M beliebig. Ist (x,)nen eine Folge
5 ayay,
in M mit z,, — xo, so folgt wieder mit 2.1.9, dass f(z,) = > —
> by,
v=0
> avay
z=0 = f(xo) gilt. Mit 4.2.4 ist f stetig.
> buay
v=0

Insbesondere ist K=K, f(z)= %, stetig!

iii) Mit 3.1.9 iii) ist exp : C — C stetig.

iv) Mit obigen Beispielen und 4.2.6 erhalten wir eine Fiille stetiger Abbil-
dungen, z.B. sind

f:R—=R: f(z) :=exp(x?) oder
g:R—=R:g(x):=exp(—x),

stetig.

v) Die Abbildungen Re : C - R,z — Rez, und Im : C — R,z — Im 2,
sind stetig wegen 2.1.3 und 4.2.4.
(2.1.3: z,, = 20 = Re z, — Rezp und Im z,, — Im zp)

vi) Ist k € N, so ist die Abbildung /- : [0,00) — [0,00),z — ¥z, stetig.
Es sei dazu zg € [0,00) und (zp)nen eine Folge in [0, 00) mit =, —
xg. Nehmen wir an, dass ({f/ﬁ)n N nicht gegen {/z¢ konvergiert, so
folgt aus der Beschranktheit von (\k/ﬁ)neN (beachte: /x, < 1+
Zn, n € N) mit dem Satz von Bolzano-Weierstrafl die Existenz eines
y € [0,00)\ &g und einer Teilfolge (W)%N mit /T, =y ({ —
00).

Wegen y # {/xq gilt auch y* # g, also folgt mit i)

T, = (m)k — yk #xy (L — 00),

im Widerspruch zu x,, — xg.
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Satz 4.2.9 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann istd : X x X — [0, 00)
stetig.

Beweis. Es sei (29, y0) € X x X und ((:L’n, yn))neN eine Folge mit (z,, y,) —
(0, Yo). Dann gilt: [d(zn, yn)—d(z0, yo)| < |d(@n, Yn) —d(@n, yo)|+|d(zn, yo) —
d(z0,v0)| < d(Yn,y0) + d(xpn, z0) — 0 (n — 00). 0

Satz 4.2.10 Es sei (E,|| - ||) ein normierter Raum.
i) ||| : E— [0,00) ist stetig.
i) +: ExX E— E, (x,y) — x +y ist stetig.

i) - Kx E— E, (\z)— \x ist stetig.

Beweis.
i) Es sei 9 € E und (z,)nen eine Folge in E mit x,, — xg. Dann gilt

llzall = llzoll] < llzn — zoll =0 (n — o0).

ii), iii) folgen aus 2.1.10 i) und ii).

Bemerkung 4.2.11 In 4.2.9 sowie 4.2.10 i) und ii) kann man auch gleichmé&gi-
ge Stetigkeit nachweisen, hierzu muss man auf die € — §—Definition oder auf
4.2.4 ii) zuriickgreifen.

Ist E # {0}, so ist in 4.2.10 die Abbildung - : K x E — FE nicht gleichméBig
stetig.

Satz 4.2.12 Die Abbildungen
+: KxK—-K(z,y) = z+y,
2 Kx K=K, (z,y) — zy und
+:K><K*—>K,(az,y)»—>g

sind stetig.
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Beweis. Fiir die ersten beiden Abbildungen setze F := K in 4.2.9, die Ste-
tigkeit der dritten Abbildung folgt aus 2.1.9 iii). O

Satz 4.2.13 Es seien (X,d) und (Y1,d1),...,(Ym,dn) metrische Riume
und f, : X =Y, Abbildungen. Fiir xo € X sind dquivalent:

i) fu: X =Y, ist stetig in xg, 1 <v < m.

i) f = (fryees fn) £ X 1 f[lyy, (@) = (fi(@), ., finla)) st stetig
m xg. -

Beweis. i) = ii): Essei 29 € X. Ist (x,)nen eine Folge in X mit x,, — xg
und sind alle f, an ¢ stetig (1 < v < n), so gilt f,(x,) = fu(x0),1 <v <m,
also mit 2.1.12 ii) f(z,) — f(=zo).

ii) = i): Esselz, = xo und f an xg stetig. Dann gilt f(x,) — f(zo), also
mit 2.1.12 ii) f,(z,) — fu(z0),1 <v < m. O

Bemerkung 4.2.14 Auch in 4.2.13 kann man “stetig in z¢” durch “gleichmé&fig
stetig” ersetzen.

Korollar 4.2.15 Fs sei (X, dx) ein metrischer Raum.

i) Ist (Y,dy) ein metrischer Raum und sind f,g: X — Y stetig in xq,
so ist auch F : X — [0,00), F(z) :=dx(f(z),g(x)), stetig in xo.
Insbesondere ist fir zo € X fest, der Abstand zu zp, d : X —
[0,00), dy(z):=d(x,z0), stetig.

ii) Ist (E,||-1|) ein normierter Raum, so gilt:

a) Ist f: X — E stetig in xo, so ist auch F: X — [0,00), F(z):=
\F@), stetig in zo.

B) Sind f,g: X — E stetig in xg, so ist auch f +¢g: X — E, = +—
f(x) 4+ g(x), stetig in .

v) Sind g: X - Kund f: X — E stetig in xg, so ist auch g- f :
X = E, x> g(x)f(x), stetig in xg.
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iii) Sind f: X — K und g : X — K stetig in zg, so sind auch folgende
Abbildungen stetig in xg:

lf[: X = K, z—[f(z)]
f+g9g: X =K z— f(x)+g(x)
g-f: X =K, v f(r)g(z)

und gilt zusdtzlich noch g(X) C K* (d.h. g hat keine Nullstelle), so ist

auch
i X =K z— M,
g g9(z)

stetig 1n xg.

Beweis.

i) GemiB 4.2.13 ist (f,g) : X — Y X Y stetig in o, und gemif 4.2.9
ist dy : Y xY — [0, 00) stetig. Also ist mit 4.2.6 auch die Verkettung
F =do(f,g) in xg stetig.

ii) «) Wegen4.2.101) ist ||| stetig. Mit 4.2.6 folgt, dass dann F' = ||-||o f
stetig in xzq ist.
B) Gemif 4.2.13 ist (f,g) : X — E x E stetig in zp, und gem#s
4.2.10 ii) ist + : E x E — E stetig. Also ist mit 4.2.6 auch die
Verkettung f + g = + o (f, g) stetig in xg.

v) und iii) beweist man analog unter Verwendung von 4.2.10 iii)
bzw. 4.2.12 anstelle von 4.2.10 ii).

a

Bemerkung 4.2.16 In 4.2.15 i) sowie ii) a), ) kann man “stetig (in x¢)”
durch “gleichméfig stetig” ersetzen. Dies folgt aus 4.2.7, 4.2.11 und 4.2.14.
Also, im Falle f,g gleichméBig stetig, sind auch in 4.2.15 iii) die Abbildun-
gen |f]: X - Kund f+ g: X — K gleichméBig stetig.

Analoge Aussagen gelten nicht bei g - f und 5.

Beispiele:

i) X =R, g=f=idg.
Dann ist g- f(x) = 22, und g- f ist nicht gleichm:Big stetig nach 4.2.3

iii).
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i) X = (0,00), g = (g0, /: (0,00) = R, f(a)=1.
1

Dann ist § x) = > 5 ist ebenfalls nicht gleichméfig stetig: Sei x,, =
1 _ 1
E7yn — n+1-
Dann gilt |z, — yn| = ‘%_‘n}rl S%—i_n}kl 0,
(n — 00)
aber |£(e) — L) = |+ - 2| =10
n n+1

Korollar 4.2.17 Es sei (X, d) ein metrischer Raum und (E, || - ||) ein nor-
mierter Raum. Dann ist C(X,E) := {f : X — E : f stetig} ein Untervek-
torraum von EX. Insbesondere ist C(X) := C(X,K) ein Vektorraum.

Beweis. Es seien f,g € C(X, E).

Mit 4.2.14 B) ist f + g € C(X, E).

Ist f € C(X,E),A € K, soist mit g(x) := Anach 4.2.14 ) auch A\f = g-f €
C(X,E). O

Korollar 4.2.18 FEs sei (X, d) ein metrischer Raum und (E, || - ||) ein nor-
mierter Raum. Dann ist

CB(X,E):={f:X — E: f stetig und beschrinkt}

ein Untervektorraum des normierten Raumes B(X, E).
Insbesondere ist CB(X) := CB(X,K) ein normierter Raum.

Beweis. Es gilt CB(X,FE) =C(X,E) N B(X, E).
Man beachte, dass der Schnitt von Untervektorrdumen wieder ein Vektor-
raum ist. O

Ein wichtiges Kriterium fiir die Stetigkeit ist

Satz 4.2.19 Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume und f : X — Y
eine Abbildung.

Dann sind dquivalent:

i) f ist stetig.
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ii) f~1(O) ist offen fiir alle O C'Y offen.

iii) f~Y(A) ist abgeschlossen fiir alle A C'Y abgeschlossen.

Beweis. i) = ii): Es sei O C Y offen und z¢ € f~1(0) (d.h. f(x9) € O).
Wihle € > 0 mit Ue(f(xo)) C O. Da f stetig in xg, existiert 6 > 0 mit
f(Us(x0)) C Us(f(x0)) C O, also Us(zo) C f~H(O).

ii) = i): Es sei 29 € X beliebig. Ist & > 0 beliebig, so ist nach ii) f~! (U-(f(z0)))
offen in X, damit existiert ein § > 0 mit Us(zo) C f~(U(f(w0))), also gilt

f(Us(z0)) C Ue(f(w0))-
ii) < iii) folgt aus X\ f~1(M) = f~Y(Y\M) fiir alle M C Y. O

Beispiel 4.2.20 Obigen Satz kann man dazu verwenden, um Offenheit bzw.
Abgeschlossenheit von Teilmengen metrischer Rdume nachzuweisen:

i) a) {z€C:Imz > 0} ist offen.
B) {z € C:Imz > 1} ist abgeschlossen.

Zua): Essei f:C—R, f(z) =Imz.
Dann ist f nach 4.2.8 v) stetig, und mit obigem Satz ist

{zeC:Imz>0}={2€C: f(2) € (0,00)} = f1((0,00))

offen als Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung.

Zu B3): Verwende [1, 00) anstelle von (0, 00).

ii) {(.’El,IEQ,Ig) eR3:x1,20 >0, ‘($1,$2,$3)‘ < 1} ist offen. Es sei

Dann sind f1, fa, f3 stetig, mit obigem Satz sind dann O; = ffl ((O, oo)) , 09 =
£51((0,00)) und O3 = f5 ' ((—o0, 1)) offen, also ist auch der endliche
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Schritt O1 N O2 N O3 offen. Wegen

{z €R*: 21 >0und 25 >0 und |z| < 1}
= {zeRP:z>0nN{zeR: 2 >0lNn{zeR3: |z| <1}
= {zeR’: fi(z) € (0,00)} N {z € R*: fo(z) € (0,00)}
N{z €eR®: f3(x) € (o0, 1)}

= 01N02N03

folgt die Behauptung.

Korollar 4.2.21 Es seien (X, dx), (Y,dy) metrische Riume und f : X —
Y bijektiv. Sind f und f~1 stetig, so gilt

i) f(O) ist offen genau dann, wenn O offen ist.

ii) f(A) ist abgeschlossen genau dann, wenn A abgeschlossen ist.

Beispiel 4.2.22 Es sei (E, |- ||) ein normierter Raum, zp € F und X\ € K*.
Ist O C E offen, so sind AO := {A\z:z € O} und 29+ O = {xo+z : z € O}
offen.

Analoges gilt fiir “abgeschlossen” anstelle von “offen”.

Dies folgt aus obigem Korollar, da die Abbildungen M) : £ — E, = — Az,
und Ty, : B — E, x — x + z¢ stetig sowie bijektiv sind und ihre Inversen

vom selben Typ, also auch stetig, sind.

Definition 4.2.23 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, M C X eine Teil-
menge. Eine Abbildung ¢ : M — X heifit Kontraktion, falls ein v < 1

existiert, so dass
d(p(@),0(y)) < vd(z,y)

fur alle z,y € M gilt.

Bemerkung 4.2.24 FEine Kontraktion ist gleichmiBig stetig (wihle § := ¢)
und daher stetig.
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Satz 4.2.25 (Banachscher Fixpunktsatz)

Es sei (X,d) ein nichtleerer vollstindiger metrischer Raum und ¢ : X — X
eine Kontraktion.

Dann existiert genau ein x* € X mit p(x*) = a*. (Fin solches x* heifit
Fizpunkt von ¢.)

Beweis. Es sei v < 1 mit d(¢(z), p(y)) < vd(z,y), z,y € X.
Wir wihlen zp € X und setzen rekursiv z,, := ¢(z,—1), n € N. Wir zeigen
zunéchst, dass (z,)nen eine Cauchyfolge ist. Aus

d(karlu xk) = d(()o(xk)7 ¢(xk,1))

< ’Yd(xknxk—l)
erhalten wir per Induktion
d($n+1axn) < ’Ynd(xhxo)a nc NO'

Ist nun m > n, so folgt

m—1 m—1
d(@my ) <D d(wpar,zp) <Y YRd(a, z0)
k=n k=n
< d(xy,x0) - kz_:'yk =d(x1,x0) - T

Dies zeigt, dass (zy,)nen eine Cauchyfolge ist, welche aufgrund der Vollstandig-
keit von (X, d) gegen ein z* € X konvergiert. Es folgt

o = Jim oo = i s =l ) = o),
da jede Kontraktion stetig ist. Damit existiert * € X mit ¢(z*) = z*.
Es sei nun y € X mit ¢(y) = y. Dann gilt

d(z*,y) = d(p(z"), e(y)) < ~vd(z*,y),

also ist d(z*,y) = 0 und somit z* = y.
Insgesamt folgt, dass genau ein z* € X mit p(z*) = =* existiert. O
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Bemerkung 4.2.26 Es ergibt sich aus dem Beweis folgende Fehlerabschétzung:

n

* . v
= < e
d(.’L‘ 7xn) 1 W%E)I(l)od(xmaxn) — d(:L‘la:EO)l —

d stetig

Satz 4.2.27 FEs sei U eine offene Teilmenge des wvollstindigen normierten
Raumes (E,|| - ||), und es sei ¢ : U — E eine Kontraktion. Ist f : U —
E, f(z):=x+ ¢(x), so gilt

i) f ist injektiv.
ii) f(U) ist offen.
ii) f71: f(U) — U ist stetig.

Beweis. Es sei v < 1 mit ||¢(x1) — ¢(z2)| < vllx1 — 22|, 21,22 € U.

i) Sind z1, 22 € U mit f(z1) = f(x2), so gilt

|21 — z2|| = [|¢(71) — (22 || < Y21 — 22|
und damit 1 = x9.

ii) Es sei zg € U beliebig. Wir zeigen, dass f(zo) innerer Punkt von f(U)
ist, d.h. wir konstruieren ¢ > 0 mit f(U) D B,(f(zo)). Dazu sei r > 0
mit By (z9) C U. Es sei g := (1 —)r. Ist y € By(f(z0)), so setzen wir
¢ :B.(0) > E, o(z) =y — (z0+ ¢(z + z0)).

Es gilt fur alle ||z|| < r:

le@)I = lly = (20 + ¢z + z0)) |

ly = f(@o) | + 1 (w0) — (w0 + d(x + o))l

IN

< o+ |l¢(xo) — ¢z + z0) ||
< o+ 7||mo — (z + z0)||
< (I=A)r+gr=r

Also gilt ¢(B,(0)) C Br(0).
Weiter gilt fiir 21,29 € B,-(0)

lo(z1) — ()|l = [|¢(z2 + z0) — d(z1 + 20) || < l|lz1 — T2]l.
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Also ist ¢ : B,(0) — B,(0) eine Kontraktion und nach dem Ba-
nachscher Fixpunktsatz existiert z € B,(0) mit ¢(z) = z. Dann ist
z 4z € By(z9) C U, und es gilt

f(z4+mz) = z4+z0+ (24 20) = @(2) + 20 + O(2 + x0)

= y— (z0+¢(z+30)) + x0 + ¢(z + x0) = ¥.

iii) Esseixzy € U beliebig. Im Beweis von ii) haben wir gezeigt: Fiir alle r >
0 (mit B,(z0) C U) existiert ein ¢ > 0 mit f(B,(z0)) D B,(f(z0)).
Da f injektiv ist, ist dies dquivalent zu:

Fiir alle r > 0 existiert ein ¢ > 0 mit f~!(B,(f(z0))) C By(xo). Mit
anderen Worten: f~! ist stetig an f(xo).

Beispiel 4.2.28 i) Da exp : R — (0,00) stetig in 0 ist und exp(0) = 1
gilt, existiert ein e > 0 mit exp(e)—1 < . Essei U := {z € C: |z < &}
und ¢ : U — C, ¢(z) = exp(z) — 2. Sind z,w € U, so gilt nach A. 5.1

[6(2) = p(w)| _ |exp(z) —exp(w)
|z — wl z—w
o0
1 1
-[S h e
vliz—w
v=2
-1
_ iiy kau—k 1
- v!
v=2 k=0
fe'e) 1 v—1 o] 1 1
SZ;Z&“V_l:Z;&V:eXp(E)—IS 3
v=2 " k=0 v=1 "

Somit ist ¢ : U — C eine Kontraktion. Wegen exp(z) = z + ¢(z) folgt
mit 4.2.27, dass exp(U) eine offene Menge mit 1 € exp(U) ist.

ii) Es sei (E,| -||) ein vollstindiger normierter Raum (z.B. (E,|| - ||) =
(K™, |-1)), und es sei A : E — E eine lineare Abbildung auf F, so dass

ein v < 1 existiert mit

[A@)]| < vllz]l, = € E.
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Dann gilt ||A(z) — A(w)|| = ||A(z — w)|| < 7|z —w|, z,w € E, also
ist A eine Kontraktion.

Damit ist nach 4.2.25 S := id — A injektiv, S(E) ist offen in E und
S~ : S(E) — E ist stetig. Da S(E) ein Untervektorraum von E
ist, ist 0 € S(F), und es existiert (da S(E) offen) ein ¢ > 0 mit
U.(0)={z € E:|z| <e} C S(E).

Sei y € E'\ {0} beliebig. Dann ist 57y € U(0) C S(E), und damit
ist auch y = 24! (557y) € S(E) (da S(E) Untervektorraum).

e \2[yll
Es folgt: S ist auch surjektiv. Damit ist S ein Vektorraumisomorphis-

mus.

Man beachte: Wir benutzten keine Dimensionsformel!

4.3 Zusammenhang und Konvexitit
Definition 4.3.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

i) Sind U,V C X zwei offene Teilmengen von X mit U NV = ) und
UUV = X, so heiBit {U, V'} offene Zerlegung von X.

ii) (X,d) heifit zusammenhngend, falls fiir jede offene Zerlegung {U, V'}
von X schon X = U oder X =V gilt. Mit anderen Worten: { X, (}} ist

die einzige offene Zerlegung von X.

iii) M C X heifit zusammenhéngend, falls (M, dys) (mit dps(z,y) = d(z,y))

zusammenhéngend ist.

Satz 4.3.2 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann sind dquivalent:
i) X ist zusammenhdngend.
ii) Ist ) # A C X offen und abgeschlossen, dann gilt A = X.

iii) 0 und X sind die einzigen Teilmengen von X, die offen und abge-
schlossen sind.

Ist M C X, so ist M genau dann zusammenhdngend, wenn fir alle U,V C
X offen in X mit UNV NM =0 und M C UUV schon M C U oder
M CV folgt.
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Beweis. i) = ii): Sei A # ) offen und abgeschlossen. Setze U := A,V :=
X\A. Dann gilt mit i) X = U oder X = V. Wegen A # () ist V # X, also
gilt X =U = A.

ii) = i): Ohne Einschrinkung sei X # (). Wegen U UV = X # () ist dann
ohne Einschrinkung U # (). Ansonsten vertausche U und V. Setze A :=U.
Dann ist X\ A =V offen, also A abgeschlossen. Damit gilt A = X nach ii),
also X =U.

ii) = iii) ist nur eine Umformulierung.

Der zweite Teil des Satzes ist eine Umformulierung der Definition unter
Beachtung, dass mit 4.1.22 eine Menge S C M genau dann offen in M ist,
wenn ein U C X offen in X existiert mit S = U N M. |

Beispiel 4.3.3 Es sei (X,d) = (R, d|).

i) M :=[-2,—1]U[1, 2] ist nicht zusammenhingend. Wihle U := (—00,0),
V= (0,00).

ii) M := Q ist nicht zusammenhingend. Wihle U := {z € R: z < v/2},
Vi={reR:z>2}.

Satz 4.3.4 Es sei (X,d) ein metrischer Raum und A, B C X zusammenhingend
mit AN B # 0. Dann ist auch AU B zusammenhdingend.

Beweis. Es sei {U, V'} eine offene Zerlegung von AUB. Dann ist {UNA, VN
A} offene Zerlegung von A, also gilt A=UNA oder A=V NA.

Ohne Einschrénkung sei A = U N A. Da auch {U N B,V N B} eine offene
Zerlegung von Bist und UNBDUNANB=ANB # ), gilt UNB = B.
Insgesamt folgt UN (AUB) =AUB, also U = AU B. O

Satz 4.3.5 FEine Menge X C R ist genau dann zusammenhdngend, wenn

X ein Intervall ist.
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Beweis. 1. Es sei I = X ein Intervall. Angenommen, es existiert eine offene
Zerlegung {U,V'} von I mit U # () # V. Wéhle u € U und v € V, ohne
Einschrankung sei u < v, sonst vertausche U und V. Da I ein Intervall ist,
gilt [u,v] C 1.

Es sei S := U Nu,v]. Da U = I\V abgeschlossen in I, ist S abgeschlossen
in [u,v], also auch in R.

Da S auch beschriankt ist, gilt mit A 13.1, dass s := sup S € 5, s ist al-
so das grofite Element von U N [u,v], damit ist s < v wegen v ¢ U und
(s,v] € V N [u,v]. Auf der anderen Seite existiert aufgrund der Offenheit
von U ein v —s>¢>0,s0dass (s—¢,s+¢) CU. Damitist s+5 € UNV,
Widerspruch. Also ist I zusammenhéngend.

2. Es sei X kein Intervall. Dann existieren u,v € X und s € R\X mit

s € [u,vl.
Setze U := X N(—00,5s), V := SN(s,00), sind offen, UUV = X, UNV = 0,
aber U # () # V. Also ist X nicht zusammenhéngend. O

Satz 4.3.6 FEs seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riaume. Ist f : X —Y
eine stetige Abbildung und ist M C X zusammenhdingend, so ist f(M) zu-
sammenhdngend.

Mit anderen Worten: Bilder zusammenhdngender Mengen unter stetigen Ab-

bildungen sind zusammenhdngend.

Beweis. f|y : (M,dy) — (f(M),dpp) ist stetig. Ist nun 0 # A C f(M)
offen und abgeschlossen, so ist f|;}(4) C M offen, abgeschlossen und nicht
leer, also gilt mit 4.3.2, dass (f|y) "1 (A) = M, also f(M) = fly(M) =
Flm (flaf (A)) C A. Mit 4.3.2 folgt die Behauptung. O

Korollar 4.3.7 (Zwischenwertsatz)

Es sei (X,d) ein metrischer Raum, M C X zusammenhdngend und f :
X — R stetig. Dann ist f(M) ein Intervall, d.h. fir alle a,b € M mit
fla) <y < f(b) existiert ein x € M mit f(x) =y.

Beweis. 4.3.5 und 4.3.6. O
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Korollar 4.3.8 Ist f : I — R eine stetige Funktion auf dem Intervall I C
R, so ist f(I) ein Intervall.

Beweis. 4.3.7 und 4.3.5. O

Definition 4.3.9 Es sei M C R und f : M — R eine Abbildung. Dann
heifit f

i) monoton (streng monoton) wachsend, falls f(z1) < f(z2) (bzw. f(z1) <
f(z2)) fur alle x1,x9 € M mit 21 < x4 gilt.

ii) monoton (streng monoton) fallend, falls f(z1) > f(z2) (bzw. f(z1) >
f(z2)) fir alle 1,29 € M mit z1 < x2 gilt.

iii) monoton (streng monoton), falls f monoton (streng monoton) wach-

send oder fallend ist.

Bemerkung 4.3.10 i) Streng monotone Funktionen sind injektiv, und
die Inverse ist wieder streng monoton vom selben Typ.

ii) Genau dann ist f monoton (streng monoton) wachsend, wenn — f mo-

noton (streng monoton) fallend ist.

Satz 4.3.11 Es sei [ C R ein Intervall, f : I — R streng monoton (wach-
send oder fallend) und stetig. Dann ist J := f(I) ein Intervall, und f=! :
J — I ist stetig.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei f streng monoton wachsend. Es bleibt zu
zeigen, dass f~! stetig ist.

Sei dazu f(z¢) € J beliebig. Nehmen wir an, dass f~! an f(z¢) unste-
tig ist, so existiert eine Folge (zp)nen in I und € > 0 mit f(z,) — f(zo)
aber |z, — o] = [f~'(f(zn)) — f~'(f(20))| = £. Ohne Einschréinkung sei
N :={n € N:z, < o} unendlich. Da I ein Intervall ist, gilt [z1,z¢] C I,
und daher ist y := sup x, € I. Es folgt y < 2o — € und damit liefert die

neN
strenge Monotonie f(z9) > f(y) > f(zy) fiir alle n € N. Somit ergibt sich
F(0) > sup f(zn) > lim f(w) = f(z0), Widerspruch. 0
neN nenN
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Definition 4.3.12 Eine Teilmenge A eines Vektorraumes F heifit konvex,
falls fiir alle z1,29 € A und A € [0, 1] gilt, dass auch Azx; + (1 — )z € A.

Bemerkung 4.3.13 i) Setzt man fiir 1,29 € E
[21, 22] := {Az1 4+ (1 — N)zz : X € [0,1]},
so ist A konvex genau dann, wenn [x1,x9] C A fiir alle z1, 29 € A.

ii) Eine Teilmenge X von R ist genau dann konvex, wenn sie ein Intervall

ist.

Satz 4.3.14 FEine konvexe Teilmenge eines normierten Raumes ist zusam-

menhdngend.

Beweis. Wir nehmen an, A sei nicht zusammenh#ngend. Dann existiert eine
offene Zerlegung {U,V} von A mit U # () # V. Es seien 1 € U, 29 € V und

f:00,1] = A, x— Az + (1 — N)xo.

Dann ist f stetig, und daher ist {f‘l(U),f_l(V)} eine offene Zerlegung
von [0,1]. Wegen 0 € f~1(V)und 1 € f~HU) gilt f~HU) # 0 # f~4(V) im
Widerspruch zur Tatsache, dass [0, 1] zusammenhéngend ist. 0

Beispiel/Bemerkung 4.3.15 i) Es sei £ ein normierter Raum.
Dann ist E und seine Untervektorrdume konvex. Weiter sind fiir alle
r >0 und zy € E die Kugeln B,(z¢) und U,(z() konvex.
Sei dazu z,y € By(zo), d.h. ||z — zo], ||y — xo|| < 7. Dann gilt fir
A€ [0,1]:

|(Az + (1 = N)y) — zo| = || A(z — 20) + (1 = A)(y — z0) ||
< Mo =zl + (L =My —yol <,

also ist Az + (1 — \)y € B, (o).
Im Falle U, (z¢) verfihrt man analog.
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ii) Die Menge K™\{0} ist nicht konvex, aber zusammenhéngend im Falle
K = C oder n > 2. Wir zeigen dies am Beispiel C* = C\{0}. Dann

seien
A :={z€C:Imz > 0}, Ay :={z:Rez> 0}
As:={z:Imz < 0}, Ay :={z:Rez < 0}.

Dann sind alle A, konvex, 1 < v < 4.

Hierzu seien z = x + 1y, w =u+ v € Ay, d.h. y,v > 0. Ist A € [0,1],
so gilt Ay + (1 — A)v > 0, also Im(Az + (1 — A\)w) > 0.

Analog zeigt man die Konvexitidt der anderen Mengen. Insbesondere
sind die A,,1 < v < 4, zusammenhiingend. Wegen Ay N Ay # () ist mit
4.3.4 auch Ay U Ay zusammenhéngend.

Wegen (A; U Ay) N Ag # ) ist wieder mit 4.3.4 A; U Ay U Az zusam-
menhéingend. Wegen (A; U As U A3) N Ay # () ist schlieBlich auch

C* = A U Ay U A3 U Ay zusammenhéingend.

iii) Aus dem Beweis von Satz 4.2.14 ersieht man, dass eine Menge A in
einem metrischen Raum X zusammenhiingend ist, falls folgendes gilt:
Fiir je zwei Punkte x,y € A gibt es eine stetige Funktion 7 : [0,1] — A
mit 7(0) = z und (1) = y. (Man sagt in diesem Fall auch: A ist
bogenzusammenhéingend). Mit diesem Kriterium kann man auch die
Menge K" \ {0} als zusammenhéngend nachweisen.

Definition 4.3.16 Eine Abbildung f : A — R auf einer konvexen Menge
A heifit

i) konvex, falls f(Az1 + (1 — N)aa) < Af(z1) + (1 — X)f(z2) fiir alle
z1,22 € A und alle A € [0, 1] gilt.

ii) konkav, falls Af(z1) + (1 — A)f(z2) < f(Az1 + (1 — N)a2) fiir alle
r1,72 € A und alle X € [0,1] gilt.

Bemerkung 4.3.17 i) Ist I C R ein Intervall, dann ist f : I — R genau
dann konvex, wenn fiir alle 21,22 € I mit x; < 2 und alle A € [0, 1]
gilt, dass f(Az1 + (1 — N)za) < Af(z1) + (1 = N) f(z2).

Denn sind y; > y2 und p € [0,1], so gilt mit =1 := yo und zy :=
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Yy, Ai=1—p
flpyr + (L= py2) = fFAzr + (1 = Nag) <
Af(1) + (1= N f(w2) = pf(y1) + (1 = p) f(y2)-
Eine analoge Bemerkung gilt fiir konkave Funktionen.

ii) f ist konvex genau dann, wenn — f konkav ist.

Satz 4.3.18 Ist I C R ein Intervall und ist f : I — R stetig und streng

monoton wachsend, so ist f genau dann konvex, wenn f~' konkav ist.

Beweis. Es gilt mit f(x,) = y,, v = 1,2, dass
FOz 4 (1= Naz) < Af(21) + (1= N) f(22)
< fOTN )+ Q=N ) <A+ (1= Ny

S M 7Hy) + Q=N ) < O+ (1= Nya).

Beispiel 4.3.19 i) Die Funktion f: R — R, f(z) = 22, ist konvex. Es
seien dazu x1,z2 € R sowie A € [0,1]. Dann gilt

Af(@1) + (1= A)f(22) — f(Aer + (1 — M)
= Az? + (1= N3 — 2222 — 2\(1 — N)z2g — (1 — \)222

=M1 —=N)(2? — 22122 + 23) > 0.

ii) Mit i) und 4.3.18 ist /- : [0,00) — [0,00), = — /x, konkav.

iii) Ist E ein reeller Vektorraum (z.B. E = R") und ist f : E — R linear, so
ist f konvex und konkav, da f(Az1+(1—=X)z2) = Af(x1)+(1—A) f(z2).
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Kapitel 5

Elementare Funktionen 11

5.1 Der Logarithmus

Satz/Definition 5.1.1 Die Exponentialfunktion exp : R — (0, 00) ist bi-
jektiv. Thre Umkehrabbildung log := exp~! : (0,00) — R heifit (natiirlicher)
Logarithmus. log ist stetig.

Beweis. Wir haben in 3.1.6 und 3.1.9 gezeigt, dass exp : R — (0, 00) streng
monoton wachsend und stetig ist. Also ist mit 4.3.11 exp(R) ein Intervall
und log : exp(R) — R stetig. Es bleibt zu zeigen, dass exp(R) = (0, 00)
gilt. Dazu sei yp € (0,00) beliebig. Wegen exp(n) — +oo(n — oo) und
exp(—n) — 0(n — oo) existiert ein n € N mit yo € [exp(—n),exp(n)]. Da
exp(R) ein Intervall ist, gilt yo € exp(R). 0

Bemerkung 5.1.2 Fiir £ > 0 und y € R gilt also y = logzx < €Y =
exply) = =.

Satz 5.1.3 Es seien x,x1,x2 > 0 und n € Z. Dann gilt
i) log(w172) = log 1 + log w2,

ii) log(xz™) = nlogx, also ist insbesondere log (%) = —logx.

Beweis.

163
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i) Nach 3.1.4 gilt
exp(logzy +logze) = exp(logzy)exp(logxs) = x129
= exp (log(xlmg)),
also folgt
log(z1) + log(z2) = log (exp(logzy + log z2))
= logexplog(z1z2) = log x1x9.
ii) Nach 3.1.4 und 3.1.6 gilt
2" = exp (log(z))" = exp(nlogz),
also folgt

logz" = logexp(nlogz)=nlogx.

5.2 Allgemeine Potenzen

Definition 5.2.1 Fiir a > 0 und z € C sei

a® = exp(zloga),
0°=0, z#0, und
00 =1.

Man beachte, dass dies in Konsistenz mit fritheren Definitionen steht!

Satz 5.2.2 (allgemeine Potenzgesetze)
FEs seien a,a1,a0 > 0 und z, 21,20 € C. Dann gilt

i) a**a® = a2 und im Falle 21 € R auch (a*')*2 = a***2,

it) aiaj = (a1a2)®.
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Beweis. Wir verwenden 3.1.4 und 5.1.3

i) a®a® = exp(ziloga)-exp(zzloga)

= exp ((z1 + 22)loga) = a™ =

(@®)*?2 = exp (Zzlog(azl))

= exp (22log(exp(z1 loga)))

= exp(zez1loga) = a**?

i) afd} = exp(zlogai) - exp(zlogas)
= exp (z(loga; +logas))

= exp(zlogaiaz) = (a1a2)*.

Korollar 5.2.3 Ista >0 und k € N, so ist /a = ak.

Beweis. (%)k =a= (a%)k, und da die Gleichung 2* = a nur eine positive
Losung hat, muss {/a = a* gelten. 0

(o]
Satz 5.2.4 Es sei a € R. Die Reihe ) n% konvergiert genau dann, wenn
n=1

a>1.

Beweis. Ist a = 1, so ist die vorgelegte Reihe gerade die harmonische und
deren Divergenz folgt zum Beispiel mit dem Cauchyschen Verdichtungssatz.
Ist @ < 1, so folgt n% > % und die Divergenz folgt aus dem Fall &« = 1 und
dem Majorantenkriterium.
Es sei also a0 > 1. WéhlekeNmit%<5::a—1.
Dann gilt

n® = nlte ZnH% —n-nk=n- n,

also 0 < n% < - ,1% Die Konvergenz folgt dann aus dem Majorantenkriteri-

um und 2.2.20. O
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5.3 Anwendung: Hoéldersche Ungleichung

Satz 5.3.1 exp : R — (0,00) ist konver und log : (0,00) — R ist konkav.

Beweis. Es sei 0 < A < 1, 21,22 € R. Ohne Einschrinkung sei x1 > o,
ansonsten vertausche z; und x2 und verwende (1 — \) anstelle von \. Fiir

alle v € Ny gilt dann
()\(.%1 - .7}2))1/ S )\($1 — .1‘2)”.

Hieraus folgt
exp()\(:cl—xz —1+Z A(xy — x2) )V

§1+)\-Z%(m1—$2) A)+ A Z 'xl—xg
= Aexp(x; —x2) + (1 — ).
Die Multiplikation mit exp(z2) ergibt
exp(Az1 + (1 — N)zo) = exp(N(x1 — x2) + x2)
= exp (A(a:l — xg)) -exp(z2) < Aexp(xz1 — x2) exp(z2)
+(1 — N exp(z2) = Aexp(x1) + (1 — X) exp(x2).

Also ist exp konvex. Satz 4.3.18 liefert, dass log = exp~! konkav ist. O

Lemma 5.3.2 Ist f : I — R eine konkave Funktion auf einem Intervall I,
n

so gilt fir alle z1,...,xy € I und A1, ..., Ay >0 mit Y A\, =1, dass

v=1

Zn:)\,,f(xl,) < f(gn:)\ya?l,)

Beweis. (durch Induktion).
n = 1 ist trivial.
n+1

n— n+1 Sind z1,...,2p41 € [ und Aj,..., A1 > 0 mit > Ay =1
v=1
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n
gegeben, so sei ohne Einschrankung 0 < A1 < 1. Setze A := > A\, € (0,1).
v=1

Dann gilt A\,+1 = (1 — A), und es folgt

n+1

S Ndm) = AN + (- NS )
v=1 v=1

n

< M Xn) + 0N
v=1
< f()\.<§:);’xu>+(l—)\)xn+1>
v=1
n+1

= f(;)\uxu)'

Bemerkung 5.3.3 i) Analog zeigt man: Ist f : I — R konvex auf einem

Intervall I, so gilt fiir alle x1,...,x, € I und Aq,..., A, > 0 mit
n

> A =1, dass

v=1

f(jE:AV$V)f;§£:AVf(xV»
v=1 v=1

ii) Man kann in 5.3.2 und 5.3.3 i) natiirlich das Intervall durch eine be-
liebige konvexe Menge ersetzen.

Korollar 5.3.4 (Ungleichung zwischen dem gewichteten arithmetischen und

dem gewichteten geometrischen Mittel).

n
Sind x1,...,2, >0 und A\y,..., Ay >0 mit Y. A\, =1, so gilt

v=1

n

I]:xﬁyf;ji:AuxVa
v=1

v=1

n n
insbesondere gilt ?[ [ z, < LS,
v=1 v=1
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Beweis. Ohne Einschrankung seien x,, A, >0, 1 < v <n, da

oM — 1 falls A, =0
0 falls A\, > 0.

n
Aus der Konkavitéit von log (siehe 5.3.1) folgt mit 5.3.2, dass Y A, logz, <

v=1
n
log ( 21 )\l,xl,). Die Anwendung der Exponentialfunktion auf beiden Seiten
=

dieser_Ungleichung ergibt (exp ist streng monoton wachsend!)

H :z:f,‘” = ﬁ exp(\, log z,) = exp (Zn: A log a:l,>
v=1 v=1
exp <log (Z )\l,:v,,>) = ; ATy

v=1

IN

Definition 5.3.5 Die Abbildung
n 1
Il s K = 10,00), Nzl = (D 120)7s b€ [1,00),
v=1

heilt die p-Norm auf K.

Bemerkung 5.3.6 i) Fiir p = oo haben wir

H : HOO :Kn - [0700)7 HzHOO ‘= Ssup ‘ZV’7
1<v<

gesetzt, und wir hatten schon gezeigt, dass || - ||1,] - |l2 und | - ||co

Normen sind.

ii) Wir haben noch nicht gezeigt, dass || - ||, fir p € (1, 00) eine Norm ist.
Offensichtlich gilt

a) Iz, =0« z=0und
B) 11Xzl = [All=]lp

fir z € K” und A € K. Das Problem ist die Dreiecksungleichung.
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Satz 5.3.7 (Holdersche Ungleichung) Fiir p,q > 1 mit % + % =1 gilt

n n
| <zw>]| = ’Zzyﬁu <Y lzlfw, |
v=1 v=1
< lzllpllzllq

fir alle z,w € K".

Beweis. Ohne Einschrinkung seien z,w # 0. Aus 5.3.4 folgt (rnit A =1

p
Ay = %, T, = ﬁ, To |” ”‘q) dass
[zvwy | _ (|ZV‘p); ] <|wu|q>; < 1’2V|p 4z 1 |wV|q
[[2]lpllwllq [El} lwld/ = pllzlf  qllwld

fir alle 1 < v < n. Aufsummieren ergibt

n n
p 2wy 2wt

IIZIIprqII H Ip o lwlls  » g

n

| <zw> <) lallw] < zlplwllg-

1,=
Z|Z,,||w,,| ]; + o= =—-+4+-=1, also

169

p7

v=1
O
Korollar 5.3.8 (Minkowskische Ungleichung)
Es seip € (1,00). Dann gilt
12+ wllp < llzllp + lwllp
fiir alle z,w € K".
Beweis. Es sei s, := |2, + w,[P71, 5 := (s1,...,8p). Ist ¢ : %1, so gilt

}D + % =1, also liefert Holder

n
Iz +wllp = > |2 +w, P
v=1

n n
= Z |Zl/ + wl/|51/ < Z |ZV|SZ/ + |w1/‘51/
v=1 v=1

< ll=llplislly + llwllpllslg-
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Wegen

n p—1

Il = (S hlt) = (3 () 75) 7

v=1

n 1 p-1
= (Xl wl)) =z +wlp
v=1

1z llp + llwllp- 0

folgt ||z + wlp < (l2lly + l[wllp) Iz + wlp™, also gilt auch ||z + wll, <

Korollar 5.3.9 Fiir alle p € [1,00) U {oo} ist || - ||, eine Norm auf K".

Beweis. p = 1, 00 sind in den Ubungen behandelt worden. Mit 5.3.6 ii) und
5.3.8 folgt die Behauptung fiir p € (1, 00). O

5.4 Mehr zu exp, die Zahl 7 und Polarkoordinaten

Satz 5.4.1 exp : C — C ist stetig, und es gilt exp(C) = C*.

Beweis. Die Stetigkeit der Exponentialfunktion ist schon in 3.1.9 iii) ge-
zeigt worden. In Beispiel 4.2.28 haben wir eine offene Menge U mit 0 € U
konstruiert, fiir die exp(U) = {exp(u) : u € U} offen ist. Nach 4.2.22 ist
dann w - exp(U) = {w - exp(u) : u € U} offen fiir alle w € C*.

Aus exp(z) - exp(U) = {exp(z +u) : u € U} C exp(C) folgt

exp(C) = U exp(z) - {1} C U exp(z) - exp(U) C exp(C)

zeC zeC

und damit ist exp(C) als Vereinigung offener Mengen wieder offen in C und
damit offen in C*.
Ist A :=C*\ exp(C) und ist w € A, so gilt

w - exp(C) Nexp(C) =0,
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da ansonsten wexp(z1) = exp(z2) mit z; € C gilt, was aber w = exp(z2 —
z1) € exp(C) und damit w ¢ A nach sich zoge.
Also gilt w - exp(C) C A fiir alle w € A. Es folgt

A= U w-{1} C U w-exp(U) C A,
weA weA

also ist auch A offen.
{exp(C), A} ist somit eine offene Zerlegung von C*. Da C* nach Beispiel
4.3.15 iii) zusammenhéngend ist, muss also exp(C) = C* gelten. O

Korollar 5.4.2 ¢" : C — C, z — €'*, ist stetig. Weiter sind cos, sin, cosh, sinh :
C — C stetig.

Korollar 5.4.3 ¢ = exp(i-) : R — S' :={w € C: |w| = 1}, z > €%, ist
surjektiv (und stetig).

Beweis. Es sei |{w| = 1. Dann existiert ein z = a + ix € C, wobei a,x € R,

mit e* = w. Wegen e? = |e*| = |w| = 1 gilt a = 0, also € = w. 0

Satz/Definition 5.4.4 Es gibt eine kleinste positive reelle Zahl 7 mit

e’ = —1.

Beweis. Es sei M = {z € R : ¢® = —1}. Da e" stetig ist, folgt, dass
M = (e")7'({-1}) abgeschlossen ist. Daher ist M N [0, 00) abgeschlossen,
nach unten beschrankt und wegen M = —M auch nicht leer.

Es sei 7 := inf M N[0, 00). Dann gilt 7 € M nach A 13.1. Aus e =1 # —1
folgt m > 0. a

Satz 5.4.5 Es gilt exp(z) =1 z € 2miZ = {2wik : k € Z}.

Beweis.
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1. Aus ™ = —1 folgt 2™ = '™ . ™ = 1.
Es folgt eF?m = (e2™))k = 1F fiir k € Z.

2. Es sei nun e* = 1. Dann gilt (siehe oben) z = iz mit einem = € R.
Ohne Einschrénkung sei > 0. Sei k = inf{n € Ny : z — 27n > 0}.
Dann ist y := = — 27k € [0,27), und es gilt ¢? = 1 nach 1.

Wir nehmen an, dass y > 0 ist, so folgt 0 < 4 < 7. Aus (e'2)2 =
e =1 folgt €'2 € {1,—1}. Die Minimalitit von 7 erzwingt e’z = 1.
Mit demselben Argument folgt induktiv eion = 1, n € N, und damit
elzny = (eizl")m =1m =1 fur alle n € N,m € Z. Ist m,, = inf {m €

(mn—1)y mny mny
g < < g, dass R — wm(n —

N: 3% > 7}, so gilt wegen
00).
MnyY n—0  in

Es folgt 1 = e 2" — €™ = —1, Widerspruch.
Also ist y = 0 und damit z € {2mik : k € Z}.

Korollar 5.4.6 Fir alle z € C gilt exp(z + 2mik) = exp(2),k € Z.

Beweis. exp(z + 27mik) = exp(z) exp(2mik) = exp(z) fiir k € Z. O

Satz 5.4.7 Fir zyp € R ist exp : {z € C : Imz € [zg,20 + 2m)} — C*
bijektiv.

Beweis. Es sei M := {z €C:Imz € [xg, o + 277)}.

Ist w € C*, so wéhle man ein z; € C mit exp(z1) = w und dann ein k € Z mit
z = z1 — 2mik € M. Es folgt exp(z) = exp(z1) = w. Also ist exp(M) = C*.
Seien 21,22 € M mit exp(z1) = exp(z2), so gilt exp(z; — 22) = 1, also
z1 = 2z + 2mik fir ein k € Z. Sei ohne Einschrinkung k£ > 0.

Dann gilt zg + 27 > Im 2z = Im 29 + 27k > x¢ 4+ 27k, also muss k£ = 0 und
damit z; = z9 gelten.

Also ist exp : M — C* auch injektiv. O
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Korollar 5.4.8 (Polarkoordinaten)
Es sei xg € R. Dann ist P : (0,00) X [, w0 + 27) — C*,(r, ) > re'
bijektiv.

Beweis. Es sei f : (0,00) X [zo,2x0 + 27) = M, f(r,¢) := logr + ip, wobei
wieder M := {z € C:Imz € [zg,z0 + 27)}.

Dann ist f bijektiv (beachte: log : (0,00) — R ist bijektiv), und wegen
P =expof ist auch P bijektiv. a

Korollar 5.4.9 Es sei xg € R. Die Abbildung e* : [rg,z0 + 27) — St =
{z € C: |z| = 1} ist bijektiv.

Satz 5.4.10 Es sei z € C. Dann gilt

cosz:O®z€g+7rZ:{g+7rk:k€Z}

sinz=0szenZ={nk:kel}

Beweis. Es gilt

2isinz = e (e?** — 1),
2cos z = €/(72) (ezi(z*éﬂ) -1).

Also folgt
sinz =0 < €2 = 1 & 2iz € 2miZ

&z € /.

Analog;:
1
cosz =0< Qi(z — 5%) € 2mis

@zeg—i—ﬂz.

Satz 5.4.11 sin > 0 auf (0, 7) und damit sin § = 1,e'2 =i und e'%

ot
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Beweis. Nach 5.4.10 gilt dass sinz # 0 auf fiir alle 2 € (0, 7). Also ist nach
dem Zwischenwertsatz entweder sin > 0 auf (0, 7) oder sin < 0 auf (0, 7).
In Beispiel 4.2.28 wurde gezeigt, dass ein € > 0 existiert mit

exp(2) — exp(w)

sup
2], |w|<e

l\D\»—l

1’ <
Setzen wir z = min {E, g}, so gilt mit z =iz, w =0

1—

sin z ‘R <exp(i.:v) -1 )‘ < ‘exp (ix) —

1
_1‘<,7
1T 1 -2

und somit sinz > %x > 0. Es folgt sin > 0 in (0,7). Wegen cos § = 0 gilt

‘sing’—w/l—COSQQ—1unds0m1ts1n =1.

Es folgt ¢'2 = ¢ 05§+zsm2 i.
Wegen (61%)2 — ¢'2 = { muss also €'T € {M —@} gelten. Da sin 7 > 0,
folgt ' = 2 O

Bemerkung 5.4.12 Aus e** = (¢*)* erhalten wir folgende Tabelle

ol T |®| 3 S 3 | T,
T 1 5| 7|7 1" 57| 1™ s
11+ -1 1+ 1 | T—1 1
et i 1| —— i
V2 V2 V2 V2
Verwendet man die Eulersche Formel, so ergibt sich
0 T | 7| 3 5 3 7 9
x — | =] =7 | @ -T | =7 | -m T
4 2] 4 4 2 4
1 1 1 1
cosr|1| —|0|—|—-1|———F] O — 1
V2 V2 V2 V2
1 1 1 1
sinx |0| — | 1] — O |—|-1]——=10
V2 V2 V2 V2
Satz 5.4.13 Fiir z € C gilt
ez—&—i% _ 1+ iez ez+z% — je?
\/5 ) b
ez+i7r = —¢? und ez+27ri = %,

Insbesondere gilt also, dass exp(z + 2mik) = exp(z), z € C, k € Z.
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Beweis. Dies folgt aus e*t% = e? . e? und 'l = %v 't = i, €™ =
—1, ™ = 1.

Der letzte Teil wurde schon in 5.4.5 gezeigt. a
Korollar 5.4.14 Fiir alle z € C gilt

cos(z+ %) = —sinz, cos(z+m) =—cosz

cos(z + 2m) = cos z,

sin (z+ ) = cosz, sin(z+7) = —sinz,

sin (z + 277) =sin z,

insbesondere gilt cos(z + 2mk) = cos z und sin(z+27k) = sin z fiir alle z € C
und alle k € Z.

Beweis. Die Identitéten folgen aus obigem Satz, z.B.

coSs (Z + g) = %(eiz-‘rig + e—iz—ig)
1 . 1 »
— 5(612—6 ZZ)__Z( 2 ZZ)
= —sinz.

Definition 5.4.15 Es sei w € R. Eine Abbildung f : R — C heifit w-
periodisch, falls f(z +w) = f(x) fir alle z € R gilt.

Korollar 5.4.16 cos und sin sind 2w-periodisch, aber nicht w-periodisch fiir
0 < |Jw| < 2m.

Beweis. Die 27-Periodizitéit folgt aus obigem Korollar.
Es habe sin die Periode w € [—27, 27]. Es sei ohne Einschrankung w > 0 (Ist
f w-periodisch, so auch —w-periodisch: f(z) = f((z —w) +w) = f(z —w).)
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Fir x € [0,27] gilt sinz = 0 < 2 € {0, 7,27}, also gilt w € {m,27}. Wegen
sing =1# —1 =sin (g + 7r) muss w = 27 gelten.
Die Behauptung fiir cos folgt z. B. aus cos (ac + %) = —sinz. |

Bemerkung 5.4.17 Die Identitdten aus 5.4.14 liefern sofort wegen cosh z =
cos(iz) und sinh(z) = —isin(iz) dhnliche Identitéten fiir cosh und sinh.



