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Aufgabe 19 (4+2+4 Punkte)

a) Es scien R € (0,00] und f € H(Ug(0)), wobei Uy (0) := C. Dann heifit die
Funktion M(-, f) : [0,R) — R mit M(r, f) := max |f(z)| der Maximalbetrag

|z|=r
von f. Zeigen Sie:
(i) Ist f nicht konstant, so ist M (-, f) streng monoton wachsend.

(ii) Ist R = oo und f nicht konstant, so ist lim M (r, f) = oc.
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(iii) Ist R = oo und f(2) = 3 ay2”, so gilt |a,| < 20 vy > 0,0 € Ny.
v=0

b) Bestimmen Sie M (-, exp) und M(-, cos).
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c) Beweisen Sie das Schwarzsche Lemma: Es seien fir 0 < r < oo, f
<
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H(U,(0)), f(0) =0, und |f(2)| < M fiir alle z € U,(0). Dann gilt | f/(0)]
und | f(z)| < 22| fiir alle z € U,(0).

Gilt ferner ‘f(é)‘ = M |2 fiir ein 2 € U,(0)\{0} oder ‘f’(O)‘ = Y50 ist
f(z) = Az fiir ein A € C mit [A| = 4.

Aufgabe 20 (2 Punkte)
Bestimmen Sie alle ganzen Funktionen f mit f (%) = n—lz (n € N).

Aufgabe 21 (342 Punkte)

a) Beweisen Sie: Ist  C C offen und f € H(2) nicht lokalkonstant, so ist f(£2)
offen.

b) Es sei f : R? — R? definiert durch f(z,y) := (z* — y?,2zy). Priifen Sie, ob
f(R?) offen ist.

Aufgabe 23 (3 Punkte)

Es seien G C C ein Gebiet, z € G und f € H(G). Zeigen Sie: Hat f — f(z) an z
eine Nullstelle der Ordnung m € N, so existiert zu jedem hinreichend kleinen ¢ > 0
ein § > 0, so dass {z € U-(2) : f(z) = w} fiir jedes w € Us(f(20))\{f(20)} genau m
Elemente enthélt.



