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Aufgabe 4 (4+5 Punkte)

a) Es sei G ⊂ R
n ein bezüglich 0 sternförmiges Gebiet und ω : G → L (Rn, R)

eine stetig differenzierbare Pfaffsche Form.

(i) Zeigen Sie: Ist ω geschlossen, so ist F : G → R mit F (x) :=

1∫

0

n∑
ν=1

xνfν(tx) dt

eine Stammfunktion zu ω.

(ii) Ist die Sternförmigkeit notwendig für die Existenz einer Stammfunktion?

b) Bestimmen Sie, wenn möglich, eine Stammfunktion der Pfaffschen Form

ω : U → L (Rn, R), ω =
n∑

j=1

fjdxj .

(i) f1(x1, x2) = 12x1x2 + 3, f2(x1, x2) = 6x2

1
− 1, U = R

2.

(ii) f1(x1, x2) = x1x2, f2(x1, x2) = x2, U = R
2.

(iii) f1(x1, x2, x3) = x2

1
x2, f2(x1, x2, x3) = x3e

x1 , f3(x1, x2, x3) = x1x2 log(x3),
U = R × R × (0,∞).

Aufgabe 5 (2+3+4+2 Punkte)
Es seien (X, d) ein metrischer Raum, I 6= ∅ eine Menge und M ⊂ X.

a) Zeigen Sie: Ist Aι ⊂ X zusammenhängend (ι ∈ I) und ist
⋂
ι∈I

Aι 6= ∅, so ist auch⋃
ι∈I

Aι zusammenhängend. Gilt dies auch, wenn
⋂
ι∈I

Aι = ∅ ist?

b) Für x ∈ M heißt ZM(x) :=
⋃

{B ⊂ M : x ∈ B, B zusammenhängend} die
Zusammenhangskomponente von x (bezüglich M). Zeigen Sie:

(i) ZM(x) ist zusammenhängend.

(ii) Für x, y ∈ M gilt entweder ZM(x) = ZM(y) oder ZM(x) ∩ ZM(y) = ∅.

c) Zeigen Sie: Ist Ω ⊂ R
n offen, so hat Ω höchstens abzählbar viele Zusammen-

hangskomponenten, und diese sind alle Gebiete.

d) Zeigen Sie: Ist K ⊂ R
n kompakt und n ≥ 2, so hat Kc genau eine unbeschränkte

Zusammenhangskomponente.


