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Aufgabe 19 (6+2+4 Punkte)

a) Untersuchen Sie, ob f : D → K (lokal) lipschitzstetig bezüglich x ist.

(i) D = (−3, π] × {x ∈ R : x2 ≤ 2}, f(t, x) = etx2.

(ii) D = R
3, f(t, x1, x2) =

√

|t| x3
1 − tx1x

2
2 + 1.

(iii) D = R
2, f(t, x) =

√

|x|.

b) Geben Sie eine Funktion f : R
2 → R, (t, x) 7→ f(t, x), an, welche nicht lipschitz-

stetig bezüglich x ist, die aber die Bedingung |f(t, x) − f(t, y)| ≤ L‖x − y‖2

mit einer Konstanten L ≥ 0 für alle (t, x), (t, y) ∈ U erfüllt und deren partielle

Ableitung nach der zweiten Variablen stetig ist.

c) Es seien (X, ‖·‖) ein Banachraum, U ⊂ R×Xn und f : U → X, (t, x) 7→ f(t, x),

stetig. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen äquivalent sind:

α) f ist lokal lipschitzstetig bezüglich x.

β) Zu jedem Kompaktum K ⊂ U existiert eine Konstante L = L(K) > 0, so

dass ‖f(t, x) − f(t, y)‖ ≤ L · ‖x − y‖Xn für alle (t, x), (t, y) ∈ K gilt.

Aufgabe 20 (3 Punkte)

Es sei f : R
2 → R, (t, x) 7→ f(t, x), lokal lipschitzstetig bezüglich x und (ϕ, (α, β)) die

maximale Lösung des Anfangswertproblems x′(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0. Zeigen Sie:

Ist β < ∞, so ist lim
t→β−

ϕ(t) = +∞ oder lim
t→β−

ϕ(t) = −∞.

Aufgabe 21 (2+5 Punkte)

Es seien a0, . . . , an−1 ∈ R. Wir betrachten das Anfangswertproblem

x(n)(t) +
n−1
∑

ν=0

aνx
(ν)(t) = 0, x(j)(t0) = xj (j = 0, . . . , n − 1) (∗)

(i) Zeigen Sie: ϕ ist Lösung von (∗) genau dann, wenn ϕ(· + t0) das Anfangswert-

problem x(n)(t) +
n−1
∑

ν=0

aνx
(ν)(t) = 0, x(j)(0) = xj (j = 0, . . . , n − 1) löst.

(ii) Bestimmen Sie die reelle Lösung von x′′(t) + 2dx′(t) + kx(t) = 0, x(t0) =

x0, x′(t0) = x1, mit t0, x0, x1 ∈ R und Konstanten d ≥ 0, k > 0.


