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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Mengen, Abbildungen, Aquivalenzrelationen

In diesem ersten Paragraphen werden wir einige Grundbegriffe der Theorie
der Mengen und Abbildungen zusammenstellen. Wir verwenden den von

Cantor geprigten sogenannten ,naiven“ Mengenbegriff.

Definition 1.1.1 Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens

zu einem Ganzen.

Dieser Cantorsche Mengenbegriff ist unbefriedigend, da er zu Widerspriichen
fithrt. Wir werden ihn trotzdem verwenden, da eine logisch unproblematische
Mengentheorie weit iiber den Rahmen der Vorlesung Analysis I hinausginge.
Fassen wir also bestimmte Objekte zusammen, so entsteht eine Menge. Es
muss jedoch immer klar sein, welche Objekte zur Menge gehoren und welche
nicht.

Ist M eine Menge, schreiben wir

reM (gelesen: = Element M),
falls « ein Element der Menge M ist, und wir schreiben
x¢ M (gelesen: z nicht Element M),

falls z kein Element der Menge M ist.
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Wir unterscheiden zwei Moglichkeiten zur Beschreibung von Mengen:
1. Die Elemente der Menge kénnen in geschweiften Klammern aufgezihlt
werden, z.B. ist
M = {2,4,6,8}
T

definiert als

die Menge, die aus den Elementen 2,4, 6,8 besteht.
2. Die Menge kann durch eine charakteristische Figenschaft ihrer Ele-

mente beschrieben werden:

M := {z : x hat Eigenschaft E}

ist die Menge aller Elemente x, welche die Eigenschaft E besitzen.

Beispiel 1.1.2 i) Essei M :={2,4,6,8}. Dann gilt auch

M = {x : x ist eine positive gerade Zahl kleiner oder gleich 8} .

ii) Die Menge
N:={1,2,3,4,...} = {x : x ist eine natiirliche Zahl}

ist die Menge der natiirlichen Zahlen. Wir setzen
No = {0,1,2,3,...} ={z:2 =0 oder x € N}

{z : x ist eine nicht negative ganze Zahl} .

iii) Die Menge
{0,1,-1,2,-2,3,-3,...}

Z =
{z : z ist eine ganze Zahl}

ist die Menge der ganzen Zahlen.

Wir setzen ihre grundsétzlichen Eigenschaften als bekannt voraus
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Definition 1.1.3 Es seien M; und M Mengen.

i) M; und My heiflen gleich (geschrieben: M; = My), falls sie dieselben
Elemente enthalten.

ii) M; heifit Teilmenge von My (geschrieben: M; C Ma), falls jedes Ele-
ment von M; auch Element von My ist. My heifit dann auch Ober-
menge von My (geschrieben: My D My).

iii) Ist M; keine Teilmenge von Ma, so schreibt man

My ¢ Ms oder auch My 2 M.

Beispiel 1.1.4 i) Die Mengen {2,4,6,8} und {4,2,8,2,6} sind gleich,
da sie dieselben Elemente enthalten.

ii) Ist My := {1} die Menge, die aus dem Element 1 besteht, und ist
M, = {M;} = {{1}} die Menge, die aus dem Element {1} besteht,
so gilt My ¢ Ms und My ¢ M, insbesondere also My # M.

iii) Essei M := {a,b, c} eine Menge mit 3 Elementen. Dann sind {a}, {b}, {c}, {a, b},
{a,c},{b,c},{a,b,c} Teilmengen von M.

iv) Es gilt NC Ny C Z.

Aus Definition 1.1.3 ergibt sich unmittelbar

Satz 1.1.5 Es seien My, My, M3 Mengen. Dann gilt
i) My C M.
ii) My = My genau dann, wenn My C My und My C M.

ii1) Ist My C Ma und ist My C Ms, so gilt auch My C Ms.

Definition 1.1.6 Die leere Menge ist diejenige Menge, welche kein Element

enthilt. Sie wird mit () bezeichnet.

Satz 1.1.7 Fiir jede Menge M gilt ) C M.
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Beweis. Da () keine Elemente besitzt, gilt also fiir jedes ihrer Elemente, dass
es auch Element von M ist. O

Definition 1.1.8 Es seien M7, My Mengen.

i) Die Menge
My UMy :={x: 2z € M; oder x € My}

heifit die Vereinigung von M; und Ms.

ii) Die Menge
M1 N My ::{$Z$€M1 undeMg}
heifit der Durchschnitt (oder kurz: Schnitt) von M7 und Ms.
iii) Die Menge M>\M; := {z : © € M und = ¢ M;} (gelesen: My ohne

M) heifit die Differenz von My und M.
Gilt zusétzlich My C Ms, so heifit

Mf = MQ\Ml

das Komplement von M; beziiglich Ms.

Beispiel 1.1.9 i) Es sei M; := {1,3,5,7,...} = {n € N : n ungerade}
und My = {2,4,6,8,...} = {n € N : n gerade}. Dann gilt M; U
My =N, My 0 My = 0, M{\Ms = My, Mo\M; = My, N\M; = My,
N\M, = M.

i) Sei M :={1,2,3,7} und My := {1,7,4,5,7}. Dann gilt M; U My =
(1,2,3,4,5,7}, M1 N My = {1,7}, Mo\ M, = {4,5}, M;\Ms = {2,3)}.

Bemerkung 1.1.10 i) Ohne die leere Menge hitten wir den Durch-
schnitt fiir zwei beliebige Mengen nicht definieren kénnen.

ii) Genau dann ist der Schnitt zweier Mengen leer, wenn sie kein gemein-

sames Element besitzen.

iii) Man beachte, dass in Definition 1.1.8 iii) der Ausdruck M von der
betrachteten Obermenge M, abhéngt.
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Fiir das Rechnen mit Mengen gelten folgende Regeln.

Satz 1.1.11 FEs seien My, Mo, M3 Mengen. Dann gilt

- M UMy, = MU M,
i) (Kommutativitit)
M N My = MynN My

- M1U(M2UM3):(M1UM2)UM3
i) (Assoziativitdt)
MiN (M2 N Mg) = (Ml N Mg) N Mg

My (MyUMs) = (Myn M) U (Myn M)
iii) (Distributivitit)
MU (M2 N Mg) = (M1 U Mg) N (M1 U Mg)

Beweis. Wir zeigen nur das zweite Distributivgesetz, alle anderen Regeln

sind analog zu beweisen.

Es gilt
JIGMlU(MQmMg)
& x € My oder x € My N Ms
7

genau dann, wenn
& x € Mj oder (x € My und x € M3)

(x € My oder © € My) und (z € M; oder x € M3)
r € Mi UM und x € My U M;

x € (My U M) N (M U Ms).

t ¢

Somit enthalten die Mengen M; U (Ma N M3) und (M; U Ma) N (M; U Ms)
dieselben Elemente, und sie sind daher gleich. O

Satz 1.1.12 (Regeln von de Morgan) Es seien My, Ms C X Mengen, und
m Folgenden seien die Komplemente beziiglich X gebildet. Dann gilt

i) (MyU M) = M{n M

i) (My N My)¢ = MEU M
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Beweis. Wir zeigen i), ii) folgt analog.
Es gilt

v € (My UMy (= X\(M; U My))

x € X und x ¢ My U M,

x € X und (z ¢ My und = ¢ My)

(x € X und x ¢ M;) und (z € X und = ¢ Ms)
x € X\M; und z € X\ M,

z € (X\My) N (X\Ms) (= M MS).

tt e

Damit besitzen die Mengen (M; U M2)¢ und Mf{ N M) dieselben Elemente,
und sie sind somit gleich. O

Definition 1.1.13 Es sei X eine Menge. Die Menge & (X) := {M : M C
X} aller Teilmengen von X heifit die Potenzmenge von X.

Beispiel 1.1.14 i) Essei X = {a, b, ¢} eine dreielementige Menge. Dann
gilt

2(X) = {0.{a}, {0}, {c} . {a, b}, {a,c},{b,c} {a,b,c}}.

ii) Es gilt
2(0) ={0}.

Definition 1.1.15 Es sei X eine Menge. Eine nichtleere Teilmenge .%# von
Z(X) heift Mengensystem auf X.

Man beachte: Die Elemente von % sind Teilmengen von X!

Beispiel 1.1.16 Es sei X eine Menge und M;, My, M3 C X seien irgend-
welche Teilmengen von X.

Dann sind & := {M;}, F = {M1, Ma} und ¢ := {M;, M2, M3} Mengensy-
steme auf X.
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Definition 1.1.17 Es sei % ein Mengensystem auf der Menge X. Wir set-

zen

U M=% ={reX: esgibtein M €. mitz € M},
MeF

N M=% ={xeX:xeMfiraleMe .7}.
MeF

Bezeichnung 1.1.18 Sind X, I Mengen, ist fiir jedes ¢+ € I eine Menge
M, C X gegeben und ist % := {M, : v € I} gesetzt, so definiert man

UML = U M und

el MeF
M= () M.
el MeF

Beispiel 1.1.19 [ :=N, X :=Z M, .={z €Z: 2 >n} ={n,n+1,n+

2,...}. Dann gilt
U M, =N, () Mn=0.
neN neN

Satz 1.1.20 (Regeln von de Morgan) Es sei F ein Mengensystem auf der
Menge X . Dann gilt

)(U M= N M und

MeF MeZF
i) (N M)*= U M°
Me7F MeZz

Hierbei sind alle Komplemente bzgl. X gebildet.

Beweis. (in den Ubungen) O

Bemerkung 1.1.21 Es sei X eine Menge, My, My C X. Dann ist % :=
{My, M5} ein Mengensystem auf X, und es folgt mit 1.1.20:
C
(My U My)® = ( U M) = () M°=Mfn Mg
MeZF MeF

sowie analog (M NMs)¢ = M{UMs. Wir erhalten also 1.1.12 als Spezialfall
von 1.1.20.
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Wir kommen nun zu dem fiir die gesamte Mathematik fundamentalen Begriff
der Abbildung.

Definition 1.1.22 Es seien X,Y Mengen. Eine Abbildung oder Funktion
f: X — Y ist durch den Definitionsbereich X, den Zielbereich Y und eine
Vorschrift, die jedem x € X genau ein f(x) :=y € Y zuordnet, gegeben.
f(X) :=W(f) :={f(x):x € X} heifit Wertebereich oder Bild von f.
Anstelle , f : X — Y schreiben wir auch , X 4, Y“, und anstelle ,, f(x) :=

y“ benutzen wir auch ,x — f(z)“ (,x geht iiber nach f(x)*).

Definition 1.1.23 i) Sind X,Y Mengen, so heifit die Menge
XxY ={(z,y):zeX,yeY}

aller geordneten Paare (x,y), wobei x die Menge X und y die Menge Y
durchléuft, das Produkt von X und Y. Formal ist (z,y) := {x, {z,y}}
definiert (und es gilt (z,y) = (z,w) genau dann, wenn z = z und

y = w gilt).

ii) Ist f: X — Y eine Abbildung, so heift

graph(f) == {(z, f(z)) :z € X} (C X xY)

der Graph von f.

Bemerkung 1.1.24 Eine Relation R zwischen X und Y (d.h. eine Teil-
menge von X X Y ist genau dann der Graph einer Abbildung f: X — Y,
wenn fiir alle x € X genau ein (x,y) € R existiert. Man setzt dann f(x) := vy,
wobei (z,y) € R.

Mithilfe solcher Relationen kann man auch den Begriff der Abbildung defi-
nieren: Eine Abbildung f : X — Y ist ein Tripel (X,Y, R), wobei R obige
FEigenschaft hat.

Beispiel 1.1.25 i) Essei X (=Y :=Z.
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Man stellt Z x Z iiblicherweise folgendermafien dar:

o e (0,1) e(1,1) o ...
e (—1,0) ¢(0,0) e(1,0) e(2,0) e(3,0)

o e (0,—1) o ... o ...

ii) Essei f:Z —7Z, n+ 2n (d.h. f(n) :=2n).
Den Graphen graph(f) = {(n, 2n) :n € Z} kann man sich folgender-

mafBen vorstellen.

e (2,4)

e (1,2)

Es gilt f(Z) = {n € Z : n gerade}.
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iii) Es seien A C X Mengen.
Die Abbildung 14 : A — X, ta(x) := x heiit Inklusion von A in X, es
gilt graph(ca) = {(z,2) : & € A}. Ist speziell A = X, so setzt man

id := idX =lx .

Es gilt graph(idy) = {(z,2) 1z € X} = A.
A heifit auch Diagonale von X x X.

Definition 1.1.26 Es sei f : X — Y eine Abbildung, und es sei A C X
sowie B C Y.

i) f(A) :={f(z): 2z € A} heiBt Bild von A unter f.

ii) f~1(B):={z € X : f(x) € B} heiit Urbild von B unter f.

Bemerkung 1.1.27 Es sei f : X — Y eine Abbildung, und es sei A C
X, BCY.

i) f(A) besteht genau aus denjenigen y € Y, fiir die ein x € A mit
y = f(z) existiert.

»,Alle Punkte in Y, auf die irgendein x € A geworfen wird.“

ii) f~1(B) besteht genau aus denjenigen x € X, fiir die ein y € B mit
f(z) = y existiert.
,Alle Punkte aus X, die in das B geworfen werden.“

Man beachte, dass f(A) eine TEILMENGE von Y ist und dass f~!(B)
eine TEILMENGE von X ist.

iii) f({z}) = {f(z)} fiir alle 2 € X.

iv) f7'({y}) kenn unter Umstéinden mehr als ein Element enthalten,
ebenso kann der Fall f~!({y}) = 0 auftreten.

Beispiel 1.1.28 i) Essei f:Z — Z, n+ 2n. Dann ist zum Beispiel
f({_47 _17 2a 3}) = {_8’ _27 47 6}7 f_l ({17 27 37 4}) = {17 2}7
{ﬁ} falls n gerade
7 ({n}) =4 M2 :

(0 falls n ungerade

S ({n : n ungerade}) = 0.
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.. . n:n>0 .
i) Essei || :Z — Z, |-|(n) := |n| := . Dann ist
—n:n<0

|- |(No) = No, aber auch | - |({n : n < 0}) = No.
Weiter ist
|17 ({n}) = {-n,n} fir n > 0 und

|71 ({n}) =0 firn<o0 .

Satz 1.1.29 Es sei f: X — Y eine Abbildung.
i) Sind Ay, Ay C X, so gilt
f(A1U A2) = f(A1) U f(A2) und f(A1NAz) C f(A1) N f(A2).
ii) Sind B1,Bo CY, so gilt

SN BIUBy) = fTH(B)Uf T (B2) und fH(BiNBy) = f~H(B)Nf 1 (Ba).

Beweis. Wir beweisen hier den zweiten Teil von i) und den ersten Teil von
ii), der Rest wird in den Ubungen gezeigt.

1. Esseiy € f(A1 N Ag)
= es existiert z € A; N Az mit f(x) =y
dann folgt

= es existiert x € Ay mit f(z) = y, und es existiert x € Ay mit
f(z) =y

=y € f(A1) und y € f(A2)

=y € f(A1) N f(A2).

Dann ist jedes Element von f(A; N Az) auch ein Element von f(A4;)N
f(Ag), somit gilt f(A; N As) C f(A1) N f(A2).

2. Es gilt
xr € f~1(B1 U By)
& f(z) € B1U By
< f(z) € By oder f(x) € Bo
&z € fY(By) oder z € f71(By)
sz e fTYB1)U f1(By).

Also enthalten f~1(B; U By) und f~1(B;) U f~(Bsy) dieselben Ele-
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mente, somit sind sie gleich.

Satz 1.1.30 Es sei f: X — Y eine Abbildung.

i) Ist F ein Mengensystem auf X, so gilt

f( U A) = |J f(4) und f( ﬂfA) c N fA).

AeF AesF AesF

ii) Ist 9 ein Mengensystem auf Y, so gilt

A (UB) =U e wa () B)= ) FB)

Be¥ BeY Be¥ Be¥

Beweis. Wir zeigen die erste Aussage von ii), der Rest wird analog bewie-
sen.
Es gilt

ze f1( U B)

BeY

< fxye U B

Be9
& es existiert ein B € 4 mit f(z) € B

& es existiert ein B € 4 mit z € f~(B)

srxe Y 4B
Be9

Es folgt (wie iiblich) f—l(BU B) = Bug f~YB). O
89 €

Definition 1.1.31 Eine Abbildung f: X — Y heifit
i) injektiv, falls fiir x1, 29 € X aus f(x1) = f(z2) schon z; = z9 folgt.

ii) surjektiv, falls fiir jedes y € Y ein z € X mit f(x) = y existiert (also
wenn f(X) =Y gilt),

iii) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
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Bemerkung 1.1.32 Essei f: X — Y eine Abbildung.

i) f ist injektiv genau dann, wenn f~1 ({y}) hochstens einelementig fiir
alle y € Y ist,

ii) f ist surjektiv genau dann, wenn ffl({y}) mindestens einelementig
fiir alle y € Y ist.

iii) Nach i) und ii) ist f genau dann bijektiv, wenn f *1({y}) einelementig
fiir alle y € Y ist, mit anderen Worten, zu jedem y € Y existiert genau
dann ein z € X mit f(z) = y.

Beispiel 1.1.33 i) Essei f : Z — Z, f(n) := 2n. Dann ist f injektiv,
aber nicht surjektiv.
n : n>0

—n : n<0
Dann ist f surjektiv, aber nicht injektiv.

ii) Essei|-|:Z — Ny, |n|:=

. 2n : n>0
iii) Essei f:Z — Ny, f(n):= .
—-2n—-1 : n<0

Dann ist f bijektiv.

In der Tat, sei zunéchst f(n1) = f(ng) =: m.
1. Fall: m gerade.

Dann ist 2n1 = 2ns, also n1 = ns.

2. Fall: m ungerade.
Dann ist —2n1 — 1 = —2ny — 1, also ny = no.

Insgesamt ist f injektiv.
Sei nun m € Ny beliebig.

1. Fall:m gerade.
Dann ist % € Z, und es gilt f(%) =m.

2. Fall: m ungerade.

1
Dann ist _m +

1
€ Z, und es gilt f(—%) =m.

Also ist f auch surjektiv.
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Wir schlielen: f ist bijektiv.

Definition 1.1.34 Es seien X, X5, X3 Mengen und f; := X; — Xo, fo:
Xy — X3 Abbildungen. Dann ist die Verkniipfung f o f1 : X1 — X3 von fo
und f; durch

(f2o f1)(@) == fo(fi(2)), @ € Xy,

definiert.

Bemerkung 1.1.35 i) Um nicht mit der Reihenfolge durcheinander zu
geraten, schreibt man sich am besten die Abbildungen folgendermafen

hin:
Ioxy B oxg

X1
ii) Sind fy : X — Xgy1,k = 1,2,3, Abbildungen, so gilt fso (f2o f1) =

(fs0f2)o f1.
Dies folgt sofort aus der Definition der Verkniipfung.

Wir koénnen also die Klammern weglassen und schreiben f3 o fs o f;
anstelle von f3o (foo f1) und (f3o f2) o fi.

111) Sind f1 : X7 — Xo und f2 1 Xg — X3 Abbildungen, SO gilt

a) Ist fy o f1 surjektiv, dann ist auch fy surjektiv.

B) Ist fo o fi injektiv, dann ist auch fi injektiv.

Der Beweis wird in den Ubungen gefiihrt, die Umkehrungen gelten
nicht.

Beispiel 1.1.36 i) Essei f1 : Z — Z, fi(n) :=n—1, und
n :n>0
f2:Z — Ny, fao(n) = { :
-n :n<0
Dann ist fao f1 : Z — Ny, und es gilt (fa0 fi1)(n) =|n—1|, n € Z.

ii) Es seien A C X Mengen, und es sei f : X — Y eine Abbildung. Die

Einschrankung von f auf A
fla: A=Y

ist definiert durch f|4(x) := f(z), = € A.
Ist tq4: A — X, ta(x) := z, die Inklusion von A in X, so gilt f|a =
fota.
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Es sei f: X — Y eine bijektive Abbildung.
Nach 1.1.32 iii) existiert dann zu jedem y € Y genau ein x € X mit f(z) = y.
Wir setzen f~!(z) :=y, wobei y = f(z).

Definition 1.1.37 Es sei f : X — Y eine bijektive Abbildung. Die Abbil-
dung
Ly - X

ist definiert durch f~!(y) := z, wobei y = f(x). f~! heifit die Umkehrabbil-
dung oder Inverse von f.

Bemerkung 1.1.38 i) In 1.1.26 hatten wir fiir eine beliebige Abbildung
f X — Y und eine beliebige Teilmenge B C Y das Urbild

f~YB):= {x eX: f(x) e B}

definiert. f~1(B) ist eine TEILMENGE von X.

Die Umkehrfunktion f~! : ¥ — X kann man nur fiir eine bijektive
Abbildung f : X — Y definieren. In diesem Fall ist f~!(y) ein Element
von X, fiir jedes y € Y, und keine Teilmenge.

ii) Es sei f : X — Y eine bijektive Abbildung, und es seien idx : X —
X, z—x,bzw. idy : Y — Y y — y, die identischen Abbildungen auf
X bzw. auf Y, siehe 1.1.25 iii).
Die Umkehrfunktion f~!:Y — X erfiillt

fH(f@) =zfirallez € X und f(f '(y)) =yfiraleyeY.
Es gilt also f~' o f =idx und fo f~! =idy.
Satz 1.1.39 Es sei f: X — Y eine Abbildung. Genau dann ist f bijektiv,

wenn es eine Abbildung g :' Y — X gibt, so dass go f =idx und fog =idy
gilt. In diesem Fall ist g = f~1, insbesondere ist g eindeutig bestimmd.

Beweis.

1. Ist f bijektiv, so hat nach obiger Bemerkung g := f~! die geforderten
Eigenschaften.
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2. Es sei g : Y — X eine Abbildung mit go f = idx und fog = idy.
Nach 1.1.35 iii) ist dann f injektiv (da idx injektiv) und f surjektiv
(da idy surjektiv), insgesamt ist f bijektiv.

3. Es sei y € Y beliebig. Dann existiert genau ein x € X mit y = f(x)
(also z = f~1(y)). Es folgt

9(y) = 9(f(2)) = (g0 flz) =idx(x) =2 = [ ().
Da y € Y beliebig, gilt g = f~L.

4. Die Bijektivitdt von g folgt wie in 2. durch Vertauschung der Rollen

von f und g.

Definition 1.1.40 Es sei X eine Menge

i) Eine Teilmenge R von X x X := {(z,y) : #,y € X } heift Relation in
X. Anstelle von (z,y) € R schreiben wir auch  ~ y und anstelle R

auch ,~ “.
ii) Eine Relation F in X heifit Aquivalenzrelation auf X, falls

i) z ~x (d.h. (z,z) € R) fiir alle z € X (Reflexivitét)
i) z~y=y~z (dh (r,y) € R= (z,y) € R) fir alle z,y € X
(Symmetrie)
i) z~y, y~z=x~2) (dh. (z,y),(y,2) € R= (v,2) € R) fiir
alle z,y, z € R (Transitivitét)

iii) Ist R eine Aquivalenzrelation auf X, so sei fiir z € X
(2] :=[z]~ = [z]lg={ye X :z~y}={ye X : (z,y) € R}

die von z erzeugte Aquivalenzklasse.
Ist y € [z], so heifit y Reprisentant von [x].

iv) X/ ~= X/R :={[z] : 2 € X} C P(X) heiBit der Quotient von X
modulo R.
gr: X — X/R, x +— [z|R, heift Quotientenabbildung,.
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Definition 1.1.41 Essei ) # X eine Menge. Eine Teilmenge .# von £(X)
(also ein Mengensystem) heifit Zerlegung von X, falls

i) M # 0 fir alle M € F,
i) UZ = X,
iii) MlﬂMQ;é@:>M1:MgfﬁralleMl,Mg69’.

Den Zusammenhang zwischen Aquivalenzklassen und Zerlegungen stellt fol-
gender Satz her.

Satz 1.1.42 FEs sei X eine nichtleere Menge.
i) Ist R eine Aquivalenzrelation, so ist X/R eine Zerlegung von X.
ii) Ist F umgekehrt eine Zerlegung von X, so ist
Rz = {(x,y) : es existiert ein M € .F mit z,y € M}
eine Aquivalenzrelation auf X .
Jeder Aquivalenzrelation entspricht genau die Zerlequng, genauer: Die Ab-
bildung

J:{R: R ist Aquivalenzrelation auf X} — {.F : .F ist Zerlegung von X},
wobei J(R) :== X/R,

1st bijektiv.

Beweis. (in den Ubungen) O

Satz 1.1.43 Es sei f: X — Y eine Abbildung.

i) Setzt man x ~ vy, falls f(x) = f(y), so ist ,~ “eine Aquivalenzrelation.
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ii) Setzt man Xy := X/ undqr: X — Xy, v = [z], 15: f(X) = Y,y—
Yy, so definiert
fioXp—=f(X), [¢] = fla),
eine bijektive Abbildung, und es gilt
=150 f oqr.
f ldsst sich also als Verkniipfung der drei Abbildungen Lf,f und qy

schreiben, wobei die erste injektiv, die zweite bijektiv und die dritte

surjektiv ist.

Wir erhalten ein sogenanntes kommutatives Diagramm

x Ly

lay A Ty
x; L.

Beweis.

i) ist offensichtlich.

ii) Gilt [x] = [y], soist f(z) = f(y), also ist f tatsichlich eine Abbildung.
Es sei f([q:]) = f([y]) Nach Definition von f ist dann f(z) = f(y),
also nach Definition der Aquivalenzrelation z ~ y, was aber [z] = [y]
impliziert. Damit ist f injektiv.

Ist z € f(X), so wihle z € X mit f(z) = 2. Dann gilt f([m]) = f(z) =
z, also ist f surjektiv.

SchlieBlich gilt (10foqy)(x) = t5(f(ar(x))) = 1y (f([2])) = 14 (f(x)) =
f(x), x € X. Also ist tyo foqy = f.

Beispiel 1.1.44 i) Essei X :=Zund f:Z — Z, n+ |2n|.
Dann ist Zy = {{m € Z : |2m| = [2n|} : n € Z} = {{-n,n} : n € Ny}
und f(Z) = {n € Ny : n gerade} =: 2Ny. Wir erhalten

qr(n) ={-n,n}, neZ,
f({—n,n}) =2n, n € Np,

tp(n) =mn, n € 2Ny.
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. ) 0 : n gerade
ii) Essel f:Z — Z, nw—
1 : n ungerade

Ist 2Z := {n € Z : ngerade} und 2Z+1 := {n € Z : nungerade}, dann
ist Z; = {22,2Z + 1}, und f(Z) = {0,1}.
Wir erhalten

27 : n gerade
q5(n) =
27+ 1 : n ungerade,

f(22) =0, f2Z+1)=1 und ¢ ist die Identitéit auf {0,1}.

Z L. 0,1}

Lay Tid

(22,22 +1} L 10,1}

1.2 Rationale, reelle und komplexe Zahlen

Wir stellen in diesem Kapitel die rationalen, reellen und komplexen Zahlen

mittels Konstruktion bereit.

Wir beginnen mit der Definition eines Korpers.

Definition 1.2.1 Essei K eine Menge mit mindestens zwei Elementen, und
es seien + : K x K — K und - : K x K — K Abbildungen. Dann heifit
K := (K,+, ) Korper, falls folgendes gilt (wir schreiben x + y anstelle von
+(z,y) und z - y anstelle von -(z,y)):

(K1) z+y=y+xund -y =y -z fir alle z,y € K (Kommutativitét).

(K2) (z+y)+z=2+(@y+z2z)und (x-y)-z=x-(y-2) fur alle z,y,z € K
(Assoziativitét).

(K3) Es existiert ein Element O € K mit z + 0x = z fiir alle x € K
(Existenz der Null).

(K4) Es existiert ein Element 1x € K\{Ox} =: K* mit 1x - x = x fur alle
x € K (Existenz der Eins).
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(K5) Fiir alle x € K existiert ein Element —z € K mit = + (—z) = Og,
und fiir alle z € K* existiert ein Element 27! € K mit -2~ ! = 1,

(Existenz der Inversen).

(K6) z-(y+2)=(x-y)+ (x-2) fir alle z,y, z € K (Distributivitét).

Bevor wir allgemeine Eigenschaften von Kérpern beweisen (wie z.B. die
Eindeutigkeit der Inversen), wollen wir den Koérper Q der rationalen Zahlen
konstruieren.

Der Kiirze halber sei zunéchst Z* := Z\{0} = {n € Z : n # 0}. Wir starten
mit der Menge

Zx 7" := {(p,q) :p,q € Z,q#O}
aller geordneten Paare (p,q), wobei p die Menge Z und ¢ die Menge Z*
durchléuft.
Wir setzen (p1,q1) ~ (p2,q2), falls p1ga = p2q1 gilt.

Lemma 1.2.2 ,~“ ist eine Aquivalenzrelation auf Z x 7*.

Beweis. Reflexivitdt und Symmetrie sind offensichtlich, wir beweisen die
Transitivitéat:

Es seien (p1,q1) ~ (p2,q2) und (p2,q2) ~ (p3,43)-

Dann gilt (definitionsgeméf) p1ga = p2q1 und pa2gs = psqo.

Hieraus folgt p1g2q3 = p2q193 = p3qaqi-

Da ga # 0, folgt p1g3 = p3qu, also (p1,q1) ~ (3, 3)- O

Definition 1.2.3 Es sei (p1,q1) ~ (p2,q2), falls piga = p2q1, und es sei
2= [(p.g)] .-

Q:=(Z><Z*)/~={§:p,q€Z, q#O}

heiflit Menge der rationalen Zahlen.

Wir wollen nun die Addition und Multiplikation auf Q definieren.
Im Falle der Addition miissen wir die Abbildung + : Q x Q — Q definie-
ren, die jedem Paar (%, g) von Aquivalenzklassen eine weitere Aquivalenz-

klasse (ndmlich die zukiinftige Summe) zuordnet. Wir mochten gerne die
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Summe % + T als psq% setzen.

Hierzu miissen wir unbedingt nachrechnen, dass psq% nicht von der Wahl
der Représentanten von £ und £ abhéngt, wir miissen also zeigen:

Lemma 1.2.4 Gilt pl = 25 und [+ =2, dann ist pls;;’;lql = pgsg;?q? fiir

alle p1,p2, 1,72 € Z und alle ql,qg,sl,SQ S/

Beweis. Aus % = Z—; und I+ = 72 folgt aus der Definition der Aquivalenz-

klassen p = [(p, q)]N, dass p1go = p2g1 und r1s9 = 951 gilt.
Es folgt hleraus

(p1s1 +11q1)(g282) = P1ges1S2 + r152q1G2
= p2q15152 + 1251q1G2 = (p252 + 12q2)(q151) -
Dies bedeutet definitionsgeméfl gerade

p1s1 +riq1 _ P2s2 + 1r2q2
q151 q252 ' O

Mit den gleichen Argumenten zeigt man, dass die Multiplikation

p

_pr
q

’
s qs

wohldefiniert ist.

Satz 1.2.5 Versehen mit der Addition

T T s+r
H0xQ=Q (L) =
q s q S qs

und der Multiplikation

pr pr pr
0xQ-q (21)nL. L2
q’ s q s qs
ist Q ein Korper. Das Nullelement ist Q das Finselement ist %

Das additive Inverse von L ist =F (d. h E= L), und das multiplikative

Inverse von & € Q* ist 1 (d.h. (% ) 1:%).

Beweis. Wir zeigen exemplarisch nur die Existenz der multiplikativen In-
versen und das Distributivgesetz (K6), alle anderen Axiome rechnet man

dhnlich nach.
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1. Sei £ € Q*, dh. £ # Y Dann ist p = p-1 # ¢-0 = 0, also ist
(p,q) € Z x Z* und damit % € Q, und es gilt

p g 1’

ISl k]

wobei die letzte Gleichung natiirlich aus der Definition der Aquiva-
lenzrelation folgt.
o IL(PyT) o Im (patray
m\q s mm qs
_ (nm)(ps +rq) _ (np)(ms) + (nr)(mg)

(mm)(gs) (mq)(ms)
SEeZ- (2D

Bei der ersten Gleichung haben wir die Definition der Aquivalenzrela-
tion (es gilt danach £ = Z—Z fiir k # 0) und die Definition der Addition
verwendet, bei der zweiten die der Multiplikation, bei der vierten die
der Addition und bei der fiinften wieder die der Multiplikation.

Bemerkung 1.2.6 Esseit:Z — Q, n+— 7.

Dann ist ¢ injektiv (} = F = n-1=1-m, also n = m), und es gilt

n—+m n-1+1-m n m
= i) + olm),

i) u(nm)= o % = % : ? = 1(n) - t(m),
) 0(0) = % J(1) = %

¢ erhdlt also die Addition und die Multiplikation (es ist dasselbe, ob wir
vor oder nach der Anwendung von ¢ addieren oder multiplizieren), und auf
Grund der Injektivitét ist ¢ : Z — «(Z) bijektiv.

Wir identifizieren daher Z mit ¢(Z) und schreiben Z C Q.

Ein Beispiel fiir einen ungewohnlichen Korper enthélt
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Beispiel 1.2.7 Es sei Fy := {0, 1}, versehen mit der Addition

0+0:=14+1:=0,
0+1:=140:=1,

und der Multiplikation

ist ein Koérper mit Nullelement Or, = 0 und Einselement 1, = 1.
Dies wird in den Ubungen gezeigt.

Obiger Korper hat eine einfache Interpretation.
Wechseln wir die Bezeichnungen und setzen g := 0 und u := 1, wobei g fiir
ngerade Zahl“ und w fiir ,ungerade Zahl“ steht, so beschreibt obiger Kérper
gerade das Addieren und Multiplizieren gerader bzw. ungerader ganzer Zah-

lentu+u=g+9g=9g, gtu=u+g=u,g-g=g-u=u-g=g, u-uU=1u.

Bezeichnung 1.2.8 Essei (K, +,-) ein Korper. Anstelle von z -y schreiben
wir xy, anstelle von (x - y) + z schreiben wir zy + z (Punktrechnung vor

Strichrechnung). Weiter verwenden wir x — y anstelle von x + (—y) und %

(oder x/y) statt zy~!.

Satz 1.2.9 FEs sei (K,+,-) ein Korper. Dann gilt
i) Das Nullelement O und das Finselement 1k sind eindeutig bestimmit.

it) Sind a,b € K, dann existiert genau ein x € K mit a +x = b. Es gilt
z=b—a.

iii) Ist a € K* und b € K, dann ezistiert genau ein x € K mit ax = b. Es
gilt x = g.

iv) Die inversen Elemente beziiglich Addition und Multiplikation sind ein-

deutig bestimmt.

Es gelten weiter folgende Rechenregeln:
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v) xy = 0 genau dann, wenn x =0 oder y = 0,
—(—x) =z, (x™H) V=2 (dh. + =2), falls x #0,

—(zy) = (—2)y = 2(~y), (@xy)™' =y a7t (dh 5 =5 3), falls
x,y € K*.

H\»—t‘

Beweis.
i) Es sei a € K mit x + a = z fiir alle x € K. Dann gilt fiir x = Og:
a=a+0g =0 +a=0g, es war also a = Og.
Der zweite Teil von i) wird analog gezeigt.
ii) Es seien a,b € K und x := b — a. Dann gilt

a+z = a+(b—a)=a+(—a+Db)
= (a+(-a)) +b=0g +b=b+0g =b.

Es sei 2/ € K mit a + 2’ = b. Dann gilt

/

¥ = 2 +0xk=2"+(a—a)=(2"+a)—a
= (a+2)—a=b—a.

iii) wird wie ii) gezeigt.

iv) folgt aus den Eindeutigkeitsaussagen von ii) bzw. iii) fiir b = 0 bzw.
b=1.
1)—1

v) Wir beweisen exemplarisch (z~ =z fiir x # Og.

Es gilt

lg = 0 muss 27! # 0 gelten. 2~ ! hat also ein Inverses

und wegen x~
(=17, Fiir dieses gilt auch = *(z~!)~! = 1. Da das Inverse aber

nach iv) eindeutig ist, muss x = (z=1)~! gelten. O

Definition/Bemerkung 1.2.10 Es sei (K, +, ) ein Korper. Aufgrund der

Assoziativgesetze gilt

(@+y)+z=az+y+z uwd (z-y)-z=z-(y 2).
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Wir kénnen also die Klammern weglassen und schreiben

r+y+z anstelle von x4 (y+2) und (z+y)+ 2z, sowie

x-y-z anstelle von x-(y-z) und (z-y)- 2.

Dasselbe gilt fiir mehr als drei Summanden bzw. Faktoren. Wir setzen

n
E T, =T+ 2o+ ...Tpy und H:E,,::azl-xg-...~xn,

v=1 v=1
wenn xi,...,r, € K, n € N.
Gilt x =21 =...=x, € K, so setzen wir
n n
n-r = Za:y:z:c:a:+x+...+x und
v=1 v=1 n Summanden
n n
" = Hxl,:Hx::U-x-...-x.
v=1 v=1 n Faktoren

Achtung: n-x ist im Allgemeinen nicht das Produkt zweier Kérperelemente;
ist ndmlich K = Fy = {0, 1} (siehe Beispiel 1.2.7), so ist zwar 1-1 = 1, aber
2-1=141=0.

Allgemein gilt

0 : n gerade
n-1=
1 : n ungerade

Wir setzen noch

(—n)-z = —(n-z), 0-z := 0,

= () (@ #£0), %=1k, neN, zc K,

und wir haben somit beliebige Vielfache n - x und beliebige Potenzen x™ fiir
n € 7 erklart.

Satz 1.2.11 FEs seien x,x1,x2 € K und n,ny,ne € Z. Dann gilt

i) mirx+ng-z = (n1+ng)-z,

i) n-(rixe) = mn-x1+n-x9,

iii) ny-(ne-x) = (ning)- =z,

iv) Mg = ghtnz g L),

v) oy -xy = (z1-x2)", @122 #0,

vi) (")"2 = gMn2 g 0.
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Beweis. (in den Ubungen) O

Ab jetzt werden wir die Korperaxiome, ihre Folgerungen und die Be-

zeichnungen stillschweigend verwenden:

i) Esseien x,aq,...,ay, by, ..., by, Elemente eines Korpers K, so gilt z.B.

n
xZaV = x(ao—i-...—i—an)Zxao—i—xal—l—...—i—xan

n
= E za,
v=0

oder . .
xZa,,b,,:Z (ay +by) Za:a,,+:cb
v=0 v=0
wie auch
() (Xb) = ZavaM—ZZaw—ZZ%
v=0 n=0 v=0 pu=0 pn=0rv=0

»Allgemeines Distributivgesetz*

ii) Weiter kann man schreiben

n

n—1
g a = a1+...+a, = E ay4+1 oder
v=0

v=1

n n+1

g a, = E ay—1 wie auch
v=1 v=2

n
§ ay = E Ap—p+1 -
v=1

FEine wichtige mathematische Beweismethode ist das Prinzip der vollstandi-
gen Induktion: Es sei fiir jedes n € N eine Aussage A(n) gegeben. Wir wollen
zeigen, dass A(n) fiir jedes n € N wahr ist.

Prinzip der vollstindigen Induktion:

i) Es ist A(n) richtig (Induktionsanfang).
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ii) Aus der Richtigkeit von A(n) (oder auch von A(1),...,A(n)), der
Induktionsannahme, folgt die Richtigkeit von A(n + 1) (Induktions-
schritt).

Dann ist A(n) richtig fir alle n € N.
Manchmal will man auch Aussagen A(n) fir alle n > N (N € Ny fest)
beweisen. Dann macht man den Induktionsanfang fiir A(N) (anstelle A(n))

und den Induktionsschritt fiir alle n > N.

Ein Fall fiir die vollstédndige Induktion ist

Satz 1.2.12 FEs gilt

fiir allen € N.

Beweis.

1. Induktionsanfang n = 1:

1
Esgilt Y v=1= 1(1+1), d.h. die Aussage gilt fiir n = 1.
v=1

2

2. Induktionsschritt n +— n + 1:

Induktionsannahme: Es gelte Y v = n(n;l).
v=1
Dann folgt
s " n(n+1) (n+1)(n+2)
dv= <Zu)+(n+1):7+(n+1):—,
v=1 v=1 2 2

d. h. die Aussage gilt auch fir n + 1.

Aus 1. und 2. folgt mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion die Behaup-
tung. O
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Satz 1.2.13  (Geometrische Summenformel) Es sei K ein Korper, und
es sei x € K\{1x}. Dann gilt

n—1 , 1K _
S e
v=0 K=
fiir allen € N.
(Beachte: = := 2wt 2% = 1g, nach 1.2.8)

Beweis. (durch vollstéindige Induktion)

1. Induktionsanfang n = 1:
n—1 0 1 T
v o__ v _ .0 _ _ K™
Zl’ —Z:c —x—lK—lK_x.
v=0 v=0

2. Induktionsschritt n — n + 1:

n—1
Es gelte Y =¥ = 15”:. Dann folgt
v=0
- i 1—x 11—z
v _.n v n
Zx =x —1—21‘ = 1—1‘33 + 1—x
v=0 v=0
:En_xn+1+1_xn
N 1—=z
1— $n+1
N 11—z
Aus 1. und 2. folgt die Behauptung. O
Definition 1.2.14 Fiir n € N sei
n
nli=][v=1-2-3...-(n—1)-nund
v=1

0!:=1.

Satz 1.2.15 Es sein € N. Dann hat die Menge
I, := Sp:={m:{1,....,n} = {1,...,n} : 7 ist bijektiv}

genau n! Elemente. S,, heifit Menge der Permutationen auf {1,...,n}.
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Beweis. (in den Ubungen) O

Definition 1.2.16 (Binomialkoeffizienten)
Es seien n,v € Ng. Man setzt

(n) . nn—1)...(n—v+1) :Hn_];+1 fiir v > 1 und

v V!
k=1

()=

Bemerkung 1.2.17 Aus der Definition folgt sofort fiir n, v € Ny

n n! n .
= = , falls v < n, sowie
v vi(n —v)! n—v

(n> =0, falls v > n.

v

14

Satz 1.2.18 Es seien n € Ny und v € N. Dann gilt
() +0)- ()
+ = :
v—1 v v

Beweis. 1. Fall: 1 <v <n. Es gilt (nach 1.2.17)

<yﬁ1> * (Z) = = 1)!(nni S V!(nni )

nly n nl(n+1-v)
vin+1—-v)l  vli(n+1-v)!

_ nl(n+1) <n+1>.

viin+1—v)l v

2. Fall: v =n + 1. Dann gilt

() () =rro=(00)

3. Fall: v > n + 1. Dann gilt

() ) =ore=(07), D
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Definition 1.2.19 Ist A eine endliche Menge, so sei |A| die Anzahl der

Elemente von A. Ist A keine endliche Menge, so heifit A unendliche Menge,
und wir schreiben |A| = oco.

Satz 1.2.20 FEs sein € N. Dann gilt fiir v € Ny, dass

{M C{1,... ,n}:|M|=v}|= (’Z)

Insbesondere ist (Z) € Ny fiir alle n,v € Ny.

Beweis. Es sei off := |[{M C {1,...,n}: |[M|=v}|

1. Ist v > n, dann gilt o)) =0 = (n)v

v

of =1= (), (Beachte: 0 C {1,...,n}),

n=(}). az=1=().

o
2. Vollstandige Induktion iiber n.

i) n = 1: Nach 1. gilt o = (g), al = (1), al = (1), v>1.

1 v

ii) n — n+ 1. Es gelte of = (7) fiir alle v € N. Dann gilt fiir alle
n € N:

amtl = ‘{MC{I,...,n—f—l}:]M]:I/H
= ‘{MC{I,...,n}:]M\:I/H

H{{n+ 1} UM M C {1,... 0}, |M| = v —1}]
- ()+(2)=(7)

Aus der Gleichung (")) + (1) = (”jl) kann man unter Zuhilfenahme von

a

(g) =1= (Z) die Binomialkoeflizienten rekursiv berechnen. Dies veran-

schaulicht das Pascalsche Dreieck, in dem die Summe zweier nebeneinander
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stehender Zahlen gerade die darunter stehende Zahl ergibt.

Satz 1.2.21 (Binomischer Lehrsatz)  FEs sei K ein Kérper und x,y € K
und n € Ng. Dann gilt

Beweis. (durch vollstéindige Induktion)

0
IL.n=0:(z+y)° =1 =2%"= Z (2)x”y0_”.
v=0
2.n—n+1:Esgelte (x +y)" = i (") a¥y"~¥. Dann folgt
v=0
n
@+ = @ty @y =@+y) D ("
v=0
:Z V+1nV+Z Vn+lu
v=0
n+1
_ Z( %“y u1+z I/7L+1l/
p=1 "
n
— Z (Vzl)q:uyn—i-l—u 4 (Z)xn-i-ly()
v=1

+n On+1+§ yn—l—lu
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n
= (5t D0 () + () e
v=1

—_———
_ (n+1)
v
+ (nii)xn—i-ly()
n

n+1
= > (e

v=0

Definition 1.2.22 Es sei K = (K, +,-) ein Korper. Eine Relation < in K
heifit Ordnung, falls gilt
(O1) Fir alle z,y € K gilt genau eine der folgenden Beziehungen
x <y, y <z, x=y (Trichotomie).
(02) =z <yundy < z impliziert x < z fiir alle z,y, 2z € K (Transitivitit).
(03) =z <y impliziert z + z < y + z fiir alle x,y, z € K (Monotonie der Addition).
(04) =z < yund O < z impliziert zz < yz fiir alle z,y, 2z € K (Monotonie der
Multiplikation).

K = (K, +,-,<) heifit dann geordneter Korper.

Bezeichnung 1.2.23 Es sei K ein geordneter Korper und z,y € K.

i) Anstelle z < y schreiben wir auch y > x.

Gilt z = y oder x < y, so schreiben wir z < y oder y > =z.

i) x heifit positiv, falls x > O,
x heiflt negativ, falls z < O,
x heifit nichtnegativ, falls x > 0.

iii) K* := K\{0} (schon definiert)
Kt:={reK:z>0g},
K- :={zx e K:x<0g},
K ={zeK:z>0g}

Essei Q = {g 'p,q €L,qF# 0} der Korper der rationalen Zahlen. Ist % € Q,
_P
q

so gilt =~ = £ (da (—p)q = p(—q) in Z).
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Wir koénnen also ohne Einschrinkung 0 < ¢ (d.h. ¢ € N) voraussetzen. Hier
bedeutet < die natiirliche Ordnung auf Z.

Sind nun %, z—; € Q mit p1,p2 € Z,q1,q2 € N, so setzt man
by < b2 falls p1g2 < paqq gilt.
q1 q2

Satz 1.2.24 Q ist ein geordneter Korper.

Beweis. Wir zeigen exemplarisch (03), den Rest der Ordnungsaxiome weist
man &dhnlich nach.
Seien dann r,p1,p2 € Z, S,q1,q2 € N mit

pL_p2
q1 q2

Dann gilt p1go < p2q:1. Hieraus ergibt sich

DP1p28s +1q1q28 < P2q18S + 141625,

also gilt
(P15 +7q1)ges < (p2s +rq2)q1s,
was p T p1S+rq p2s + rq p T
1 1 1 2 2 2
a5 as @ @ s
impliziert. a

Bemerkung 1.2.25 Wir hatten in 1.2.6 bemerkt, dass die ,,natiirliche Ein-
bettung“

17— Q, n— 1
die Addition und die Multiplikation respektiert.
¢ erhélt auch die Ordnung, d.h.

t(n) < t(m) genau dann, wenn n < m.

Satz 1.2.26 FEs sei K ein geordneter Korper, und es seien x,y € K. Dann
gilt



34 GRUNDLAGEN

i) > 0 genau dann, wenn —z < Of.
it) Aus x,y < O folgt xy > Of.
i) 2 > 0 genau dann, wenn x # 0.
i) 1 > Og.

v) Ausy > x> Ok folgt —y < —x < O und 27! >y~ > 0.

Beweis. (in den Ubungen) ]

Satz 1.2.27 (Bernoullische Ungleichung) Es sei K ein geordneter Korper
und x € K mit x > —1g. Dann gilt

(g +2)" > 1 + nzx

fiir alle n € Ny.

Beweis. (durch vollsténdige Induktion)
1. n=0:
(lK—i—Jr)O:lK:lK—i—O-x.
2. n+—n+1): Es gelte (1x + )" > 1x +n-2z. Dann folgt mit (04), (03)
und 1.2.25 iii):
(1K+x)”+1 = (Ig+2)(lxg+2)" > (g +2)(1x +n-x)
= lg+n-z+z+n-22=lg+m+1)-2+n-x
> g+ (n+1)-z.

2

Definition 1.2.28 Es sei K ein geordneter Korper und =z € K.

rz: >0
|| =
—x: <0

heifit der Betrag (oder Absolutbetrag) von x. Die Abbildung |-|: K —
K,z — |z|, heiit Betragsfunktion.
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Bemerkung 1.2.29 Es sei K ein geordneter Korper.
i) Dann gilt: |z| = | — z|; =, —z < |z|; |zy| = |z|||y| fiir alle z,y € K.
ii) Ist z € K und y > 0, so gilt

|z| < y genau dann, wenn —y < z < y.

Satz 1.2.30 (Dreiecksungleichung) Es sei K ein geordneter Korper und
x,y € K. Dann gilt
[z +y| < |z + y].

Beweis. 1. Fall: z +y > 0. Dann gilt

lzt+yl =24y <|z|+ |y

wegen 1.2.29 i) und der Monotonie der Addition.
2. Fall: x +y < 0. Dann gilt

lz+yl=—(z+y)=—2+(~y) <|z|+|y],

ebenfalls wegen 1.2.29 i) und der Monotonie der Addition. O

Korollar 1.2.31 FEs sei K ein geordneter Korper und x,y € K. Dann gilt

x| = |yl| < |z +yl.

Beweis. (in den Ubungen) O

Definition 1.2.32 Es sei K ein geordneter Korper und M C K eine Teil-

menge von K.

i) x € K heifit obere (untere) Schranke fiir M, falls m < z (bzw. m > x)
fiir alle m € M.

ii) M heit nach oben (unten) beschrinkt, falls M eine obere (untere)
Schranke besitzt.
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iii)

iv)

v)

GRUNDLAGEN

M heiBBt beschrénkt, falls ein x € K existiert mit [m| < x fiir alle
m e M.

Eine obere (untere) Schranke x fiir M heifit Supremum (Infimum) von
M, falls x < y (bzw. x > y) fiir alle oberen (unteren) Schranken y fiir
M gilt.

Ein Supremum (Infimum) z heift Maximum (Minimum) von M, falls
zusétzlich z € M gilt.

Bemerkung 1.2.33 i) M ist beschriankt genau dann, wenn M sowohl

ii)

iii)

nach oben als auch nach unten beschrankt ist.

Supremum und Infimum miissen nicht existieren, auch wenn die vor-
liegende Menge beschrinkt ist.
Ist jedoch z ein Supremum (bzw. Infimum), so ist = aufgrund (O1)

schon eindeutig bestimmt und man setzt

sup M :=x (bzw. inf M :=x).

Auch wenn die Menge M ein Supremum (Infimum) besitzt, so braucht
sie kein Maximum (bzw. Minimum) zu besitzen, z.B. ist dies bei M :=
{x € Q:z <0} der Fall:

sup M = 0, aber wegen 0 ¢ M hat M kein Maximum.

Besitzt jedoch M ein Maximum (Minimum) z, so ist dieses natiirlich

wieder eindeutig bestimmt, und man setzt

max M :=z (bzw. min M :=x).

Satz 1.2.34 (Archimedes) Fiir alle z,y € Q mit x,y > 0 gibt es einmn € N
mitn-x >y.

Beweis. Es sei z = %, Y= 2—; mit p1,p2,q1,q2 € N.
Waihlen wir n := paq1, so folgt
n n-p1_ p291p1
n-r=-—-xr = =
1 Q1 T
_ p1q2 _p2an
B 1
N , q192

>1, dapi,g2 €N

P21 _ P2 _

q192 q2

v
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Beispiel 1.2.35 Fassen wir N als Teilmenge von Q auf, so ist N nach unten
durch n = 1 beschrénkt.
Aus 1.2.34 folgt, dass N nicht nach oben beschrankt ist.

Bemerkung 1.2.36 In jedem geordneten Korper hat die Gleichung n-x =
y fiir jedes y € K und jedes n € N eine eindeutig bestimmte Losung, d.h.

Fiir alle y € K und alle n € N existiert genau ein x € K mit

n-T=1y.

Dies folgt aus n - 1x > 0 (Monotonie der Addition) und 1.2.9 iii).
Leider sieht dies bei Gleichungen z" = y ganz anders aus.

Satz 1.2.37 In Q hat die Gleichung x*> = 2 keine Lisung.

Beweis.

1. Essei p € Z und p? gerade sei gerade. Dann ist auch p gerade. Nehmen
wir nadmlich an, dass p ungerade ist, d.h. p = 2r + 1,r € Z, gilt, dann
ist p2 = 4r2 + 4r + 1 auch ungerade. Dies ist ein Widerspruch, also ist
p gerade.

2. Wir nehmen an, dass 2 = 2 fiir ein x € Q gilt. Ohne Einschrinkung
sei > 0. Betrachten wir die Menge {r € N: 2 = %, s € N}. Diese
Menge besitzt ein kleinstes Element ¢g. Es gibt also eine Darstellung
T = g mit ¢ minimal. Es folgt 2’—2 = 22 = 2 und somit p? = 2¢>. Also
ist p? gerade und nach 1. ist auch p gerade, d.h. p = 2pg mit einem
po € N. Dann ist aber 2¢% = 4p%, also ¢% = Zpg. Somit ist ¢® gerade,
also ist mit 1. auch ¢ = 2¢gy mit einem gy € N.

Es folgt = % = % = z—g, insbesondere besitzt x eine Darstellung 2—8
mit gg < ¢, ein Widerspruch.

Die Annahme 22 = 2 und das Axiom, dass jede Teilmenge der natiirli-
chen Zahlen ein kleinstes Element besitzt, ist nicht vereinbar. Also ist
die Annahme falsch, ihr logisches Gegenteil richtig, und damit existiert

kein z € Q mit 2% = 2.
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a

Auf der anderen Seite kann man das ,,babylonische Wurzelziehen* verwen-
den, um Naherungslésungen zu erlangen:

Wir starten mit 27 := 2 und setzen rekursiv
1 2
Tptl = 7<xn + —), n e N.
2 T,

Die Idee hinter diesem Verfahren ist: Wiirde 22 = 2 gelten, dann wire
x, = =2, andernfalls ist z,, #+ % Man hofft, dass das arithmetische Mittel

Tn’

Tyt i= %(xn + f ) ein besserer Naherungswert ist.

Mein Rechner liefnert nach z; = 2:

o =1,5

x3 = 1,41666667

x4 =1,41421568627451
x5 = 1,41421356237469
rg = 1,414213562373095
x7 = 1,414213562373095
rg = 1,414213562373095

und
a;% =4
73 =225
x§:2,0069~-

x3 = 2,0000060

72 = 2,0000000000045 . . .

x% =2
Der letzte Wert ist auf jeden Fall falsch, da ja keine rationale Zahl x mit
x? = 2 existieren kann und der Rechner nur rationale Zahlen (noch nicht

einmal alle) darstellen kann.

Grund fiir den Fehler ist natiirlich die beschrinkte Genauigkeit des Rech-
ners.

Wiirde man statt dessen einen Rechner mit beliebiger Genauigkeit verwen-

den, so erhielte man:

1. Zu jedem s € N existiert ein N € N, so dass sich die Werte z,, fiir
n > N nur ab der (s + 1)-ten Nachkommastelle unterscheiden, d.h. es
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gilt
|zp, — x| < 107°  fiir alle n,m > N .

Anders ausgedriickt:
Fiir alle ¢ > 0 existiert ein NV € N, so dass

|zp, — x| < e fiir allen,m > N .

2. Zu jedem s € N existiert ein N € N, so das sich die Werte 22 von 2
fiir n > N nur ab der (s+ 1)-ten Nachkommastelle unterscheiden, d.h.
es gilt

|22 — 2| <107* fiir alle n,m > N .

Anders ausgedriickt:
Fiir alle ¢ > 0 existiert ein NV € N, so dass

|22 —2| < e fiirallen > N.

Wir werden spéter zeigen, dass keine Zahl x € QQ existiert, so dass gilt:
Fiir alle € > 0 existiert ein N € N mit

|zy, — x| <e firallen,m > N.

Daher werden wir die sogenannten reellen Zahlen konstruieren, und dort
gibt es ein 2 > 0 mit obiger Eigenschaft. Dieses z erfiillt dann auch 22 = 2
und wir nennen dieses & dann /2.

Mit der Definition

1 2
1 =2, Tpt1 :25 (a:n—l——), neN,
n

haben wir jedem n € N ein z,, € Q zugeordnet, d.h. wir haben eine Abbil-
dung
z:N—=Q, z(n):=ux,,

definiert. Eine solche Abbildung nennt man auch Folge in Q oder Folge
rationaler Zahlen. Allgemeiner geben wir folgende

Definition 1.2.38 Ist X eine Menge, so heifit eine Abbildung
z:N—-X

eine Folge in X. Die Menge aller Folgen in X wird mit X" bezeichnet.
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Bemerkung/Bezeichnung 1.2.39 i) Ist x : N — X eine Folge in X,
so schreibt man traditionell
zni=2™ :=z(n), neN,
(sogenannte Indexschreibweise) und setzt
(21,2, ...) = (Zn)nen = () pen = 2.

ii) Man verwechsle die Folge X = (zy,)nen nicht mit der Menge {z,, : n €
N} ihrer Folgenglieder!
(Zn)nen ist eine Abbildung von N — X, {z,, : n € N} ist eine Teil-

menge von X.

iii) Sind J und X Mengen, so bezeichnet man mit X7 die Menge aller
Abbildungen J nach X es ist also

X7 ={f:J— X: fisteine Abbildung}.

Etwas allgemeiner als in 1.2.38 bezeichnet man auch Elemente von
XNo oder von X7/, wobei J = {n € Z : n > N}, (N € Z fest), als
Folgen in X. Man setzt wieder

T = 2™ = z(n),
und schreibt

(:L‘Oa L1, T2, - ) = (xn)nENo = (x(n))nENo

anstelle von x : Ng — X, und man schreibt

(TN, EN11, N 425 - -) 2= (Tn)nsn = (@) s N

anstelle von
z:{neN:n>N} — X.

Beispiel 1.2.40 i) Esseiz : N —- Q, n — % Geméf unserer Kon-

vention schreiben wir (1),en oder (1,3, 1,...) anstelle von z. Weitere

Beispiele fiir Folgen rationaler Zahlen (d.h. Folgen in Q):

(1,2,3,)... = (n)pen,

1 1 1
(=L, =, =) = (——5)nen,

4" 9 n

(17 q, C]27 .o ) = (qn)neNo fiir qc @ fest.
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Die letzteren Schreibweisen sind zu empfehlen, denn bei der ersteren
Schreibweise kann man nur wenige Folgenglieder angeben, die restli-

chen muss man ,,raten.

ii) (Konstante Folgen) Es sei X eine Menge und a € X ein Element von
X. Dann setzt man
an:N—= X, n—a,

d.h. ay = (a,a,a,...) = (a)peN-
Diese Folgen nehmen nur einen Wert an (hier a), und sie heifien kon-
stante Folgen.

Definition 1.2.41 Es sei K ein geordneter Korper. Eine Folge (z,)nen in
K heift

i) monoton wachsend (fallend), falls x,,11 >z, ( Tpt1 < @), n €N,
ii) monoton, falls sie monoton wachsend oder fallend ist,

iii) streng monoton wachsend (fallend), falls zp11 > x, (Tpy1 < zp),
n €N,

iv) nach oben beschriankt (nach unten beschrankt, beschrinkt), falls die
Menge {z, : n € N} nach oben beschrénkt (nach unten beschrankt,
beschrinkt) ist.

Beispiel 1.2.42 Es sei K = Q.

i) Die Folge (n)pen ist (siche oben) streng monoton wachsend, sie ist
nach unten beschriankt, eine untere Schranke ist z.B. m = 1.
(n)nen ist nach 1.2.35 nicht nach oben beschrénkt.

ii) Die Folge (&

n)n cn ist beschrénkt und streng monoton fallend.

iii) Die Folge ((—1)”)71eN ist beschrénkt, aber nicht monoton.

iv) Eine konstante Folge ist sowohl monoton wachsend als auch fallend.
Auflerdem ist sie beschrankt.

Bemerkung 1.2.43 i) Streng monoton wachsende Folgen ganzer Zah-
len sind nach unten beschrinkt, aber nicht nach oben beschrankt.
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ii) Streng monoton fallende Folgen ganzer Zahlen sind nach oben be-
schrénkt, aber nicht nach unten beschrankt.

Beispiel 1.2.44 Es sei g € Q fest. Dann ist die Folge (¢")nen,
i) monoton wachsend genau dann, wenn g > 1,
ii) streng monoton wachsend genau dann, wenn g > 1,
iii) monoton fallend genau dann, wenn 0 < g < 1,
iv) streng monoton fallend genau dann, wenn 0 < ¢ < 1,

v) beschrénkt genau dann, wenn |gq| < 1.

(Siehe Ubung.)

Definition 1.2.45 Es sei (z,)nen eine Folge in der Menge X und (ng)ken
eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heif3t

(xnk)keN = (33711733"2’ Tngs - - )

Teilfolge von (z,)nen-
Anders ausgedriickt: Ist z € XY eine Folge in X und n € NN streng monoton
wachsend, so heifit x on (€ X) Teilfolge von .

Beispiel 1.2.46 Es sei (x,)nen eine Folge in X und ny = k+ 1,my =
k2 0, =k, keN.
Dann sind

(:Unk)kGN = (xk’-i-l)k‘EN = (IEQa T3, 24, - - ‘)?
(Tmy Jken = (Tp2)ken = (21, T4, Tg, .. ),
(l‘ﬂk)k‘GN = (ZEl,l‘z,ﬂ?g, .. ) = (xn)nGN

Teilfolgen von (zy,)nen.
Ins insbesondere X = Q und (zp,)neny = (%)%N, so erhalten wir

uen= (5~ (5
I REN AL T Jken— \2737 )
1

(Timy JkeN = (%)keN: (1, , ,...),
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Bemerkung 1.2.47 Beschrianktheit und Monotonie iibertragen sich auf
Teilfolgen.

Definition 1.2.48 Eine Folge (z,)nen in einem geordneten Korper K heifit

i) Cauchyfolge, falls fiir alle € > 0 ein N € N existiert, so dass
|Tn — x| < €

fir alle n,m > N gilt.

Kurzschreibweise:
v€>03N6NVm,n2N |$n - $m| <e,

ii) konvergent gegen zp € K, falls fiir alle ¢ > 0 ein N € N existiert, so
dass

|zy, — xo| < €

fir alle n > N gilt.

Kurzschreibweise:
Ves0INenVn>nN |2n — 0| < €,

iii) konvergent, falls ein xg € K existiert, so dass (x,), gegen xo konver-
giert,

iv) divergiert, falls (x,), nicht konvergent ist.

Bemerkung/Bezeichnung 1.2.49 i) Konvergiert (z,,)nen gegen g, so

schreiben wir

n—00
T, Zo,

Ty — Ty (N — 00),
lim z, = xg,
n—oo

oder kiirzer T, — To,

lim x,, = xg.

ii) Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heifit Nullfolge.

iii) Es gilt z,, — xo genau dann, wenn |z, — z¢| — 0 (n — 0), also wenn

(|zn — x0|)nen eine Nullfolge ist.
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Beispiel 1.2.50 i) Ist a € K, so konvergiert ay = (a, a .. .) offensichtlich
gegen a.
Es sei K = Q.

ii) Die Folge (l) ist eine Nullfolge.
n/neN
Es sei € > 0 beliebig. Nach 1.2.34 (Satz von Archimedes) existiert ein
N € Nmit N > 1.
Es sei n > N. Dann gilt

‘ 1 O‘ 1 < 1 <
——0==—<=<e€.
n n- N
Dies ist die typische Struktur eines Konvergenzbeweises: € > 0 vorge-
ben, N wahlen oder sich beschaffen, dann n > N vorgeben und
|zy, — o] < €
zeigen.

ili) «) Esseiq e Q, |g| < 1. Dann ist (¢")nen, eine Nullfolge: Setzen wir
zunéichst z := (ﬁ —1)(> 0). Es sei € > 0 beliebig. Dann existiert
(nach dem Satz von Archimedes) ein N € N mit Nz > % Es sei
n > N. Dann folgt mit der Bernoullischen Ungleichung (1.2.27):

1 1 1

1
< < < —<e.
(I+2)» ~ 14+nz ~ nxr ~ Nz ©

l¢" = 0] =

B) Ist g =1, s0ist ¢" = 1,n € N, und (¢")nen konvergiert gegen 1.
v) Fiir ¢ = —1 und |q| > 1 divergiert (¢")nen,, siehe Ubungen.

Satz 1.2.51 Es sei K ein geordneter Korper, und es sei (xy)nen eine Folge
i K. Dann gilt:

i) (xn)nen hat hochstens einen Grenzwert.
i1) Konvergiert (zp)nen, S0 ist (xn)nen eine Cauchyfolge.

iii) Konvergiert (z,)neN gegen xo, so konvergiert auch jede Teilfolge (xy, ke

gegen xg.

i) Ist (xn)nen eine Cauchyfolge, so ist auch jede Teilfolge eine Cauchy-
folge.

v) Ist (zp)nen eine Cauchyfolge, die eine konvergente Teilfolge (xy, )ken

besitzt, so konvergiert auch (xy)nen, und zwar zum selben Grenzwert.
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Beweis.

i)

ii)

iii)

iv)

Wir nehmen an, (x,),en habe zwei verschiedene Grenzwerte z; und
zo. Wir setzen ¢ := %|z1 — 23] > 0. Da x,, — z;,j = 1,2, existieren
Ny, Ny € Nmit |z, — z1] < e,n > Ny und |z, — 22| < &,n > N3. Dann
gilt fiir n = max{Nj, Ny}

2=z — 2| < |z1 —@xp| + |22 —an| <e+e=2¢,

im Widerspruch zu (01). Also ist die Annahme falsch und (z,,)nen hat
hochstens einen Grenzwert.

Es sei € > 0 beliebig.

Nach Voraussetzung existiert ein zg € K mit x,, — x¢. Daher existiert
zue :=5 ein N € Nmit |z, — 0| <€, n>N.

Es folgt

|Tn — | < |Tn — 20| + |20 — T <'+6 =€

fiir alle n,m > N.

Also ist (zp,)nen eine Cauchyfolge.
Es sei € > 0 beliebig. Dann existiert ein N € N mit
|zn, — xo| <&, n> N.
Setze K := N. Ist nun k > K, so gilt ng; > k > K > N, also auch

|z, — x| < €.

wird analog iii) gezeigt.

Es sei ¢ > 0 beliebig. Da x,,, — zg (k — o00) existiert zu ' := § ein

K €N, so dass
|Tn, —x0| <€, k> K.

Da (zy)nen eine Cauchyfolge ist, existiert zu &’ := § ein N € N, so

dass

|2 — x| <€, m,n>N.

Es sei n > N beliebig. Wéhle £ > K mit ny > N (z. B. k :=
max{K, N}). Dann gilt

\zn, — mo| < |Tn — Tpy | + |20, — 20| <’ 4+ =e.
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a

Bemerkung 1.2.52 Wir haben im obigen Beweis nur folgende drei Eigen-
schaften von d(z,y) := | — y| (z,y € K) ausgenutzt:

i) d(x,y) > 0 und d(z,y) = 0 genau dann, wenn z = y,
i) d(z,y) = d(y,z),

i) d(z,z) <d(z,y)+ d(y, 2).
Satz 1.2.53 Jede Cauchyfolge in einem geordneten Korper ist beschrdnkt.

Beweis. Ist (x,)nen eine Cauchyfolge, dann existiert zu € := 1 ein N € N
mit
[Ty — x| < €

fiir alle n,m > N.
Wéhle C > 1+ |zy| und C > 2z, j = 1,...,N — 1, (also z.B. C =

N
14 3" |z;|). Dann gilt
j=1

|z, < C fir 1<n<N-—1und
|zn| < |zn —an|+ |zn| <e+|zn] =14+ |2, < C fir n > N.

Insgesamt ist also |z,| < C fiir alle n € N. O

Satz 1.2.54 Es seien K ein geordneter Korper und (zp)neN, (Yn)neN, (2n)neN
Folgen in K mit

i) Tn < Yn < zn, n €N, und
ii) lim z, = lim z,.
n—oo n—oo

Dann konvergiert auch (yp)nen, und zwar zum selben Grenzwert.
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Beweis. Es sei w := lim z, = lim z,.

Ist € > 0 vorgegeben, so existiert ein N € N, so dass
|zp —w| <e und |z, —w|<e
fiir alle n > N. Insbesondere gilt fiir n > N:
—E< Ty — WYy, —w< 2z, —w<E,

also |y, — w| < e. O

Satz 1.2.55 Es seien (zn)nen und (yYn)nen Cauchyfolgen in dem geordneten
Korper K. Dann gilt

i) (n + Yn)nen und (Tn - Yn)nen sind Cauchyfolgen. Insbesondere ist
(azxp)nen fir alle a € K eine Cauchyfolge.

n

ii) Existiert ein § > 0, so dass |z,| > d,n € N, so ist (%) N eine
ne
Cauchyfolge.

Beweis.

i) «a) Essei e > 0 beliebig.
Nach Voraussetzung existiert zu € := § ein N € N mit

|Tp, — x| <& und  |yp, —ym| <€
fiir alle n,m > N. Hieraus folgt
[(Tn +yn) = (@m + ym)| = [(@n — 2m) + (Yn — Ym)|
<|ep — | + |Yn —ym| <E+E=¢€

fir alle m,n > N.

B) Nach 1.2.53 sind {zy, : n € N} und {y, : n € N} beschrénkt.
Da die Vereinigung endlich vieler beschrinkter Mengen wieder

beschrankt ist, existiert also ein C' > 0 mit

[Znl, [yn| < C
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fiir alle n € N.
Es sei € > 0 vorgegeben.
Zu € := 55 existiert dann ein N € N mit

|Tn — | <€ und |y, —ym| < €

fiir alle n,m > N.

Sind nun n, m > N beliebig, so folgt
|ZnYn = TmYm| = |Tnyn — TnYm + TnYm — TmYm|
< 2n(Yn = ym)| + [(@n = Tm)ym|
= |znllyn = ym| + |20 — Zm|[ym|

<(Ceé+eC=ce.

ii) Wegen i) reicht es zu zeigen: (yi

n

) ist eine Cauchyfolge.
neN

Es sei € > 0 beliebig. Dann existiert zu & := §%¢ ein N € N mit

[Yn — ym| < €
fir alle n,m > N.
Hieraus folgt
1 1 — 1
Loy e L,
Yn  Ym YnYm g
fur alle n,m > N. O

Bemerkung 1.2.56 Es sei K = Q (oder allgemeiner ein archimedischer
Korper K, d.h. es gilt der Satz von Archimedes in K) und ist (y,)nen eine
Cauchyfolge, die keine Nullfolge ist, so existiert ein § > 0 und ein N € N
mit

[Yn| > 6
fir alle n > N.
Nehmen wir ndmlich an, dass solche § und N nicht existieren, dann existiert
fir alle § > 0 und alle N € N ein n > N mit |y,| < 0.
Zu § =1 und N =1 existiert also ein ny > 1 mit |y,,| < 1.
Ist n; gewahlt, so existiert zu § = k%rl und N :=ny + 1 ein ngy1 € N mit

ngy1 > N > ng, so dass .

Ynpin | < P
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Ist € > 0 beliebig, so existiert nach dem Satz von Archimedes ein K € N
mit K > % Es folgt

11
‘ynk|<%§§§6,kz2K.

Also konvergiert (yn,)ren gegen 0, und mit 1.2.51 iv) konvergiert auch
(Yn)nen gegen 0, Widerspruch. Also existieren solche 6 und N.
Wir erhalten zusammen mit 1.2.55 ii):

Sind (2 )nen und (yn)nen Cauchyfolgen und ist (yn)nen keine Nullfolge, so

ist
()
Yn / neEN
eine Cauchyfolge, wenn man
1 :y,=0
Yn © yn #0,

n € N, setzt.

Satz 1.2.57 Es sei K ein geordneter Kirper, die Folge (zy,)nen konvergiere
gegen g, und die Folge (yn)nen konvergiere gegen yo. Dann gilt

i) Tp +Yn — To+ Yo und Ty, — TolYo, insbesondere axy, — axg fir alle

a€ K.
1 :y,=0
i) Ist yo # 0 und gy, := " , dann folgt xTn =5
Yn * Yn#0, n €N, Yn Yo
Beweis.

i) folgt wie 1.2.55 1).

i) Zu 6 := 20 > 0 existiert ein N € N mit [y, — yo| <6 = 21, n>N.

IR
0
Es folgt |[yn| —|y0l| < Iy — ol < ‘y2| n >N, was |y, — yo| > -2,

also |yn| > @ =, n > N, impliziert. Die Behauptung folgt nun wie
in 1.2.55 ii).
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Satz 1.2.58 Es sei K ein geordneter Kirper, (x,)nen eine Nullfolge und
(Yn)nen eine beschrinkte Folge in K. Dann ist (xnyn)nen €ine Nullfolge.

Beweis. Da (yp)nen beschrinkt ist, existiert ein C' > 0 mit |y,| < C fiir

allen € N.
Es sei € > 0 beliebig. Wihle zu ¢’ := &(> 0) ein N € N mit

|z, < €', n>N.

Es folgt dann
|Znyn| < |2,|C < EC =,

fir alle n > N.

Beispiel 1.2.59 Es sei K = Q.

i) Ist £ € Nund ¢ € Q, so gilt mit 1.2.57 und 1.2.50 ii):

.q .
lim — = lim ¢- lim —
n—oo M, n— o0 n—oo M

k

ii) Mit 1.2.57 und i) gilt:

3nt 4+ 2n? + 1 2+
hmn—l—4—n—|— — lim n 3n4
n—00 n*+3 n—00 5_'—?
. . 2 . 1
_ oSt e 34040
lim 5+ lim 3 540

n—oo n—oo

iii) Es sei ¢ € Q. Dann gilt nlirgo % = 0: Wahle £k € N mit k£ > q.

tn=1

Esseixp, =1, y,=

Dann gilt %T; = TpYn, N € N. (zp)nen ist eine Nullfolge, und fiir
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n >k + 2 gilt mit

Sl Yol
k
’yn|:yn:H7‘H7§ka
j=1 j=k+1
—— Y=
<kk <1

also ist (yn)nen beschriinkt. Nach 1.2.58 gilt L — 0 (n — o).

n!

Definition/Bemerkung 1.2.60 Es sei K ein geordneter Korper.
i) Auf der Menge
ch(K) :={z:N — K : zist Cauchyfolge}
und auf der Menge
¢(K) :={x: N — K : zist konvergent}

kénnen wir mit Hilfe von 1.2.55 und 1.2.57 eine Addition und eine
Multiplikation folgendermaflen definieren:

Sind = (2n)neny und ¥y = (yn)nen Cauchyfolgen (bzw. konvergente
Folgen), so sei ihre Summe

TH+Y: = (xn)nGN + (yn)nEN = (xn + yn)nGN

und ihr Produkt

-y = (xn)nEN : (yn)nEN = (xn : yn)neN-

Summe und Produkt erfiillen alle Kérperaxiome bis auf die Existenz
des multiplikativen Inversen. Das Nullelement ist Oy = (0,0, ...), das
Einselement ist 1y = (1,1,...) und das additive Inverse zu x = (2, )nen
ist —z = (—zp)nen. Wir weisen exemplarisch das Distributivgesetz
nach:

Es seien = (Zn)neN, ¥ = (Yn)neN, 2 = (2n)nen Cauchyfolgen (konver-
gente Folgen). Dann gilt

ac(y + Z) = (xn)nEN : ((yn)nEN + (Zn)nEN)
= (xn)nEN ) (yn + Zn)nEN = (:En(yn + Zn))nGN
= (xnyn + :Enzn)nGN = (:Enyn)nEN + (xnzn)nEN

= Y+ xZ2.
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ii) Allgemeiner kann man (fiir eine beliebige nichtleere Menge J) auf K“
die Addition und Multiplikation definieren:

(f+9)0)=F0)+90), jed
(f-9)G) = f0)-9(), 7€,

wenn f,g € K7. Auch hier sind alle Kérperaxiomem bis auf die Exi-

stenz des multiplikativen Inversen erfiillt.

Wir wollen nun den geordneten Kérper R der reellen Zahlen konstruieren;

er wird folgende Eigenschaften haben.

«) Es gibt eine injektive Abbildung j : Q — R, welche die Addition, die
Multiplikation und die Ordnung respektiert, so dass zusétzlich gilt:
Fiir alle z,w € R mit z < w existiert ein z € Q mit z < j(z) < w.

B) Jede Cauchyfolge in R konvergiert.

Via j identifizieren wir Q dann mit j(Q) und betrachten Q als Teilmenge
von R. In R wird zusétzlich gelten:

~) Fiir alle y > 0 und n € N hat die Gleichung ™ = y eine Losung.
9) Jede nach oben beschrénkte Teilmenge von R besitzt ein Supremum.

Wir erkliren folgende Relation auf der Menge ch(Q) aller Cauchyfolgen
in Q:
x ~ g, falls x — y eine Nullfolge ist.

( D.h. (zp)nen ~ (Yn)nen, falls z, — yn — 0 (n — 00).)
Satz 1.2.61 , ~ “ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Es seien z,y, z € ch(Q).
1. Daz—2 =0y — 0(n — 00), ist x ~ .

2. Ist * ~ y, dann ist x — y eine Nullfolge, also mit 1.2.57 ist auch
y —x = —(z — y) eine Nullfolge.

3. Ist x ~ y und ist y ~ z, dann sind x — y und y — z Nullfolgen, also ist
nach 1.2.57 auch

x—z=(x—y)+ (y — 2) eine Nullfolge.
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Definition 1.2.62 Die Menge

R:= {[:r]N = ch(@)}

heiffit Menge der reellen Zahlen.

Analog zur Konstruktion der rationalen Zahlen bestehen die reellen Zah-
len aus Aquivalenzklassen. Grob gesagt: Eine Aquivalenzklasse besteht aus
denjenigen Cauchyfolgen in Q, die dasselbe ,,Grenzverhalten* zeigen.

Wir wollen nun eine Addition und eine Multiplikation auf R definieren.
Dazu benétigen wir

Lemma 1.2.63 FEs seien x,w,y, z € ch(Q), und es gelte x ~ w sowiey ~ z.

Dann gilt auch z +y ~w + 2z und zy ~ wz.

Beweis. Nach Voraussetzung sind x —w und y — z Nullfolgen. Dann ist nach
1.2.57 auch (x +y) — (w + z) = (x — w) + (y — z) eine Nullfolge, also gilt
rT+y~w+z.

Da z eine Cauchyfolge, also beschrénkt ist, und y — 2z eine Nullfolge ist,
garantiert Satz 1.2.58, dass auch x(y — z) eine Nullfolge ist. Analog: z(z —w)
ist Nullfolge. Damit gilt nach 1.2.57, dass auch zy—wz = z(y—2)+2(z —w)
eine Nullfolge ist. Also ist xy ~ wz. O

Jetzt sind die Voraussetzungen fiir die Definition der Addition und auch der
Multiplikation geschaffen.
Satz 1.2.64 Versehen mit der Addition
+:RxR—R, ([z],[y]) = ] + [y] = [z + ],
und der Multiplikation
S RXR =R, ([2],[y]) = [2] - [y] = [2y],

ist R ein Korper. Das Nullelement ist [Oy], das Einselement ist [1y].
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Beweis. Nach Bemerkung 1.2.60 erfiillt ch(Q) alle Kérperaxiome, bis auf
die Existenz des multiplikativen Inversen. All diese Axiome iibertragen sich
automatisch auf R. Exemplarisch rechnen wir dies nun im Fall des Distribu-
tivgesetzes nach:

Es seien z,y, z € ch(Q). Dann gilt z(y + z) = zy + zz, und es folgt

(] + ) = [2l(ly+2]) = [2(y + 2)] = [zy + 22]
= [ey] + [w2] = [2]ly] + [2][2].

Ist x € ch(Q), so ist wegen [z] + [—z] = [x — ] = [Oy] das additive Inverse
—[x] von [z] gerade [—z].
Es bleibt die Existenz des multiplikativen Inversen zu zeigen.

Es sei © = (2n)nen € ch(Q) mit [z] # [Oy]. Dann ist = keine Nullfolge.
Setzt man .
— = xp #0

Ty 1= Tn

1 :2,=0,neN,

so existiert ein N € N mit z,, = i,n > N, und mit Bemerkung 1.2.56 ist

Z = (Tp)nen eine Cauchyfolge.
Aus z,%, —1=0,n > N, folgt ©,Z, — 1 — 0 (n — 00), also zZ ~ 1y, was
aber gerade [z][Z] = [2Z] = [1n] bedeutet. Wir erhalten [] = [z] L. O

Wir wollen nun eine Ordnung auf R definieren.

Definition 1.2.65 Es seien x = (2 )neny und y = (yn)nen Cauchyfolgen in
Q. Dann setzt man

[z] <[yl

falls ein V € N und ein § > 0 existieren mit
Ty < Ynp — 0

fir alle n > N.
Satz 1.2.66 , < “ ist eine Ordnung auf R.

Beweis.
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(01)

Wir miissen zeigen: Ist [x] # [y], dann ist entweder [z] < [y] oder
[y] < [].
Es sei also z := x — y keine Nullfolge. Da z eine Cauchyfolge ist,

existieren nach 1.2.56 ein N € N und ein § > 0 mit
|zn| > 26, n> N,
und weiter kénnen wir verlangen, dass
|2n — 2m| < 6, m,n > N,

gilt. Insbesondere ist entweder zy < —26§ oder zy > 20.

1. Fall: zy < —24. Dann gilt fiir n > N:

Ty —Yn = 2n = 2n — 2N + 2N < |2n — 2N| + 28 < § — 20 = —0.
2. Fall: zy > 24. Dann gilt fiir n > N:

Yn — Tp = —2n = ZN — 2n — 2N < 2N — 2n] — 28 < 0 — 25 = —4.

Somit gilt entweder x,, — y, < —6,n > N, oder y, — x, < —9,n > N,
also entweder [z] < [y] oder [y] < [z].

Es sei [z] < [y] und [y] < [#].
Dann existiert ein § > 0 und N € N mit

Tp <Ynp—0 und Yy, <z, —90, n>N.

Es folgt
Ty < zp — 26, n > N,

und damit [z] < [z].

Es sei [z] < [y] und [z] beliebig.
Dann existiert ein § > 0 und N € N mit

Tp < Yn — 0, n > N.

Es folgt
Tn+2n < (Yn+2n) — 0, n >N,

also auch [z + z] < [y + 2] und damit [z] + [z] < [y] + [#].
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(04) Es sei [z] < [y] und [On] < [2].
Dann existiert N € N und 6 > 0 mit

Tp <Yp—0 und z, >4, n>N.

Es folgt
Tnzn < (Yn —0)zZn = Ynzn — 02n
< Ynzn— 0%, n> N,
und damit gilt [zz] < [yz], also [z][z] < [y][#]. O

Alle Satze, die wir fiir geordnete Korper K gezeigt haben, gelten nun natiirlich
auch fiir K = R!

Satz 1.2.67 Esseij:Q — R, r— [ry] = [(r,r,7,...)].
(j(r) ist dann gerade die Menge aller Folgen in Q, die gegen r konvergieren.)
Dann ist j injektiv, und es gilt

a) j(r+s)=j(r)+i(s),
B) j(r-s)=j(r) ils),
v) j(r) < j(s) genau dann, wenn r < s.

fir alle r,s € Q.
Weiter existiert zu [z], [y] € R mit [x] < [y] ein T € Q, so dass

[z] <j(r) <[yl
Beweis. Es seien r,s € Q.
a) jlr+s) = [(r+s)N] = [rn+sn]
= [rn) + [sn] = j(r) + 5 (s).
B) jr-s) = [(r-s)n]=[mn-sn]

= [rallsn] = 4(r) - 5(s).

v) Ist j(r) < j(s), also [rn] < [sn], so existieren N € N und 6 > 0 mit

r=ry(n) <sy(n)—9d=s—46 n>N,
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also gilt r < s.
Ist umgekehrt r < s, so existiert § > 0 mit r < s — J, und damit folgt
sogar fiir alle n € N:

rn(n) =r <s—0=sn(n)—9,
insbesondere also j(r) = [rn] < [sn] = j(s).
7 ist injektiv:
B sei j(r) = j(s), d-h. j(r) — §(5) = [0n].
Dann folgt
[(r=s)n) = [ —sn] =[] + [(=s)n] =
= [rn] = [sn] = () — j(s) = [On].

Also ist die konstante Folge (r — s, 7 —s,r —s,...) = (r — s)n eine Nullfolge,
was aber 7 = s impliziert.
Es sei [z] < [y]. Dann existieren N € N und ¢ > 0 mit

Ty < yYn—20 (d.h. %(:{:n —Ypn) < —0)

fiir alle n > N. Zusitzlich konnen wir verlangen (da x und y Cauchyfolgen

sind), dass

Wir setzen r := %(xN + yn). Dann gilt fir alle n > N:

1 1 1 1
T, = i(mN‘i‘yN)"’i(yn_yN)+§(xn_$N)+§(xn_yn)
1 1 1
< r+§|yn—yN!+§\:vn—$N\+§(xn—yn)
< ~|—5—|—5 1) 0
r+—-—+-—0=r——.
4 4 2

Hieraus folgt [z] < [rn] = j (7).
Analog zeigt man j(r) < [y]. O

Bemerkung 1.2.68 Offensichtlich gilt auch j(0) = [Og] und j(1) = [1g], j
erhélt also das Nullelement und das Einselement. Weiter gilt —j(r) = j(—r)
und j(s)! = j(s1), 5 £0.
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Wir haben auf jedem geordneten Koérper den Betrag mit Hilfe der Ordnung
definiert, im Falle R ist also

[z] : [2] = [On]
(2] : [2] < [On].

|[«]| ist natiirlich auch eine Aquivalenzklasse von Cauchyfolgen.

Korollar 1.2.69 Fs gilt |j(r)| = j(|r|) fir alle r € Q.

Beweis. Mit 1.2.67 gilt:
Ist r > 0, dann ist j(r) > 0, also |j(r)
Ist » < 0, dann ist j(r) < 0, also |j(r)

=3(r) = 3(Ir)-
= —j(r) =3(=r) = j(r]). =

Korollar 1.2.70 Ist [z] € R und [¢] € R mit [¢] > 0, so existiert einr € Q
mit

|[=] = (r)| < [e]-
(Man sagt: Q ist dicht in R.)

Beweis. Wihle r € Q mit

[2] = [e] < j(r) <[a] + [¢]. 0

Korollar 1.2.71 Fine Folge (x,,)nen rationaler Zahlen ist eine Cauchyfolge
in Q genau dann, wenn (j(xn))neN eine Cauchyfolge in R ist.

Konvergiert (x,)nen gegen xg, so konvergiert (j(:vn))neN gegen j(xo).
Beweis. Es sei (z,,)nen eine Cauchyfolge in Q und [¢] > 0. Wihle nach Satz
1.2.67 ein £’ > 0,&’ € Q mit j(¢') < [¢]. Dann existiert ein N € N mit

[Ty, — x| < €', mym > N.
Hieraus folgt mit 1.2.67 und 1.2.69:

(@n) = J(@m)l = |(@n = zm)| = j(|l2n — 2m|) < () <[]
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fur alle n,m > N.

Es sei nun (](xn)) eine Cauchyfolge in R, und es sei ¢ > 0,e € Q,

neN
beliebig. Dann ist j(£) > 0 und daher existiert ein N € N mit

J(lzn = zml) = 1§ (@n) = jlam)| <i(e), n,m = N.
Dies ist aber dquivalent zu

|zp, — Tm| <&, n,m > N. O

Korollar 1.2.72 Fir alle [¢],[z] € R mit 0 < [¢] < [z], existiert einmn € N
mit nle] > [z].
(Man sagt: R ist ein Archimedischer Kérper oder: in R gilt der Satz von
Archimedes.)

Beweis. Wihle nach Satz 1.2.67 ein 0 < y € Q mit j(y) < [¢][z]!. Nach
Satz 1.2.34 (Satz von Archimedes fiir Q) existiert ein n € N mit n > %
Bs folgt n - [e] = j(n)le] > j () - [e] > [a][e] ~'[e] = [2]. O

Lemma 1.2.73 FEs sei (1y)nen eine Cauchyfolge in Q.
i) Dann konvergiert (j(rn))neN (= ([(rn)N])neN) gegen [(rn)nen]-
ii) Insbesondere konvergiert (j(rn))neN in R.
Beweis. Es sei zunéchst = (2, )men die Cauchyfolgein Qund e € Q,e > 0
beliebig.
1. Aus der Definition der Ordnung auf R und des Betrages folgt
2] = [[(@n)nen]| = [(J2a]) \en]
2. Existiert ein N € N und ¢ > 0 mit
|zm| <e—d,m> N,
so gilt mit 1. und der Definition der Ordnung auf R:

|[2]] = [(|lzm]) pen]) < len].



60 GRUNDLAGEN

3. Mit Satz 1.2.67 geniigt es zu zeigen:
Es existiert ein NV € N mit

|[(ru)n] = [(rm)men] | < len]

fir alle n > N.
Wihle 0 < ¢’ < e (¢/ € Q) und setze § :=e¢ — &’ > 0. Da (1) men eine
Cauchyfolge in Q ist, existiert ein N € N mit

|Tn_7”m|<5/:5_5a n,m > N.

Es sei nun n > N beliebig.
Wendet man 2. auf [z] = [(rp)n — (Tm)men] (also @y, = 1 — 1) an,

so folgt

‘ [(TH)N] - [(Tm)mEN] ‘ = ’ [(Tn - Tm)mGN] }

= [(|rn —rm|)m€N] < [en]-

Bemerkung 1.2.74 Wir haben bisher gezeigt, dass alle Regeln, die in Q
gelten, nach Anwendung von j erhalten bleiben. Die Injektivitit von j
ermdglicht es daher, von jetzt an Q mit j(Q) zu identifizieren. Weiter brau-
chen wir bei Folgen aus Q wegen 1.2.71 nicht mehr unterscheiden, ob sie
Q-Cauchyfolgen oder R-Cauchyfolgen sind. Analoges gilt fiir konvergente
Folgen.

Ab jetzt werden wir die Elemente von R mit kleinen lateinischen Buchstaben
bezeichnen. Beispielsweise liest sich dann Korollar 1.2.70 folgendermafien:
Ist x € R und € > 0, so existiert ein r € QQ mit

|z — 7| <e.

Lemma 1.2.73 ii) lautet dann:

Ist (r,)nen eine Cauchyfolge rationaler Zahlen, so existiert ein g € R mit
rn — xo (N — 00).

Weiter werden wir ab jetzt kommentarlos verwenden, dass fiir R der Satz

von Archimedes gilt.
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Satz 1.2.75 Jede Cauchyfolge konvergiert in R.

Beweis. Es sei (2, )nen eine Cauchyfolge in R.

Nach Korollar 1.2.70 existiert dann fiir jedes n € Nein r, € Q mit |z, —r,| <
1
ﬁ.
1. (rn)nen ist eine Cauchyfolge.
Es sei € > 0. Dann existiert ein N € N mit N > 2.

Da (zp)nen eine Cauchyfolge ist, konnen wir gleichzeitig
€
|xn — x| < 3 M > N,

verlangen (evtl. ist N zu vergrofern).
Es seien nun n,m > N. Dann gilt

|7"n - Tm| < |7"n - xn| + ’-rn - l’m‘ + |$m —Tm

< +

+—<

1
m

S
Wl ™

2. Mit 1. und Lemma 1.2.73 folgt: (ry,)nen konvergiert gegen ein zp € R.
Wir zeigen nun: Auch (z,),en konvergiert gegen xy.
Dazu sei € > 0 beliebig.
Wir wihlen N € N mit N > £ und

|rn, — o] <§, n > N.
Dann folgt fiir alle n > N:

1 ¢
|xn—x0|g]xn—rn|+\rn—xg|<ﬁ+f<€.

2
O
Satz 1.2.76 (Cauchysches Konvergenzkriterium,)
FEine Folge in R konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist.
Beweis. Die Behauptung folgt aus 1.2.51 ii) und 1.2.75. O

Aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium erhalten wir
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Satz 1.2.77 (Hauptsatz iiber monotone Folgen)
FEine monotone und beschrdnkte Folge ist konvergent.

Beweis. Es sei (z,)neny monoton und beschrankt. Ohne Einschrénkung sei

(zn)nen monoton wachsend, andernfalls betrachte man (—xz,),en anstelle

von (xn)nEN .

Wir nehmen an, die Folge konvergiere nicht. Dann ist sie nach dem
Cauchykriterium keine Cauchyfolge, und somit existiert ein § > 0, so dass
gilt: Fiir alle N € N existieren n,m > N mit

|Tr — T | > 0.

Wir diirfen annehmen, dass n > m gilt (ansonsten vertausche n und m).
Da (2 )nen monoton wachsend, gilt

xn_INzxn_xm:|$n_$m|26,

also konnen wir m = N verwenden und erhalten: Fiir alle N € N existiert
n > N mit
Ty — TN > 0.

Es sei n; := 1. Dann existiert zu N := nj ein ny > N(= n;) mit
Ty — Tpy = Tpy — TN > 0.

Es sei £ € N beliebig und n; bestimmt. Dann existiert zu N := ny ein

Nkg+y1 > N(: nk) mit
Tnyyy — Ty = Tnyyy — TN 2> 0.

Wir erhalten

k
Tngyy = Tng +anu+1 —Xp, > X, + k-6
v=1
fiir alle £ € N.
Damit ist (zy,)keny und so auch (z,)nen nicht nach oben beschrankt im
Widerspruch zur Voraussetzung. Somit war die Annahme falsch, also ist
(zn)nen konvergent. O
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Satz 1.2.78 Es seiy € R,y > 0. Dann existiert (genau ein) x > 0 mit
2
s =y.

Beweis. Wir verwenden das ,,babylonische Wurzelziehen*.
Es sei zg > 0 fest und 25,41 := % (wn + l),n € Np.

Tn

Es sei n € N. Dann gilt x, > 0,n € N, und

1
2:1:721 — 2z, (2 <:cn + i))
= ITn—Y
1 2
2 Tn—1

1 Y 2
= — 1 — > 0.
4<xn 1 l‘nl) >0

Also ist die Folge (zy)neny monoton fallend und durch 0 nach unten be-

stimmt. Mit dem Hauptsatz iiber monotone Folgen konvergiert (x,)nen ge-

23771 (xn - xn—i—l)

gen ein z € R.
Aus z; > %(wn + %) > %% folgt =, > ﬁ,n € N, und damit gilt

= 1i > )
T nh_)rgloxn_2m>0

Die Folge (2+1)nen ist eine Teilfolge von (z,)nen, also konvergiert sie auch
gegen z. Es folgt

: . .1 Yy
z= lim z, = lim 41 = lim - |z, + =
n—00 n— o0 n—oo 2 In
1 Y
2 (m * :z:) '
Dies ist aber dquivalent zu 22 = y.
Ist 22 = y = w?, so folgt (z — w)(z +w) =0, also z = w oder z = —w. O

Bemerkung/Bezeichnung 1.2.79  a) Da offensichtlich 0 die einzige Losung
der Gleichung 2% = 0 ist, setzen wir

v
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als die einzige nichtnegative Losung der Gleichung z? = y fiir y > 0.

VY ist also die eindeutig bestimmte nichtnegative reelle Zahl x mit
2

x°=y.

b) Ist zp = y = 2, so ist obige Folge eine Cauchyfolge in Q, aber sie
konvergiert nicht in Q (ansonsten gibe es ja ein x € Q mit 22 = 2).

Satz 1.2.80 Es sei k >2,n €N,y > 0. Ist zg > 0 und

1 Y
Tyl = — ((n—l)xk+7H> , k€ Np.
n :(,'k

Dann konvergiert (xy)ren gegen die eindeutig bestimmte positive Losung der

Gleichung 2™ = y.

Beweis. Ubungen. O

Bemerkung/Bezeichnung 1.2.81 Analog oben setzen wir fiir y > 0 als
t/y die eindeutig bestimmte nichtnegative Losung der Gleichung 2™ = y.

Satz 1.2.82 Es sei M C R nicht leer.
i) Ist M nach oben beschrinkt, so existiert das Supremum sup M von M.

i1) Ist M nach unten beschrinkt, so existiert das Infimum inf M von M.

Beweis. Wir zeigen i), die Behauptung ii) folgt analog oder durch Anwen-
dung von i) auf die Menge M := {—z : € M}. Da M nach oben beschrinkt
ist, existiert fiir jedes n € N ein k€ Z mit % > xz,x € M (d.h. % ist obere
Schranke fiir M).

Da M # (), existiert auch ein kleinstes k =: k,, mit dieser Eigenschaft, d.h.

Zp = %” > x,x € M, und es existiert w,, € M mit z, — % = % < Wnp.
Setzen wir x,, := max{wi,...,wp},yn := min{z1,..., 2, }, so gilt

@) xn € M,y, ist obere Schranke fiir M, also x, < y,.

B3) Die Folge (x,), ist monoton wachsend, die Folge (y,)nen monoton

fallend.
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v) Mit «) und () sind die Folgen (z,)nen und (yn)n beschriankt.

Wegen (3) und ) konvergieren (z,,)nen gegen ein xg und (z,)nen gegen ein
yo nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen.

Aus z, —% < wp < xp <y < 2y folgt |y, — x| < %, n € N, also ist
ILm Tn — Yp = 0 und damit xg = yo.

TIlstO; € M beliebig, so gilt nach «), dass y,, > x, also gilt auch o = lim y, >
x, Tq ist also eine obere Schranke fiir M. A

Ist y eine weitere obere Schranke fiir M, so gilt z, <y,n € N, (da z,, € M)
und damit zg = lim x, <y.

Somit ist zg das nS_l)l(E)oremum von M. O

Bezeichnung 1.2.83 Wir setzen fiir M C R:
sup M := 400, falls M nicht nach oben beschrankt,

inf M := —o0, falls M nicht nach unten beschrinkt,
sup () := —oo0,
inf () := +o0,

und wir schreiben

sup M < +o0, falls M nach oben beschriankt,
inf M > —o0, falls M nach unten beschrankt.

Ist f: X — R eine Abbildung, so setzen wir

sup{f(z) : x € X} =: sup f(x) und
zeX

inf{f(z) :z € X} = ilelgf(x)

Definition 1.2.84 Es seien a < b reelle Zahlen. Wir setzen

(a,b) :=={zeR:a<z<b}
[a,b) ={r eR:a <z <b}
(a,b] =={zeR:a<z<b}
[a,b] :={z €R:a <z <b} und

(—o0

(—o0,b) :={z eR:x <b}
(—o00,b] :={zx eR:z <b}
(a,400) :={r eR:x >a}
[a,+00) :={x € R:z > a}.
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Obige Mengen heiflen Intervalle, a bzw. b heiflen linke bzw. rechte Intervall-

grenze.

Beispiel 1.2.85 Es sei I ein Intervall. Dann ist sup/ gleich der rechten
und inf I gleich der linken Intervallgrenze, z. B. sup(0, 1] = 1, inf(0, 1] = 0.
(0,1] besitzt das Maximum 1, also 1 = max(0, 1], aber (0,1] besitzt kein

Minimum.

Definition 1.2.86 Eine Folge (z,,)nen reeller Zahlen heifit

i) bestimmt divergent gegen +oo (oder auch konvergent gegen +o0), falls
fir alle R > 1 ein N € N existiert, so dass x,, > R fiir alle n > N.

Wir schreiben: z,, — +oo(n — o0) oder lim z;,, = +o0,
n—oo

ii) bestimmt divergent gegen —oo (oder auch konvergent gegen —oo), falls
fir alle R < —1 ein N € N existiert mit x,, < R fur alle n > N.
Wir schreiben: z,, — —oco (n — o0) oder lim z, = —oc.
n—oo
Bemerkung 1.2.87 Der Ausdruck , konvergent gegen co“ ist mit Vorsicht
zu gebrauchen: Konvergiert eine Folge gegen oo, so ist sie insbesondere un-

beschrankt, also keine Cauchyfolge und damit NICHT konvergent.

Beispiel 1.2.88 i) Die Folgen (n),ecn und (n?),en divergieren bestimmt
gegen oo, die Folgen (—3n),ey und (—n3),en divergieren bestimmt
gegen —oo.

ii) Es sei x € R. Dann gilt

@) 2™ — +oo, falls > 1,

)
B)
v) & — 0, falls |z| < 1,
9)

" — 1, falls x = 1,

(")n—n, divergiert und ist weder gegen +o0o noch gegen —oo

bestimmt divergent, falls x < —1.

a) Essei R > 1. Wihle N € N mit N > lel' Dann gilt mit der Bernoul-
lischen Ungleichung fiir n > N:

2" =1+ (@x-1)">1+n(x—1)>N(@z—-1)>R.

Also folgt 2™ — +oc.
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B) schon in 1.2.50 iii) ) gezeigt.

v) Es sei ¢ € Q mit |z] < ¢ <1 (so0 ein ¢ existiert mit 1.2.67). Dann gilt
0 < |z|™ < ¢"™ — 0 n— oo nach 1.2.50 ). Nach dem Einschliefungs-
kriterium ist (|x”|)n
1.2.49 iii).

oy und damit auch (z")nen eine Nullfolge, siehe

d) Fiirz = —11istin 1.2.50 ) gezeigt, dass (2"),en divergiert. Da (™) pen
beschrinkt ist, kann (z"),cn nicht bestimmt divergieren.
Ist < —1, so ist mit &) (|2"|)nen bestimmt divergent gegen +o00, also
ist insbesondere (z"),cy unbeschréinkt und damit divergent.
Wegen 2™ > 1 fiir alle geraden n und 2™ < —1 fiir alle ungeraden n

kann (2"),en nicht bestimmt divergieren.

Satz 1.2.89 Es seien (zp)nen und (Yn)nen Folgen in R.
i) Es gelte x,, — +00.

a) Ist (yn)nen beschrankt, so gilt x,, + y, — oo.

() Existiert ein 6 > 0 und ein N € N mit y, > 6,n > N, so gilt
TpYn — +00.

v) Ezistiert ein 6 > 0 und ein N € N mit y, < —d,n > N, so gilt

InYn — —O0.

1
— = 0

§) Ist Tp:= ¢ ™ n? , s0 gilt 2, — 0.
1 cx, =0

Analoges gilt fiir x, — —oo.

ii) Es gelte x, — 0.

n

a) Existiert N € N mit x,, > 0,n > N, und ist &, :

I
——
— a‘H
8 B
3 3
[N N
S O

so gilt £, — +o00.

B) Existiert N € N mitx, < 0,n > N, und ist Ty, :

I
—
3 "“
8
3
h
@)

o8
8
3
|
o

so gilt x, — —o0.

Beweis. Die Beweise von i) «), (), ) sind leicht und #hnlich denen von
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1.2.57.

Zui) 6):  Zumeist existiert ein N1 € N mit 2, > 1,n > N, also &, = 7—,n > Ni.
Es sei € > 0 beliebig. Wahle N € N mit

1
Tp > —,n > N.
€
Also gilt |Z,| = i <e,n>N.
Zuii) @): Essei R > 1. Wihle N > Ny mit
1
|zn| < 7" > N.

Es folgt fiir n > N:

- - 1
Tp = |Tn| = ‘—{ > R.
Tn
ii) #) analog zu ii) a. O

Betrachten wir eine beschriankte Folge (x,)nen. Dann ist definitionsgeméf
{zr : k > N} eine beschrinkte Menge. Also ist fiir jedes n € N auch die
Menge {zj : kK > n} beschrinkt; sie besitzt also ein Supremum.

Wegen {zj : k >n+1} C {z: k > n} gilt dann

sup{zy : k > n+ 1} <sup{xp : k > n},
und damit ist die Folge
(sup{:vk k> n})neN
monoton fallend, und durch inf{x,, : n € N} nach unten beschriankt. Also
konvergiert die Folge nach dem Hauptsatz tiber monotone Folgen.
Analoge Bemerkungen gelten, wenn man ,,sup“ durch ,,inf* ersetzt.

Definition 1.2.90 Es sei (2, )nen eine beschriankte Folge. Wir setzen

limsup x,, := lim sup{zg : k>n} und
n—oo

n—oo
liminf z,, := lim inf{xy : k > n}.
n—oo n—oo

lim sup x;, heifit limes superior, lim inf 2, heift limes inferior der Folge (xy, )nen-
n—00 n—00
Mit unserer Konvention aus 1.2.83 kann man auch limsup z,, := lim sup zy

auf liminf x; := lim inf x; schreiben.
n—00 n—oo k>n
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—_

Beispiel 1.2.91 Es sei (2)nen = ((—1)"(1 +
Dann gilt fiir n € N

ﬁ))nEN'

1
1+ — : n gerade
n

1 < sup{ag:k>n}=

1
1+ 1 : n ungerade
1
< 14— und
n
1
—1—— : n gerade
1 n
-1-= < = inf{xy : k > n}
n
-1- : n ungerade
n+1
< -1

Somit folgt nach dem EinschlieBungskriterium

limsupz, =1 und liminfx, = —1.
n—o0 n—00

Satz 1.2.92 Es seien (xn)nen und (Yn)nen beschrinkte Folgen reeller Zah-

len. Dann ist

i) liminf x,, < limsup z;,,
n—oo n—00

it) liminf z,, + liminf y,, < liminf z,, 4+ y, und
n— oo n—oo n—oo

lim sup x,, + ¥y, < limsup x,, + limsup y,.
n—oo n—oo n—oo
Konwvergiert eine der beiden Folgen, so gilt jeweils Gleichheit.

Beweis. (siche Ubungen) O

Satz 1.2.93 Es sei (xn)nen eine beschrinkte Folge. Dann gilt

i) limsup x,, ist die (eindeutig bestimmte) reelle Zahl T mit
n—oo

@) Ves03INeNYn>N Tn < T+ €,



70 GRUNDLAGEN

ﬁ) VesodpysNy T > T — €.
NeN &

(Fiir e > 0 gilt x,, < T+e¢ fiir alle bis auf endlich viele n und x,, > T—¢

fiir unendlich viele n.)

Weiter existiert eine Teilfolge (xn, )ken VO (Tn)nen, die gegen limsup x,
n—oo
konvergiert.

ii) liminf x,, ist die (eindeutig bestimmite) reelle Zahl x mit
n—oo

a) Ves0INenVn>N Tn > 2 — €,

ﬁ) Y e>o0 HnZN Ty < X+ E.
NeN

(Fiir e > 0 gilt x,, > x—e¢ fiir alle bis auf endlich viele n und z, < z+¢

fiir unendlich viele n.)

Weiter existiert eine Teilfolge (zp, )nen von (xy)nen, die gegen lim inf z,,
n—oo
konvergiert.

Beweis. Wir zeigen 1), ii) folgt analog oder durch Betrachtung von (—x;, ) pen-
Es sei
Ty = sup{xg : k > n}

und

zo = limsupx, = lim Z,.
n—o0 n—oo

a) Es sei € > 0 beliebig. Dann existiert ein N € N mit |z, — xo| < e,n >
N.
Hieraus folgt x, < T, < xg+¢&,n > N.

B) Es sei € > 0 beliebig. Aus Ty > Tn41, N € N, folgt Ty > lim T, =
20, N € N. e
Ist also V € N beliebig, so existiert nach der Definition des Supremums
ein n > N mit
Tp >IN —E 2> Ty—E.

Es sei nun eine Zahl T mit «) und ) gegeben. Weiter sei € > 0 beliebig.
Aus «a) folgt
JpenVns>N Tp =sup{zg : k> n} <T+e.

Hieraus folgt fir n > N : 7 —e <T, < T +¢, also |z, — T| < e. Also gilt

T = lim Z = limsup x,.
n—00 n—00
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Zur Konstruktion der Teilfolge.
Wir setzen nq := 1.
Ist ni € N konstruiert, so existiert ein N > nj und ein ng4q :=n > N mit

1
Q) Tn,, <E+E und

1
5) mnk+1 >+ %7
also |z, — 7| < % Wegen nj41 > ng, k €N, ist (zp, )ren eine Teilfolge von

(n)nen, und es folgt z,, — = (k — 00). 0

Korollar 1.2.94 (Bolzano-Weierstraf8 fiir R)
Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beispiel 1.2.95 i) Es sei 2, := (=1)"(1+2).

Dann gilt liminfx, = —1 # 1 = limsup z,, wie wir in 1.2.92 gezeigt
n—oo n—00

haben. Weiter ist (x,)nen divergent.
i) Ist @, :=3+ #, so gilt

liminf x,, = 3 = lim sup x,,
n—oo n—00

wie man leicht nachrechnet, und lim zx, = 3.
n—oo

Dass Konvergenz an das Ubereinstimmen von lim sup und lim inf gekop-

pelt ist, zeigt

Satz 1.2.96 Es sei (xy)nen eine beschrankte Folge. Genau dann gilt lim sup x,, =
n—oo

lim inf x,,, wenn (x,)nen konvergiert. In diesem Fall gilt lim x,, = liminf 2, =
n—oo n—oo n—oo

lim sup x, .
n—oo

Beweis. Es sei (zy,)nen konvergent. Dann gilt mit den Bezeichnungen aus
dem Beweis von 1.2.93

z, < xp <Tp,n €N, z, = inf{zy : k > n},

also

liminfz, = lim z, < lim z, < lim 7, = limsupz,.
n—o00 n—o00 n—00 n—o00 n—00
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Es sei € > 0. Dann existiert ein N € N mit
x> lim x, —e,k > N,
n—oo

also auch 3 > lim z, — e,k > N.
- n—oo
Hieraus folgt liminf x,, = lim z, > lim xz,.
n—od n—oo — n—oo

Insgesamt folgt

liminf z, < lim z, < liminf x,,
n—oo n—oo n—oo

also gilt liminfx, = lim x,. Analog folgt limsupx, = lim x,.
n—o0 n—00 m—o0 n—o0

Es sei lim inf z,, = lim sup z,, =: .
n—oo n—oo
Mit 1.2.93 i), ii) jeweils ) folgt:
Fiir alle € > 0 existiert ein N € Nmit xg — e < 2, < 29 + ¢ fiir alle n > N,

also |z, — zg| < e. O

In einem geordneten Korper K, also auch in R, gilt 22 > 0 fiir alle z € K.
Damit hat in geordneten Kérpern die Gleichung 22 = y keine Losung « fiir
y < 0. Dies werden wir nun mit einer VergréfSerung von R beheben, leider
hat diese Vergroflerung keine Ordnung mehr.

Definition/Bemerkung 1.2.97 Es sei
C:={(z,y): 2,y eR} (=RxR=R?),
versehen mit der Addition + : C x C — C, definiert durch
(@, 9) + (w,v) := (z + u,y +v),
und der Multiplikation - : C x C — C, definiert durch
(z,y) - (u,v) := (zu — yv, zv + Yu).

Man rechnet leicht nach, dass C ein Kérper ist (siehe Ubung). Das Null-
element ist (0,0), und das Einselement ist (1,0). Das additive Inverse zu
z = (x,y) ist —z = (—=z, —y), das multiplikative Inverse zu z = (z,y) # (0,0)
(dh. z # 0 oder y #0) ist =271 = (xeTy?’ ﬁ) Ist z = (x,y) € C, so
sei

Rez :=Re(z) := 2z und

Imz:=Im(z) :=y.

Bemerkung 1.2.98 Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass R? ein R-
Vektorraum ist. Die Addition in C ist dann gerade die Vektoraddition.
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Definition/Bemerkung 1.2.99 Betrachten wir die injektive Abbildung
J:R—C, z+ (x,0), so erfiillt J (wie man leicht nachrechnet)

J(x+y)=J)(x)+ J(y) und

Wie bei der Einbettung j : Q@ — R identifizieren wir ab jetzt R mit J(R)
und schreiben R C C. Der Kiirze halber schreiben wir auch

x anstelle von (z,0)

fir x € R. Ist z = (x,y) € C, so gilt z = (z,y) = («,0) + (0,1) - (y,0). Mit
der Definition
i:=(0,1)
wird dies zu
z=x+1y.
Wegen (0,1)2 = (—1,0) ist dann > = —1 und 1 = —i.

Ist also z = = + iy und w = u + v, so ist

z+w = (x+u)+i(y+u) und
z-w = zu+ iy + v + tyu
= au+i%yv + izv + iyu

= zu—yv+i(zv + yu).

Weiter ist z = Re z + ilm z (wobei dann Re z,Im z € R).

Beispiel 1.2.100 i) (1+d)+ (—§+45)=3+i3,
i) (14+4) (-2+4)=—-3—3+i0=-1.
Konvention 1.2.101 Ist z € C, so bedeutet z > 0, dass z € R und z > 0.

Definition 1.2.102 Es sei z € C.
z:=Rez—1idmz

heifit die zu z konjugierte komplexe Zahl.

2] := V/(Re2)2 + (Im2)2 (> 0)

heiflt der Betrag von z.
Ist also z =z + iy (z,y € R), so ist Z = = — iy und |z| = /22 + y°.
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Satz 1.2.103 FEs seien z,w € C. Dann gilt

i) z+w=Z+wW, ZW=Z -W, Z = 2,

gl

i) Rez = 4(z+ %), Imz = 5-(2 — %),
iii) |2 =2z, |z|=z|, 1 = |jZ fiir z # 0.
w) [zw| = |z[|w],

v) [Rezl,|Im 2] < 2],

vi) |z 4+ w| < |z| + |w]|, insbesondere |z| < |Re z| + |Im z|.

Beweis. i) und ii) sind trivial.

Essei z =z +iy,w =u+w (z,y,u,v € R).
iii) 27 = (v +1y) - (v — iy) = 2% — %y + iyx — izvy
=2 +y? =2
z|> = 2% + (—y)? = |2/, also |z] = |z|.
Ist z # 0, so folgt L = % aus 27 = |z|2.
iv) Mit i) und iii) folgt
|zw]? = (2w)(z0) = (22)(ww) = |2*lw]’
= (l=lwl)”
also |zw| = |z||w].
vi) Mit i), ii), iii), iv) und v) folgt
2+ w? = (z+w)(zFw) =27 + 20 + WZ + WO
= |2? + 2@ + 2w +|w|?
—
—2Re (2)

< |2 + 2|2w| + |w|?

2
= e’ + 2leffw] + Jwf? = (2] + [wl])",

also |z + w| < |z| + |w]. O
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Bemerkung 1.2.104 Der Betrag |- | : C — [0, 00) hat insbesondere folgen-
de Eigenschaften:

i) |Az| = |A|]z[,A € C,z € C,
i) |z 4+w| <|z| + |w|, z,w € C,

iii) |z| = 0 nur fiir z = 0.

Satz 1.2.105 Isty € R, so hat die Gleichung 2% =y genau zwei Losungen,
falls y # 0, und genau eine Losung (nimlich z =0), falls y = 0.

Beweis. Der Fall y = 0 ist trivial; sei also zunichst y > 0. Dann hat 22 =y
nach Satz 1.2.78 eine positive Losung /y. Ist y < 0, dann ist —y > 0, und
somit gilt (\/—fy)2 = —y und damit (zJTy)Q =u.

Ist y # 0 und sind z1, 22 zwei Losungen von 22 = y, so gilt 27 = y = 23, also
(21 + 22)(21 — 22) = 27 — 25 = 0 und damit z; = 23 oder 21 = —2».

Also hat die Gleichung 22 = y fiir alle y € R\{0} genau zwei Losungen. O

1.3 Normierte und metrische Riume

Wir hatten in Kapitel 1 das Produkt X x Y := {(m,y) cx € X,y € Y}
zweier Mengen X und Y definiert.
Analog setzt man fiir Mengen X1,...,X,, wobei n € N, das Produkt

n
1% =X x.. . x Xp={(21,...,20) s 25 € X;,1 < j <}
7j=1

als die Menge aller geordneten n-Tupel (1, ..., z,), wobei x; die Menge X
durchlauft.
Es gilt (z1,...,25) = (y1,...,yn) genau dann, wenn z; = y;, 1 < j <

n. Die Schreibweise X7 X ... x X, ist gerechtfertigt, denn die Abbildung
(X xY)x Z—Xx (Y xZ),((z,y),2) — (z,(y,2)) ist bijektiv und man
verwendet (z,y, z), ((x,y),z) und ((x,y),z) je nach Bedarf. Wir schreiben
auch (z;)i1<j<n == (T1,...,Zn).

Ist X1 =...= X, = X, so schreibt man

n
xn ::jl_IIX:XX---XX:{(azl,...,azn):ﬂszX, 1§j§n}.

n-mal
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Bemerkung 1.3.1 Eine andere Mo6glichkeit, X™ zu definieren, ist:
X" = xHent = {z:{1,...,n} — X : x ist Abbildung}.
Denn einem n-Tupel (z1,...,z,) entspricht die Abbildung

z:{l,...,n} = X mit z(j) =25, 1 <j <n.
Im folgenden sei immer K € {R,C}.

Beispiel 1.3.2 Es sei n € N. Dann ist
K" = {(zl,...,zn):zj ek, 1<y Sn},
mit der Addition
+: K" x K" = K", (21,...,2n) + (W1,...,wy) = (21 + W1, ..., 2y + wp),
und der Skalarmultiplikation:
K XK S KY N (21,00, 20) 1= (Az1, .00, AZn),

ein K-Vektorraum. Im Falle n = 1 erhélt man gerade K zuriick.

Wir hatten ja R als Teilmenge von C betrachtet, analog betrachten wir R"”
als Teilmenge von C":

Ist z = (x1 +iy1, ..., xn +iy,) € C", so ist

x:=(r1,....,on) ER" und y:=(y1,...,yn) € R",

und wir schreiben

z=x+1y.

Es sei fir z = (21,...,2,),w = (wy,...,w,) € K"

n

< zZ,w >:= ZZV@V.

v=1

Dann ist < -,- >: K" x K® — K ein sogenanntes Skalarprodukt auf dem
K-Vektorraum F := K", d. h. es gilt

) <X+4yz>=A<z,z>+<y,z> AeKuzxyeckE,
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i) <z,y>=<y, x>, x,y € F,
i) <z,x >>0und <z, >=0nur firx =0, x € E.

Im Fall K = R ist natiirlich <y, > =< y,x > und damit wird in diesem
Fall ii) zu: < 2,y >=<y,x >, z,y € E.

Definition 1.3.3 Fiir z = (21,...,2,) € K" setzen wir

n
> Ll
v=1

2] = lzll2 = V< 2,2 > =

Satz 1.3.4 Sind z = (z1,...,2n),w = (w1,...,wy,) € K", so gilt

n n n
i) > aw| = <zw>|<|zlw = | lal | D lwl
v=1 v=1 v=1

(Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

n n n
Sla+w P =lz+w < el +wl = | D |+ | D lwl
v=1 v=1 v=1

(Minkowskische Ungleichung)

Beweis. Ohne Einschrankung sei w # 0.

i) Fiir A € C gilt

0<<z2=AWw, 2= AW >=<2,2>-A<Ww,2>-A<2z,w >+ < w,w > .

Setzen wir \ = <|Z’;|g> ein, so gilt
O<<Z’Z>7<Z,w><’w,2>7<Z,’LU><Z,QU> <z,w><z,w>.’w|2
- [wl? |wl? |w[4
.y |2_|<z,w>]2
|w|?

Es folgt | < z,w > |> < |z[2|w|? und damit | < z,w > | < |z||w].
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i) Wegen < z,w > + < w,z >=< z,w > +< z,w > = 2Re < z,w >
gilt:

z+w? = <z4wz+w>=2<z,z>+<zw>+<w,z>+<ww>
= [2]? +2Re < z,w > +|w|
< P2 <z > |+l

2
< el 2felfw] + Jwl* = (J2] + w]) ™

Also folgt |z +w| < [z] + |w|.

Bemerkung 1.3.5 Der Betrag | - | : K" — [0,00) erfiillt neben der Drei-
ecksungleichung |z + w| < |z| 4+ |w]| auch noch |Az| = |A||]z], A € K, z € K",
und |z| = 0 nur fiir z = 0.

Allgemeiner setzt man:

Definition 1.3.6 Eine Abbildung ||-|| : £ — [0, c0) auf einen K-Vektorraum
E (wobei wie immer K € {R,C}) heifit Norm auf E, falls gilt

(ND) Az = [Aflle]l, A e K, = c E,
(N2) |z +yll <zl +lyll, =y € E,
(N3) ||z|| = 0 nur fiir x = 0.

E :=(E,| - ||) heit dann normierter Raum.

Beispiel 1.3.7 i) (R,|-|), (C,|-|) oder allgemeiner (K", |-|), n € N, sind
normierte Rdume.

ii) Ist < -, > ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum E und setzt man
|lz|| := /< =z, >, soist || - || eine Norm auf E.
Dies folgt leicht aus den Eigenschaften des Skalarprodukts und dem
Beweis von Satz 1.3.4.
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iii) Ist fur z = (21,...,2,) € K"

n
Izl :== Z |z] und ||zl :i=sup{|z|: 1 <v <n}= sup |z,
v=1 1<v<n

so sind || - || und || - || Normen auf K", und es gilt

2]l < [l2ll2 < [lz[ly < nllz]lo fiir alle 2z € K,

siehe Ubungen.

Bezeichnung 1.3.8 Essei (E, ||-||) ein normierter Raum, € E und r > 0.
Dann setzt man

U,(x) := {y el |ly—z| < r},

By (z):={yeE:|y—uz| <r},

Ug = {y eE: |y < 1} und

Bg:={yeE:|y| <1}.
Ur(z) heifit die offene Kugel mit Radius » um x, B, (x) die abgeschlossene
Kugel mit Radius » um x, Ug heifit die offene Einheitskugel und Bg die

abgeschlossene Einheitskugel. Im Falle £ = C verwendet man D := Ug =
{z € C:|z| <1}. D heiBt der Einheitskreis in der komplexen Ebene.

Beispiel/Bemerkung 1.3.9 .

i) Ist (E,|-|]) = (R2,] - |l1), so ist
Ur((z1,22)) = {(1,92) : ly1 — 1| + |y2 — 22| <71},

ist (E, ]| -1) = (R%,[| - [l2), so ist

Ur((21,22)) = {(y1,92) : Vg — @12 + ly2 — 222 <7},
und ist (E, |- ]|) = (R%, || - ||oo), sO ist
Up((z1,22)) = {(y1,92) : lyr — 21, |y2 — 22| <7}
i) Ist 0 <r <7/, sogil firz € E

Uy(z) C By(z) C Uy (x).
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Definition 1.3.10 Es sei (E, || - ||) ein normierter Raum. Eine Teilmenge
M C FE heifit beschrénkt, falls ein C' > 1 existiert mit ||z|] < C fir alle
x € M. Eine Folge (zy,)nen heiit beschrinkt, wenn die Menge {z,, : n € N}
ihrer Folgenglieder beschrénkt ist.

Beispiel/Bemerkung 1.3.11 Es sei (E, || - ||) ein normierter Raum.

i) Gemif unserer Bezeichnung 1.2.83 ist M C E beschrénkt genau dann,

wenn sup { ||z|| : z € M} = sup ||z < oo.
zeM

ii) Teilmengen beschrinkter Mengen sind beschrénkt.

iii) Alle Mengen vom Typ U,(z) und B,(z) sind beschrénkt.
Denn sei C :=r + ||z||, so gilt fiir y € B,(z) :

lyll <lly —zll + [z < C.

iv) Untervektorrdume V # {0} sind niemals beschrénkt:
Es sei z € V\{0}. Dann gilt ||z|| > 0. Wegen nz € V, n € N, und

[nz]| = nllz]| = +oo (n — o)

ist {nz : n € N} und damit V nicht beschrinkt. Hier wurde natiirlich
benutzt, da§ K € {R, C}.

v) Endliche Vereinigungen beschrinkter Mengen sind beschrinkt.

vi) Sind A, B C E beschrinkt und ist © € E sowie A € K, so sind

A+ B = {z+y:x€ A ye€ B},
r+B = {x+y:ye€ B} und
M = {Ar:zxe A}

wieder beschriankt.

vii) Eine Teilmenge M C C ist beschrinkt genau dann, wenn Re M :=
{Rez:z€ M} und ImM := {Imz: 2z € M} in R beschriankt sind.
Dies folgt aus

Rez|,Imz| < |z] < |Rez|+ [Imz|, z € C.
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Beispiel/Definition 1.3.12 Es sei X eine nichtleere Menge, (E, || - ||) ein

normierter Raum. Eine Abbildung f : X — F heifit beschrénkt, falls f(X) =

{f(z): 2 € X} beschréinkt in E ist.

GeméB 1.3.11 ist dies genau dann der Fall, wenn sug || f(z)|| < oo gilt, also
e

wenn {||f(z)|| : # € X} in R beschrénkt ist.
i) Ist £ =K, so setzt man

lo(X,K):= B(X,K) := {f:X —K: fist beschrinkte Abbildung}
= {f: X > K:sup|f(z)| < oo}
reX

= {f: X —>K: esgibt C >0 mit |f(z)] <C
fir alle z € X'}

als die Menge aller beschréinkten Abbildungen von X nach K.
Dann ist B(X,K) ein Untervektorraum des Vektorraumes

K* = {f: X - K: f ist Abbildung}.

Hierbei ist die Addition und Skalarmultiplikation folgendermafien de-
finiert: Sind f,g: X — K und X € K, so setzt man die Abbildungen
f+g: X —=Kund \f: X — K durch

(f+9)(z) = f(z)+g(z) und
(Af)(z) == Af(x)

fir z € X.

B(X,K) ist tatsdchlich ein Untervektorraum:

Sind némlich f,g € B(X,K) und A € K, so existieren Cy und C, mit
|f(x)] < Cf sowie |g(x)| < Oy fiir alle z € X.

Bs folgt |(f + 9)(2)| = [£(z) + 9(@)| < |f@)] + |g(x)| < Cf + C; und
((Af)(@)] = [Mf(z)] = N|f(x)] < |ACy fir alle z € X. Somit gilt
f+g€ B(X,K) und Af € B(X,K).

Wir setzen

[flloc == sup [ f(z)] (< o0).
zeX

Dann ist || - || : B(X,K) — [0,00) eine Norm auf B(X, K):
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N1: Essei f € B(X,K),\ € K.
Ist A =0, 50 gilt [[Aflloo = sup [0-f(2)] = 0-sup [£(z)] = [Al|l f]loc-
T T
Sei also A # 0. Wir setzen s := ||[Af|lcc = sup{|)\f(1:)| cxe X}

Dann gilt:
Af(@)] <5 z€ X,

= ‘f(l‘)|§i r€eX,

Al

— |fllo = sup |f(2)] < =
reX

A
= [Mlflleo < 5= [IMflloo-

Analog zeigt man || Af|loo < |A|]lflloo-
Insgesamt gilt also [|Af]|co = |A| [|f]]co-

N2: Es seien f,g € B(X,K). Dann gilt fiir alle x € X:

((f+9)(@)| = |f(x)+g(@)| <|f(2)] +|g(x)] <
= sup | f(z)] + sup |g(x)| = || flloo + [|gllocs
yeX yeX

also folgt auch

1f + glloc = sup [(f + 9)(@)| < [[flloc + 9lco-
zeX

N3: Es sei f € B(X,K) mit [|f|joc = 0, d.h. sup |f(z)| = 0. Also ist
reX

|f(#)| = 0 und damit f(z) = 0 fiir alle z € X, f ist also die
Nullabbildung.

ii) Ist allgemeiner (E, ||-||g) ein beliebiger normierter Raum, so setzt man
lo(X,E) :=B(X,E):={f: X — E: fist beschrinkte Abbildung}

als die Menge aller beschrénkten Abbildungen von X nach E. B(X, F)
ist dann wieder ein Untervektorraum von EX = {f : X — FE :
f ist Abbildung}, wobei die Addition und die Skalarmultiplikation wie
in i) definiert ist.

Weiter definiert
[ flloo == sup [|f ()&,
zeX

eine Norm auf B(X, F).
All dies folgt, indem man in i) einfach K durch E und |- | durch || - || g
ersetzt.
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Konvention 1.3.13 Im Folgenden versehen wir die Rdume K und K™ im-
mer mit der Norm |- | (= || - ||2) und B(X, E) mit || - | cc-

Bemerkung 1.3.14 Essei (E, ||| g) ein normierter Raum und F' C E ein
Untervektorraum. Dann ist

I lle: F = [0,00), ||z]|F == []|e,
natiirlich eine Norm auf F, und (F,| - ||r) ist selbst ein normierter Raum.
Definition 1.3.15 Es seien (E1, | - [|1),--., (En, | - |ln) normierte Raume,
n

und es sei F := [[ E,. Dann setzen wir
v=1

n
I-1: E—[0,00) durch |lzf|:= | a2, ©=(z1,...,2,) € E.
v=1

Satz 1.3.16 || - || ist eine Norm auf E.

Beweis.

n
NI1: Esseiz € [[ Ey, A € K. Dann gilt

v=1

Ml = [ D IAzulls = (A2 lallz = (Al ]
v=1 v=1

N2: Es seien z,y € E. Dann gilt ||z, + yullv < ||zl + [lyvllv, also auch

n n

S llzv+wl2 < X (|]xl,Hl,+Hyy|!l,)2. Es folgt mit der Minkowskischen
v=1

v=1

Ungleichung

n n

e+ yll = Dl + w2 < | S (ol + lyll)?
v=1

r=1

n n
<UDl + D w2 = Nzl + [lyll-
v=1 v=1
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N3: Ist ||z]| = 0, so sind alle ||z,|| = 0, also alle z, =0, 1 < v < n, und
damit x = 0.

Bemerkung/Bezeichnung 1.3.17 i) Sind (E1, || - [l1),---, (B, |l - lIn)
n

normierte Rédume, so schreibt man [[ (E,, | - |l.) := (E,]| - |-
v=1

ii) Wir erhalten fiir (E,, | - ||,) = (K, | - |):

n

K'=Kx..xK=][[K umd |z|=,|> |o>= >zl = |,
v=1

v=1 v=1
n

also H (K7| ’ |) = (Kn7’|)

v=1

Satz 1.3.18 Es seien (Ey, |- |l1),-.., (En, | - |ln) normierte Riume.

n

Eine Teilmenge M C [] E, ist beschrinkt genau dann, wenn {z; : (x1,...,x,) €
v=1
n
M} =: M, in E, beschrinkt ist fiir alle 1 < v < n. Insbesondere ist [| L,
v=1

beschrinkt fiir beschrankte L, C E,, 1 <v <n.

Beweis. Dies folgt aus den Ungleichungen

sup ||z [l <

1<v<n

n n
Sy <D lwullvs @ = (1, @) O
v=1 r=1

Bei der Definition der Begriffe ,,Cauchyfolge und ,konvergente Fol-

ge* hatten wir nur den Abstand d(x,y) = |z — y| zweier Zahlen benutzt.

Diesen Begriff des Abstandes wollen wir nun verallgemeinern.

Definition 1.3.19 Es sei X eine Menge. Eine Abbildung d : X x X —
[0, 00) heifit Metrik (oder Abstand) auf X, falls gilt

M1)  d(z,y) =d(y,z), =,y € X,
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(M2)

(M3)

d(z,z) < d(z,y) +d(y,2), z,y,z € X,

d(z,y) =0nur firz =y, z,y € X.

Ist d eine Metrik auf X, so heiit (X, d) metrischer Raum.

Beispiel 1.3.20 i) Essei | - | der Betrag auf K. Dann ist

ii)

iii)

d:=d | : KxK—[0,00), d(z,y) = |z -y,
eine Metrik auf K:

M2:d(x,2) = o — 2| <[z —y|+ |y — 2| = d(z,y) + d(y, 2),
M3: d(z,y)=0=|z—yl=0=>zc—-—y=0=>x=y.

Exakt der gleiche Beweis wie in i) liefert, dass
dij:==d:K"xK" —[0,00), d(z,w):=]|z—w|, z,weK",

eine Metrik auf K" ist. d|.| heiBit euklidischer Abstand.
Ersetzt man |- | durch |- ||, so folgt genau so, dass fiir jeden normierten
Raum (E, || -||) die Abbildung

dj:=d: ExE —[0,00), d(z,y) := [l —yll, =,y € E,

eine Metrik auf F ist.

Es sei X eine Menge und es sei d : X x X — [0, 00) definiert durch
1 @ x#y
d(z,y) = {
0 : z=uy.

Dann ist (X, d) ein metrischer Raum:

Offensichtlich gilt d(z,y) = d(y,z). Sind z,y,z € X und x = z, so
folgt d(z,z) =0 < d(x,y)+d(y, 2). Ist x # z, so gilt © # y oder y # z.
Also folgt auch hier

d(z,z) =1<d(z,y) + d(y, 2).

Ist d(z,y) = 0, so ist x = y nach Definition von d.
d heiflt diskrete Metrik auf X.
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iv) «a) Esseid: NxN — [0,00), d(n,m) := |n —m|. Dann ist d eine

Metrik (sie ist ja die Einschrankung des euklidischen Abstandes).

() Eine andere interessante Metrik auf N entsteht folgendermafien:

Wir setzen d(n,m) := |1 — 1|,

Dann ist auch (N, d) ein metrischer Raum.
Fiigen wir einen zusétzlichen Punkt co zu N hinzu und setzen wir

also N* := NU {oo}, so ist

(|1 1
——=—] : mynéeN
m n
1
— :nm=o00, meN
d:NTXN'T — [0,00), d(n,m) = m
1
— :neN m=o
n
0 n=m =00

eine Metrik auf N7T.

Bezeichnung 1.3.21 Ist (X, d) ein metrischer Raum, so sei fiir x € X und
r >0

Ur(z) ={y € X :d(y,x) <r}

und
By(z) :={y € X : d(y,z) <r}.

Diese Bezeichnung ist konsistent mit 1.3.8.

Bemerkung 1.3.22 Man kann auch in metrischen Rdumen den Begriff Be-

schrinkheit von Mengen definieren, siche Ubungen.
Definition/Bemerkung 1.3.23 Es sei (X, d) ein metrischer Raum und
M C X eine Teilmenge. Dann ist die Einschrankung

dy 2 M x M — [0,00), da(z,y) :=d(z,y),

von d auf M x M eine Metrik auf M.
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Definition 1.3.24 Es seien (X1,d1), ..., (X,,d,) metrische Rdume, und es
n
sei X =[] X, = {(ml,...,xn) tx, € X, 1<v< n} Dann setzen wir
v=1

d: X xX —[0,00), d(z,y) := Zdu($u7yu)27
1':(3517--"1'”)7.@: (ylv"‘7yn) € X.

n
Satz 1.3.25 d ist eine Metrik auf X := [] X,.
v=1

Beweis. Es seien © = (21,...,2,),y = (Y1,---+Yn), 2 = (21,...,2n) € X.
M1: d(z,y) = z:dl,(nl?l,,yy)2 = Z:d,,(yy,al:l,)2 =d(y, ).
v=1 \ v=1
M2: d(ﬂl‘, Z) = Zdu(xyy Zy Z (du(xllv yl/) + dV(yV7 ZV))2
v=1 v=1

IN

)* é\
zn:du ﬂfu,yu \sz yupzu2
v=1

= d(z,y) +d(y, 2)

nach der Minkowskischen Ungleichung.
M3: Ist d(z,y) = 0, so sind alle d,(z,,y,) = 0, also x, = y,, 1 < v < n,

und damit ist x = y. a
Bemerkung 1.3.26 Esseien (E1,| - |[1),---, (En, || - ||n) normierte Rédume,
n
und es sei H( vy || - |l) ihr Produkt, d.h. die Norm || - || auf [] E, ist
v=1

definiert durch
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Ist nun d, die von || - ||, auf E, induzierte Metrik, also

dy (2, y0) = |20 = yullv, 1 <v <n,
und ist d die von || - || auf ﬁ1 E, induzierte Metrik, also

d(z,y) = ||z —yll,

dann gilt

d(z,y) = o=yl = | D lew —wlly = | D dul@n,9)?
v=1

n

fir alle = (z1,...,2n),y = (Y1,.-.,yn) € [[ Ev.
v=1
Also ist
(H Ewdn-) = [1(Ev.dy) -
v=1 v=1

n
Insbesondere gilt (K", d),)) = [] (K,d|).
v=1
Es ist also gleich, ob man zuerst das Produkt der normierten Rdume bildet

und dann die Metrik erzeugt, oder ob man zuerst die Metriken aus den
Normen erzeugt und dann das Produkt der metrischen Rdume bildet.



Kapitel 2

Folgen und Reihen

2.1 Folgen in normierten und metrischen Riumen

Definition 2.1.1 Essei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge * = (2, )nen
in X heifit

i) Cauchyfolge, falls fiir alle ¢ > 0 ein N € N existiert, so dass
d(xp, Tm) < €
fir alle n,m > N gilt,

ii) konvergent gegen o € X, falls fiir alle ¢ > 0 ein N € N existiert, so
dass

d(xp,x0) < €

fiir alle n > N gilt,

iii) konvergent, falls ein xg € X existiert, so dass (zp)nen gegen xo kon-

vergiert.

iv) divergent, falls (x,)nen nicht konvergent ist.

Bemerkung/Bezeichnung 2.1.2 i) Konvergiert (x,)nen gegen zg, so

schreiben wir

n—o00
Tn Zo,

Ty — xo (n — 00),

lim z,, = xo
n—oo

89
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oder kiirzer

Tn xo,
lim z,, = xg.

zo heifit Limes oder Grenzwert von (z,)nen.

ii) Es gilt x, — 29 (n — o0) genau dann, wenn (d(ajn,xg))neN eine

Nullfolge in R ist, d.h. x,, — z¢ (n — ) < d(xn, o) — 0 (n — 00).
iii) Ist (&, ]-||) ein normierter Raum, so gilt mit dy.(z,y) = [[z—y, z,y €

E:

Eine Folge (z,), in E ist Cauchyfolge genau dann, wenn fiir alle ¢ > 0

ein N € N existiert, so dass fiir alle m,n > N

[z — x| <e

gilt.
Analog: (x,)nen ist konvergent gegen xo genau dann, wenn fiir alle
€ >0 ein N € N eixstiert, so dass fiir alle n > N

|2 — 20| <€
gilt.
Satz 2.1.3 Es sei (zp)nen eine Folge in C und zg € C. Dann ist (zn)neN

eine Cauchyfolge (konvergent gegen zy) genau dann, wenn (Re z,)nen und
(Im 2y, )pen Cauchyfolgen sind (Re z, — Re zp und Im z,, — Im zq gilt).

Beweis. Es gelte z, = z, + iy, — xo + iyo = 20(n — o0). Es sei ¢ > 0
beliebig. Wéhle N € N mit |z, — 29| < &, n > N. Dann folgt

2 — 20| < V]zn — 20l + [yn — 902 = |2n — 20/ < ¢

fiir alle n > N. Also konvergiert (z,)nen gegen .

Analog zeigt man: y, — yo.

Es gelte nun z,, — x¢ und y, — yo, wobei z, = x,, + ty,, und es sei € > 0
beliebig. Wéhle zu &’ := § ein N € N mit |z, — x| < ¢ und |y, — yo| <
e, n>N.

Dann gilt

|20 — 20| = |Tn + iyn — (zo + iyo)|

|z — w0+ i(yn — yo)| < |2n — 20| + |lyn —wo| <&’ +& =¢
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fir alle n > N.
Die Aussagen iiber Cauchyfolgen beweist man analog. O

Beispiel 2.1.4 i) Es sei z, = 1+ % + Z( -1-4 ) Dann gilt Rez, =

n2
1

also z, — 1 — 1.
ii) Essei z € C und z, = 2",n € N.

a) Ist |z] < 1, s0 gilt 2" — 0 (n — o0).
Es gilt ja

0 <dp(2",0) = [z" = 0] = [2]" — 0 (n — o0).

Also ist d|.|(2",0) eine Nullfolge und damit gilt 2" — 0.
B) Ist z=1,s0gilt 2" =1"=1—1 (n — ).

Satz 2.1.5 Es sei (X,d) ein metrischer Raum und (zy)nen eine Folge in
X. Dann gilt

i) (n)nen hat hichstens einen Grenzwert.
ii) Konvergiert (Tn)nen, S0 ist (xn)nen eine Cauchyfolge.

iii) Konvergiert (zn)nen gegen xo, so konvergiert auch jede Teilfolge (xy, ke
gegen xq.

i) Ist (xn)nen eine Cauchyfolge, so ist auch jede Teilfolge eine Cauchy-
folge.

v) Ist (zp)nen eine Cauchyfolge, die eine konvergente Teilfolge (xy, )ken

besitzt, so konvergiert auch (xy)nen, und zwar zum selben Grenzwert.

Beweis. Ersetze im Beweis von 1.2.51 |x — y| durch d(x,y) und beachte
Bemerkung 1.2.52. O

Satz 2.1.6 Jede Cauchyfolge in einem normierten Raum (E, || - ||) ist be-

schrankt.
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Beweis. Ersetze im Beweis von 1.2.53 | - | durch || - || ]

Definition 2.1.7 i) Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, falls
jede Cauchyfolge in (X, d) konvergiert.

ii) Ein normierter Raum (E, || - ||) heifit vollstdndig (oder Banachraum) ,
falls (E,d).) (mit (dj.(z,y) = ||z — yl|) ein vollsténdiger metrischer
Raum ist.

Ein normierter Raum ist also vollstindig genau dann, wenn fiir alle
Folgen (zy,)nen in E mit

v 3 v |z — zm|| <e,
e>0 NeN mn>N
ein xg € F existiert, so dass

v 3 Vo |lzn — o] < € gilt.
e>0 NeN n>N

Satz 2.1.8 (K, |- |) ist vollstindig.

Beweis.

1. Ist K =R, so konvergiert jede Cauchyfolge in R nach Satz 1.2.76.

2. Ist K = C und (z,)nen eine Cauchyfolge in C, so sind nach Satz 2.1.3
(Re zp)nenyund (Im z;,)neny Cauchyfolgen in R, also nach Satz 1.2.76
(oder 1)) existieren xg,yo € R mit Re z, — z¢ und Im z,, — yo.

Mit Satz 2.1.3 folgt, dass (z,)nen gegen zp := xg + iyo konvergiert.

Satz 2.1.9 FEs seien (zp)nen und (wp)nen Folgen in K mit z, — 2o und
wy, — wo. Dann gilt

i) Zn + Wy — 2o + wo und zpwy, — 2 - Wo.
i) Ist wo # 0 und setzt man

. Wy wp 0
Wy, 1=
1 : w, =0,

20

so gilt 2= — 2>
n
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Beweis. Wie in 1.2.55, 1.2.56, 1.2.57. O

Véllig analog zu 1.2.55, Ubungsaufgabe A6.1 und A9.3 oder durch Verwen-

dung von z,, — xo < ||z, — 0| — 0 beweist man allgemeiner

Satz 2.1.10 Ist (E,|-||) ein normierter Raum und sind (zy,)nen und (Yn)neN
Folgen in E sowie (Ay)nen eine Folge in K.

i) Gilt x, — xo und y, — Yo, so folgt xm + yn — o + Yo-
it) Gilt x, — xo und N\, — Ao, so folgt Ay, — Noxo.
ii1) Ist (zp)nen beschrinkt und A\, — 0, so gilt Az, — 0.
) Gilt ©,, — 0 und ist (Ay)nen beschrinkt, so gilt Apx, — 0.

v) Gilt xp, — x0, so gilt ||z,] — ||zl

Bemerkung 2.1.11 Analoge Sétze fiir Cauchyfolgen fithren wir nicht auf,
da wir iiblicherweise vollstdndige normierte Rdume betrachten, wo ja jede
Cauchyfolge eine konvergente Folge ist.

Satz 2.1.12 Es seien (Xi,d1),...,(Xk,dr) metrische Riume, und es sei
(‘T(n))TLEN = (xgn)u s 7x]E;n)

Dann gilt

k
)neN eine Folge in [] X,.
v=1

k
i) (20™),en ist eine Cauchyfolge in T] (X, d,) genau dann, wenn (a:(yn))neN

v=1
eine Cauchyfolge in (X,,d,) fir alle 1 <v <k ist.
y - 0 (0) Oy ¢ T
i) (2(),en konvergiert gegen (0 = (z1”,... 2.)) € [[ X, genau
v=1

dann, wenn (:):l(,n))neN gegen :):l(,o) fiir alle 1 < v < k konvergiert.

In Worten: Eine Folge ist Cauchy (konvergent) genau dann, wenn jede Kom-

ponentenfolge Cauchy (bzw. konvergent) ist.

Beweis. (vgl. 2.1.3) Wir beweisen 1), ii) folgt analog.
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k
Es sei ((™),en Cauchy in ] (X,,d,), und es sei 1 < v < k sowie
v=1

€ > 0 beliebig.
Dann existiert ein N € N mit d(z™,z(™) < e, n,m > N. Aus

dy (@i 23" \/Z d;( ()2 = d(2(™), 20) folgt

dy :U,(,n), ) < ¢ fur alle n,m > N.

Es sei (xl(,n))neN Cauchy in (X,,d,), 1 < v <k, und es sei e > 0
beliebig. Wihle N, € N mit d,,(xl(,n),xl(,m)) <&, nm>Ny,1<v<E,
und setze N := max{Ny,..., Ni}.

Dann folgt fiir n,m > N:

k k
d(z™, xm) = z:d,,(:L‘l(,’q“),ac,(,m))2 < Zd,,(xl(,”),x,(,m)) <k- % =ec.
v=1

O
Beispiel 2.1.13 i) Es sei z € C. Dann gilt
a) Ist |z| > 1 und z # 1, so divergiert die Folge (2"),en.
B) Ist z=1,s0gilt 2" =1 — 1.
v) Ist |z] <1, so gilt 2™ — 0.
Beweis: a) Ist |z| > 1, so gilt 2] = |2|™ — oo, also ist die Folge

ii)

(z™)nen unbeschrinkt, also kann sie keine Cauchyfolge sein und ist
damit nicht konvergent.
Ist |z| =1 und z # 1, so gilt

2" = = 1=zl = 1-2] (>0)

fiir alle n € N, damit ist (2"),en keine Cauchyfolge und damit nicht

konvergent.
Fiir B und ~ siehe 2.1.4. O

Es sei z € C. Betrachte die Folge ($p)nen,, definiert durch s, =
n
S =14z+22+.. .+ 2"

v=0
Nach Satz 1.2.13 (geometrische Summenformel) gilt s,, = 1,12_71 ;1,n €
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Ny, wenn z # 1.

Dann divergiert (sp)nen,, wenn |z| > 1 und (sy,)nen, konvergiert gegen

1
1—2z7

wenn |z| < 1.

Beweis: Ist z = 1, so gilt s, = n + 1, also ist (sp)nen, unbeschriankt.
Ist |z| < 1, so gilt mit Satz 2.1.5 und i)

11—z lim(1 — 2"

nh—{gosn - nh—{go 1—2 1—=z
1 — lim 2"t 1
— n— 00 — )
1—2z2 1—=2

Es sei [z] > 1 und z # 1. Wir nehmen an, dass (sp)nen, konvergiert.

Dann konvergiert auch

(Zn+1)n6N0 = (1 -(1- Z)SH)nENo'

Dies widerspricht aber i) «).
Also divergiert (s, )neN,- O

n
i) Bs si 5 = 3 (#.9.%) R
Nach Definition der Vektoraddition gilt

Sl =11
oSS Ls )
v=0 v=0 v=0
und damit nach Satz 2.1.12 und i): s — (2, 3, %) (n — 00).

Satz 2.1.14 Es seien (X1,dy), ..., (Xm, dn) vollstindige metrische Rdaume.
m
Dann ist auch ihr Produkt [] (X,,d,) ein vollstindiger metrischer Raum.

v=1

Beweis. Es sei (" = (acgn),...,xfﬁ)),n € N, und die Folge (z(™),cy
sei eine Cauchyfolge. Dann sind (x(yn) Jnen nach 2.1.12 i) Cauchyfolgen in
(X,,dy),1 < v < m. Da (X,,d,) vollstindig ist, existieren ') € X, mit
2 = 2 1< v < m. Bssei 2@ = @2, 2. Nach 2.1.12 ii) gilt

m
™ — 2O in [](X,,d,). O
v=1
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Korollar 2.1.15 i) Es seien (E1, || |[1),..., (En,||:||n) vollstindige nor-

n
mierte Raume. Dann ist auch ihr Produkt [ (Ey, |-||v) ein vollstindi-
v=1
ger normierter Raum.

it) (K™, |- |) ist vollstindig.

Beweis.

n n
i) Die Norm auf [] E, ist definiert durch |[(z ..., zn)[| = ([ > 2|2,
v=1 v=1

n n

und nach 1.3.26 gilt ( I] Ey.dyy ) = I1(Ey.dyy,). Da (B, |-]l,),1 <
v=1 v=1

v < n, nach Voraussetzung vollstindig ist, folgt die Behauptung mit

2.1.14.
ii) Nach 2.1.8 ist (K,| - |) vollstindig, mit i) ist also dann [] (K,]|-|)
v=1

vollsténdig. 1.3.17 liefert (K™, |- |) =

ﬁ::]:

(K, |- 1)- O
1

Satz 2.1.16 (Bolzano-Weierstraf fiir K™)
Jede beschrinkte Folge in K™ besitzt eine konvergente Folge. (Insbesondere

besitzt jede beschrinkte Folge in C eine konvergente Teilfolge.)

Beweis.
1. K = R. Wir fithren einen Indikationsbeweis iiber die Dimension m.

«) Fiir m =1 gilt die Aussage nach 1.2.94.

B) m — m + 1. Es gelte die Aussage des Satzes fiir m, und es sei
(2(™),en eine beschrinkte Folge in R™*1,

Wir schreiben wie iiblich z(™ = (acgn), .. ,xq(ff),xggil), n € N.
Dann ist ((:zgn), e x%L)))nGN eine beschrinkte Folge in R™, nach
Indikationsannahme existiert also eine monoton wachsende Fol-
ge natiirlicher Zahlen (nj)ren und ein (mgo), e ,;177(7?)) € R™ mit
(ajgnk), . ,x,(g'“)) — (xgo), . ,:zzgg)) (k — o0). Nun ist (fﬂgﬂ)keN

eine beschrénkte Folge in R, also existiert mit 1.2.94 eine streng
(0)

monoton wachsende Folge (k¢)¢en und ein z,,” ; € R mit x:iﬁ) —

zggzrl (¢ — 00). Es folgt mit 2.1.12 (™) — (xgo), . .,xggzrl).
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2. K = C. Mit Hilfe der Abbildung
§:C™ S R pdiy i= (T14Y1, - - s T+ Ym) — (T1,Y1s - - > Ty Ym)
diirfen wird C™ und R?™ als metrische Riume identifizieren, denn es

n
gilt ja |z+iy| = | D 22 + y2 = |j(x+iy)| und damit d(x+iy, u+iv) =
j=1
d(j(z +iy), j(u + iv)).
Somit folgt die Behauptung fiir C™ aus 1., angewandt auf R>™. O

Satz 2.1.17 Es sei (E,||-||g) ein vollstindiger normierter Raum. Dann ist
B(X, E) vollstindig.

Beweis. Es sei (fy)nen eine Cauchyfolge in B(X, E). Dann ist (fn(x))neN
eine Cauchyfolge in F fiir jedes © € X, dies folgt sofort aus der Ungleichung
| fn(x) = f(@)lE < ||fn — fmlleo- Da E vollstiandig ist, existiert fiir jedes
x € X ein f(x) € E mit f,(x) — f(x) (n — o0). Wir zeigen f, — f: X —
E, z+— f(x).

Es sei € > 0 beliebig. Wahle N € N mit || f,, — fimlloo < § fiir alle n,m > N.
Es sei n > N. Zu beliebigem z € X wihle m > N mit || frn(z) — f(2)||g < §.
Dann gilt

[fn(@) = f(@)l|2 < [fa(2) = fm(@)]E + | fm(x) = f(2)lE <e.

Also gilt auch || fr, — flloo = sug lfn(z) — f(2)||E <e. O
Te

Bemerkung 2.1.18 i) Ist X eine Menge, E ein vollsténdiger normierter
Raum, ist (f,,)nen eine Cauchyfolge in B(X, F), so existiert nach 2.1.17
f:=lim f, € B(X,E), d.h.

n—oo

sup [|fu(z) = f(@)[le = [[fa = fllo = 0 (n — 00).
rzeX

Dies impliziert insbesondere, dass f,(z) — f(x) (n — o0) fiir alle
x € X. Es folgt

(JJim f) (@) = F(@) = lim_fu(e)

fiir alle z € X.
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ii) Gilt sup ||gn(z) — g(z)||E — 0 (n — 00), so sagt man, (g, )nen konver-
zeX
giere gleichméfig auf X gegen g.
Gilt [lgn(z) — g(z)llz — 0(n — o0) (d.h. gn(z) — g(x) (n — c0) in E
fiir alle z € X), so sagt man, (g, )nen konvergiere punktweise gegen g.

Nach i) impliziert also die gleichméBige Konvergenz die punktweise Kon-

vergenz.

2.2 Reihen in normierten Riumen

n
Wir haben schon 6fter Folgen der Form (sp)nen, mit s, := > a,, n € Ny,
v=0
betrachtet, wobei (a,)nen, eine Folge in R oder C war.

Etwas allgemeiner definiert man:

Definition 2.2.1 Es sei (z,)nen, eine Folge in einem normierten Raum

(B - 1D-

n
i) Die Folge (Sn)nen, mit s, = > 2y, n € Ny, heifit die mit (2,)en,

v=0
o0
gebildete Reihe, und anstelle von (s;,)nen, schreibt man > z,. s, heifit
- v=0
n-te Partialsumme von ) z,.
v=0

o
ii) Die Reihe ) z, heifit konvergent zur Summe s € E, falls (sp)nen,
v=0
gegen s konvergiert.
oo

In diesem Fall schreibt man >’ z, = s.
v=0

Bemerkung 2.2.2 i) Manchmal betrachten wir auch Reihen der Form
o0

n
> z, mit M € Z fest. Hier ist dann s, = > z,, n > M, und falls

v=M v=M
o
(Sn)n>M gegen s konvergiert, so schreibt man ) z, =s.
v=M

o0

ii) Eine Reihe ) z,, wobei (2,)nen, eine Folge reeller oder komplexer
v=0

Zahlen ist, konvergiert definitionsgeméfl gegen die Summe s genau
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n
dann, wenn fiir alle € > 0 ein N € N existiert mit | >z — s‘ < ¢ fiir
v=0

alle n > N.
Im Falle, dass (z,),en eine Folge in einem beliebigen normierten Raum
(E,|| - ) ist, muss man nur |- | durch || - || ersetzen.

Beispiel 2.2.3 i) Nach A 6.2 divergiert die Reihe ) .

v=1

e8] &S

ii) Nach A 6.4 konvergieren die Reihen ) Sy und > uik (fiir k& €
v=1 v=1
N,k > 2, fest).

o0
iii) Ist z € C, so konvergiert nach 2.1.13 ii) die Reihe ) 2" genau dann,

v=0
oo

wenn |z| < 1 gilt. In diesem Fall ist {2~ = > 2" (geometrische Reihe).
v=0

o0

w, konvergente Reihen, und es sei A €
v=0

(o ¢]

Satz 2.2.4 Es seien Y z, und
v=0 oo (o] (0]

K. Dann konvergiert auch Y Az, +w,, und es gilt > Azp+w, =X Y. z,+

o v=0 v=0 v=0

> wy.

v=0

Beweis. Dies folgt aus 2.1.10, angewendet auf die Partialsummen:

n n n

lim g Az, +w, = lim A\ g Zy + E Wy,

n—oo n—oo
v=0 v=0 v=0

n

o0
= Al )zt lim ) v

v=0 v=0
(]
o0
Satz 2.2.5 Es seien ) z, eine Reihe komplexer Zahlen.
v=0
o0 o0 o0
i) Dann konvergieren Y Rez, und ) Imz, genau dann, wenn ) z,
v=0 - v=0 o . v=0
konvergiert, und es gilt dann Y Rez, = Re > z, und ) Imz, =

v=0 v=0 =0

oo
Im > z,.
v=0
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oo o0 oo
it) Falls > z, konvergiert, so konvergiert auch », Z,, und es gilt > Z, =
v=0 v=0 v=0

[e.e]
> 2.
v=0

Beweis. Der Teil i) folgt durch Anwendung von 2.1.3 auf die Partialsum-

men.
n o0 n o0 n o0

ii) =Dz = > ] =D 2 — >, 2| — 0,also
v=0 v=0 v=0 v=0 v=0 v=0

o0 n o0

ozy=lim Y zZ,= > 2. O

v=0 N0 =0 v=0

oo
Satz 2.2.6 Ist die Reihe ) z, konvergent, so gilt z, — 0 (n — 00).
v=0

n

Beweis. Es sei s, = ) z,, n € Ny. Dann gilt:

v=0
lim z, = lim 2,41 = lim sy41 — sy = lim sp41 — lim s,
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

= lim s, — lim s, =0.
n—oo n—oo

Beispiel 2.2.7 Ist 2, = %,n € N, so gilt zwar lim z, = 0, aber die Reihe
n—oo

o0
z, divergiert.
v=1

Satz 2.2.8 (Klammerung von Reihen)
Es sei (ng)ren, eine streng monoton wachsende Folge ganzer Zahlen mit
o0

ng = —1, und es sei Y z, eine konvergente Reihe. Dann konvergiert auch
=0

[ee) NEk41 Y o) NEg41 e}

> ( > z,,), und es gilt > ( > zl,> => z.

v=0

k=0 “v=ng+1 k=0 “v=ng+1
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n J4 N41
Beweis. Es sei s, = > 2z, und 0y = ) ( > zl,> =(20+z2z1+...+
v=0 k=0 “v=ng+1
Ng41
)t (gt F o 2n,) = 2y = Sp,,,- Damit ist (0¢)ecn, eine
v=0

Teilfolge der konvergenten Folge (s;,)nen, und damit nach 2.1.5 iii) ebenfalls
konvergent mit gleichem Grenzwert. a

Bemerkung 2.2.9 Es kann vorkommen, dass die Klammerung konvergiert,

o0
ohne dass die Riehe selbst konvergiert: >  (—1)" divergiert, aber

v=0
o 2k+1 o
> Z (—1)” = > 0 konvergiert (gegen 0).
=0

Satz 2.2.10 (Cauchykriterium)
Es sei (zy)ven, eine Folge in einem vollstindigen normierten Raum (E, ||-||).

(o)
Genau dann konvergiert die Reihe Y, z,, wenn fir alle e > 0 ein N € N
v=0

m
|3
v=n

existiert, so dass

<e€

fiir alle m >n > N gilt.

n
Beweis. Es sei s, := Y z,. Die angegebene Bedingung besagt gerade (be-

v=0
m
achte: s;, —sp—1 = Y 2), dass (Sn)nen, eine Cauchyfolge ist. Da (E, || - ||)
v=n
nach Voraussetzung vollsténdig ist, konvergiert also (sp)nen,- O

Da R und C vollsténdig sind, erhalten wir also

[e.e]

Korollar 2.2.11 FEine Reihe Y, z, in K konvergiert genau dann, wenn fir
v=0

alle e > 0 ein N € N ezistiert, so dass

m
>
v=n

<e€

fiir allem >n > N gilt.
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o0
Definition 2.2.12 Eine Reihe ) z, in einem normierten Raum heifit ab-
v=0

o0
solut konvergent, wenn »_ ||z, | (in R) konvergiert.
v=0

[e.°]
Satz 2.2.13 Ist > z, eine absolutkonvergente Reihe in einem vollstindigen
v=0

o0 o0
normierten Raum (E, ||-||), so konvergiert sie und es gilt || Y~ z,|| < > ||z l-
- ~ v=0 v=0
Ist also )" z, eine Reihe in R oder C, so dass ) |z,| konvergiert, so kon-
v=0 v=0

o0
vergiert »  z,.
v=0

m m m
Beweis. Dies folgt aus | 3 2| < 3 [lzv]| = | 3 [lz]/| und dem Cauchy-
v=n v=n v=n

kriterium sowie aus 2.1.10 v). O

Satz 2.2.14 (Majorantenkriterium)
[e.e]

Es sei ) z, eine Reihe in einem vollstindigen normierten Raum (E, | -||).
v=0

Gibt es eine Folge (ay)yen, reeller Zahlen, ein C' > 0 und N € N mit

oo
i) > a, konvergent und
v=0
ii) ||z|| < Cay, fir alle v > N,

o0
dann konvergiert Y z, absolut.
v=0

m m m
Beweis. Dies folgt aus > ||z, < C- Y ay, = | 3 ay| und dem Cauchy-
v=n v=n v=n

kriterium. a

Beispiel 2.2.15 Es sei (0,),=n, eine beschriankte Folge komplexer Zahlen
[e.e]
und |z| < 1. Dann konvergiert die Reihe ) p,2” absolut. In der Tat, sei

v=0
o0
a, = |z]", v € Ng, und C := sup |g,| (< 00). Dann konvergiert »_ a,, und
vENp v=0

es gilt |0, 2"| < Cay, v € Ny.
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Das Majorantenkriterium (wie auch die Definition der absoluten Konver-
genz) regt dazu an, Reihen nichtnegativer reeller Zahlen zu betrachten.
Zunichst wollen wir aber zeigen, dass nicht alle konvergenten Reihen auch
absolut konvergieren.

Satz 2.2.16 (Leibnizkriterium)

oo
Es sei (xy,)ypen, eine monotone Nullfolge. Dann konvergiert ) (—1)"x,,.
v=0

Beweis. O. E. sei z, > 0,v € Ny.
n

Wir setzen wie iiblich s, := > (—1)"x,, und wir betrachten zunichst die
v=0

Teilfolgen (s2n)nen, und (S2n+1)nenN, von (Sn)nen,:

AUS 8y(541) = S2n = S2n+2 — S2n = —T2nt1 + Tany2 < 0 folgt, dass (s2n)nen,
monoton fallend ist. Analog zeigt man, dass (S2p+1)nen, monoton wichst.

Wegen son4+1 — Son = —Zopy1 < 0 impliziert dies, dass sop > Sont1 > S1
gilt. (s2n)nen, ist also nach unten beschrankt. Mit dem Hauptsatz iiber
monotone Folgen existiert also s = lim ss,. Analog gilt, dass (s2p+1)nen,

n—oo
nach oben beschrinkt ist, also ist auch s’ = lim s9,41 existent. Wegen
n—oo

s—§ = lim s9, — lim 89,41 = lim 9,11 =0 gilt s = ¢
. n—%0 n—o0 nsoo
Es sei nun € > 0 beliebig. Wihle N € N mit

|son — s| <& und |[sop41 — 8| <e fir allen > N.
Dann gilt fir alle n > 2N + 1:

|sn, — s| < e.

o0

Beispiel 2.2.17 Die Reihe )

v=1 -

= L und der Divergenz von 21% konvergiert
v=

—

—1)¥

~— konvergiert nach dem Leibnizkrite-

(=1

v

rium, aber wegen |

v

o (="
> nicht absolut.
v=1

Kommen wir zu Kriterien fiir Reihen mit nichtnegativen Gliedern:
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oo

Satz 2.2.18 FEine Reihe > x, reeller Zahlen mit x, > 0, v € Ny, ist genau
v=0

dann konvergent, wenn die Falge (Sn)neN, zhrer Partialsummen nach oben

beschrinkt ist, d.h. wenn sup Z T, = sup{ Z Ty:n € NO} < oo gilt.
neNg v=0

Beweis. Dies folgt aus dem Hauptsatz iiber monotone Folgen. O

Satz 2.2.19 (Cauchyscher Verdichtungssatz)

o0

Es sei (z,)en, eine monotone Nullfolge. Dann konvergiert Y x, genau
v=0

[ee]
dann (absolut), wenn Y 2"x9v konvergiert.
v=0

Beweis. O. E. z, >0, ve NO.

Es sei s, := Z z, und o, = Z Y xov.
v=0 v=0
Wir zeigen: ist (0y,)nen, konvergent, so auch (s, )nen,; die Umkehrung wird

in den Ubungen gezeigt.
Fiir n € N gilt:

n
Sp = E Ty
v=0

]

:

<
iiNg
LM

v=0 pn=0 v=2#
n 2#T1_1
< x9+ E E Ton
pn=0 v=2#

n o
< xo+ Z2M$2u =x0+ 0, < x0+ ZQVxQV.
©=0 v=0

Damit ist (sp)nen, nach oben beschrénkt, und die Behauptung folgt mit
2.2.18. O

[e.e]
Beispiel 2.2.20 Es sei k£ € N. Dann konvergiert »_ ﬁ
v=0

Beweis. Nach dem Cauchyschen Verdichtungssatz geniigt es, die Konver-

oo (o0} o0
1 1 1 \v .
enz von y B 2V—p— = > = > (=) nachzuweisen.
& v=0 2v kv 2v v=0 k“ 2v v=0 ( %)
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1

Wegen ‘7‘ =35 < 1 konvergiert aber diese geometrische Reihe nach Bei-

2
spiel 2.1.13 ii). O

s

Das folgende Kriterium basiert auf dem Konvergenzverhalten der geometri-
schen Reihe und den Majorantenkriterium.

Satz 2.2.21 (Wurzelkriterium)
o0

Es sei Y z, eine Reihe in einem vollstindigen normierten Raum (E, | -||).
v=0

oo
(i) Gilt limsup {/||z,]| < 1, so konvergiert > z, (absolut).
v—00 v=0

(o]

(i1) Gilt imsup {/||z,|| > 1, so divergiert ) z,.
V=00 v=0
Beweis. Es sei z, := ||z,||, v € Ny, und es sei o := limsup {/x,.

V—00

(i) Ist @ < 1, dann existiert ein N € Nund 0 < z < 1 mit sup ¢z, <
v>N
x (< 1).

o0
Hieraus folgt 0 < z, < 2%, v > N. Aus der Konvergenz von ) z”

v=0
oo

ergibt sich mit dem Majorantenkriterium die Konvergenz von ) z,.
v=0

(ii) Ist & > 1, dann gibt es nach 1.2.93 eine Teilfolge (x,, )ken, von
(Ty)ven, mit kli)ngo %/ Ty, = Q.
Wir wéhlen € > 0 mit o—e > 1. Dann gibt es K € Nmit v/, > a—¢
fir alle k > K, d.h. z,, > (o —e)"* > (a—e)f k> K.

k

Wegen (a —¢)® — oo (kK — o0) ist dann (2, )ken, und somit auch

o0
(x1)ven, keine Nullfolge. Nach 2.2.6 kann ) z, nicht konvergieren.
v=0

d

Beispiel/Bemerkung 2.2.22 (i) Fiir den Beweis des zweiten Teiles des
Wurzelkriteriums bené6tigten wir nicht die Vollstandigkeit.

(ii) Um das Wurzelkriterium anzuwenden, bendtigt man héufig

a) Yv—1 (v —o00), Yr—1(r— o) fir alle z > 0,
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ii)

iii)
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B) Vivk =1 (v — o) fiir alle k € N,
7) V! — 0o (v — 0),
§) {8 — 0 (v — o) fiir alle R > 0.

zu «): 1. Es sei ¢ > 0. Dann existiert ein N € N mit v < (1 +
e)’,v > N (siehe A.7.1), also auch {/v < 1+ ¢e,v > N. Hieraus folgt
1 <liminf /v <limsup ¢/v <1+ ¢ und damit lim {/v = 1.

V—00 V=00 V—00

2.1 < Yx < Yvfirv >
) lim Vvk= lim (\”ﬁ)kzl mit «).
v

V—00 — 00
v) Es gilt (siehe 1.2.59 iii), dass £ — 0 (v — oo) fiir alle x > 0, ist
also R > 1 beliebig, dann existiert ein N € N mit % <1,vr > N, also
ﬁ—!, > 1,v > N, und damit WZ R,v > N.

) Aus ) folgt 1”/%:}? %HO(nﬂoo).

[e.°]

Es sei z € C. Dann konvergiert die Reihe 271; absolut. Dies folgt aus

v=0
lim sup \”/% = Van;O \”/% =0<1.
o0

V—00

exp(z) = Y. ZV—T heifit Exponentialreihe, exp : C — C, z — exp(z)

v=0
heif3t Exponentialfunktion.

Es sei x, = V<2V+1> . Dann gilt

3v+2
2v+1 2
li Yx, = lim Yv- li =-<L
HHSID Vi = Y- lim 3v+2 3
oo
Also konvergiert »_ z,.
v=0
Satz 2.2.23 (Quotientenkriterium)
o0
Es sei Y z, eine Reihe in einem vollstindigen normierten Raum (E,| -||)

v=0
und es gebe ein N € N mit z, # 0 fir allev > N.
oo
Gilt limsup 22l < 1 50 konvergiert . z, (absolut).

B B »=0

Beweis. Ohne Einschréinkung sei z, := ||z,]| > 0, v € Ny. Wir zeigen

Ty+1 | 3

a = limsup ¥z, < limsup

v—00 v—oo Ly
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Die Behauptung folgt dann mit dem Wurzelkriterium.

Es sei € > 0 beliebig. Dann existiert ein N € N mit sup m”“ < fB4e,v > N.
v>N

Fiir v > N folgt dann

v—1
Lv+1 v—N
= <
Ty aN H(my) zy - (B+¢)
k=N
v TN
= +e
N CEEL
Dann gilt
a < hirlsgp\/ (B+e) ﬁ+€)
= (5+€)liin_)sgp H(ﬂf—iNE)N =f+e.
Da ¢ > 0 beliebig war, gilt o < . a

Z- v € Ny. Dann gilt fiir z # 0

Beispiel 2.2.24 Es sei z, = %,
2]

|2y 41

lim sup = lim sup
v—00 |ZV‘ v—oo V

= 1.
1 0<

Also konvergiert Z p fiir alle z € C, siehe 2.2.22 ii).
v=0

Definition 2.2.25 Fiir eine Folge (a,),en, komplexer Zahlen und zp € C
n
setzt man s, : C — C, s,(2) :== > a,(z—20)". Die Folge (s )nen, heiBit die

mit (ay)yen, und zo gebildete Potenzreihe. Anstelle (s, )nen, schreibt man
o0

> ay(z — 29)Y. Fiir n € Ny heifit s,, die n-te Partialsumme der Potenzreihe

v=0
oo

> ay(z — z)”.
v=0 L
limsup lav|

R := € [0,00) U {+0o0} heifit der Konvergenzradius der Potenz-
reihe. H1erbel ist 400 := 0 und 0 := io gesetzt.



108 FOLGEN UND REIHEN

o0
Satz 2.2.26 Ist R der Konvergenzradius der Potenzreihe ) a,(z — 20)",
. &
so konvergiert Y a,(z — z9)” absolut fir |z — zo| < R und ) a,(z — 2z9)”
=0 v=0

1%
divergiert fiir |z — 29| > R.
R ist also das eindeutig bestimmte x € [0,00) U {+oo} mit folgenden beiden
Eigenschaften:

o0
i) Y. ay(z — 20)" konvergiert fiir alle |z — 2| < x,
v=0

o0
i) Y ay(z — 20)Y divergiert fir alle |z — zo| > x.
v=0

o0
Konvergiert also Y~ a,(z—z0)" fiir ein z € C, so gilt R > |z — 2|, divergiert
- v=0
> ay(z — 20)" fiir ein z € C, so gilt R < |z — zp|.
v=0

Beweis. Es sei z € C\{zp}. Wir setzen z, := a,(z — 20)", v € Ny. Dann gilt

limsup {/|z,| = L}ZO‘.

V—00

o0 o0
Nach dem Wurzelkriterium konvergiert » a,(z —20)” = Y z, sicher dann
v=0 v=0

o0

(absolut), falls % < 1, dh. |z — 2| < R, und ) z, divergiert sicher
v=0

dann, wenn @ > 1, d.h. |z — 20| > R. O

Bemerkung 2.2.27 i) Sind ) a,(z — z9)” und > by(z — 21)" zwei
v=0 v=0

Potenzreihen und existiert N € N und C > 1 mit %\al,] < |b,| <

o0 o0
Clay|,v > N, so haben > a,(z —2¢)” und > b,(z — 2z1)"” den selben
v=0 v=0

Konvergenzradius. Dies folgt aus

limsup {/|a,| = limsup { |aclf‘ < limsup {/|b,| < limsup {/C|a,|
V—00

V—00 V—00 vV—00
= limsup v/|ay|.
V—00
o0
ii) Ist R der Konvergenzradius der Potenzreihe ) a,(z — zp)”, so macht

v=0
obiger Satz keine Aussage iiber das Konvergenzverhalten der Reihe
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o0

Zo ay(z —zo)" fir |z — 29| = R
=
Nochmal: Ist R der Konvergenzradius der Potenzreihe io a,(z—29)",
y=
so konvergiert §0 a,(z — zp)¥ fir alle z € Ur(zp) (sogar absolut) und
o
io a,(z — zp)" divergiert fiir alle z € C\Br(z0) = Br(20)°.

o0
Beispiel 2.2.28 i) Die Exponentialreihe > %,,' hat Konvergenzradius

50 v=0
[e.e]
ii) Die geometrische Reihe ) 2" hat Konvergenzradius 1, fiir alle |z| =1
- v=0
divergiert . z".
v=0
0 14
iii) Die Potenzreihe ) - hat Konvergenzradius 1, fiir z = 1 divergiert
oo v v=0 [e.e] v
> =, fiir z = —1 konvergiert ) -
v=0 v=0
S v
iv) Die Potenzreihe ) Z; hat Konvergenzradius 1, fiir |z| = 1 konvergiert
v=0
Z .
o0
v) Die Potenzreihe ) v!z” hat Konvergenzradius 0.
v=0

Satz 2.2.29 Sind Z a,(z—2p)” und Z by (z—z0)" Potenzreihen mit Kon-
vergenzmdzen Ry bzw Ry, ist A € C, und ist R der Konvergenzradius von
Z (Aay, +by)(z — 20), so gilt R > min{R;, R2} (wobei min{s, +oo} =: s)
v=0

und Z (Aay +b,)(z — 20)Y = A Y an(z — 20)" + > bu(z — 20)” fiir alle
=0 v=0 v=0
|z — z0| < min{Ry, Ra}.

Bewels Es sei z € C mit |z — 29| < min{R1, Ra}. Aus 2.2.26 und 2.2.4 folgt,
dass Z (Aay, + b,)(z — 29)” konvergiert und dass Z (Aay, +b,)(z — 20)" =

v=0 v=0

A Z au(z - ZO)V + Z bl/(Z - ZO)V gilt.
v=0 v=0
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Mit 2.2.26 folgt R > |z — 2¢|. Da z € C mit |z — 29| < min{R;, R} beliebig
war, gilt R > min{R;, Ra}. O

o0
Bemerkung 2.2.30 Es sei > a,(z — zp)” eine Potenzreihe mit Konver-

v=0
genzradius R. Weiter sei r < R beliebig. Wir setzen U,(z9) = {z € C :
|z zo| <1} undg,, :Ur(20) = C,gu(2) = apz” und s, : Uyp(20) — C, s,(2) =

Z g(z) = Z a,z”. Dann sind g, und s, Elemente von B(U,(z),C) =
{f Ur(z0) — C f beschrénkt}. Setzen wir [|f[|y, ;o) == sup |[f(2)| =

|z—zo|<r
sup |f(2)], so war in 2.1.17 gezeigt, dass B(U,(z),C) ein vollstandiger
z€Ur(20)
normierter Raum ist.

Aus

n

n n
Dllglvey = Y swp o) <Y laylr”
v=0 v=0

=0 lz—z0l<r

0
S laulr(< o0)
v=0

IN

28]
folgt, dass > g, in B(U,(2p),C) absolut konvergiert.

v=0

Essei f = Y g,. Dann gilt fiir |z — 29| < r mit 2.1.18 f(z) = ( > 9u> (2) =
v=0 V=

Zog,,(z) = Z a,z’

Insbesondere ist also f : U,(z9) — C, f(z) = > a,2” eine beschrinkte

v=0
Funktion, und es gilt

n

sup [ f(2) —sn(2)l = sup |f(2) = X gu(2)]

z€Ur(20) z€Ur(20) v=0

= Hf _V;OQVHUT(Zo) -0 (n— o)

da lim Zgy—flnB( +(20),C).

’I’L—*OO

Man sagt, die Partialsummen konvergieren gleichméfig auf U, (zy) gegen die

Potenzreihe.
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oo
Beispiel 2.2.31 i) Es sei ) 2” die geometrische Reihe. Sie hat den

i)

iii)

Bemerkung 2.2.32 Es sei exp(z) =

v=0
Konvergenzradius 1, also ist f : D — C,z — i z¥, wohldefiniert
D={zeC: |2 <1} =
Ist wie oben g,(z) := 2%, so gilt (mit D, := {z € C: |z| < r}) nach
2.2.30 fir z < 1:
00 00 o0
@) L llovllo, (= X sup lgy(2)| = 3 r*) omvergiert.

v=0 |z|<r v=0

B) f

o0
n. = > gvlp in B(Dy,C).
v=0

Ist s, := Z g € B(D,C),n € Ny, so ist (sp)nen, unbeschrinkt, da

sup |sp(z )\ =n+1 — oo. Weiter ist f : D — C keine beschrinkte
|z|<1

Abbildung, da lim T = lim n = oo. Keinesfalls kann al-

so gelten, dass Z gy = f in B(D,C), obwohl > gv|p, = flp, in
v=0
B(D,,C),(r < 1)

o0
Es sei die Potenzreihe ) %5 - vorgelegt. Wegen sup } Z
v=1 |z|<1 v=n

3

|Z|S1 v=n Vv — 00

v

gilt f =3 g, in B(D,C), wobei g,(2) = 3, f(2) = Z =
v=0 v=0

Istexp: C - C,z — Z =5, die Exponentialfunktion, dann gilt mit
v=0
zY

obiger Bemerkung und g, (z) := %;:

o0
exp |Dr = Zgl"ﬂ)r in B(D,,C) fir alle r > 0,

v=0
n 7’1—)00
d.h. sup’exp Z% 0 fur alle » > 0.
|z|<r v=0

z € C, die Exponentialreihe.

,,1 )
v=0

Wir wollen die fundamentale Gleichung

exp(z + w) = exp(z) - exp(w), z,w € C,
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beweisen. Nach Anwendung des binomischen Satzes ist diese dquivalent zu

i(imzkw) (L) (D L), suec
v=0 k=0 k=0 k=0

Wir stehen vor dem Problem, folgende Menge von komplexen Zahlen ,,auf-

zusummieren*:
22 23
1 z — —
2 6
22 23
w ZW —w —w
w? w? 202 23 uw?
- ,= ZZ =
2 2 2 2 6 2

Summieren wir zunéchst die ,, Antidiagonalen“ auf, bilden dann eine Reihe,
so erhalten wir die linke Seite obiger Gleichung.

Bilden wir aber zunéchst die Reihen, welche den Zeilen entsprechen, und
dann die Reihe dieser Reihen, so erhalten wir die rechte Seite der Glei-
chung. Analoges gilt, wenn wir zunéchst spaltenweise und dann zeilenweise
,aufaddieren®.

Wir miissen noch beweisen, um unsere Gleichung zu zeigen, dass es gleich
ist, wie wir ,summieren®.

Wir beginnen mit

Definition 2.2.33 Es sei I # () eine Menge und z : [ — E eine Abbildung
in einem normierten Raum (£, | - ||).
Man setzt z, := z(¢),¢ € I und schreibt z = (2,),e1.
(2.)ier heifit Familie in E. Ist J C I endlich und ist |J| =n,J = {¢1,...,tn},
n
so setzt man Y z, := 2, Ist J =0, sosei > z, =:0.
=1

eJ v edJ
Die Familie (z,),c7 heiit summierbar zur Summe s € F, falls fiir alle ¢ > 0

eine endliche Teilmenge M C [ existiert, so dass fiir alle endlichen Teilmen-

genMCMCI
HZZL_SH<E

EM

gilt. In diesem Fall schreiben wir >_ z, := s.
el
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Beispiel 2.2.34 Es sei [ = N2 = {(n, m) : n,m € No},Z,w £ C und
Znm) = B7 2, (n,m) € NG

Ist J = {(070)7 (110)7 (07 1)7 (17 1)1 (270)7 (072)}1 S0 gﬂt Z Z(n,m) =1+
(n,m)eJ

w24 2w+ 5+

Satz 2.2.35 Es sei (z,),er eine Familie in dem normierten Raum (E, || -||),
die summierbar zur Summe s sei. Ist 7 1 J — I bijektiv, so ist auch die

Familie (z7(j))jes summierbar zur Summe s.

Beweis. Es sei € > 0. Dann existiert M C I,|M| < oo, so dass
1) 2 —s|<e
M
fiir alle M ¢ M C I,|M| < .
Es sei L:=7"'(M) C J. Dann ist |L| = [M| < co. Ist L C L C J,|L| < o,
so setzen wir M := 7(L).

Aus
ZZT(J') = Z (i) = Z Fr(r=i) = Z Z
jel Je{r—1(1)ueM} veN e
folgt
1>z = sl =11>_ 2 sl <e
jel LeM

Bemerkung 2.2.36 Satz 2.2.35 besagt gerade, dass summierbare Familien
stabil unter Umordnungen sind.

Der Riemannsche Umordnungssatz, den wir hier nicht beweisen wollen, be-
sagt, dass fiir eine beliebige konvergente, aber nicht absolut konvergente Rei-

o

he > x, reeller Zahlen, und fiir jedes s € R man eine Bijektion 7 : Ny — Ny
v=0

finden kann, so dass

s = Z IL’T(V).
v=0

Wir werden spéter zeigen, dass Summierbarkeit einer Familie (x,,),en, re-
eller (oder komplexer) Zahlen gerade die absolute Konvergenz der Reihe

o0 o0
> x, bedeutet und dass in diesem Fall > z, = > =z, gilt.
v=0 v=0 veNy
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Satz 2.2.37 Sind (z,),er und (w,),er summierbare Familien und ist A € K,

so0 ist auch (Az,+w,),cr summierbar, und es gilt > Az,4w, =AY z,+>, w,.
el el el

Beweis. Dies folgt aus > Az,+w, =X Y 2+ >, w,firalle M C I, |M]| <

LeM LEM LEM
Q. O

Satz 2.2.38 Ist (z,),er eine Familie komplexer Zahlen, so ist (z,).er ge-
nau dann summierbar, wenn (Re z,),er und (Im z,),er summierbar sind. In

diesem Fall gilt 3z, = Y Re(z,)+ 1) Imz, und auch Yz, =3 z,.
el el el el vel

Beweis. Ubungen. O

Auch im Fall der Summierbarkeit zeigen wir ein Cauchykriterium:

Lemma 2.2.39 Eine Familie in einem vollstindigen normierten Raum

(E,||- ) ist genau dann summierbar, wenn fir allee > 0 ein M C I endlich
mit
1> =ll<e
LeK

fiir alle K C I\M, |K| < oo, existiert.

Beweis.

1. Es sei (z,),e7 summierbar, und es sei € > 0.

Wihle M C I endlich mit | 3= 2z, — 3 || < § fir alle M C M C I
LEM el
Ist nun K C I\ M endlich, so folgt

Izl =1 > 2= a+d a4l

LeK LEKUM el el LEM
<X A= al+ld e Al
LEKUM el el eM
5 £

< —+4-=¢
5 T5=¢
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2. Es gelte die Cauchyeigenschaft. Wir wahlen gemé&fl dieser eine Fol-
ge (Mp)nen von endlichen Teilmengen von I mit M, DO M, und

H > ZLH < 2% fir alle K C I\ M, endlich und setzen s, :== > z,. Es
LEK LEM’II

folgt fiir m > n: ||sy — su|| = H > ZLH < 3=, also ist (sp)nen eine
LEMm, n
Cauchyfolge in F, die aufgrund der Vollsténdigkeit gegen ein s € F

konvergiert. Es folgt ||s — sy || < 2n ,n€N.
Es sei € > 0. Wihle N € N mit 2N < 5 und setze M := My. Dann

folgt fiir M C M C I mit |M| < co:

12z =sll =Dz = > all+1l > = —sl

eM LEM LteMpy LEM,,

SH Z ZLH+||Sn—SH<%+§:
LEM\MN

Korollar 2.2.40 Ist (z,),e1 eine summierbare Familie in einem vollstindi-
gen normierten Raum und ist J C I, so ist auch (z,),eg summierbar.

Beweis. Die Cauchyeigenschaft aus 2.2.39 iibertrégt sich offensichtlich auf
Teilfamilien (Ist K C J\M, so gilt K C I\M). O

Satz 2.2.41 Es sei (z,),c1 eine Familie in dem vollstandigen normierten
Raum (E, || - ). Ist { Z 2. : M C I,|M| < oo} beschrinkt (inR), so ist

(2,)er summierbar (und es gilt H Z ZLH < Z [EADE

Beweis. Es sei ¢ :=sup{ Y ||z| : M C I,|M| < oo}, und es sei e > 0
LeM
beliebig. Wir wihlen M C I,|M| < co mit ) ||z]| > ¢ — . Dann gilt fiir
teM
alle K ¢ I\M, |K| < oo:

Izl < Dllal= 3 lal=3 Il

1eK LEK e KUM eM

< c—(c—¢g)=¢e.
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Also hat (z,),er die im Lemma 2.2.39 geforderte Cauchyeigenschaft. O

Korollar 2.2.42 Fs sei (x,),c; eine Familie nichtnegativer reeller Zahlen.
Dann sind dquivalent

i) (x,).er summierbar,

i) sup{ > x,: M CI,|M]| < oo} < 0.
teM

Beweis. ii) = 1) folgt aus 2.2.41.
i) = ii) Nach der Definition der Summierbarkeit existiert zu ¢ = 1 ein
M C I, |M]| < oo, so dass

|ZajL—ZmL‘<5(:1)

M el
fiir alle M ¢ M C I,|M| < .

Also gilt
Z z, <1+ Z x,

veM el

fiir alle M C I,|M| < oo. O

Satz 2.2.43 Ist (z,),er eine Familie in K, so sind dquivalent
i) (2,).er ist summierbar,

i) sup{ > |z|: M CI,|M| < o0} < oo.
teM

Beweis. ii) = i) folgt aus 2.2.41.
i) = ii)

1. K=R. Esseic > 0 beliebig. Nach 2.2.39 existiert ein M C I, |M| < oo

mit
>

veL

<5
2
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fiir alle L C I\M, |L| < oc.
Ist nun K C I\M,|K| < oo, so sei

Kr={1teK:z >0} und K :={re K:z <0}

Es folgt

|3

= > lal=> a-> a

LeK LeK LEKT LEK—
9 9
= g zZ,| + E zL<§+§:€.
LK+ €K~

Also hat (|ZL|)L ¢, die in 2.2.39 geforderte Cauchyeigenschaft, und mit

2.2.42 folgt dann sup { Y- |z]: M C I,|M] < oo} < o0.
LeM

2. K = C. Da (z,),er summierbar, sind mit 2.2.38 auch (Rez,),er und
(Imz,),e; summierbar. Es folgt mit 1.

sup{§4|zL:MCI,\M| <oo}

Ssup{Z\RezL]:MCI,]M\ <oo} +
LeEM

sup{Z\Imzb\:MCI,\M| <oo} < 400.
LeM

Satz 2.2.44 Es sei (zn)nen, eine Folge in dem wvollstindigen normierten
Raum (E,|| -||). Dann sind dquivalent

[e.@]
i) Die Reihe ) z, konvergiert absolut,
v=0

i) (|]2:,,||)UGN0 ist summierbar.

Ist eine der beiden Bedingungen erfiillt, so gilt fiir alle bijektiven Abbildungen

7:Ng — Np:
ZZT(V) = Z ZT(V) = Z Zy = Zzy.
v=0 v=0

veNy vE€Ng
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Beweis. i) und ii) sind gemé&f den Sdtzen 2.2.18 und 2.2.41 jeweils dquivalent

zu
n
sup{z lzu]l : m € N} < 00.
v=0

(o, ¢]
Aufgrund von Satz 2.2.35 geniigt es, >, z, = > z, zu zeigen. Es sei dazu

vENp v=0
€ > 0 beliebig. Wiahle M C Ny endlich mit H oz — > an < ¢ fiir alle

neM neNg

M C M C Ny, |M| < 0o. Sei N := sup M. Dann gilt fiir alle n > N:

n
OIS S IS SR o P
v=0 veNy ve{0,...,n} vENg
da {0,...,n} DM O

Satz 2.2.45 (Umordnungssatz)
Es sei (z,),e1 eine summierbare Familie in dem vollstindigen normierten

Raum (E,|| - ||), und es sei (Ix)xer eine Zerlegung von I (d.h. \J I, =
KEK
I, 1., NI, =0, falls k1 # ko, und I,; # O fir alle k € K ). Dann ist (z,).c1,

fiir alle k € K summierbar, die Familie ( > zL) ist summierbar, und es

reK
LCly
gilt
DIPIEEDIEE
KEK 1€, el

Beweis. Da I, C I, folgt mit 2.2.40, dass (z,),c7, summierbar ist.
Es sei € > 0. Da (z,),e7 summierbar ist, existiert ein M C I, |M| < oo mit

|55

LEM el

g%, M > M,|M| < .

Sei L C K definiert durch L := {k € K : I, " M # (0}. Dann ist |L| < o0
(da M endlich und (I,)eex Zerlegung). Sei nun K O L D L, |L| < oc.
Wihle I, D S, endlich mit

a) HZzL—ZzL <2|€IA}’ k € L und

LESK L€ ’

B) S« DMnNI,, k€ L.
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Aus 3) folgt M := |J S D |J Sk D M.

Neﬁ KEL
Also gilt
DIIEEDIE
kel t€lx el
ol DIDIEEDIDIEED SEED B
rel, tels kel €Sk LM vel
S DIDIEDISIETES DIEEDD 2
rel t€lx wel €Sk eM L€
8
DI DIEEDIEI B
kel €lx L€ S
<ty
— — =€
2

Korollar 2.2.46 (Doppelreihensatz)
Es sei (ank)m, K)eNz eine Familz’e in einem vollstindigen normierten Raum

(E,|| 1), und es gelte sup Z Z lankll < oo. Dann ist (anp)(nkyenz (ab-
NeNn=0 k=

solut) summierbar, und es gilt:

0o 0 0o 0
E § Qn k. = § an,k:§ § Qn K

n=0 k=0 (mk)eNg k=0 n=0

sowte

o n
5 ank = 5 E Ayn—v-

(n,k)GNg n=0 v=0

Beweis. Die Voraussetzung impliziert sup { > |lan| : M C N3, |[M| <
(n,k)eM

oo} < oo (also ist (an,k)(n,k)eNg absolutsummierbar), und da (E,|| - [|)
vollsténdig ist, ist nach 2.2.41 (an k) x)enz auch summierbar.
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Aus dem Umordnungssatz und Satz 2.2.44 folgt mit I, := {(n, k) : k € Ny}

(n,k)ENZ neNgy (n,k)Eln neNy k=0 n=0 k=0

[o¢] o0
Analog zeigt man ) app = Y, Y Gnk-
(n k) ENZ k=0 n=0

Es sei I, ;== {(v,p) € N} : v+ p=n}.
Dann gilt wieder mit dem Umordnungssatz und 2.2.44

Dok = ) )

(n,k)ENZ ne€Ng (v,u)€ln

n
= E E Ay n—v

neNg v=0

00 n
= § § Ayn—v-

n=0 v=0

Beispiel 2.2.47 Wir wollen fiir z, w € C, |z[, |w| < 1 die Familie (z"w™) (, n)enz

auf Summierbarkeit untersuchen. Es gilt

N N N N
Dol = LA Y
n=0 m=0 n=0 m=0
1 1
L[zl 1w

Also folgt aus dem Doppelreihensatz, dass (z”wm)(n’m)eNg summierbar ist

und dass




Reihen in normierten Radumen 121

Korollar 2.2.48 (Satz vom Cauchyprodukt)
Sind Z zy und Z wy, zwet absolut konvergente Reihen komplexer Zahlen,

v=0 pn=0
so gilt

(i%)(iwu) = i iznwk :i iznwk

v=0 n=0 n=0 k=0 k=0 n=0

o0 n
= g E ZyWn—y-

n=0 v=0

Beweis. Die Familie (ank)(n,k)eNg erfiillt wegen

§Nj fj\znwk = (im)(éwm) < (gzn\) : (ém\)

n=0 k=0

die Voraussetzung des Doppelreihensatzes. O

Korollar 2.2.49 (Produktsatz fiir Potenzreihen)

Es seien io: ayz” und io: bzt zwei Potenzreihen mit Konvergenzradien Ry

bzw. Rs. = =

Dann ist Z ( Z aybn,— Z,) " eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R >
v=

mln{Rl,Rz} und es gilt

n

(o) (Zn) =X (S o)

v=0 n=0 v=0

fiir ‘Z‘ < min{Rl, RQ}

Beweis. Es sei |z| < min{R;, Ra}.
Dann folgt aus dem vorhergehenden Korollar

(gamu)(;wu) S S 0y

n=0 v=0

n

= i (Za,, e ,,)z”.
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Beispiel 2.2.50 Es sei |z| < 1,z € C.
Dann gilt

1 [e.o] o0
= v, H
(1 — 2)2 o Zz ZZ
v=0 n=0
o0 n

= Z (Zl)z" = i(n—i— 1)z".

n=0 v=0 n=0



Kapitel 3
Elementare Funktionen 1

o0
Essei Y a,(z—20)"” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann heifit

v=0
f:Ur(20) = C, f(2) = > ay(z — 2)", die durch Y (z — z0)” dargestellte
v=0 v=0
Funktion.

Die einfachsten dieser Funktionen sind die Polynome, d.h. Funktionen der
n

Form f:C — C, f(z)= ) ay2".
v=0

Wir wollen in diesem Kapitel etwas kompliziertere Funktionen betrach-
ten, namlich die Exponentenfunktion und ihre Ableger, die trigonometri-
schen und hyperbolischen Funktionen, welche auch durch Potenzreihen dar-

gestellt werden.

3.1 Die Exponentialfunktion

o0
Definition 3.1.1 Die Funktion exp : C — C, exp(z) := Y. Z, heifit Ex-
v=0
ponentialfunktion.

Lemma 3.1.2 Sind ay,...,an,b1,...,b, € C mit |ay],|b,| <1, 1 <v <mn,
so gilt

n n
Il -TIv
v=1 v=1

n
S 2{:|ay__buL
v=1

Beweis. (durch vollstéindige Induktion)
n = 1. Ist offensichtlich.

123
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n—1 n—1
n—1—mn. Esseia:= [] ay und b:= [] b,.
v=1 v=1

Dann folgt

= la(an — by) + bp(a —b)|

n n
e
v=1 v=1

n—1 n—1
< ‘an_bn|+‘HaV_ Hbu
v=1 v=1

n
< Z ‘au - bl/‘
v=1

Satz 3.1.3 Es gilt exp(z) = lim (1 + %)n fiir alle z € C.
n—oo

n
Beweis. Es sei s,(z) := 20 Zound t,(2) == (1+ 2)",n € N,z € C.
Wir zeigen |sp,(2) — tn(2)] — 0(n — o0).

Denn dann folgt t,(2) = (tn(2) — sn(2)) + sn(2) — exp(z) (n — o).
Mit dem binomischen Lehrsatz gilt

" /n\ 1 nor ok
tn(z)zz<y>nyz”:1+2+zy|n —.
v=2 " k=0

v=0
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Mit 3.1.2 folgt dann fiir n > 2:

v v—1

noo_v
z z
15,(2) — ta(2)] = ‘1+Z+ZE—<1+2—|— 7'H
v=2

)

AN
i
gt

|
’:1

IN
< |2
— =
<
L

—_

|
3
3|
>

Satz 3.1.4 Fir z,w € C gilt

exp(z + w) = exp(z) exp(w).

Beweis. Nach dem Satz iiber das Cauchyprodukt und dem binomischen
Lehrsatz gilt:

exp(z) exp(w) = <i %z”) (i iz“)

= Z %(erw)" = exp(z + w).

n=0
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Definition 3.1.5 Es sei

e:= lim (1—}—%)”.

n—oo

Korollar 3.1.6 FEs gilt
i) exp(z) # 0, exéﬁ = exp(—=z) und exp(z) = exp(Z) fiir alle z € C.

ii) exp(z) > 1 fir z >0, exp(xz) > 0 fir alle z € R, exp(0) = 1,exp(1) =
e und exp(z) < exp(y) fir z <y.
exp : R — R ist also injektiv.

iii) | exp(z)| = exp(Re 2) fiir alle z € C.
i) |exp(iz)| =1 fir alle x € R.

v) exp(n) = e" fir alle n € Z.

Beweis.

i) Mit 3.1.4 gilt exp(2)-exp(—z) = exp(0) = 3 % = 1. Also ist exp(z) #

v=0
0 und exp(—=z) = ex;(z)'
- o0 [0, O J— o
Der zweite Teil folgt aus exp(z) = %’: = %V, =3 %T: = exp(Z).
v=0 v=0 v=0

o0
ii) Ist 2 > 0, so gilt exp(z) =1+ > Z > 1> 0.
v=1

Mit i) ist dann auch exp(—z) > 0 fiir 2 > 0.
Aus 3.1.3 folgt exp(1) =e.

Ist < y, so ist exp(y) = exp(y — z) - exp(z) > exp(x), da y —z > 0.
iii) |exp(2)|? = exp(2)exp(z) = exp(z+%z) = exp(Re z+Re 2) = exp(Re 2)%.
Mit ii) folgt |exp(z)| = exp(Re 2).

iv) folgt aus iii), exp(0) = 1 und Re(iz) =0, z € R.
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Wegen v) setzt man:

Definition 3.1.7 Fiir z € C sei
z

e” 1= exp(z).

Bemerkung 3.1.8 (stetige Verzinsung)

Ein Anfangskapital K wéchst bei einem Jahreszins ¢ (> 0) und bei Ver-
zinsung jeweils nach dem n-ten Teil eines Jahres auf das Endkapital K, =
(1—1—13?)71-[(, z. B.

K, = (1 + %)K (jéhrliche Verzinsung)

-4\ 12
Ky = (1 + %) K (monatliche Verzinsung)

85 365
K35 = (1 + %) K (tdgliche Verzinsung)

Im Grenzfall (sogenannte stetige Verzinsung) erhilt man

9
K. = lim (1 n M)"K — T K.

n—o0 n

Satz 3.1.9 Es sei (xn)nen eine Folge reeller Zahlen.
i) Gilt lim x,, = 400, so folgt
n—oo

Tn

lim & = 400 fir alle k € N.

n— o0 gj’fL
ii) Gilt lim x, = —o0, so folgt
n—oo
lim zfe®™ =0 fiir alle k € N.
n—oo
i) Gilt lim x, = xo (€ R), so folgt
n—oo

lim e™ = ¢e*  (Stetigkeit der Exponentialfunktion).

n—oo
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Beweis. in den Ubungen.

Hinweis: Fiir iii) zeige man zunéchst
a) e > 14y, ye R, und

)

< ﬁ y < 1, dann schreibe man e*» = %0 - ¢*»~%0 und verwende

e¥ e
a) und f) fiir y = x, — xp.

3.2 Die trigonometrischen und hyperbolischen Funk-

tionen

Definition 3.2.1 (trigonometrische Funktionen)
Es seien cos : C — C und sin : C — C definiert durch

1, .
cos z := cos(z) := 3 (e¥ +e**) und

sin z := sin(z) := 5 (e —e ), z € C.
i

Satz 3.2.2 FEs gilt
i) cosz = cos(—z), sinz = —sin(—z2), z € C.
i) € = cosz +isinz, z € C (Eulersche Formel).
iii) cosx,sinx € R, fiir x € R und sogar —1 < cosx,sinx < 1 fir x € R.
i) (cosz)?+ (sinz)? =1, 2 € C.

v) cosx = Ree™, sinx =Ime"™, x € R, und ¢ = cosx+isinz, x € R.

vi) cos(z 4+ w) = cos zcosw — sin zsinw und
sin(z + w) =sinz cosw + cos zsinw, z,w € C (Additionstheoreme).
vii) cosz = i(—l)k 2 und
— (2k)!
0 Z2k+1



Die trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen 129

Beweis.
i) cos(—z) = 5 (e7% + €’*) = cos z, fiir sin analog.
i) cosz+isinz =1 (e +e %)+ L (7 — e ) = €%

iii) Sei z € R. Dann gilt

CST = = (e +e )= (e 4e )

N =
N | —

(e7™® 4+ ') = cos z,

DN |

damit cosz € R. Weiter folgt |cosz| < 1 (|e™| + |e7*|) = 1.
Analog zeigt man die Behauptung fiir sin.
iV) cos2 z + qin? 2 = % (eiz + e—iz)Q _ % (eiz _ e—iz)Q

=1 (2% 2e7%) =€ = 1.

v) folgt aus ii) und iii).

vi) cos(z +w) = 3 (eilztw) 4 gmi(ztw))
_ % (et 4 g=ize—iw)

3 ((cos z + isin z)(cosw + i sinw))

+(cos(—z) + isin(—2)) ( cos(—w) + i sin(—w))

= % (Coszcosw — sin z sin w 4 i(sin z cos w + cos z sinw)
+ cos z cos w — sin z sin w — i(sin z cos w + cos z sin w))

= cos zcosw — sin zsinw.

Analog fiir sin(z + w).

o0
vil) Aus e* = exp(z) = Y. Z; erhalten wir
v=0

v o0 (_Z)V
iz _ v iz _ v
e = e und e ¥ = Z o
v=0 v=0
) 1
Fiir die Potenzreihe cosz = > i(z” + (—i)")—' 2V gilt also ag, =
v=0 v

=:a,
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(—1)”%) und ag,+1 = 0 und somit

@)
cos z = ia ¥ = i (_1)kz2k
= (26!~ 7

k=0

Analog zeigt man die Darstellung fiir sin z.

Definition 3.2.3 (hyperbolische Funktionen)
Es seien die Abbildungen cosh : C — C und sinh : C — C definiert durch

(e*+e*) und

cosh z := cosh(z) :=

(e* —e™ 7).

1
2
. . 1
sinh z := sinh(z) := B

Es gilt

Satz 3.2.4 FEs gilt
i) cosh(—z) = cosh(z), sinh(—z) = —sinh(z), z € C.
i1) cosh(z) = cos(iz), sinh(z) = —isin(iz), z € C.

iii) coshz,sinhz € R fiir alle x € R und %em < coshz < ekl 2 e R.

iv) (cosh z)? — (sinh 2)% = 1.

v) cosh(z + w) = cosh(z) cosh(w) + sinh(z) sinh(w)
sinh(z 4+ w) = sinh(z) cosh(w) + cosh(z) sinh(w) (Additionstheoreme).

. X L2k . S2k+1
vi) cosh(z) = 3 Gy, sinh(z) = kZOQT:—I)' zeC.

k=0

Beweis. Analog zu 3.2.2.



Kapitel 4

Topologische Grundbegrifte

4.1 Offene und abgeschlossene Mengen

Es seien a < b reelle Zahlen. Dann hat das Intervall (a,b) die folgende
Eigenschaft: Fiir alle = € (a, b) existiert ein € > 0, so dass

Uc(x)={yeR:|y—z|=d(y,2) <e} C(a,b).

Man wéhle zum Beispiel ¢ := min {|z — al, |z — b|} oder ¢ kleiner.

Allgemeiner setzen wir

Definition 4.1.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C
X heifit offen (in X)), falls fiir alle z € A ein € > 0 existiert mit

Us(z) ={y € X :d(y,z) <e} C A

Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, falls A = X\ A offen ist.

Bemerkung 4.1.2 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, » > 0 und z € X.
Dann gilt

i) Ur(z) ist offen: Es sei z € U,(z). Dann gilt d(x,z) < r, also ist € :=
r—d(z,z) > 0. Ist nun y € Uc(z) beliebig, so gilt d(y, z) < d(y,z) +
d(z,z) <e+d(z,z)=r.

Also gilt U.(z) C Up(2).

ii) By(z) (={y € X : d(y,z) < r}) ist abgeschlossen: Es sei z € B,(2)°.
Dann gilt d(z, z) > r, also ist € := d(x,z) —r > 0. Ist y € Uc(x), so

131
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gilt
dly,z) = ld(y,z) - d(z,2)|

> d(z,z) —d(y,z) > d(z,z) —e=r.

Also gilt Us(z) C By(2)°.

Beispiel 4.1.3 Es sei (X, d) = (R,d|). Dann sind alle Intervalle der Form
(a,b) offen und alle Intervalle der Form [a,b] abgeschlossen. Weiter sind
(—o0,a), (b,00) offen und (—o0, a], [b, o) abgeschlossen.

() und R sind sowohl offen als auch abgeschlossen.

Satz 4.1.4 FEs sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

(T1) 0 ist offen, und die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist wieder

offen.
(T2) X ist offen, und der Durchschnitt endlich vieler offener Menge ist wieder

offen.
(H)  Fir alle z,y € X mit x # y ezistieren offene Mengen U und V' mit x € U,
yeVundUNV = 0.

Beweis. Da die leere Menge () kein Element enthélt, gilt fiir jedes ihrer Ele-
mente = (ndmlich keines), dass U (z) C 0. Trivialerweise ist X offen.
Es sei nun .# ein Mengensystem auf X, so dass jedes F' € .% offen ist.

Es sei z € U# = |J F. Dann existiert ein F' € .# mit « € F. Da F offen
Fez
ist, existiert ein ¢ > 0 mit U.(z) C F. Es folgt U-(z) C F C UZ. Also ist

auch U.Z offen.
Es sei nun zusétzlich .# endlich (d.h. .# = {Fi,...,F,} mit F; offen,

1 <j<mn)Esseixz enN = () F.Da jedes F € ¥ offen ist, exi-
FeZ
stiert ein ep > 0 mit U, (x) C F. Setze € := min{ep : F € .Z} (> 0). Dann

folgt Us(z) € () Uep(z) € () = NZF. Also ist auch N.F offen.
FeZ FeZ

Zu (H): Setze ¢ := $d(z,y) > 0 und U := U.(z),V := U(y). Dann sind U

und V offen, weiter ist z € U und y € V.

Nehmen wir an, es existiere ein z € U N V. Fiir dieses z gilt dann d(z, y)

<
d(z,z)+d(z,y) < e +e=d(x,y), Widerspruch! Also ist UNV = (. O
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Korollar 4.1.5 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann sind 0, X abge-
schlossen, der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist wieder
abgeschlossen und die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist
wieder abgeschlossen.

Beweis. Wir zeigen exemplarisch die Aussage iiber den Durchschnitt. Sei
also . ein Mengensystem in X, so dass alle F' € % abgeschlossen sind.
Dann ist F¢ offen fuir alle F' € .#. Also ist nach 4.1.4 |J F* offen. Aus den

FeZ
deMorganschen Regeln folgt ( () F)“ = |J F¢ Alsoist ( () F) offen
Fes Fes Fes
und damit [ F = N.Z definitionsgemif abgeschlossen. a

Fez

Definition 4.1.6 Es sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d).
Dann heifit

o
i) A:== |J O das Innere von A,
OCA
O offen

i) A:= N B der Abschluss von A,

BDA
B abgeschlossen

ili) 0A := Z\/f der Rand von A,
iv) x € A innerer Punkt von A, falls ein € > 0 existiert mit U.(z) C A,

v) z € X Randpunkt von A, falls fiir alle e > 0 gilt, dass U.(z) N A # 0
und U, (z) N A¢ # (.
Satz 4.1.7 FEs sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt

i) ff ist offen und ff ist die grif$te offene Menge, die in A enthalten ist.

ii) A und OA sind abgeschlossen, A ist die kleinste abgeschlossene Menge,
die A enthdlt.
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iv) A ist offen & A = ff,
A ist abgeschlossen < A = A,
v) x € /(1) & x ist innerer Punkt von A,
vi) © € A Fiir alle ¢ > 0 gilt U.(x) N A # 0,

vii) x € 0A < x ist Randpunkt von A.

Beweis.

i) A) = |J O ist Vereinigung offener Mengen, also mit 4.1.4 wieder

OCA
O offen
offen.
i) A = (1 B ist Durchschnitt abgeschlossener Mengen, also mit
BDA

B abgeschlossen

4.1.5 wieder abgeschlossen.

X\ A ist mit i) abgeschlossen, A ist mit ii) abgeschlossen, also ist
0A = A\ A=4n (X\ A ) als Durchschnitt (zweier) abgeschlossener
Mengen nach 4.1.5 wieder abgeschlossen.

iii) Mit den deMorganschen Regeln gilt

x\4a=x\ (1 B= U xxB=

BDA BDA CCX\A
Babgeschlossen Babgeschlossen Coffen

vy
Also gilt A = X\(X\A) = X\ ( )70\71 ).

Es sei B := X\ A. Dann gilt A :)?\\B: X\B = X\(X\4).
DA=A\A =7AN (X\A) = AN (X\A).

iv) folgt aus i) und ii).
v) ist eine Umformulierung der Definitionen.
vi) ¢ Aoz e X\A=X\A

< 3 Ur) Cc X\A
e>0
v)
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Damit gilt z € A< vV U z) ¢ X\A
e>0

& vV Ulx)nA#0.
e>0

vil) X € 904 =AnN (X\A)

& VvV Udx)NA#0Dund Us(z) N (X\A) # 0.

vi) e>0

Beispiel 4.1.8 i) Es sei (X,d) = (R,d}).
Ist I ein beschrianktes Intervall mit linker Grenze a und rechter Grenze
b, so gilt

[e)

I= (a,b), I=][a,b], OI = {a,b}.
Analoges gilt fiir unbeschriinkte Intervalle. Leicht einzusehen ist auch
Q=0, Q=R, also 0Q = R:
Wir zeigen Q = () und nehmen dazu an, dass o € Q innerer Punkt
ist. Dann existiert ein € > 0 mit

Ues(xg) ={yeR:|zg—y| <e} CQ.

Nun wéahlen wir ein n € N mit %\@ < e.

Dann gilt o + 1v/2 € U.(20)\Q. Widerspruch!

Q =R folgt aus 1.2.70, vgl. 1.2.74.

Ist zp € R, so gilt {/xo\}z 0, {x0} = {x0}, und allgemeiner M = 0 und
M = M fiir jede endliche Teilmenge M C R.

i) Ist (X,d) = (C,d,), so gilt z.B.

D:={z e C:|z| <1} ist offen
={z€C:|z|<1}alsodD={z€C:|z| =1} = 5!

D
]10% 0, R=R, also OR =R

(Achtung: Hier wird R als Teilmenge von C betrachtet!)
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[¢]
Wir zeigen z.B. R = 0.
Wir nehmen an, g € R sei innerer Punkt. Dann existiert ein € > 0 mit
U.(z9) = {2 € C: |z — 20| < e} C R. Wihle n € N mit 2 < e. Dann ist

1
xo+ —i € Ug(x0)\R, Widerspruch!
n

Bemerkung 4.1.9 i) Endliche Teilmengen metrischer Réume sind ab-
geschlossen. In der Tat, da endliche Vereinigungen abgeschlossener
Mengen abgeschlossen sind, muss man nur zeigen, dass Mengen der
Form {z} abgeschlossen sind. Dies folgt aber aus {zo} = () B:(z0)

e>0

und der Tatsache, dass beliebige Durchschnitte abgeschlossener Men-

gen wieder abgeschlossen sind.

ii) Es gibt metrische Rdume, in denen jede Teilmenge sowohl abgeschlos-
sen als auch offen ist. Hierzu sein M eine beliebige Menge und

1 :z#y

d: M x M —[0,00), d(z,y) =
0 :z=y.

Essei AC M und zy € A. Fiir € = 1 gilt dann

Us(zg) = {x e M :d(z,z) <1}
= {I‘o} C A.

Eine Beschreibung des Abschlusses liefert

Satz 4.1.10 Es sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt
xo € A genau dann, wenn eine Folge (Tn)nen in A existiert, so dass x, —

xo (n — 0).

Beweis. Es sei 79 € A. Dann existiert mit 4.1.7 vi) zu n € N ein z,, € A
mit z, € Ui (zg). Es folgt d(z,,20) < 2 — 0 (n — o), also konvergiert
(Zn)nen geggn Zo-

Gilt andererseits =, — z¢ (n — 00) mit z, € A, n € N, und ist £ > 0 belie-
big, so existiert ein N € N mit d(zy,x0) < ¢ fiir alle n > N. Insbesondere
gilt zn € Uz(zo) und damit U (z9) N A # 0.

Mit 4.1.7 vi) folgt z¢ € A. 0
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Definition 4.1.11 Es sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Dann
heif}t

i) o € X Haufungspunkt von A, falls fiir alle e > 0 gilt, dass (Us(z0)\{zo})N
A#0.

ii) zp € A isolierter Punkt von A, falls ein € > 0 existiert, so dass {zp} =
Ue(xo) N A gilt.

Satz 4.1.12 Es sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt

i) 2o € A genau dann, wenn xo entweder Héufungspunkt oder isolierter
Punkt von A ist.

it) Die Menge der Hdufungspunkte von A ist abgeschlossen.

iii) Ist A= X, soist {xo} genau dann isolierter Punkt von X, wenn {zo}
offen ist.

Beweis. In den Ubungen. a

Beispiel 4.1.13 Es sei (zy,)nen eine konvergente Folge in dem metrischen
Raum (Y,dy) (also zum Beispiel in (R, d|,|) mit Grenzwert xo, und es gelte
xy # xpo fiir alle n € N. Ist X = {z, : n € N} U {xo}, dx(z,y) :=
dy(x,y), x,y € X, so gilt fiir A C X.

a) Ist g € A, so ist A offen in (X, dx) genau dann, wenn X\ A endlich.

B) Ist xg ¢ A, so ist A offen in (X, dx).
Beweis. In den Ubungen. a
Definition 4.1.14 Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) heifit
dicht, falls A = X gilt.

Beispiel 4.1.15 i) Q ist dicht in R (siehe 4.1.8).
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il) Q+iQ ist dicht in C. Sei dazu 29 = zo+iyg € C. Wéhle x,, € Q,y, € Q
mit x, — xo und y, — yo. Es folgt x,, + iy, — xo + iyg = 20.

Satz 4.1.16 (Baire)
Es sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, und es sei O, C X offen

und dicht, n € N. Dann ist auch () Oy, dicht.
neN

Beweis. Es sei g € X und € > 0 beliebig. Wir konstruieren ein x* €

ﬂ O, N UE(:B()).
neN

Dann folgt mit 4.1.7 vi), dass g € (] Oy, und da xg beliebig, X = [ O,,.
neN neN
Es sei 0 < g9 < min{e,1}. Da O; dicht ist, existiert (mit 4.1.7 vi)), ein

T € B%o(xo) N O1. Wihle 0 < g1 < § mit B, (z1) C O1. Sind 21,...,2,
und €1, ..., &, gewéhlt, so existiert mit 4.1.7 vi) ein x,41 € B%n (xn)NOpt1,
da Opy1 = X D {z,}. Wihle 0 < g,41 < & mit Be,,, (Zn11) C Ony1.

Es gilt nun fiir m > n, dass

m—1 0o
g
d(Tm,zn) < Z d(zy, zy11) < Z ?V
v=n v=n
1
< &en- Z 27 = En-
r=1

Wegen e, — 0 (n — 00) impliziert dies zunéchst, dass (x,,)nen eine Cauchy-
folge ist. Da (X, d) nach Voraussetzung vollstéindig ist, besitzt diese einen
Grenzwert *.

Es folgt

IN

d(x*, zp) d(x*, ) + d(zm, Tn)

< d(x*,xm) +en — en (M — 00),

also d(z*,x,) < &, fur alle n € Ny, insbesondere ist * € B, (z0) C U:(x0)

und z* € B, (zy,) C Oy, also z* € Us(x9) N () On. O
neN

Korollar 4.1.17 (Baire)
FEs sei (X, d) ein nichtleerer vollstindiger metrischer Raum, und es sei A,, C

X abgeschlossen, n € N. Gilt X = |J Ay, so existiert ein N € N mit
neN

XN#@.
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Beweis. Wir nehmen an, dass /fn = () fiir alle n € N.

Setze Oy, := X \A4,. Dann ist O,, offen und wegen O,, = m = X\f(fn =X
auch dicht, n € N.

Mit 4.1.16 ist dann auch () O, dicht, und wegen X # () folgt hieraus, dass

neN
N On #0.
neN
Damit gilt |J A4, = X\ () O, # X, im Widerspruch zur Voraussetzung.
neN neN
Also existiert ein N € N mit A N # 0. O

Definition 4.1.18 Es sei M eine Menge. M heifit abzéhlbar, falls M end-
lich oder eine Bijektion von 7 : N — M existiert.

Im zweiten Fall heiflit M abzéhlbar unendlich.

Ist M nicht abzahlbar, so heif3t M tiberabzéhlbar.

Satz 4.1.19 FEs sei M eine Menge. Dann sind dquivalent:
i) M ist abzihlbar.
ii) Es existiert eine Injektion v : M — N.
iii) Es existiert eine Surjektion o : N — M.
Beweis. i) = ii), iii) ist trivial.
ii) = i): Es sei n; = min¢(M) und
ng = mino(M)\{n1,...,ng—1}, k> 2.

Dann ist ¢ : M — {ny, : kK € N} bijektiv. Setze 7(k) :=1"!(ns), k € N.
iii) = i): Es sei n; := 1 und

ng = minN\a_l({U(nl), co(ngo1)}), k> 2,

d.h. ny, ist die kleinste natiirliche Zahl n mit o(n) ¢ {o(n1),...,0(nk—1)}.
Dann ist o : {ny : k € N} — M bijektiv. Setze 7(k) := o(ny), k € N. 0

Satz 4.1.20 N x N ist abzdhlbar, und damit ist M x N abzdhlbar fiir M, N

abzdhlbar.
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Beweis. Es sei t : N XN — N

t(m,n) = 2m" 4m,
¢ ist injektiv: Sei ¢(m,n) = (k, £), also

2N Lo = oM g,

Wir nehmen an, dass m +n > k + £ gilt. Dann folgt 25+¢ (2mFn—k=f _ 1) —
—_——
>1

k —m und daraus wiederum 2¢+¢ < k —m < k, Widerspruch.
Analog zeigt man, dass der Fall k+ ¢ > m + n nicht auftreten kann, also gilt
m+n =k + ¢, also dann auch m = k und schliefllich n = /. O

Man kann auch konkrete Abzéhlungen 7 : N — N x N angeben. Beispiels-

o (1,1) (1,2) (1,3) (1,4)
L7 / /
(2,1) (2,2) (2,3)
/ /
(3,1) (3,2) (3,3)
/!
(4,1)

Beispiel 4.1.21 Z ist abzdhlbar nach Beispiel 1.1.33 iii).

Mit 4.1.20 ist dann auch Z x N abzédhlbar, also existiert 7 : N — Z x N
bijektiv. Da o : Z x N — Q(n, m) — = surjektiv ist, ist auch Q abzéhlbar,
denn o o7 : N — Q ist surjektiv und 4.1.19 liefert die Behauptung.

Dieses Beispiel zeigt, dass 4.1.17 ohne die Voraussetzung der Vollstdndigkeit
falsch ist.

Satz 4.1.22 R ist dberabzdihlbar.

Beweis. Wir nehmen an, dass R abzdhlbar ist.

Dann existiert eine Bijektion 7 : N — R, und daher gilt mit A,, := {T(n)}, n e
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N, dass R = |J A,. Nach 4.1.17 existiert ein N € N mit { T&) } = /EN # ()
neN
im Widerspruch zu 4.1.8 i). 0

Es sei (X,dx) ein metrischer Raum und M C X eine Teilmenge. Mit der
eingeschrinkten Metrik dys : M x M — [0,00),dp(2,y) = dx(z,y), ist
(M, dpr) wieder ein metrischer Raum. Es gilt dann

Satz 4.1.23 Ist (X,dx) ein metrischer Raum und M C X, so folgt

i) AC M ist offen in (M,dy) genau dann, wenn es ein A C X, A offen
in (X,dx) gibt mit A= AN M.

i) A C M ist abgeschlossen in (M,dy;) genau dann, wenn es ein A C
X, A abgeschlossen in (X,dx) gibt mit A=ANM

ii1) Ist (M, dpr) vollstindig, so ist M abgeschlossen in (X, dx).
Ist (X,dx) vollstindig und M abgeschlossen in (X, d), so ist (M,dyy)
vollstindig.

Beweis.

i) Es sei A C M in M offen.
Wihle zu jedem x € A ein €, > 0 mit

Ué‘f(l’) ={yeM:dy(r,y) <e,} CA
und setze

A= U UX = U{y € X :dx(z,y) <eg}
z€A €A

Dann ist A offen in X, und es gilt

Anm = (JuvE@)nm=J UXnm) = |Jude) = A,
z€EA TEA €A
Es sei A C X offen in X. Dann existiert zu z € AN M ein € > 0 mit
UX(z) C A.
Es folgt UM (z) = UX(z)NnM c AN M.
Also ist AN M offen in M.

ii) folgt aus i) durch Komplementbildung.
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iii) Es sei (M,dy;) vollstindig und zg € M.

Nach 4.1.10 existiert eine Folge (,)nen in M mit x,, — x¢. Insbeson-
dere ist (x,)nen eine Cauchyfolge in X und damit auch in M. Also
besitzt (2,)nen einen Grenzwert y in M. Da Grenzwerte von Folgen
eindeutig sind, gilt xo =y € M.

Es sei M abgeschlossen in (X, dx) und (zy), eine Cauchyfolge in M.
Dann ist (x,)nen auch eine Cauchyfolge in X, sie besitzt daher einen
Grenzwert xg. Mit 4.1.10 folgt z9 € M, d.h. =, — x¢ in (M, dy).

Satz 4.1.24 Es sei M C K™ nicht leer und perfekt (d.h. M st abgeschlos-
sen, und jeder Punkt von M ist Haufungspunkt). Dann ist M diberabzihlbar.

Beweis. Es sei dyy : M x M — [0,00), dpy(x,y) := |z — y|. Nach 4.1.23
ist dann (M, dys) vollstandig. Ist 2o € M beliebig, so gilt {zo} = {x0} nach

4.1.9 1) und {zo}= 0, da o kein isolierter Punkt von M ist, siehe 4.1.12 iii).
Derselbe Beweis wie in 4.1.22 zeigt, dass M iiberabzéahlbar ist. O

Beispiel 4.1.25 (Cantormenge)
Es sei Cp :=[0,1] und Cpyq := {%az tx € Cn}U{%-i-%SU 1x € C’n},n € Np.
Wir setzen C := (| C),. Die Menge C' heifit Cantormenge.
neN
C,, besteht aus 2™ disjunkten abgeschlossenen Intervallen [ ,gn), k=1,...,2™,
1

der Lénge g, also ist €, abgeschlossen und somit ist auch () C,, = C abge-
n

schlossen.

Weiter gilt Cp,4+1 C C,, wie man mit vollstindiger Induktion zeigt (Fall-

unterscheidung nétig!). Uberdies gilt sup I ,in) = sup I;ZH) und inf II(JZ) =

inf IQ(ZJ:P, was zusammen mit Cp11 C Cp,n € Ny, schon inf I,gn) € C und

sup Ilin) € C fir alle n € Ny und k € {1,...,2"} impliziert. (Mit anderen

Worten: Die Intervallgrenzen der I lin) liegen in C.)

Insbesor(ld)ere ist C' nicht leer. Ist z € C, so liegt x fiir alle n € N in genau
n

einem [ P
n

)

Es sei z, := supllgz) € C und y, = ian,EZ € C. Dann gilt y, < z < z,
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und |z, — yp| = %

Ist € > 0 beliebig, so wihle n € N mit % < e. Dann gilt z,,y, € U-(z) und

wegen &, # y, auch

CNU()\{z} > {zn, yn}\{z} # 0.

Also ist x Haufungspunkt von C.
Insgesamt ist C' perfekt und nach 4.1.24 iiberabzéhlbar.
Es gilt ¢ = 0: Sei dazu x € C und € > 0 beliebig.

a) € U(z)NC = U(x)NC #0.

B) Es sei (IIE::))neN wie oben. Wihle n € N mit 3% <e.Da I,g:) die Lénge

# hat, muss U-(z) N (R\C) D U.(z)\Cy, # 0 gelten.

Mit «), 3) ist € 9C, es gilt also C' = dC und damit CO’ = (.

4.2 Stetige Abbildungen

Definition 4.2.1 Esseien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rédume, und es sei
f: X — Y eine Abbildung. f heifit

i) stetig in xp € X, falls fiir alle € > 0 ein 0 > 0 existiert, so dass

dy (f(z), f(z0)) <e

fiir alle z € X mit dy(z,z0) < 0 gilt.

Kurzschreibweise:
v 3 Vo dy(f(2), f0)) <e.
e>0 6>0 zeX
dx (z,x0)<6

ii) f heifit stetig (auf X), falls f in allen zp € X stetig, ist, d.h.

v 3 \4 dy (f(l‘), f(a?o)) <e.
ro€EX reX
SSO 60>0 dx(:fmo)<6

iii) f heifit gleichméBig stetig (auf X), falls fiir alle € > 0 ein § > 0 exi-
stiert, so dass dy (f(:cl), f(l‘z)) < efiiralle 1,29 € X mit dx(z1,2z2) <
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0 gilt.
Kurzschreibweise:

A 3 A dy(f(xl),f(xz)) < E.

T1,72€X
e>0 >0 dx (21.52)<0

Ist A C X eine Teilmenge, so heifit f stetig (bzw. gleichméfig stetig)
auf A, falls f|a: A — Y stetig (bzw. gleichméBig) ist.

Bemerkung 4.2.2 Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume, ¢ € X und
A C X. Weiter sei f: X — Y eine Abbildung.

i) f ist stetig auf A C X genau dann, wenn

zo 3 gA dy (f(z), f(z0)) <e.
roEA 5 > 0 dx(x,x0)<5

ii) f ist gleichmifig stetig auf A C X genau dann, wenn

v 3 v dy (f(21), f(z2)) <e.
>0 §>0 | =omeEd

dx (z1,22)<d

iii) Ist f gleichméBig stetig auf A, so ist f stetig auf A; setze in der Defini-
tion der gleichméfigen Stetigkeit xo := x¢ und z; := z. GleichméBige
Stetigkeit bedeutet, dass d nur von £ abhéngt, in der Definition der
Stetigkeit darf § von € und xy abhéngen.

iv) f ist stetig in ¢ € X genau dann, wenn

v 3 f(Us(xo)) € U:(f(x0)),
e>0 6>0

denn es gilt ja dx(z,20) < § & x € Us(zo) und dy (f(z), f(zo)) <
e o f(@) € Ua(f(a0).

v) f ist stetig in xyp € X genau dann, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass
flu,(zo) stetig in zg ist.
Es sei dazu f|Ug(:c0) stetig und € > 0 beliebig. Dann existiert ein
d > 0, so dass fur alle z € Upy(zg) mit dx(x,z9) < § gilt, dass
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vi)

dy (f(iL‘), f(.%'o)) ~< €.

Setze 0 := min{0, p}. Dann gilt fir alle z € X mit dx(x,zp) < 0, dass
dy (F(2), f(20)) < <.

Also ist f stetig an xg.

Mit anderen Worten: f ist stetig an g genau dann, wenn es eine offene
Menge O C X gibt mit 29 € O, so dass f|o an xg stetig ist.

Ist (E, || - ||) ein normierter Raum, so sei wie iiblich dg := dj.| die von
||| induzierte Metrik (d.h. dg(x,y) = [[x—y||, z,y € E). Damit ist die
Stetigkeit von Abbildungen ausgehend von E oder von Abbildungen
in E erklért.

Beispiel 4.2.3 Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume.

i)

ii)

iii)

Ist yo € Y, so ist die Abbildung f : X — Y, f(z) := yo, gleichméBig
stetig.

Sie hierzu € > 0 beliebig. Wihle ¢ := 1 (oder irgendeine andere po-
sitive Zahl). Dann gilt fiir alle x1,29 € X mit dx(z1,2z2) < ¢, dass
dy (f(z1), f(z2)) = dy (yo,90) =0 < &.

Also ist insbesondere fiir ag € K die Abbildung f : K — K, f(x) := ao,
gleichméfBig stetig.

idy : X — X, idx(x) = z, ist gleichméBig stetig. Sei hierzu ¢ > 0
beliebig. Wihle ¢ := e. Dann gilt fiir alle 21, 292 € X mit dx (21, x2) <
0, dass

dx(idx(l‘l),idx(xQ)) = dx(.%'l,.%'g) <d=ce.
Also ist insbesondere f : K — K, f(z) = z, gleichmé&Big stetig.
Essei f:R — R, f(z) = 22
Ist I C R ein beschrianktes Intervall, so ist f gleichméfig stetig auf I
(und mit 4.2.2 v) ist dann f stetig auf R).
Sie hierzu I ein beliebiges beschrianktes Intervall und € > 0 beliebig.
Wihle 0 := 5oy (> 0). Dann gilt fiir alle 21,25 € I mit
|x1 — 2] < 9, dass

|f(x1) = f@2)| = [af — 23] = |21 — 2| |21 + 22
< 8(|m1| + |wo]) < 62sup {|z|:z €I} <e.

f ist aber nicht gleichmé&fig stetig auf R.

Nehmen wir dies namlich an, so existiert zu € := 1 ein § > 0 mit
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|23 — 23] < e = 1 fiir alle 21,72 € R mit |21 — 23] < §. Es sei 21 :=
und xo = %4—% Dann gilt |21 — z2| < ¢, aber ‘f(xl) — f(xz)‘

22 — 23| = |71 — za[z1 + 22| = §(2 + ) > 1 =&, Widerspruch.

| s

Es sei M eine Teilmenge des metrischen Raumes (X, d). Die charakte-

ristische Funktion

1 :zeM

xv X — R, xp(e) =
( {0 Lz e X\M

ist stetig an z¢p € X genau dann, wenn xg ¢ OM.
Es sei zg ¢ OM, also xg € X\OM :)?\]\\4 UM.

Es sei zunéchst z Em:: O. Da flo(z) = 0,z € O, ist f|o nach
4.2.3 i) stetig (insbesondere an x(), also ist mit 4.2.2 v) f stetig an xo.
Analog zeigt man, dass s stetig an g € ]\2

Es sei 9 € OM. Wir nehmen an, dass xjs stetig an xy sei. Dann

existiert zu € := 1 ein § > 0 mit
Ixn(z) = xam(wo)| < e =1 fiir alle x € Us(w).

Da zg € OM, ist Us(xo) N M # 0 und Us(zo) N (X\M) # 0.

Wenn z9p € M, so wihle x € Us(zo) N (X\M). Dann gilt ‘XM($) -
xm(zo)] = 10— 1] = 1 > &, und wenn 29 € X\M, so wihle z €
Us(wo) N M, dann gilt |xar(x) — xar(zo)| = [1 — 0] =1 > e. In beiden
Fallen erhalten wir einen Widerspruch.

Also kann xjs nicht stetig an x( sein.

Ist speziell I C R ein Intervall, so ist

1 :xzel

xr:R =R, xs(z) =
(@) {0 ¢l

stetig an z¢p € R genau dann, wenn zg ¢ 9I, d.h. xg ist keine Inter-

vallgrenze.

Satz 4.2.4 Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume sowie f : X —
Y eine Abbildung.

i) Ist xog € X, so ist [ stetig in xo genau dann, wenn fir alle Folgen

(Tn)nen in X mit z, — xo schon f(x,) — f(xo) gilt.
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ii)

iii)

f ist genau dann gleichmifig stetig, wenn fir alle Folgen (zy,)nen und
(Yn)neny mit dx (zpn,yn) — 0 schon dy(f(xn), f(yn)) — 0 gilt.

Ist f gleichmdflig stetig und ist (x,)nen eine Cauchyfolge in X, so ist
(f(xn))neN eine Cauchyfolge in Y .

Beweis.

i)

ii)

iii)

Es sei f stetig in x¢ und z,, — xg. Es sei € > 0 beliebig. Aufgrund der
Stetigkeit von f in z existiert ein 6 > 0 mit dy (f(z), f(z0)) < € fiir
alle x € X mit dx(z,z9) < 0. Da x,, — x, existiert zu £ := § ein N €
N mit dx (2, 20) < € = 6 fiir allen > N. Es folgt dy (f(zn), f(z0)) <&
fir alle n > N.

Es gelte die angegebene Bedingung. Wir nehmen an, f sei nicht stetig
an xg. Dann existiert ein € > 0, so dass fiir alle § = %,n € N, ein
zn € X existiert mit dx (zn,z0) < & = L, aber dy (f(zn), f(z0)) >
gilt. Also konvergiert (x,)nen gegen xg, aber (f(xn))neN konvergiert
nicht gegen f(zg), Widerspruch.

Also ist f stetig an xg.
Dies beweist man analog zu 1i).

Es sei (2, )nen eine Cauchyfolge, und f sei gleichméBig stetig. Ist € > 0
beliebig, so existiert also ein § > 0 mit dy (f(z), f(y)) < e fiir alle
z,y € X mit dy(z,y) < 0. Wir wihlen zu £ := 6 ein N € N mit
dx (xp, Tym) <€=20, n,m > N.Mit z := x,, y:= x,, folgt

dy (f(zn), f(zm)) < € fiir alle n,m > N.

Satz 4.2.5 Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume, und es sei f :
X — Y stetig. Dann ist graph(f) = {(z, f(z)) : 2 € X} in X x Y abge-
schlossen.

Beweis. Es sei (zg,y0) € graph(f). Dann existiert nach 4.1.10 eine Folge

(xn)nEN in X mit (-Tna f(xn)) - (ZEanO)v d.h. z; — g in X und f(mn) — Y0
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in Y. Da f stetig an zg, folgt mit 4.2.4, dass f(z,) — f(x0). Da Grenzwerte

eindeutig sind, gilt yo = f(z0) und es folgt (z0,yo) = (o, f(20)) € graph(f).
O

Bemerkung/Beispiel
i) Die Umkehrung von 4.2.5 gilt nicht, ein Beispiel ist
1
— xz#0
0 :x2=0

f hat abgeschlossenen Graphen, aber f ist unstetig an zg = 0.

. . 1 :z2=0
ii) Essei f:R— R, f(x)=
0 : sonst.

Nach 4.2.3 iv) ist f unstetig an zo = 0. Auch ist graph(f) nicht abge-

schlossen.

Satz 4.2.6 Es seien (X1,d1),(X2,d2), (X3,ds) metrische Riume und fi :
X1 — Xy sowie fo: Xo — X3 Abbildungen. Ist f1 stetig in xo € X1 und ist
fa stetig in f1(x0), so ist foo f1 stetig in xg.

Beweis. Es sei (x,)nen eine Folge in Xy mit x,, — z. Nach 4.2.4 i) folgt

fi(xn) — fi(xo) und hieraus wieder mit 4.2.4 i): fo (f1 (xn)) — f (f1 ($0)).
Da (2 )nen mit x,, — x¢ beliebig, folgt mit 4.2.4 1), dass fa o f stetig an xg
ist. O

Bemerkung 4.2.7 Ist in 4.2.6 zusétzlich f; gleichméfBig stetig auf X1 und
f2 gleichméBig stetig auf f(X71), so ist foo fi gleichméBig stetig auf X;. Dies
beweist man analog mit Hilfe von 4.2.4 ii) anstelle von 4.2.4 i).

Beispiel 4.2.8 Es sei (X,dx) = (Y,dy) = (K,d),).

m
i) Sind ag,...,am € Kund ist f: K — K, f(z) := Y ay,z¥, ein Poly-
v=0

nom, so ist f stetig. Es sei dazu zy € K beliebig.
Wenn (z,,)nen eine Folge in K ist mit z, — x¢, so folgt aus 2.1.9, dass

m m

flzn) = Y aval — > apxl = f(zo) gilt.
v=0 v=0

Mit 4.2.4 ist f stetig.
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k
ii) Sind ag,...,am,bo,...,bp € K, ist M := {z e K: Y bz # 0},
v=0

Tzn: ay,x?
und ist f : M — K, f(z) = =2 eine rationale Funktion, so ist
ST byav
v=0
f M — K stetig. Sei dazu xg € M beliebig. Ist (x,)nen eine Folge
f: (7%
in M mit z,, — xo, so folgt wieder mit 2.1.9, dass f(z,) = > —
> by
v=0
> avay
z=0 = f(xo) gilt. Mit 4.2.4 ist f stetig.
> buxy
v=0

Insbesondere ist K=K f(z)= %, stetig!

iii) Mit 3.1.9 iii) ist exp : R — R stetig.
(Wir werden zeigen, dass sogar exp : C — C stetig ist.)

iv) Mit obigen Beispielen und 4.2.6 erhalten wir eine Fiille stetiger Abbil-
dungen, z.B. sind

f:R—=R: f(z):=exp(z?) oder
g:R—R:g(z):=exp(—x),

stetig.

v) Die Abbildungen Re : C — R,z — Rez, und Im : C - R,z — Im 2,
sind stetig wegen 2.1.3 und 4.2.4.
(2.1.3: z, — 29 = Re z, — Rezp und Im z,, — Im zp)

vi) Ist k € N, so ist die Abbildung /- : [0,00) — [0,00), 2z — ¥z, stetig.
Es sei dazu zg € [0,00) und (zp)nen eine Folge in [0, 00) mit =, —
xg. Nehmen wir an, dass ({ﬂ/ﬁ)n N nicht gegen {/x¢ konvergiert, so
folgt aus der Beschranktheit von (W)neN (beachte: /x, < 1+
Zn, n € N) mit dem Satz von Bolzano-Weierstrafl die Existenz eines
y € [0,00)\ &wo und einer Teilfolge (W)ZeN mit /T, —y ({ —
00).

Wegen y # {/xq gilt auch y* # g, also folgt mit i)

tny = (Ym) " = o #E w0 (0= o0),

im Widerspruch zu x,, — xg.
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Satz 4.2.9 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann istd : X x X — [0, 00)
stetig.

Beweis. Es sei (xg,y0) € X x X und ((:Un, yn))neN eine Folge mit (z,, y,) —

(w0, y0). Dann gilt: |d(zn, yn)—d(z0, yo)| < |d(2n, Yn)—d(Tn, yo)|+|d(Zn, yo)—
d(xo,90)| < d(Yn,yo) + d(xn, z0) — 0 (n — 0). o

Satz 4.2.10 Es sei (E,|| - ||) ein normierter Raum.
i) ||| : E — [0,00) ist stetig.
i) +: Ex E— E, (x,y) — x +y ist stetig.

i) - Kx E— E, (\z)— Az ist stetig.

Beweis.
i) Es sei 9 € E und (z,)nen eine Folge in E mit x,, — xg. Dann gilt

‘Han - HxOM <||lzn —x0|| =0 (n — o0).

ii), iii) folgen aus 2.1.10 i) und ii).

Bemerkung 4.2.11 In 4.2.9 sowie 4.2.10 i) und ii) kann man auch gleichmé&fi-
ge Stetigkeit nachweisen, hierzu muss man auf die € — §—Definition oder auf
4.2.4 ii) zuriickgreifen.

Ist E # {0}, so ist in 4.2.10 die Abbildung - : K x E — E nicht gleichm#Big
stetig.

Satz 4.2.12 Die Abbildungen
+:KxK—-K,(z,y) — z+y,
2 Kx K- K, (z,y) — zy und
+:K><K*—>K,(aj,y)r—>g

sind stetig.
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Beweis. Fiir die ersten beiden Abbildungen setze F := K in 4.2.9, die Ste-
tigkeit der dritten Abbildung folgt aus 2.1.9 iii). O

Satz 4.2.13 Es seien (X,d) und (Y1,d1),...,(Ym,dn) metrische Riume
und f, : X — Y, Abbildungen. Fiir xo € X sind dquivalent:

i) fu: X =Y, ist stetig in xg, 1 <v < m.

i) f o= (frae i fm) t X ﬁ[lyy, F@) = (f1(@),- -, () ist stetig
m xg. -

Beweis. i) = ii): Essei 29 € X. Ist (,)nen eine Folge in X mit z,, — xg
und sind alle f, an ¢ stetig (1 < v < n), so gilt f,(x,) — fu(x0),1 <v <m,
also mit 2.1.12 ii) f(zy) — f(=zo).

ii) = i): Essel z, — xo und f an xg stetig. Dann gilt f(x,) — f(zo), also
mit 2.1.12 ii) f, () — fu(z0),1 <v < m. O

Bemerkung 4.2.14 Auch in 4.2.13 kann man “stetig in zy” durch “gleichméfig

stetig” ersetzen.

Korollar 4.2.15 Fs sei (X,dx) ein metrischer Raum.

i) Ist (Y,dy) ein metrischer Raum und sind f,g: X — Y stetig in xo,
so ist auch F : X — [0,00), F(z) :=dx(f(z),g(x)), stetig in xo.
Insbesondere ist fir zo € X fest, der Abstand zu zp, d : X —
[0,00), dy(z):=d(x,z0), stetig.

ii) Ist (E,||-|) ein normierter Raum, so gilt:

a) Ist f: X — E stetig in xg, so ist auch F: X — [0,00), F(z):=
|F@)ll, stetig in zo.

B) Sind f,g: X — E stetig in xg, so ist auch f +¢g: X — E, z+—
f(x) 4+ g(x), stetig in xg.

v) Sind g: X — Kund f: X — E stetig in xg, so ist auch g- f :
X — E, x v g(x)f(x), stetig in xg.
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iii) Sind f: X — K und g : X — K stetig in zq, so sind auch folgende
Abbildungen stetig in xg:

f1: X =K, z—|f(2)]
f+9:X =K z— f(z)+g()
g- [ X =K, 2 f(z)g(z)

und gilt zusdtzlich noch g(X) C K* (d.h. g hat keine Nullstelle), so ist

auch
i:X—»K, wHM

g g()

9

stetig 1n xg.

Beweis.

i) GemiB 4.2.13 ist (f,g) : X — Y X Y stetig in o, und gemif 4.2.9
ist dy : Y xY — [0, 00) stetig. Also ist mit 4.2.6 auch die Verkettung
F =do(f,g) in xg stetig.

ii) «) Wegen4.2.101) ist ||| stetig. Mit 4.2.6 folgt, dass dann F' = ||-||o f
stetig in xzq ist.
B) Gemif 4.2.13 ist (f,g) : X — E x E stetig in zp, und gem#s
4.2.10 ii) ist + : E x E — FE stetig. Also ist mit 4.2.6 auch die
Verkettung f + g = + o (f, g) stetig in xg.

v) und iii) beweist man analog unter Verwendung von 4.2.10 iii)
bzw. 4.2.12 anstelle von 4.2.10 ii).

a

Bemerkung 4.2.16 In 4.2.15 i) sowie ii) a), #) kann man “stetig (in x¢)”
durch “gleichméfig stetig” ersetzen. Dies folgt aus 4.2.7, 4.2.11 und 4.2.14.
Also, im Falle f, g gleichméfBig stetig, sind auch in 4.2.15 iii) die Abbildun-
gen |f]: X - Kund f+ g: X — K gleichméBig stetig.

Analoge Aussagen gelten nicht bei g - f und 5.

Beispiele:

i) X =R, g=f=idg.
Dann ist g- f(x) = 22, und g- f ist nicht gleichm:Big stetig nach 4.2.3

iii).
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i) X = (0,00), g = idgpoe), f:(0,00) > R, f(z) = 1.
_1

Dann ist g x) . 5 ist ebenfalls nicht gleichmifig stetig: Sei x,, =
1 _ 1
nYn = i1
Dann gilt |z, — yn| = ‘%_‘n}rl S%—i_n}kl .o,
(n — 00)
aber |L(z,) = L(ya)| = |+ - d=| =1+ 0.
n n+1

Korollar 4.2.17 Es sei (X, d) ein metrischer Raum und (E, || - ||) ein nor-
mierter Raum. Dann ist C(X,E) := {f : X — E : f stetig} ein Untervek-
torraum von EX. Insbesondere ist C(X) := C(X,K) ein Vektorraum.

Beweis. Es seien f,g € C(X, E).
Mit 4.2.14 B) ist f + g € C(X, E).
Ist f € C(X,E),A €K, soist mit g(x) := Anach 4.2.14 ) auch A\f = g-f €
C(X,E). O

Korollar 4.2.18 FEs sei (X, d) ein metrischer Raum und (E, || - ||) ein nor-

mierter Raum. Dann ist
CB(X,E):={f: X — E: f stetig und beschrinkt}

ein Untervektorraum des normierten Raumes B(X, E).
Insbesondere ist CB(X) := CB(X,K) ein normierter Raum.

Beweis. Es gilt CB(X,FE) =C(X,E) N B(X, E).
Man beachte, dass der Schnitt von Untervektorrdumen wieder ein Vektor-

raum ist. O

Ein wichtiges Kriterium fiir die Stetigkeit ist

Satz 4.2.19 Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume und f : X — Y
eine Abbildung.

Dann sind dquivalent:

i) f ist stetig.
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ii) f~1(O) ist offen fiir alle O C'Y offen.

iii) f~1(A) ist abgeschlossen fiir alle A C'Y abgeschlossen.

Beweis. i) = ii): Es sei O C Y offen und z¢ € f~1(0) (d.h. f(xo) € O).
Wihle ¢ > 0 mit Ue(f(xo)) C O. Da f stetig in xg, existiert 6 > 0 mit
f(Us(x0)) C Us(f(20)) C O, also Us(zo) C f~H(O).

ii) = i): Es sei 29 € X beliebig. Ist & > 0 beliebig, so ist nach ii) f~! (U-(f(z0)))
offen in X, damit existiert ein § > 0 mit Us(zo) C f~(U(f(w0))), also gilt

f(Us(xo)) C Ue(f(w0)).
ii) < iii) folgt aus X\ f~ (M) = f~Y(Y\M) fiir alle M C Y. O

Beispiel 4.2.20 Obigen Satz kann man dazu verwenden, um Offenheit bzw.
Abgeschlossenheit von Teilmengen metrischer Rdume nachzuweisen:

i) a) {z€C:Imz > 0} ist offen.
B) {z € C:Imz > 1} ist abgeschlossen.

Zua): Essei f:C—R, f(z) =Imz.
Dann ist f nach 4.2.8 v) stetig, und mit obigem Satz ist

{zeC:Imz>0}={2€C: f(2) € (0,00)} = f1((0,00))

offen als Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung.

Zu 3): Verwende [1, 00) anstelle von (0, 00).

ii) {(xl,:pg,xg) eR3:x1,20 >0, ‘($1,$2,$3)‘ < 1} ist offen. Es sei

Dann sind f1, f2, f3 stetig, mit obigem Satz sind dann O = ffl ((0, oo)) , 09 =
£ 1((0,00)) und O3 = f5 ' ((—00, 1)) offen, also ist auch der endliche
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Schritt O1 N O2 N O3 offen. Wegen

{z eR*: 21 >0und 25 >0 und |z| < 1}
= {zeRP:z>0nN{zeR: 2 >0lNn{zeR3: |z| <1}
= {zeR’: fi(z) € (0,00)} N {z € R*: fo(z) € (0,00)}
N{z € R®: f3(x) € (o0, 1)}

= 01N02N0;3

folgt die Behauptung.

Korollar 4.2.21 Es seien (X, dx), (Y,dy) metrische Riume und f : X —
Y bijektiv. Sind f und f~1 stetig, so gilt

i) f(O) ist offen genau dann, wenn O offen ist.

ii) f(A) ist abgeschlossen genau dann, wenn A abgeschlossen ist.

Beispiel 4.2.22 Es sei (E, |- ||) ein normierter Raum, zy € F und X\ € K*.
Ist O C E offen, so sind AO := {A\z: 2z € O} und 29+ O := {xo+z : z € O}
offen.

Analoges gilt fiir “abgeschlossen” anstelle von “offen”.

Dies folgt aus obigem Korollar, da die Abbildungen M) : £ — E, = — Az,
und 7, : B — E, x — x + z( stetig sowie bijektiv sind und ihre Inversen

vom selben Typ, also auch stetig, sind.

Definition 4.2.23 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, M C X eine Teil-
menge. Eine Abbildung ¢ : M — X heifit Kontraktion, falls ein v < 1

existiert, so dass
((2), ¢(y)) < vd(z,y)

fur alle z,y € M gilt.

Bemerkung 4.2.24 FEine Kontraktion ist gleichmiBig stetig (wihle § := ¢)
und daher stetig.
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Satz 4.2.25 (Banachscher Fixpunktsatz)

Es sei (X,d) ein nichtleerer vollstindiger metrischer Raum und ¢ : X — X
eine Kontraktion.

Dann existiert genau ein x* € X mit p(x*) = x*. (Fin solches x* heifit
Fizpunkt von ¢.)

Beweis. Es sei v < 1 mit d(¢(z), p(y)) < vd(z,y), z,y € X.
Wir wihlen zp € X und setzen rekursiv z,, := ¢(z,—1), n € N. Wir zeigen
zunéchst, dass (z,)nen eine Cauchyfolge ist. Aus

d(Tpr1,28) = d(‘P(%'k)y <P(35k71))

< Vd(xk7xk—l)
erhalten wir per Induktion
d(xn+1axn)f;7nd($l7$0% n/GINU

Ist nun m > n, so folgt

m—1 m—1
AT, o) < D d(wper,zr) <Y YRd(a, 20)
k=n k=n

n

< d($1,$0>'j£:ﬁﬁ ::d(x17x0)'

k=n

1—7

Dies zeigt, dass (zy,)nen eine Cauchyfolge ist, welche aufgrund der Vollstandig-
keit von (X, d) gegen ein z* € X konvergiert. Es folgt
¥ = lim z, = lim x,11 = lim ¢(z,) = p(z¥),
n—oo n—oo n—oo
da jede Kontraktion stetig ist. Damit existiert * € X mit ¢(z*) = z*.
Es sei nun y € X mit ¢(y) = y. Dann gilt

d(z*,y) = d(p(z"), e(y)) < ~vd(z*,y),

also ist d(z*,y) = 0 und somit z* = y.
Insgesamt folgt, dass genau ein z* € X mit p(z*) = =* existiert. O
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Bemerkung 4.2.26 Es ergibt sich aus dem Beweis folgende Fehlerabschétzung;:

n

d(x*, ) = lim d(zp,,z,) < d(xl,xo)L

m—oo 1—7
d stetig

Satz 4.2.27 FEs sei U eine offene Teilmenge des vollstindigen normierten
Raumes (E, || - ||), und es sei ¢ : U — E eine Kontraktion. Ist f : U —
E, f(x):=x+ ¢(x), so gilt

i) f ist injektiv.
ii) f(U) ist offen.
ii) f71: f(U) — U ist stetig.

Beweis. Es sei v < 1 mit ||¢(x1) — ¢(z2)| < vllx1 — 22|, 21,22 € U.

i) Sind z1, 22 € U mit f(z1) = f(x2), so gilt

|21 — z2|| = [|¢(71) — S(z2)|| < Y21 — 22|
und damit 1 = z9.

ii) Es sei zg € U beliebig. Wir zeigen, dass f(z¢) innerer Punkt von f(U)
ist, d.h. wir konstruieren ¢ > 0 mit f(U) D B,(f(zo)). Dazu seir > 0
mit By (z9) C U. Es sei g := (1 —7)r. Ist y € By(f(z0)), so setzen wir
¢ :B.(0) = E, o(z) =y — (z0+ ¢z + z0)).

Es gilt fir alle ||z|| < r:

le@) = lly = (zo + ¢z + z0)) |
<y = f@o)|l + [If(z0) = (zo + ¢(z + o))l
< o+ [lo(xo) — ¢z + o)
< o+ 7||mo — (z + z0)||
< (I—yrtar=nr

Also gilt ¢(B,(0)) C By(0).
Weiter gilt fiir 21,29 € B,-(0)

lo(z1) — ()|l = [|¢(z2 + z0) — d(z1 + 20) || < l|lz1 — T2]l.
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Also ist ¢ : B,(0) — B,(0) eine Kontraktion und nach dem Ba-
nachscher Fixpunktsatz existiert z € B,(0) mit ¢(z) = z. Dann ist
z 4z € By(z9) C U, und es gilt

flz+x0) = z+z0+ ¢(2+20) = 0(2) + 0 + ¢(2 + 20)

= y— (z0+¢(z+m0)) + x0 + ¢(z + x0) = ¥.

iii) Esseixg € U beliebig. Im Beweis von ii) haben wir gezeigt: Fiir alle r >
0 (mit B,(2z0) C U) existiert ein ¢ > 0 mit f(B,(z0)) D B,(f(z0))-
Da f injektiv ist, ist dies dquivalent zu:
Fiir alle r > 0 existiert ein ¢ > 0 mit f~1(Bo(f(20))) C Br(wo). Mit
anderen Worten: f~! ist stetig an f(xo).

Beispiel 4.2.28 i) Da exp : R — (0,00) stetig in 0 ist und exp(0) = 1
gilt, existiert ein e > 0 mit exp(e)—1 < . Essei U := {z € C: |z < &}
und ¢ : U — C, ¢(z) = exp(z) — z. Sind z,w € U, so gilt nach A. 5.2

[#(2) = p(w)| _ |exp(z) —exp(w)
|z — wl z—w
o0
1 1
-[S h e
vliz—w
v=2
-1
_ iiy kaufk 1
- V!
v=2 k=0
fe'e) 1 v—1 o] 1 1
SZ;Z&“V_l:Z;&V:eXp(E)—lg 3
v=2 " k=0 v=1 "

Somit ist ¢ : U — C eine Kontraktion. Wegen exp(z) = z + ¢(z) folgt
mit 4.2.27, dass exp(U) eine offene Menge mit 1 € exp(U) ist.

ii) Es sei (E,| -||) ein vollstindiger normierter Raum (z.B. (E,|| - ||) =
(K™, |-1)), und es sei A : E — FE eine lineare Abbildung auf F, so dass

ein v < 1 existiert mit

[A@)]| < Allzl, = € E.
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Dann gilt [|A(z) — A(w)|| = ||A(z —w)|| < vllz = wll, z,w € E, also
ist A eine Kontraktion.

Damit ist nach 4.2.25 S := id — A injektiv, S(F) ist offen in F und
S~ : S(E) — E ist stetig. Da S(E) ein Untervektorraum von E
ist, ist 0 € S(F), und es existiert (da S(E) offen) ein ¢ > 0 mit
U.(0)={z € E:|z| <e} C S(E).

Sei y € E'\ {0} beliebig. Dann ist 57y € U(0) C S(E), und damit
ist auch y = 24l (557y) € S(E) (da S(E) Untervektorraum).

e \2[yll
Es folgt: S ist auch surjektiv. Damit ist S ein Vektorraumisomorphis-

mus.
Man beachte: Wir benutzten keine Dimensionsformel!

4.3 Zusammenhang und Konvexitit
Definition 4.3.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

i) Sind U,V C X zwei offene Teilmengen von X mit U NV = ) und
UUV = X, so heiBt {U, V'} offene Zerlegung von X.

ii) (X,d) heifit zusammenhingend, falls fiir jede offene Zerlegung {U, V'}
von X schon X = U oder X =V gilt. Mit anderen Worten: { X, (} ist

die einzige offene Zerlegung von X.

ili) M C X heifit zusammenhéngend, falls (M, dys) (mit dps(z,y) = d(z,y))

zusammenhéngend ist.

Satz 4.3.2 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann sind dquivalent:
i) X ist zusammenhdngend.
ii) Ist ) # A C X offen und abgeschlossen, dann gilt A = X.

iii) 0 und X sind die einzigen Teilmengen von X, die offen und abge-

schlossen sind.

Ist M C X, so ist M genau dann zusammenhdngend, wenn fir alle U,V C
X offen in X mit UNV NM =0 und M C UNV schon M C U oder
M CV folgt.
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Beweis. i) = ii): Sei A # 0 offen und abgeschlossen. Setze U := A,V :=
X\A. Dann gilt mit i) X = U oder X = V. Wegen A # () ist V # X, also
gilt X =U = A.

ii) = i): Ohne Einschrinkung sei X # (). Wegen U UV = X # () ist dann
ohne Einschrinkung U # (). Ansonsten vertausche U und V. Setze A :=U.
Dann ist X\ A =V offen, also A abgeschlossen. Damit gilt A = X nach ii),
also X =U.

ii) = iii) ist nur eine Umformulierung.

Der zweite Teil des Satzes ist eine Umformulierung der Definition unter
Beachtung, dass mit 4.1.22 eine Menge S C M genau dann offen in M ist,
wenn ein U C X offen in X existiert mit S = U N M. |

Beispiel 4.3.3 Es sei (X,d) = (R, d|).

i) M :=[-2,—1]U[1, 2] ist nicht zusammenhéngend. Wihle U := (—00,0),
V= (0,00).

ii) M := Q ist nicht zusammenhingend. Wihle U := {z € R: x < v/2},
Vi={zecR:z>V2}

Satz 4.3.4 Es sei (X,d) ein metrischer Raum und A, B C X zusammenhingend
mit AN B # 0. Dann ist auch AU B zusammenhdingend.

Beweis. Es sei {U, V'} eine offene Zerlegung von AUB. Dann ist {UNA, VN
A} offene Zerlegung von A, also gilt A=UNA oder A=V nNA.

Ohne Einschrénkung sei A = U N A. Da auch {U N B,V N B} eine offene
Zerlegung von Bist und UNBDODUNANB=ANB # ), gilt UNB = B.
Insgesamt folgt UN (AUB) =AUB, alsoU = AU B. O

Satz 4.3.5 Eine Menge X C R ist genau dann zusammenhdngend, wenn

X ein Intervall ist.
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Beweis. 1. Es sei I = X ein Intervall. Angenommen, es existiert eine offene
Zerlegung {U,V} von I mit U # () # V. Wéhle u € U und v € V, ohne
Einschrankung sei u < v, sonst vertausche U und V. Da I ein Intervall ist,
gilt [u,v] C I.

Es sei S := U N|u,v]. Da U = I\V abgeschlossen in I, ist S abgeschlossen
in [u,v], also auch in R.

Da S auch beschrankt ist, gilt mit A 13.1, dass s := supS € 5, s ist al-
so das grofite Element von U N [u,v], damit ist s < v wegen v ¢ U und
(s,v] € V N [u,v]. Auf der anderen Seite existiert aufgrund der Offenheit
von U ein v —s>¢>0,s0dass (s —¢,s+¢) CU. Damitist s+ 5 € UNV,
Widerspruch. Also ist I zusammenhéngend.

2. Es sei X kein Intervall. Dann existieren u,v € X und s € R\X mit

s € [u,vl.
Setze U := X N(—00,s), V := SN(s,00), sind offen, UUV = X, UNV = 0,
aber U # () # V. Also ist X nicht zusammenhéngend. O

Satz 4.3.6 FEs seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riaume. Ist f : X —Y
eine stetige Abbildung und ist M C X zusammenhdingend, so ist f(M) zu-
sammenhdngend.

Mit anderen Worten: Bilder zusammenhdngender Mengen unter stetigen Ab-

bildungen sind zusammenhdngend.

Beweis. f|y : (M,dy) — (f(M),dprp) ist stetig. Ist nun 0 # A C f(M)
offen und abgeschlossen, so ist f|;}(4) C M offen, abgeschlossen und nicht
leer, also gilt mit 4.3.2, dass (f|y) 1 (4) = M, also f(M) = flu(M) =
Flv (fa7 (A)) C A. Mit 4.3.2 folgt die Behauptung. O

Korollar 4.3.7 (Zwischenwertsatz)

Es sei (X,d) ein metrischer Raum, M C X zusammenhdngend und f :
X — R stetig. Dann ist f(M) ein Intervall, d.h. fir alle a,b € M mit
fla) <y < f(b) existiert ein x € M mit f(x) =y.

Beweis. 4.3.5 und 4.3.6. O
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Korollar 4.3.8 Ist f : I — R eine stetige Funktion auf dem Intervall I C
R, so ist f(I) ein Intervall.

Beweis. 4.3.7 und 4.3.5. O

Definition 4.3.9 Es sei M C R und f : M — R eine Abbildung. Dann
heifit f

i) monoton (streng monoton) wachsend, falls f(z1) < f(z2) (bzw. f(z1) <
f(z2)) fur alle x1,x9 € M mit 21 < x4y gilt.

ii) monoton (streng monoton) fallend, falls f(z1) > f(z2) (bzw. f(z1) >
f(z2)) fir alle z1,x9 € M mit z1 < x2 gilt.

iii) monoton (streng monoton), falls f monoton (streng monoton) wach-

send oder fallend ist.

Bemerkung 4.3.10 i) Streng monotone Funktionen sind injektiv, und
die Inverse ist wieder streng monoton vom selben Typ.

ii) Genau dann ist f monoton (streng monoton) wachsend, wenn — f mo-

noton (streng monoton) fallend ist.

Satz 4.3.11 Es sei I C R ein Intervall, f : I — R streng monoton (wach-
send oder fallend) und stetig. Dann ist J := f(I) ein Intervall, und f=! :
J — I st stetig.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei f streng monoton wachsend. Es bleibt zu
zeigen, dass ! stetig ist.

Sei dazu f(z¢) € J beliebig. Nehmen wir an, dass f~! an f(z¢) unste-
tig ist, so existiert eine Folge (zp)nen in I und € > 0 mit f(z,) — f(zo)
aber |z, — xo| = [f~'(f(zn)) — f~'(f(20))| = &. Ohne Einschréinkung sei
N :={n € N:z, < o} unendlich. Da I ein Intervall ist, gilt [z1,z¢] C I,

und daher ist y := sup x, € I. Es folgt y < 2o — € und damit liefert die
neN

strenge Monotonie f(zo) > f(y) > f(zy) fiir alle n € N. Somit ergibt sich
f(x0) > sup f(x,) > lim f(zn) = f(x0), Widerspruch. O
neN neN
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Definition 4.3.12 Eine Teilmenge A eines Vektorraumes F heiffit konvex,
falls fiir alle z1,29 € A und A € [0, 1] gilt, dass auch Azx; + (1 — )z € A.

Bemerkung 4.3.13 i) Setzt man fiir 1,22 € E
[21, 22] := {Az1 4+ (1 — N)zz : X € 0,1]},
so ist A konvex genau dann, wenn [z1,x9] C A fiir alle z1, 29 € A.

ii) Eine Teilmenge X von R ist genau dann konvex, wenn sie ein Intervall

ist.

Satz 4.3.14 FEine konvexe Teilmenge eines normierten Raumes ist zusam-

menhdngend.

Beweis. Wir nehmen an, A sei nicht zusammenh#ngend. Dann existiert eine

offene Zerlegung {U,V} von A mit U # () # V. Es seien 21 € U, 29 € V und
f:00,1] = A, x— Azp + (1 — N)zo.

Dann ist f stetig, und daher ist {f‘l(U),f_l(V)} eine offene Zerlegung
von [0,1]. Wegen 0 € f~1(V)und 1 € f~HU) gilt f~HU) # 0 # f~4(V) im
Widerspruch zur Tatsache, dass [0, 1] zusammenhéngend ist. O

Beispiel 4.3.15 i) Es sei £ ein normierter Raum.
Dann ist £ und seine Untervektorraume konvex. Weiter sind fiir alle
r >0 und zo € E die Kugeln B,(z¢) und U,(z() konvex.
Sei dazu z,y € By(zo), d.h. ||z — zo]|, ||y — xo|| < 7. Dann gilt fur
A€ [0,1]:

|(Az 4+ (1 = N)y) — zo|| = || A(z — 20) + (1 = A)(y — z0) ||
< Az =l + (1 =My —yol| <7,

also ist Az + (1 — \)y € B, (o).
Im Falle U, (z¢) verfihrt man analog.
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ii) Die Menge K™\{0} ist nicht konvex, aber zusammenhéngend im Falle

K = C oder n > 2. Wir zeigen dies am Beispiel C* = C\{0}. Dann

seien
A :={z€C:Imz > 0}, Ay :={z:Re(z) > 0}
Asz :={z:Im < 0}, Ay :={z:Imz < 0}.

Dann sind alle A, konvex, 1 < v < 4.

Hierzu seien z =z + iy, w =u+iv € Ay, d.h. y,v > 0. Ist X € [0, 1],
so gilt Ay + (1 — X)v > 0, also Im(z + w) > 0.

Analog zeigt man die Konvexitidt der anderen Mengen. Insbesondere
sind die A,,1 < v < 4, zusammenhingend. Wegen A; N Ay # () ist mit
4.3.4 auch A; U As zusammenhéngend.

Wegen (A1 U Az) N Az # 0 ist wieder mit 4.3.4 A; U Ay U A3 zusam-
menhingend. Wegen (A; U As U As) N Ay # ) ist schlieflich auch

C* = A U Ay U A3 U A, zusammenhéingend.

Definition 4.3.16 Eine Abbildung f : A — R auf einer konvexen Menge
A heifit

i) konvex, falls f(Az1 + (1 — Nxz) < AMf(z1) + (1 — A)f(x2) fiir alle

r1,72 € A und alle X € [0, 1] gilt.

ii) konkav, falls Af(z1) + (1 — A)f(z2) < f(Az1 4+ (1 — N)ae) fiir alle

r1,72 € A und alle X € [0, 1] gilt.

Bemerkung 4.3.17 i) Ist I C R ein Intervall, dann ist f : I — R genau

dann konvex, wenn fiir alle 21,22 € I mit x; < 2 und alle A € [0, 1]
gilt, dass f(Az1 + (1 — A)z2) < Af(21) + (1 — A) f(z2).

Denn sind y; > y2 und p € [0,1], so gilt mit z; := yo und zy :=
Yy, A =1—

fluyr + (1 = p)y2) = f(Ar1 + (1 = A)xg) <
M (1) + (L= N f(22) = pf(yr) + (1 = p) f(y2)-

Eine analoge Bemerkung gilt fiir konkave Funktionen.

ii) f ist konvex genau dann, wenn — f konkav ist.
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Satz 4.3.18 Ist I C R ein Intervall und ist f : I — R stetig und streng
monoton wachsend, so ist f genau dann konvex, wenn f~' konkav ist.

Beweis. Es gilt mit f(x,) = y,, v = 1,2, dass
fOz 4+ (1= Na2) < Af(21) + (1= A) f(22)
s fOT )+ Q=N ) <A+ (1= Ay

S M)+ Q=N ) < O+ (1= Nya).

Beispiel 4.3.19 i) Die Funktion f : R — R, f(z) = 22, ist konvex. Es
seien dazu x1,z2 € R sowie A € [0,1]. Dann gilt

Af(z1) + (1= A) f(22) = fAzr + (1 = Aa2)
=Mz + (1= N3 — 2222 — 2\(1 — N)zy2g — (1 — \)223

=M1 =) (2% — 22122 +23) >0

ii) Mit i) und 4.3.18 ist /- : [0,00) — [0,00), = — /x, konkav.

iii) Ist E ein reeller Vektorraum (z.B. E = R") und ist f : E — R linear, so
ist f konvex und konkav, da f(Az1+(1—A)z2) = Af(x1)+(1—X) f(x2).
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Kapitel 5

Elementare Funktionen 11

5.1 Der Logarithmus

Satz/Definition 5.1.1 Die Exponentialfunktion exp : R — (0, 00) ist bi-
jektiv. Thre Umkehrabbildung log := exp~! : (0,00) — R heifit (natiirlicher)
Logarithmus. log ist stetig.

Beweis. Wir haben in 3.1.9 gezeigt, dass exp : R — (0,00) streng mo-
noton wachsend und stetig ist. Also ist mit 4.3.10 exp(R) ein Intervall
und log : exp(R) — R stetig. Es bleibt zu zeigen, dass exp(R) = (0, 00)
gilt. Dazu sei yyp € (0,00) beliebig. Wegen exp(n) — +oo(n — o0) und
exp(—n) — —oo (n — oo) existiert ein n € N mit yo € [exp(—n), exp(n)].

Da exp(R) ein Intervall ist, gilt yo € exp(R). O

Bemerkung 5.1.2 Fiir £ > 0 und y € R gilt also y = logzx < €Y =
exp(y) = @

Satz 5.1.3 Es seien x,x1,x2 > 0 und n € Z. Dann gilt
i) log(z122) = log z1 + log 7,

ii) log(x™) = nlogx, also ist insbesondere log (%) = —logx.

Beweis.

167
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i) Nach 3.1.4 gilt
exp(logzy +logze) = exp(logz)exp(logxs) = x122
= exp (log(;vlmg)),
also folgt
log(x1) + log(z2) = log (exp(log x1 + log 332))
= logexplog(z1ze) = log x1x2.
ii) Nach 3.1.4 und 3.1.6 gilt
2™ = exp (log(z))" = exp(nlogz),
also folgt

logz" = logexp(nlogz)=nlogx.

5.2 Allgemeine Potenzen

Definition 5.2.1 Fiir a > 0 und z € C sei

a® = exp(zloga),
0°=0, z# 0, und
00 =1.

Man beachte, dass dies in Konsistenz mit fritheren Definitionen steht!

Satz 5.2.2 (allgemeine Potenzgesetze)
FEs seien a,a1,a2 > 0 und z, 21,20 € C. Dann gilt

i) a**a® = a2 und im Falle 2y € R auch (a*1)*2 = a*1*2,

it) aiaj = (a1a2)®.
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Beweis. Wir verwenden 3.1.4 und 5.1.3
i) a®a® = exp(ziloga)-exp(zzloga)

= exp ((z1 + 22)loga) = a™ =

(@*)*?2 = exp (Zzlog(azl))

= exp (22log(exp(z1 loga)))

= exp(zez1loga) = a**?

ii) afdj = exp(zlogai) - exp(zlogas)
= exp (z(loga; + logas))

= exp(zlogaiaz) = (a1a2)®.

Korollar 5.2.3 Ista >0 und k € N, so ist ¥/a = ar.

Beweis. (%)k =a= (a%)k, und da die Gleichung z* = a nur eine positive

Losung hat, muss {/a = a* gelten. 0
o0

Satz 5.2.4 Es sei a € R. Die Reihe ) n% konvergiert genau dann, wenn
n=1

a> 1.

Beweis. Ist a = 1, so ist die vorgelegte Reihe gerade die harmonische und
deren Divergenz wurde in A.6.2 gezeigt.
Ist a < 1, so folgt n% > 1 und die Divergenz folgt aus 2.2.6.
Es sei also o > 1. WéhlekENmit%<a::a—1.
Dann gilt
n® = plte Zn“'% —n-nkE=n- n,

also 0 < n% < - ,1% Die Konvergenz folgt dann aus dem Majorantenkriteri-

um und 2.2.20. O
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5.3 Anwendung: Holdersche Ungleichung

Satz 5.3.1 exp : R — (0,00) ist konver und log : (0,00) — R ist konkav.

Beweis. Es sei 0 < A < 1, 21,22 € R. Ohne Einschrinkung sei x1 > xo,
ansonsten vertausche x; und z2 und verwende (1 — \) anstelle von A. Fiir

alle v € Ny gilt dann
()\(%1 - .Z'Q))V S )\($1 — .1‘2)”.

Hieraus folgt
exp()\(:cl—xz —1—|—Z A(xy — x2) )V

<1+ Z (r1 —x2)" = A)+ - Z (1 — x2)"
= exp(x; —x2) + (1 — ).
Die Multiplikation mit exp(z2) ergibt
exp(Az1 + (1 — N)zo) = exp(N(x1 — x2) + x2)
= exp (M(z1 — 22)) - exp(z2) < Aexp(z1 — x2) exp(w2)
+(1 — N exp(z2) = Aexp(x1) + (1 — X) exp(x2).

Also ist exp konvex. Satz 4.3.18 liefert, dass log = exp~! konkav ist. O

Lemma 5.3.2 Ist f : I — R eine konkave Funktion auf einem Intervall I,
n

so gilt fir alle z1,...,xy € I und A1, ..., Ay >0 mit Y A\, =1, dass

v=1

Zn:)\,,f(xl,) < f(gn:)\yxl,)

Beweis. (durch Induktion).

n = 1 ist trivial.
n+1

n— n+ 1 Sind z1,...,2p41 € L und Aq,...; 41 > 0 mit > A\, =
v=1
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n
gegeben, so sei ohne Einschrankung 0 < A,,41 < 1. Setze A := > A\, € (0,1).
v=1

Dann gilt A\,+1 = (1 — A), und es folgt

n+1

S Adm) = AN + (- N f ()
v=1 v=1

n

< M Xm) + 0N
v=1
< f()\.<zn:);:/xﬂ)+(l—)\)xn+1>
v=1
n+1

= f(;)\uxu)'

Bemerkung 5.3.3 i) Analog zeigt man: Ist f : I — R konvex auf einem

Intervall I, so gilt fiir alle x1,...,x, € I und Aq,..., A, > 0 mit
n

> A =1, dass

v=1

f(jE:AV$V)f;§£:AVf($V»
v=1 v=1

ii) Man kann in 5.3.2 und 5.3.3 i) natiirlich das Intervall durch eine be-
liebige konvexe Menge ersetzen.

Korollar 5.3.4 (Ungleichung zwischen dem gewichteten arithmetischen und

dem gewichteten geometrischen Mittel).

n
Sind x1,...,2, >0 und A\y,..., Ay >0 mit Y. A\, =1, so gilt

v=1

VAN
3=
M=
8
AN

n
insbesondere gilt '/ ] xv
v=1 v=1
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Beweis. Ohne Einschrankung seien x,, A\, > 0, 1 <v <mn, da

oM — 1 falls A, =0
0 falls A\, > 0.

n
Aus der Konkavitét von log (siehe 5.3.1) folgt mit 5.3.2, dass Y A, logz, <

v=1
n
log ( Zl )\l,xl,). Die Anwendung der Exponentialfunktion auf beiden Seiten
=

dieser_Ungleichung ergibt (exp ist streng monoton wachsend!)

H :z:f,‘” = ﬂ exp(\, log z,) = exp (i A log a:l,>
v=1 v=1
exp <log (Z )\l,:v,,>) = ; ATy

v=1

IN

Definition 5.3.5 Die Abbildung
n 1
Il s K" = 10,00, Nzl == (D 120)7, p € [1,00),
v=1

heilt die p-Norm auf K.

Bemerkung 5.3.6 i) Fiir p = oo haben wir

H : HOO K" — [0700)7 HzHOO ‘= Ssup ‘ZV’7
1<v<

gesetzt, und wir hatten schon gezeigt, dass || - [|1,] - |l2 und | - ||co

Normen sind.

ii) Wir haben noch nicht gezeigt, dass || - ||, fir p € (1, 00) eine Norm ist.
Offensichtlich gilt

a) |Izllp =0« z=0und
B) Xzl = [Alll=]l

fir z € K” und A € K. Das Problem ist die Dreiecksungleichung.
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Satz 5.3.7 (Holdersche Ungleichung) Fiir p,q > 1 mit % + % =1 gilt

n
< Z |20 |wy |
v=1

n
| <z,w>| = ’Zz,,@,,
v=1

< lzllplizllq

fir alle z,w € K".

Beweis. Ohne Einschrinkung seien z,w # 0. Aus 5.3.4 folgt (rnit A= ]%,

P |w ‘q
Ao =1 21 = lew? T = %= ), dass
27 ¢ LT ORE 2 ||w||3)’

2,0, | :(Izu\p)i_<lwulq>é<1!zulp 1 |w, |?
[2]lpllwllq [El} lwlg/ ~ plzllp  qllwlg

fir alle 1 < v < n. Aufsummieren ergibt

n n
) n L2 P el
.Z|ZV||wV|§7V:1 D =l q =—-+4+—-=1, also
[Zllpllwgll = pollzllp g flwllg  p g
n
| <zw> <Y Jallw] < [zlplwlg:
v=1
O
Korollar 5.3.8 (Minkowskische Ungleichung)
Es seip € (1,00). Dann gilt
12+ wllp < lzllp + lwllp
fiir alle z,w € K".
Beweis. Es sei s, := |2, + w, P71, s := (s1,...,8,). Ist ¢ := ]%, so gilt

}D + % =1, also liefert Holder

n
Iz +wllp = |z +w P

v=1
n n
= Z |ZZ/ + wu|51/ < Z |ZV|SZ/ + |w1/‘51/
v=1 v=1

< ll=llplislly + llwllpllsle-
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Wegen

n p—1

e () (5 )

v=1

n 1 p-1
= (Xl +wP)")" = lz+wlp™

v=1

1z llp + llwllp- =

folgt ||z + wlp < (lzlly + l[wllp) Iz + wlp™, also gilt auch ||z + wll, <

Korollar 5.3.9 Fiir alle p € [1,00) U {oo} ist || - ||, eine Norm auf K".

Beweis. p = 1, 00 sind in den Ubungen behandelt worden. Mit 5.3.6 ii) und
5.3.8 folgt die Behauptung fiir p € (1, 00). O

5.4 Mehr zu exp, die Zahl 7 und Polarkoordinaten
Satz 5.4.1 exp : C — C ist stetig, und es gilt exp(C) = C*.

Beweis. Es sei (2p,)nen eine Folge in C, die gegen zp € C konvergiert. Dann
gilt mit 3.1.9 iii):

| exp(zn) — exp(zo)]

= |exp(zn — 20) — 1

| exp(zo)]
00 00
1 1
:)Zﬁ(zn_ZO)y gZﬁpn_ZOV
v=1 " v=1 "

= exp (|zn — 20|) — exp(0) — 0 (n — o00).

Also ist mit 4.2.4 i) exp stetig an zp. Da zy beliebig war, ist exp : C — C
stetig.

In Beispiel 4.2.28 haben wir eine offene Menge U mit 0 € U konstruiert, fiir
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die exp(U) = {exp(u) : u € U} offen ist. Nach 4.2.22 ist dann w - exp(U) =
{w - exp(u) : uw € U} offen fiir alle w € C*.
Aus exp(z) -exp(U) = {exp(z - u) : u € U} C exp(C) folgt

exp(C) = U exp(z) - {1} C U exp(z) - exp(U) C exp(C)
zeC zeC
und damit ist exp(C) als Vereinigung offener Mengen wieder offen in C und
damit offen in C*.
Ist A:=C*\exp(C) und ist w € A, so gilt

w - exp(C) Nexp(C) =0,

da ansonsten wexp(z;) = exp(z2) mit z; € C gilt, was aber w = exp(z2 —
z1) € exp(C) und damit w ¢ A nach sich zoge.
Also gilt w - exp(C) C A fiir alle w € A. Es folgt

A= Uw-{l}c Uw-exp(U)CA,

weA weA

also ist auch A offen.
{exp(C), A} ist somit eine offene Zerlegung von C*. Da C* nach Beispiel
4.3.15 iii) zusammenhéngend ist, muss also exp(C) = C* gelten. 0

Korollar 5.4.2 ¢ : C — C, z — €%*, ist stetig. Weiter sind cos, sin, cosh, sinh :
C — C stetig.

Korollar 5.4.3 ¢" = exp(i-) : R — St :={w € C: |w| = 1}, x — €%, ist
surjektiv (und stetig).

Beweis. Es sei |{w| = 1. Dann existiert ein z = a + ix € C, wobei a,z € R,

|w| =1 gilt a = 0, also € = w. O

mit e* = w. Wegen e = |e*| =

Satz/Definition 5.4.4 Es gibt eine kleinste positive reelle Zahl 7 mit

e’ = —1.
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Beweis. Es sei M = {z € R : ¢ = —1}. Da e stetig ist, folgt, dass
M = (")~ 1({—1}) abgeschlossen ist. Daher ist M N [0, c0) abgeschlossen,
nach unten beschrinkt und wegen M = —M auch nicht leer.

Es sei 7 := inf M N[0, 00). Dann gilt 7 € M nach A 13.1. Aus € =1 # —1
folgt © > 0. O

Satz 5.4.5 Es gilt exp(z) =1 < z € 2miZ = {2mwik : k € Z}.

Beweis.

1. Aus ™ = —1 folgt 2™ = '™ . ¢i™ = 1.
Es folgt eF2m = (e2™)k = 1F fiir k € Z.

2. Es sei nun e* = 1. Dann gilt (siehe oben) z = iz mit einem = € R.
Ohne Einschrénkung sei « > 0. Sei k = inf{n € Ng : x — 27n > 0}.
Dann ist y := = — 27k € [0,27), und es gilt ? = 1 nach 1.

Wir nehmen an, dass y > 0 ist, so folgt 0 < § < 7. Aus (e'7)2 =
e =1 folgt ¢'2 € {1,—1}. Die Minimalitit von 7 erzwingt ez = 1.
Mit demselben Argument folgt induktiv eian = 1, n € N, und damit
elzn Y = (ei%)m =1" =1 fir alle n € N,m € Z. Ist m,, = inf {m €

N: 5> 77}, so gilt wegen ("1"27;1)9 <7 < dass T — w(n —

00).
MMny n—oo  in

Es folgt 1 = e — €™ = —1, Widerspruch.
Also ist y = 0 und damit z € {2mik : k € Z}.

Korollar 5.4.6 Fiir alle z € C gilt exp(z + 2mik) = exp(z),k € Z.

Beweis. exp(z + 2mik) = exp(z) exp(2mik) = exp(z) fiir k € Z. O

Satz 5.4.7 Fir zgp € R ist exp : {z € C : Imz € [zg,20 + 27)} — C*
bijektiv.
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Beweis. Es sei M := {z €C:Imz € [zg,x0 + 27r)}.

Ist w € C*, so withle man ein z; € C mit exp(z1) = w und dann ein k € Z mit
z =z — 2mik € M. Es folgt exp(z) = exp(z1) = w. Also ist exp(M) = C*.
Seien z1,29 € M mit exp(z1) = exp(z2), so gilt exp(z; — 22) = 1, also
z1 = zo + 2mik fiir ein k € Z. Sei ohne Einschrinkung £ > 0.

Dann gilt zg + 27 > Im 2z = Im 29 + 27k > x¢ + 27k, also muss k£ = 0 und
damit z; = zo gelten.

Also ist exp : M — C* auch injektiv. O

Korollar 5.4.8 (Polarkoordinaten)
Es sei xg € R. Dann ist P : (0,00) X |29, 70 + 27) — C*,(r,) +— re'
bijektiv.

Beweis. Es sei f : (0,00) X [zg,x0 + 27) — M, f(r,¢) := logr + ip, wobei
wieder M := {z €C:Imz € [zg,x0 + 27r)}.

Dann ist f bijektiv (beachte: log : (0,00) — R ist bijektiv), und wegen
P =expof ist auch P bijektiv. a

Korollar 5.4.9 Es sei xg € R. Die Abbildung e* : [rg,z0 + 27) — St =
{z € C: |z| = 1} st bijektiv.

Satz 5.4.10 Es sei z € C. Dann gilt

cosz:O@zeg—l—ﬂZ:{gjtﬂk:keZ}

sinz=0% zenZ={rk:kel}.

Beweis. Es gilt

2isinz = e~ (e2% — 1),
2cos z = lm=2) (e2i(z_%7r) — 1).

Also folgt
sinz =0 < €2 = 1 & 2iz € 2miZ

&z € .
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Analog:
1
cosz = 0 < 2i<z _ §7r> € omiZ

@zE%—i—wZ.

Satz 5.4.11 sin > 0 auf (0, 7) und damit sin § = 1,e'2 =i und €7 = 1—\;%’

Beweis. Nach 5.4.10 gilt dass sinz # 0 auf fiir alle z € (0, 7). Also ist nach
dem Zwischenwertsatz entweder sin > 0 auf (0, 7) oder sin < 0 auf (0, 7).
In Beispiel 4.2.28 wurde gezeigt, dass ein € > 0 existiert mit

sup

exp(s) ~explw) | 1
|z],|w|<e

Z—w -2

Setzen wir = min {8, g}, so gilt mit z =iz, w =0

1—

sinz ‘R (exp(z‘x) -1 )’ < ‘exp (iz) =1 1’ < }’
i -2
und somit sinz > 51: > 0. Es folgt sin > 0 in (0,7). Wegen cos § = 0 gilt

‘sing’ —w/l—COSnglund somit sin § = 1.

Es folgt 'z = os’2T +isin§ =i.

Wegen (e%)2 = ¢'Z = muss also e'1 € {m,—m} gelten. Da sin % > 0,
i — 144

folgt e'4 = NeR O

Bemerkung 5.4.12 Aus e"* = (%) erhalten wir folgende Tabelle

z |0 il il §7r T §7T 371' 771'27r
4 2| 4 4 2 4
iz 11+z ; z—l__H—l_Z, T—1 ]
V2 V2 V2 V2
Verwendet man die Eulersche Formel, so ergibt sich
T 0 Tz §71' T §71' §7T zﬂ' 27
4 12| 4 4 2 4
cosz | 1 1 0 —i —1 —i 0 1 1
V2 V2 V2 V2
) 1 1 1 1
sinz |0 % 1 \ﬁ 0 —ﬁ -1 _ﬁ 0
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Satz 5.4.13 Fir z € C gilt

eerZ% _ 1}2 627 eeri% _ Z-ez’
2
ez-l—mr = _¢? und 6z-l—27rz — e,

Insbesondere gilt also, dass exp(z + 2mik) = exp(z), z € C, k € Z.

+w _ z w

;T
und €'z =

Beweis. Dies folgt aus e* = ef-e %, e'2 = 3,e" =
—1, e*" =1.

Der letzte Teil wurde schon in 5.4.5 gezeigt. a
Korollar 5.4.14 Fiir alle z € C gilt

cos (z+ %) = —sinz, cos(z+m) =—cosz

cos(z + 2m) = cos z,

sin (z + g) =cosz, sin(z+m) = —sinz,

sin (z + 277) = sin z,

insbesondere gilt cos(z +2mk) = cos z und sin(z+27k) = sin z fiir alle z € C
und alle k € Z.

Beweis. Die Identitéten folgen aus obigem Satz, z.B.

cos (z + g) = %(eizﬂg + efizfi%)
= Z(ezz e—iz) — _l (ezz e—iz)
2 2i
= —sinz

Definition 5.4.15 Es sei w € R. Eine Abbildung f : R — C heifit w-
periodisch, falls f(z +w) = f(z) fiir alle x € R gilt.
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Korollar 5.4.16 cos und sin sind 2w-periodisch, aber nicht w-periodisch fiir
0 < |w| < 2m.

Beweis. Die 27-Periodizitéit folgt aus obigem Korollar.

Es habe sin die Periode w € [—27, 27]. Es sei ohne Einschrankung w > 0 (Ist
f w-periodisch, so auch —w-periodisch: f(z) = f((z —w) +w) = f(z —w).)
Fiir z € [0, 27] gilt sinx = 0 < 2 € {0, 7,27}, also gilt w € {7, 27}. Wegen
sing =1# —1 =sin (g + 77) muss w = 27 gelten.

Die Behauptung fiir cos folgt z. B. aus cos (m + g) = —sinz. O

Bemerkung 5.4.17 Die Identitdten aus 5.4.14 liefern sofort wegen cosh z =
cos(iz) und sinh(z) = —isin(iz) dhnliche Identitdten fiir cosh und sinh.



Kapitel 6

Kompakte Riume,
Funktionenfolgen und -reihen

6.1 Kompaktheit

Definition 6.1.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X eine Teil-
menge. Ein Mengensystem .# auf X heifit offene Uberdeckung von M, falls

alle F' € .# offene Teilmengen von X sind und M C |J F =UZ gilt.
FeF

Beispiel 6.1.2 i) Essei (X,d) = ([0,1],d},). Dann st {[0, $).(3.2),(5,1]}
eine offene Uberdeckung von [0, 1].
ii) Ist (X,d) ein metrischer Raum und fiir jedes z € X sei ¢, > 0. Dann
ist
F ={U.,(z):x€ X}

eine offene Uberdeckung von X.

Definition 6.1.3 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. X heifit

i) kompakt, falls jede offene Uberdeckung .% von X eine endliche Teiliiber-
deckung besitzt, d.h. ist .Z eine offene Uberdeckung von X, so existiert
ein & C . endlich mit X C U&,

ii) prakompakt, falls fiir alle £ > 0 eine endliche Teilmenge F C X exi-

stiert mit X C |J Ue(x),
zel

iii) folgenkompakt, falls jede Folge in X eine konvergente Teilfolge besitzt.

181
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iv) Eine Teilmenge M C X heifit kompakt (folgenkompakt, prakompakt),
falls (M, dps) (mit dps(x,y) := d(x,y)) kompakt (folgenkompakt, prikom-
pakt) ist.

Bemerkung 6.1.4 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

i) M C X ist kompakt genau dann, wenn fiir jedes Mengensystem .7,
bestehend aus offenen Mengen mit M C U.%, schon ein & C .% endlich
existiert mit M C U&'.

ii) Teilmengen prikompakter Mengen sind prikompakt. Dazu sein (X, d)
prikompakt und M C X. Zu € > 0 existiert dann z1,...,z, € X
n
mit M C jL:Jl Us (z;). Ohne Einschrankung sei Uz (z;) N M # 0,1 <
n
j < n. Wihle y; € M N Uz (x;). Dann gilt M C [J (Ue(yj) N M) =

Jj=1

n

U UM(y;), wobei UM (29) = {z € M : dp(2, 20) < €).

j=1

iii) Abgeschlossene Teilmengen kompakter bzw. folgenkompakter Mengen
sind wieder kompakt bzw. folgenkompakt. Dies kann man direkt zei-
gen, aber es wird auch aus 6.1.11 folgen.

iv) Kompakte Mengen sind prikompakt, dies folgt sofort aus der Defini-
tion unter Beachtung von 6.1.2 ii).

v) Prikompakte Teilmengen normierter Rdume sind beschrankt. In der
Tat, ist M eine prakompakte Teilmenge des normierten Raumes (FE, || -
II), so wihle zu e = 1 eine endliche Teilmenge F' C E mit M C

U U:(z). Es folgt sup,cps [|z]] < 1+ sup,ep ||2] < oo.
zeF

Lemma 6.1.5 Fin metrischer Raum (X,d) ist genau dann prikompakt,
wenn jede Folge in X eine Cauchy-Teilfolge besitzt.

Beweis. Es sei (X,d) prikompakt und (z,)nen eine Folge in X. Besitzt
(zn)nen eine konstante Teilfolge, so sind wir fertig. Andernfalls ist X; :=
{zn, : n € N} unendlich und nach 6.1.4 ii) wieder priakompakt. Es sei

€ = % Dann existiert ein M; C X; endlich mit X; € |J Ui(z). Wihle
zeM; 2
n1 € N mit |X1 N Ul(aznl)’ = oo und z,, € M;. Sind z,, 1 <v <k, und
2



Kompaktheit 183

ny, 1 <v <k, mit|X, NU.1 (z,, )| = oo und ny41 > n, gewihlt, so setze
21/

Xiy1 :={zn € X :n > ng} (= XN {zpn : n > ng}), soist [ Xpp1| = o0

und Xp41 ist prakompakt. Also existiert zu e = 2,6% ein M1 C Xgqa

endlich mit Xy € |J U . (). Wahle nygy1 > ngp mit 2, € Mgy
TEMp 41

und ‘ch+1 NnU . (Tny, ) ‘ = 00.
Wegen d(xnkﬂ,xnk) < ok, k €N, ist (25, )ken Cauchy.
Es habe jede Folge in X eine Cauchy-Teilfolge. Wir nehmen an, X sei nicht

prikompakt. Dann existiert ein e > 0, sodass X ¢ |J Ue(x) fiir alle E C X
zeE
endlich. Es sei 1 € X beliebig

Wihle sukzessiv x,, mit x,, & U Ue(xy),n > 2. Dann gilt fiir m < n, dass

zn & Us(xy,) und fir m > n, dass Tm & U-(x,), in beiden Féillen also
d(zp, Tm) > €. Also kann (x,)nen keine Cauchy-Teilfolge besitzen, Wider-
spruch. O

Korollar 6.1.6 FEin metrischer Raum ist genau dann folgenkompakt, wenn
er prakompakt und vollstindig ist.

Beweis.
1. Es sei (X, d) folgenkompakt.

a) Ist (z,,)nen eine Folge in X, so besitzt sie eine konvergente Teil-
folge. Diese ist nach 2.1.5 ii) eine Cauchyfolge. Damit ist nach
6.1.5 (X, d) prikompakt.

B) Es sei (x,)nen eine Cauchyfolge in (X, d). Da diese eine kon-
vergente Teilfolge besitzt, konvergiert sie nach 2.1.5 v). Also ist
(X, d) vollstandig.

2. Es sei (X, d) prikompakt und vollstandig. Ist (zy,)nen eine Folge in X,
so besitzt sie wegen 6.1.5 eine Cauchyteilfolge, und diese konvergiert
aufgrund der Vollstandigkeit.
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Lemma 6.1.7 (Lebesgue)

Es sei (X, d) folgenkompakt und F eine offene Uberdeckung von X. Dann
existiert ein € > 0 (so genannte Lebesguesche Konstante von %), so dass
fiir alle x € X ein F, € F existiert mit Uz(x) C Fy.

Beweis. Wir nehmen an, ein solches € > 0 existiert nicht. Dann w&hlen wir
zu jedem n € N ein x,, € X mit Ui (z,) ¢ F fir alle F € Z#.

(Tn)nen besitzt nach Voraussetzuﬁg eine Teilfolge (zp, )ken, die gegen ein
zo € X konvergiert. Da .Z eine offene Uberdeckung von X ist, existiert ein
Fy € % offen mit x¢ € Fy. Wihle € > 0 mit U.(z9) C Fy. Dann wihle
K € N mit d(zy,,20) > 5, k > K. Ist nun £ > K mit % < 5, so gilt fiir
alle y € UL (%n,), dass d(zo,y) < d(xo,xn,) + d(Tn,,y) < 5+ % < g, also
Ui (zn,) CIc Ue(z0) C Fy, Widerspruch. O

Tk

Satz 6.1.8 Fiir einen metrischen Raum (X,d) sind dquivalent:

i) X ist kompakt.

K
ii) Fir jede Folge (Ay)ren abgeschlossener Teilmengen A C X mit (| Ay #

k=1
0, K €N, gilt (| Ax #0.
keN

ii1) X st folgenkompakt.

i) X ist prikompakt und vollstindig.

K
Beweis. i) = ii). Wir nehman an, es gilt (Ax)geny mit () Ax # 0, aber
k=1

N A = 0. Setze 6y, := X\Ay,. Dann gilt |J 64 = X, {6 : k € N} ist also
keN keN

.o K
eine offene Uberdeckung von X. Daher existiert £ € N mit |J 0, = X und
k=1

K
damit () Ag = 0, Widerspruch.
k=1

ii) = iii). Es sei (zp)nen eine Folge in X. Setze Ay := {z, :n >k}, k€ N.

K

Dann gilt (| Ax = Ax # ). Also folgt, dass ein z¢ € (| Ay existiert. Dies
k=1 keN

bedeutet {z,, : n > k} N U:(z9) # 0 fiir alle ¢ > 0 und alle &k € N. Wihle



Kompaktheit 185

nun sukzessiv (ng)r mit ngy; > ng und x,, € U% (x0). Es folgt z,,, — xo.
ili) < iv) in 6.1.6 gezeigt.

iii) = i). Es sei . eine offene Uberdeckung von X. Nach dem Lebesgueschen
Lemma existiert ein € > 0 mit der Eigenschaft, dass

N 3 Us(z) C Fy.
reX F,eZF

Da X wegen 6.1.6 prikompakt ist, existieren zi,...,z, € X mit X C
n n
U Ue(zy) € U Fp,. Also ist {F,, : 1 < v < n} eine endliche Teiliiber-
=1 =1

dgckung von Z. a

Korollar 6.1.9 (Heine-Borel)
Eine Teilmenge M C K™ ist genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und
abgeschlossen ist.

Beweis.
1. Es sei M kompakt.

a) Da M auch prikompakt ist, mufl M nach 6.1.4 v) beschrinkt

sein.

B) Es sei (x,,)nen eine Folge in M und zg € M mit z,, — x9. Da M
folgenkompakt ist, existiert ein yo € M und eine Teilfolge (zy, )
mit z,, — yo. Es folgt z9 = yo € M, da Grenzwerte eindeutig
sind. Also gilt M C M.

2. Es sei M beschrinkt und abgeschlossen und (z,),en eine Folge in M.
Nach Bolzano-Weierstrafl existiert eine Teilfolge (xy, )ken und zg €
K™ mit x,, — x9. Da M abgeschlossen ist, gilt o € M und daher
konvergiert (z,, )ken gegen xo in (M, dps). Also ist M folgenkompakt
und nach 6.1.8 kompakt.
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Beispiel 6.1.10 Die folgenden Teilmengen von K" sind kompakt.

i) [a,b] CR fir a <b.

s

i)

[ay,,b,] C R™ fiir a, < by, 1 <v<n.

v=1

ili) By(z0) :={z € K" : |z — 2| < r} fiir r >0 und zp € K".

Korollar 6.1.11 FEs sei M eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d).
i) Ist M kompakt, so ist M abgeschlossen.

i1) Ist (X,d) kompakt und M abgeschlossen, so ist M kompakt.

Beweis.

i) Nach 6.1.8 ist (M,dys) vollstdndig, und daher ist M nach 4.1.23 iii)
abgeschlossen.

i) (X,d) ist prikompakt und vollstdndig. Nach 6.1.4 ist M prékompakt,
und nach 4.1.23 iii) ist (M, dys) vollstdndig. Also ist M nach 6.1.8
kompakt.

Satz 6.1.12 Es seien (X,dx),(Y,dy) metrische Riume und f : X — Y
stetig. Ist M C X kompakt, so ist f(M) CY kompakt. Wenn zusdtzlich f
injektiv auf M ist, so ist f~1: f(M) — M stetig.

Beweis.

1. Es sei (yn)nen eine Folge in f(M). Wihle eine Folge (x,)neny in M
mit (Y )nen = (f(xn))neN Da M kompakt ist, existiert mit 6.1.8 eine
Teilfolge (xn, )ken von (Zn)neny und zo € M mit z,, — zo. Es folgt
aus der Stetigkeit von f, dass f(xy,) — f(xo). Mit 6.1.8 ist f(M)
kompakt.
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2. Ohne Einschrénkung sei M = X, ansonsten betrachte f|y : M —
Y.Ist A cC f! (f(X)) = X abgeschlossen, so ist A nach 6.1.11 ii)
ebenfalls kompakt. Mit 1. ist auch (f~1)~*(4) = f(A) kompakt und
daher nach 6.1.11 i) abgeschlossen.
f~ 1 erfiillt also die Bedingung iii) aus 4.2.19, und damit ist f~! stetig.

O

Korollar 6.1.13 FEs sei (X,d) ein metrischer Raum, M C X kompakt und

f: X — R stetig. Dann ezistieren =* und x, in X mit f(x*) = sup f(M) und

f(zs) = inf f(M). Mit anderen Worten: max f(z) und min f(x) existieren.
xeM zeM

Ist zusdtzlich M zusammenhingend, so ist f(M) = [mlj\r} f(x),m%( f(@)].
Te €

Beweis.

1. Nach 6.1.12ist f(M) C R kompakt, also mit dem Satz von Heine-Borel
beschrénkt und abgeschlossen. Nach A 13.1 gilt sup f(M) € f(M) und

inf f(M) € f(M).
2. Es sei jetzt zusétzlich M zusammenhéngend. Dann ist f(M) nach dem
Zwischenwertsatz ein Intervall. Wegen 1. gilt dann f(M) =

[ min £ (), max f(x)].

Korollar 6.1.14 Es seia < b und f : [a,b] — R stetig. Dann gilt f([a,b]) =
[ min, f(@), max, f(z)].

Beweis. [a,b] ist zusammenhingend nach 4.3.5 und kompakt nach 6.1.10
i). Die Behauptung folgt aus 6.1.13. a

Satz 6.1.15 Es sei (X,dx) kompakt und f : (X,dx) — (Y,dy) stetig.
Dann ist f schon gleichmdflig stetig.
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Beweis. Wir nehmen an, f sei nicht gleichméflig stetig. Dann existieren nach
4.2.4 ii) Folgen (2 )nen und (yn)nen in X und ein € > 0 mit dx (2, yn) — 0,
aber dy (f(zn), f(yn)) > € fiir alle n € N.

Da (X, d) kompakt ist, kénnen wir wegen 6.1.8 (nach eventuellem Ubergang
zu Teilfolgen) annehmen, dass x,, — o und y, — yo. Wegen dx (n,yn) — 0
gilt zg = yo. Es folgt aus der Stetigkeit von f an xq, dass

dy (f(zn), f(yn)) < dy (f(xn), f(20)) + dy (f(yn), f(x0)) — 0.

Dies ist ein Widerspruch. O

Satz 6.1.16 Es seien (X,dx) und (Y,dy) kompakte metrische Riume und

(E,||- 1) ein vollstindiger normierter Raum.

i) Ist f: X XY — E stetig, so ist

F:XxX— Ra F(.’L’l,fljg) = Su}lj/) Hf(xlay) - f(x27y) ;
ye

stetig.
it) Ist E=R und f: X xY — R stetig, so sind

g: X =R, g(x) :=sup f(z,y) und
yey

h:X — R, h(z):= inf f(z,y) stetig.
yey

Beweis. (in den Ubungen) O

Korollar 6.1.17 Es sei K eine kompakte Teilmenge des R™ (z. B. K =
[a,b] CR)und f : R"xK — K stetig. Dann ist F': R"xR" — R, F(z1,x2) :
sup ‘f(xl,y) — f(xg,y)‘, stetig.

yeK

Ist K =R, so sind

g:R" >R, g(z) = sup f(z,y) wund
yeK

h:R" =R, hiz) = inf
— R, h(z) yngf(x,y%

stetig.
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Beweis. Dies folgt aus 6.1.16, 4.2.2 v) und dem Satz von Heine-Borel. O

6.2 Konvergenz von Funktionenfolgen

Definition 6.2.1 Es sei X eine nichtleere Menge, A C X sowie (Y, dy) ein
metrischer Raum.

Weiter seien f, : X — Y, n € N, Abbildungen, und es sei f : X — Y eine
Abbildung. Dann heifit die Folge (fy)nen

i) punktweise konvergent gegen f (auf X), falls f,(z) — f(z) fir alle
r e X,

ii) gleichmifBig konvergent gegen f auf A, falls fiir alle ¢ > 0 ein N € N
existiert, so dass fiir alle n > N und alle z € A gilt, dass

dy(fn(a:),f(:c)) < €.

Ist zusétzlich (X, dx ) ein metrischer Raum, so heifit (f;,)nen lokal gleichméBig
konvergent gegen f, falls fiir jedes 2y € X ein g > 0 existiert, so dass (fn)nen
gleichméBig gegen f auf U,(xo) konvergiert.

Bemerkung 6.2.2 Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume, A C X, f,, :
X =Y neN und f: X — Y Abbildungen.

i) (fn)nen konvergiert punktweise gegen f genau dann, wenn fiir alle
reX

dy(fn(m),f(x)) — 0 (n — o0).

i) (fn)nen konvergiert gleichméBig auf A gegen f genau dann, wenn

gggdy(fn@)’ f(x)) =0 (n—o0).

iii) (fn)nen konvergiert lokal gleichmifig gegen f genau dann, wenn fiir

alle g € X ein g > 0 existiert mit

sup dy (fu(@), f(2)) =0 (n— o0).

x€U, (o)



190 KOMPAKTE RAUME, FUNKTIONENFOLGEN UND -REIHEN

iv) Die gleichméfliige Konvergenz auf X impliziert die lokal gleichméBige
Konvergenz, und diese impliziert wiederum die punktweise Konver-

genz.

V) (fn)nen konvergiert genau dann lokal gleichméBig gegen f, wenn zu
jedem x € X eine offene Menge & existiert mit x € &, so dass

ztelgdy(fn(y), fy) =0  (n—o0).

Beispiel 6.2.3 i) Es sei (X,dx) = ([0,1],d}) und (Y,dy) = (R,d).
Es sei f, : [0,1] = R, f,(x) =2", n € N, und

f:[0,1]_>R,f(x):{(1) zi[lo,l)

«) Dann konvergiert (f,,)nen auf [0, 1] punktweise gegen f.
Dazu sei x € [0, 1] beliebig.
1. Fall: x = 1. Dann gilt f,(1) =1"=1— 1= f(1).
2. Fall: z € [0,1). Dann gilt f,(z) = 2" — 0= f(x).

B) (fn)nen konvergiert nicht lokal gleichmiflig gegen f. Annahme,
doch. Dann existiert ein o > 0 mit

sup  |fu(z)| < sup |faulz) — f(z)| — 0 (n — o00).
1—p<z<1 z€U,(1)

Da f, stetig ist, gilt fn(l — %) — fn(1) =1 (k — o0). Wihle
kn > 5 mit fu(1—-5-) > 5.
Dann gilt fiir alle n € N

<

fn(l——)‘< sup }fn(:pﬂ

N | =

Widerspruch.

v) Da (fn)nen nicht lokal gleichméBig auf [0, 1] gegen f konvergiert.
kann ( f,,)nen auch nicht gleichméfig auf [0, 1] gegen f konvergie-

ren.
ii) Es sei nun (X,dx) = ((0,1),d}) und (Y,dy) = (R, d,). Weiter sei

fn:(0,1) =R, fpu(x) =2" und f:(0,1) =R, f(z)=0.



Konvergenz von Funktionenfolgen 191

Dann konvergiert (fy,)nen lokal gleichméBig auf (0,1) gegen f.
Sei dazu xg € (0,1) beliebig. Wihle p > 0 mit xo + ¢ < 1. Dann gilt

sup |fn(x) — f(:L‘)’ =

x€Uy(z0)

sup |fu(z)| < sup  |a"]
€U, (o) 0<z<zo+e

= (zg+0)" — 0 (n — 00).

(fn)nen konvergiert nicht gleichméBig auf (0,1) gegen f. Annahme,
doch. Dann gilt

sup | fn(z)] — 0 (n — o0).
0<z<1

Mit demselben Argument wie in i) 3) zeigt man, dass 1 < sup } fn (x)!,
0<z<1
Widerspruch.

Satz 6.2.4 Es sei X eine nichtleere Menge, A C X und (Y, dy) ein vollstindi-
ger metrischer Raum. Sind f, : X — Y, n € N, Abbildungen, so konvergiert

(fn)nen genau dann

i) punktweise gegen ein f : X — Y, wenn fir alle x € X die Folge
(f”(x))neN eine Cauchyfolge in'Y ist;

i) gleichmdfig auf A gegen ein f : X — Y, falls fiir allee > 0 ein N € N
existiert, so dass fiir alle m,n > N gilt sup dy (fn(m), fm(:v)) <e.
€A

Ist zusdtzlich (X,dx) ein metrischer Raum, so konvergiert (fn)nen genau
dann lokal gleichmdf$ig gegen ein f : X — Y, wenn fir alle xy € X ein
0 > 0 existiert, so dass fir alle e > 0 ein N € N existiert, so dass fiir alle
n,m> N gilt

sup dY (fn(x)a fm(x)) <E.
z€U,(z0)

Beweis. Wir zeigen zunéchst ii). Aus dy (fn(:n), fm(x)) < sup, dy (fn(y), fm(y))
yeA

folgt, dass ( fn(m))n o fiir alle z € A eine Cauchyfolge ist. Aus der Vollsténdig-
keit von Y folgt die Existenz von f(x), z € X, mit fu(x) — f(x)(n —
), = € A.
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Es sei nun € > 0 beliebig.
Wihle N € N mit supdy (f(y), fm(y)) < 5, n,m > N.
yeA

Es sein > N. Zu z € A withle m > N mit dy (fn(2), f(2)) < 5. Dann gilt

dY(fn(x)7f(m)) < dY(fn($)7fm(37)) + dY (fm(x)7f(m))

E €
< =+ =-=c.

2 2
i) folgt durch Anwendung von ii) auf A = {x¢}, ¢ € X, und iii) folgt durch
Anwendung von ii) auf A = U,(x0), o € X, o > 0. O

Satz 6.2.5 Es seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume und fp, : X — Y
stetige Abbildungen, n € N. Konvergiert (fn)nen lokal gleichmdfSig gegen
f: X =Y, soist f stetig.

Beweis. Es sei g € X. Wéhle ¢ > 0, so dass (fn)nen gleichmifig auf
Up(zo) gegen f konvergiert.

Es sei ¢ > 0. Wéhle N € Nmit  sup dy(fu(z) — f(2)) <§, n > N.Da
z€Uy(x0)

fn stetig ist, existiert ein o > § > 0 mit dy (fn(z), fn(zo)) < § fiir alle
x € X mit dx(z,x0) <.
Es folgt

dy (f(2), f(z0)) < dy(f(2),fn(x))+dy (fn(2), fn(20))

+ dy (fn(20), f(w0)) < §+ % + % =€

fir alle z € X mit dx(x,zo) < 0. O

Korollar 6.2.6 Es sei(X,d) ein metrischer Raum und (E, ||-]|) ein vollstandi-
ger normierter Raum.
Dann ist CB(X, E) versehen mit der Norm || - ||co, definiert durch || f||oo :=

sup || f(z)]|, ebenfalls ein vollstandiger normierter Raum.
rzeX

Ist X kompakt, so gilt C(X,E) = CB(X, E), und damit ist in diesem Fall

auch (C(X,E),| - |los) ein vollstindiger normierter Raum.
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Beweis. Wegen 6.2.5 ist CB(X, E) abgeschlossen in dem vollstdndigen
normierten Raum B(X, F) siehe 2.1.17, also mit 4.1.23 iii) ist CB(X, E)
vollstandig.

Ist X kompakt auf f: X — E stetig, so ist f(X) nach 6.1.12 kompakt und
mit 6.1.4 iv) beschrénkt. Somit gilt C(X, F) = CB(X, E). O

Satz 6.2.7 Es sei X eine Menge, (Y,dy) und (Z,dz) metrische Rdume,
fn: X =Y Abbildungen, so dafl (fn)nen gleichmdfig gegen eine Abbildung
f X — Y konvergiert. Ist g : Y — Z gleichmdf$ig stetig, so konvergiert
(g © fn)nen gleichmdflig gegen g o f.

Ist zusdtzlich (X,dx) ein metrischer Raum und sind alle f,, n € N, stetig,
so ist auch g o f stetig.

Beweis. Es sei ¢ > 0 beliebig. Wihle § > 0 mit dz(g(y1), g(y2)) < ¢ fiir alle
y1,y2 € Y mit dy (y1,y2) < 0. Dann wihle N € N mit

sup dy (fn(x), f(x)) <6
rzeX

fir alle n > N. Aus beidem zusammen folgt, dass

sup dz(g9(fn(z)), 9(f(2))) <e

zeX

fir alle n > N.
Der zweite Teil folgt mit 6.2.5. a

Beispiel/Bemerkung 6.2.8 i) Fiir n € N sei f, : (0,1) — (0, 00),
1 1
= :xe(0,+]

fa(z) = " 1 "

r o xe(s,1).
fmit f(z) = 2. Ist nun g : (0,00) — R, g(z) = 1, so konvergiert (go fn)nen
2

nicht gleichméfig gegen g = go f, da |go fn(%) —go f(%)| =n°—-n —

Dann konvergiert (f,)nen gleichméfig gegen

oo (n — o00). Auf die Voraussetzung der gleichméBigen Stetigkeit kann also
nicht verzichtet werden.
ii) Es sei X eine Menge, (E, || - ||g) ein normierter Raum und (f,;)nen eine

Folge von Abbildungen f, : X — E, n € N, welche gleichméfig gegen ein
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f + X — E konvergiert. Setzen wir |[fpl|lg : X — R, = — | fu(2)|E, so
konvergiert (||fnllE)nen gleichméBig gegen ||f||lz : X — R, = — | f(z)|&.
Dies folgt aus der der gleichméBigen Stetigkeit von || - ||z : E — R (siehe
4.2.11) und Satz 6.2.7. Ist also insbesondere E = K, so konvergiert (| f|)nen
gleichméBig gegen |f].

Definition 6.2.9 Es sei (X,d) ein metrischer Raum und f : X — R eine
Abbildung. f heifit

i) unterhalb stetig, falls fiir jedes r € R die Menge f~!((—o0,7]) abge-
schlossen ist;

ii) oberhalb stetig, falls fiir jedes r € R die Menge f~!([r, 00)) abgeschlos-

sen ist.

Bemerkung 6.2.10 i) f ist unterhalb stetig genau dann, wenn f~! ((r, oo))
offen fiir alle r € R. (Verwende f~1(Y\M) = X\ f~1(M))

ii) f ist oberhalb stetig genau dann, wenn f‘l((—oo,r)) offen fiir alle
reR.

iii) f ist unterhalb stetig genau dann, wenn — f oberhalb stetig ist.

iv) f ist stetig genau dann, wenn f sowohl unterhalb als auch oberhalb
stetig ist.
“=" folgt sofort aus 4.2.19.
"<”. Es sei ¢ > 0 und zp € X beliebig. Aus 1.1.29 ii) folgt mit

yo = f(xp), dass
FHUw0) = T {yeR:ly—yol <e}) = f (=00, 90 +2) N (yo — &, +0))
= f (=004 ) N f (o — &, 40))

gilt, also ist f~! (U:(yo)) offen. Damit existiert ein § > 0 mit Us(zq) C
FHU(f(20))), also f(Us(xo)) C Ue(f(x0)).

v) Sind f, g unterhalb stetig (oberhalb stetig) und ist A > 0, so sind auch
f + g und \f unterhalb stetig (oberhalb stetig). Es seien dazu f,g
unterhalb stetig und r € R beliebig.

Ohne Einschréinkung sei (f + g)~*((r,00)) # 0.
Ist 29 € (f +9) ' ((r, 00)) beliebig, so sei € := f(x,) + g(x9) — r. Dann
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sind f~1((f(z0) — §,+00)) und g~ ((g(zo) — §,+00)) offen, also ist
xo innerer Punkt beider Mengen und damit auch ihres Schnittes.
Wegen

(f+9) 7 ((r0)) = {z: fz) +g(z) >r}

D {x : f(x) > f(xo) — £ und g(z) > g(xo) — %}

2

= 5 (o) - 5420 g™ (ot~ 5 +20))

2 2

ist zo innerer Punkt von (f + g)~*((r,0)).

Satz 6.2.11 (Dini) Es sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum, (fn)nen
eine Folge oberhalb stetiger Funktionen f, : X — R mit f,(z) > fny1(x) fir
alle n € N sowie alle x € X (man sagt: (fn)nen ist eine monoton fallende
Funktionenfolge). Konvergiert (f,)nen punktweise gegen eine unterhalb ste-
tige Funktion f: X — R, dann konvergiert (f,)nen sogar gleichmdfig gegen
f.

Beweis. Wegen (f,,(z)) monoton fallend gilt zunéchst

neN

fiir alle k > n und alle x € X. Es sei € > 0. Aus obigem folgt, dass x ¢ A,, :=
{z € X : fo(zx) — f(z) > €} genau dann, wenn |fx(z) — f(z)| < e, k> n.
Da f, — f oberhalb stetig ist, sind die Mengen A,, n € N, abgeschlossen.

Aus der punktweisen Konvergenz folgt (| A, = 0. Mit 6.1.8 ii) existiert ein
neN
N € Nmit Ay =0, und daher gilt |fx(z) — f(2)| <&,k >N,z € X. O

Bemerkung 6.2.12 i) Ein analoger Satz gilt fiir monoton wachsende Funk-
tionenfolgen, man muss dann natiirlich in der Formulierung ”oberhalb ste-
tig“ und "unterhalb stetig“ vertauschen.

ii) Man kann auf die Kompaktheit von X nicht verzichten wie Beispiel 6.2.3
ii) zeigt.
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6.3 Funktionenreihen

Die fiir uns wichtigsten Funktionenreihen sind die Potenzreihen, d.h. ist

oo
(ay)ven, eine Folge komplexer Zahlen und ) a,(z — 29)” eine mit ihr ge-
v=0
bildete Potenzreihe (mit Konvergenzradius R), so setzt man g, : Ug(z9) —
n

n
C, 9u(2) = ap(z — 20)", und s, := Y gu, d.h. sp(2) = > au(z — 20)”.
v=0 v=0
Ist allgemeiner X eine Menge oder ein metrischer Raum, E ein vollstdndiger

normierter Raum, (f,),en, eine Folge von Funktionen f, : X — E, so setzt
n

man wieder s, := > f,, n € N. (sp)nen, heiit die mit (f,),en, gebildete

v=0

o0
Funktionenreihe und wird (siehe auch 2.2.1) mit > f, bezeichnet.

v=0

Definition 6.3.1 Es sei X eine Menge, A C X und (E, || -||) ein vollstindi-
ger normierter Raum. Ist (f,),en, eine Folge von Funktionen f, : X — E,

so heifit die Reihe ) f,
v=0

i) punktweise konvergent gegen f : X — E, falls (s,)nen, punktweise

o0
gegen f konvergiert. In diesem Fall schreiben wir f = > f,;
v=0

ii) gleichméfBig auf A konvergent gegen f : X — E, falls (s, )nen, gleichméBig
auf A gegen f konvergiert.

o0
Ist (X, d) ein metrischer Raum, so heifit »_ f,
v=0
iii) lokal gleichméBig konvergent gegen f, falls (s, )nen, lokal gleichmé&&Big
gegen f konvergiert;

iv) normal konvergent, falls fiir alle zp € X ein o > 0 existiert mit
o

1/ llty(@o) < oo Hierbei st [lg]lu,@o) = sup [lg(z)le-

v=0 x€U,(z0)

Bemerkung 6.3.2 i) Offensichtlich ist jede lokal gleichmifig konver-
gente Funktionenreihe auch punktweise konvergent.

ii) Jede normal konvergente Funktionenreihe ist lokal gleichméfig konver-
m

gent. Dies folgt aus  sup  |[[sm(z)—sn(2)| < sup >0 [ fullu,ao)
x€U,(z0) x€Up(x0) v=n—1

und 6.2.4.
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iii) Eine Funktionenreihe ) >° , f, ist genau dann normal konvergent, wenn
fiir jedes x¢p € X eine offene Menge & mit zg € O existiert, so dass

>0 I fulle < oc. Hierbei ist [|g]lo = sup lg(@)| -
S

Es gilt
Satz 6.3.3 Es sei (X,d) ein metrischer Raum, (E,|| -||) ein vollstindiger

[e.°]
normierter Raum und > f, eine normal konvergente Reihe von stetigen
v=0

o0
Funktionen f, : X — E, v € Ng. Dann ist f := > f, stetig.
v=0

n
Beweis. Zunichst ist s, := Y. f, als Summe stetiger Funktionen nach
O

v=0

4.2.15 ii) wieder stetig. Die Behauptung folgt nun aus 6.3.2 und 6.2.5.

Korollar 6.3.4 Es sei (ay),en, eine Folge in C, zy € C und die Potenzreihe

o0
> ay(z — z0)” habe einen Konvergenzradius R # 0. Dann konvergiert die

v=0
Potenzreihe normal auf Ug(zo) gegen

f:Ur(20) = C, f(2) = au(z —20)".
v=0

Insbesondere ist f stetig.

Beweis. Essei X := Ugr(z), E :=C, f, : Ur(z0) — C, f,(2) == ay(z—20)"
Ist 9 € Ugr(20) beliebig, so wihle 0 < r < R mit xg € & := U,(z). Dann

ist @ offen und es folgt

oo o0
Slifulle = D> sup aw(z - 2)"]
v=0 v=0 ZEUT(ZO)

[e.9]
= Z la,| " < oo.
v=0

Mit 6.3.2 iii) ist die Potenzreihe normal konvergent und 6.3.3 liefert die
O

Stetigkeit von f.
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Kapitel 7

Grenzwerte und Fortsetzung
von Abbildungen

7.1 Funktionsgrenzwerte
Definition 7.1.1 Es seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume und zg €

X Héufungspunkt von M C X (dh. vV M N (Us(zo)\{zo}) #0).
e>0
Yo € Y heift Funktionsgrenzwert von f an z, falls fiir alle € > 0 ein § > 0

existiert mit
dy (f(z),y0) < e fiir alle 2 € M mit 0 < dx(z,20) < 0.

Mit anderen Worten: Fiir alle & > 0 existiert ein 6 > 0 mit f(MN(Us(xo)\{z0})) C

Ue(yo)-
Ist y9 Funktionsgrenzwert von f: M — Y an xg, so schreiben wir

f(x) = yo (x — o) oder
F(@) "=" yo
Ist speziell Y = R, so schreiben wir

lim f(x) = +o0, falls fiir alle R > 1 ein 6 > 0

T—T0

199
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existiert mit f(z) > R fiir alle z € M mit
0 < dx(z,x9) <6,
sowie
wllrgo f(z) = —oo, falls fur alle R< —1eind >0
existiert mit f(z) < R fiir alle z € M mit
0 < dx(x,z9) <.

Ist speziell X = R, so schreiben wir

i) lim f(z):= lim f(z):= lim f‘Mﬂ(a:o,oo)(x) und

li = i = i ’ .
Jim f(=@) IZH}; fl@) = Hm fl ooy (@)

ii) Ist M nicht nach oben beschrinkt, so schreiben wir hI—P f(x) = yo,
T—1T00

falls fiir alle £ > 0 ein R > 1 existiert mit dy (f(z),y0) < € fiir alle
r € M mit x > R.

Weiter schreiben wir fiir nach unten nicht beschranktes M

lim f(z) = yo, falls fiir alle e > 0

r——00

ein R < —1 existiert, so dass dy (f(z),y0) < ¢ fiir alle z € M mit
z < R.

iii) Ist zusétzlich Y = R, so definiert man analog

lim f(z)=+o00, lim f(z)= —oo,

T——+400 Tr—+00
lim f(z) =400, lim f(z)= —oc.

Bemerkung 7.1.2 i) Es seien (X,dx), (Y, dy) metrische Radume, M C
X und zg ein Haufungspunkt von M.
Ist f : M — Y eine Abbildung, so gilt ILm f(x) = yo genau dann,
wenn die Abbildung o

flx) : ze M\{zo}
Yo T = Xo,

fiMU{z} —Y, f(x):{

stetig in xg ist. Dies folgt sofort aus den Definitionen der Stetigkeit in

o und des Funktionsgrenzwertes.
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ii) Ist M C R,z Haufungspunkt von M und f : M — R. Existie-

ren lim+ f(z) und lim f(x) und sind sie gleich, so existiert auch
T—T) T—Ty

25, 1)

Beispiel 7.1.3 i) Essei f:C\{0} = C, f(2)= sinz

ii)

iii)

iv)

-z

Dann gilt hH(l) f(z) = 1. In der Tat, fiir z # 0 gilt
Z—>

sinz 1= (1) > (=1)¥
F e " N
v=0 ’ v=0 ’
- - o0 e
Wir setzen f: C — C, f(z):= > %22”.
v=0 ’
Dann ist f eine durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion, welche
Konvergenzradius co hat, also ist mit 6.3.4 f stetig auf C, insbesondere
an zg = 0.
Weiter gilt f(0) = 1. Aus Bemerkung 7.1.2 folgt also hH(l) f(z) = f(0) =
Z—>
1.

é z2#0

Es sei sign : C — C, sign(z) = . Dann ist sign|c«
0 :2=0

stetig, also gilt fiir alle zop € C* : lim sign(z) = sign(z).

2—20
Fiir zp = 0 existiert der Limes lin% sign(z) nicht.
Z—

Betrachte dazu sign : R — R. Dann gilt

lim sign(z) = lim 1=1 sowie

a—0Tt a—0Tt
lim sign(z) = lim —1= —1.
x—0~ x—0~

Dann existiert sogar der Limes lim sign(x) nicht.

zER
Essei f:R* - R, f(z)= %
Dann gilt lim f(z) = 400, lim f(z) = —oo, lim f(z) =0 =
z—0t z—0~ T—+00
lim f(x).
r——00
n
Essei f:R—R, f(z) = > ayz” mit a, # 0 und n > 1.
v=0
Ist n gerade und a, > 0, so gilt lim f(z) =400 = lim f(x).
T—+00 T——00

Ist n gerade und a, <0, so gilt lim f(z)=—0c0= lim f(x).
r—-+00 T——00
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Ist n ungerade und a,, > 0, so gilt lirf f(z) = +oound lim f(z)=
T—T00

r——00
—00.
Ist n ungerade und a,, < 0, so0 gilt lim f(x) = —ocound lim f)x) =
r—+00 r——00
+00.
Beweis. in den Ubungen. O

Satz 7.1.4 Es seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume, M C X und xo ein
Haufungspunkt von M.
Ist f : M — Y eine Abbildung, so gilt xlin:g f(x) = yo genau dann, wenn
fiir alle Folgen (xp)nen in M mit x, # .TU(),W(J) e N, und lim z, = xo schon
folgt, dass e

lim f(z,) = yo.

n—oo

Beweis. analog zu 4.2.4. O

Bemerkung 7.1.5 Analoge Charakterisierungen gelten natiirlich auch fiir
Limiten vom Typ lim f(x) = £oo oder lim f(x).
r—xQ r—+o0
Beispielsweise gilt lim f(x) = 400 genau dann, wenn fiir alle Folgen (z,)nen
T—T(

in M mit z,, # zo,n € N, und lim z, = x¢ schon lim f(z,) = +oo gilt.
n—oo n—oo

o0 [e.e]
Satz 7.1.6 Es seien f(z) = > ay(z — 20)” und g(z) = > by(z — 20)”

v=p v=gq
Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius.

Weiter sei p > q und by # 0. Dann gilt
% , fallsp=q
L) )b
im =
25 9(2)

0 , fallsp>q.

Beweis. Es sei z, — 29 mit z, # zg,n € N. Dann folgt

[oe)
ap(zn —20)P" 9+ Y. aprq(zn — 20)"
f(Zn) _ v=p—q+1 neN

9(zn) bg + > bq+u(2n — z0)?
v=1
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Setzen wir hy : C — C, hi(2) := >  autq(z — 2)” und ho
v=p—q+1

o0
C, ha(z) :== ) bgtv(2 — 20)”, so sind hy, hy stetig in zy nach 6.3.4.
v=1

Es folgt
f(zn)  ap(zn —20)P"7 + ha(zn)

9(zn) B bg + ha(zn)

p—aq
n = 0o ap0 +O:@.0P—q.
by +0 by

Beispiel 7.1.7 Es sei

Dann gilt lin%) f(z) =
z—
In der Tat, es gilt

7.2 Fortsetzung stetiger Abbildungen

203

:C —

Definition 7.2.1 Esseien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume M C A C

X und f: M — Y stetig.

Eine stetige Abbildung F' : A — Y heifit stetige Fortsetzung von f nach A,

falls 'y = f.

Beispiel 7.2.2 Essei X =Y =R und M = (0,00),A =R, f : (0,00) —
R, f(z) = x.
. z:xz >0
Dann sind F1 : R - R, Fi(z) =z, und F» : R — R, F(z) := { ,
0:2<0,

beides stetige Fortsetzungen von f nach R.
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Satz 7.2.3 Es seien (X,dx),(Y,dy) metrische Riume und M C A C X
mit A C DX Genau dann besitzt eine stetige Abbildung f : M — Y eine
stetige Fortsetzung F : A — Y, falls fir jedes © € A\M der Grenzwert
glgr;: f(&) existiert. In diesem Fall ist

FoALY Pl — f(x) rxeM
A=Y, Fla) = lim f(€) @€ A\M,

F' ist auch eindeutig bestimmdt.

Beweis.

1. Es existiere eine stetige Fortsetzung F': A — Y.
Dann gilt fiir alle z € A:

F(z) = lim F(¢) = lim f(¢).

E—a E—a

Also existiert glim f(&) fur alle z € A. Da Grenzwerte eindeutig sind,
—T

ist auch F' eindeutig bestimmt.

2. Es mogen alle Limiten gim f(§),z € A\M existieren. Wir setzen
—x

- f(x) rxeM
(z) = lim f(€) : x € AM.

Um die Stetigkeit von F' : A — X nachzuweisen, sei g € A, und es
sei (zy)nen eine Folge in A mit z,, — x.

Nehmen wir an, dass (F(:cn))neN nicht gegen F'(xg) konvergiert, so
koénnen wir ohne Einschrinkung annehmen (nach eventuellem Uber-
gang zu einer Teilfolge), dass ein € > 0 mit dy (F(z,), F(y)) > €,n €
N, existiert.

Wihle &, € M mit dx(&n,20) < L und dy (f(&n), F(zn)) < 2,neN.
Dann gilt dx (&, x0) < dx(§n,xn) + dx(zn,x0) — 0(n — o0) und
damit f(§,) — F(z¢) nach Voraussetzung.

Es folgt

dY(F@:n)aF(xO)) < dY(F(xn)af(gn)) + dY(f(gn)aF(wo)) — 0,

Widerspruch.
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Korollar 7.2.4 Es sei (X, dx) ein metrischer Raum, (Y, dy) ein vollstindi-
ger metrischer Raum, M C X und f : M — Y eine gleichmdifig steti-

ge Abbildung. Dann ezistiert eine eindeutig bestimmte (gleichmdfig) stetige
Fortsetzung F : M — 'Y won f nach M.

Beweis. Es sei 19 € M\ M. Wihle eine Folge (7, )nen in M mit @, — .
Dann ist (x,)pen eine Cauchyfolge in M und, da f gleichméBig stetig,
folgt mit 4.2.4 iii), dass auch (f(acn))neN
aufgrund der Vollstédndigkeit von Y gegen ein yo konvergiert. Wir zeigen

eine Cauchyfolge in Y ist, die

Ilgg f(z) = yo: Es sei dazu (&, )nen eine Folge in M mit Z, — xg. Set-
ze zogn ‘= T, Zop+1 = Tn. Dann ist (2p)nen wieder konvergent gegen z,
also Cauchy und nach Obigem (angewendet auf (z), anstelle von (zy)n)
ist auch (f(zn))neN konvergent. Da (z,,)nen eine Teilfolge von (2, )nen, gilt
lim f(z,) = nlglgo f(zn) = yo, und da (Zy)nen eine Teilfolge von (2, )n, gilt

n—

lim f(i'n> = nhl{olo f(zn) = Yo-

n—oo
Insgesamt folgt lim f(x) = yp. Also existiert mit Satz 7.2.3 eine eindeutige
T—x0

stetige Funktion F : M — Y von f nach M.

Esseie > 0. Da f: M — Y gleichméflig stetig ist, existiert ein § > 0 mit
dy(f(:n),f(y)) < § fir alle 2,y € M mit dx(x,y) <.

Es seien g, %0 € M mit dx(xo,y0) < J gegeben.

Wihle (z)nen, (Yn)nen Folgen in M mit z, — zo,y, — yo. Dann konver-
giert dx(xn,yn) — dx(zo,y0), also existiert ein N € N mit dx (zn,y,) <
o,n>N.

Man Wihle n so gro8, dass auch dy (f(zn), f(z0)) < § und dy (f(yn), f(v0)) <
7. Es folgt

dy (f(xO)) f(yo)) < dy (f(xO)) f(xn)) +dy (f(xn)v f(yn)) +
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Korollar 7.2.5 Essei(E,||-|g) ein normierter Raum, (F, |-||) ein vollstindi-
ger normierter Raum, M C E ein Untervektorraum und A : M — F eine
beschrinkte lineare Abbildung, d.h. A ist linear und es existiert ein C' > 0
mit
|Az||r < Cllz||g, z € M.
Dann gilt:
i) M ist ein Untervektorraum von E.

i1) A ist gleichmdfig stetig.

i11) A hat eine eindeutige lineare und stetige Fortsetzung A:M — F. Es
gilt |Az|p < Cl|z||g, € M.

Beweis.
i) folgt aus 4.1.10 und 2.1.10 i), ii).

ii) Es sei ¢ > 0 beliebig. Wahle § := &. Sind x,y € M mit dg(z,y) =
lz = yllp < 8, so folgt dr (A(z), A(y)) = ||A(z) — A(y)||, = ||Alx -
Dy <Cllz—yllp <e

iii) Nach Korollar 7.2.4 besitzt A eine eindeutige stetige Fortsetzung A:
M — F.Esseien zg,y0 € M und \g € K. Wiihle Folgen (x,,)nen, (Yn)nen
in M mit x, — xg,yn — yo. Dann folgt Aoz, + yn — Aozo + yo und

A(ozo +yo) = A( lim_ Aoz, + yn)

= lim ANz + yp) = Jim A(XoTn + Yn)

- nh_)n;o MoA(xn) + A(yn)

=Xo lim A(z,) + lim A(yy)

= o lim A(zy) + lim A(yn) = MoA(zo) + A(yo)-
Weiter gilt

[A(zo)]| p = lim [|A(zn)[|p < lim Cllzalle = Cllaolls,

n—oo

da A, ||+ ||g und || - | stetig sind.
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Bemerkung 7.2.6 Eine lineare Abbildung A : £ — F zwischen normier-
ten Rdumen ist genau dann stetig (stetig in 0), wenn sie beschrankt ist,
siche Ubungen. Weiter ist fiir eine summierbare Familie (z,),e; in E mit der
Summe z( die Familie (A(z,)),e; summierbar mit der Summe A(xg), wie

man leicht sieht.
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Kapitel 8

Das Integral

8.1 Treppenfunktionen

Die Lénge ¢(I) eines Intervalles I C R mit den Intervallgrenzen a < b sei
b—a.

Satz 8.1.1 (Additivitat der Intervalllinge)
Es sei I C R ein beschrinktes Intervall und Iy, ..., I, eine Zerlegung von I

durch Intervalle. Dann gilt

Beweis. Nach eventueller Umordnung der I, kénnen wir annehmen, dass
die linken Grenzen a, der I, aufsteigend sind, d.h. a1 < as < --- < a,. Sind
die rechten Intervallgrenzen der I, mit b, bezeichnet, so gilt b, = a,41,1 <
v<n-—1.

Es folgt
n—1 n n
Z(I):bn_al:(bn_an)“‘Zaqul_az/ ? Zby—ay:ZE(Iy).
v=1 v=1 v=1

ay+1 =b,

O

209
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Definition 8.1.2 Es sei F ein Vektorraum. Eine Abbildung f : R — F
heifit Treppenfunktion (mit Werten in E), falls ¢1,...,¢, € E und be-

n
schriankte Intervalle Iy, ..., I, C R existieren mit f(z) = > x1,(x) - ¢,z €
v=1

R. Die Menge aller Treppenfunktionen wird mit 7 (E) bezeichnet.

Bemerkung 8.1.3 i) Offensichtlich ist .7 (E) ein Vektorraum, da die
Summen bzw. skalaren Vielfache von Treppenfunktionen wieder Trep-

penfunktionen sind.

ii) Ist E ein Vektorraum iiber K, f € . (F) und g € 7 (K), soist g- f €
J(E), wenn man (g - f)(x) := g(z) - f(z),x € R, setzt. Insbesondere
ist g- f € 7(K) fir f,g € 7(K).

n
iii) Die Darstellung f = > x7, ¢, ist nicht eindeutig, z. B. ist
v=1

X[0,1] :X[o, ] X(% 1]

Wir wollen nun das Integral [ f(z)dz einer Treppenfunktion f erkliren und

hétten gerne zwei Dinge erfiillt.

) | xi(x)edx = £(I)c fiir jedes Intervall I und alle ¢ € E.
Dies bedeutet im Falle £ = R und ¢ > 0 anschaulich, dass das Integral
die Flache zwischen dem Graphen von yja und der z-Achse angibt.

ii) Das Integral soll linear sein, d.h. [ Af(z) + g(z)dz = X [ f(z)dz +
[ g(z)dz fiir alle A € K und f,g € T (E).

Wir wollen nun fiir f = Z X1,¢v € T (E) setzen: [ f(z)dz := Z (1)e,

(Soll das Integral i) und 11) erfullen so muss die Definition so gewahlt werden:

/ijy(ac)cyd:c = Z/cyxju(fv)da: = Zﬁ(ly)c,j)
v=1 v=1

ij) V=1 )

Dazu miissen wir aber unbedingt noch nachweisen, dass die Definition un-

abhéngig von der Wahl der Darstellung von f ist, wir zeigen also
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n m
Lemma 8.1.4 Fs sei f = Y xr,c = Y, XJ.dr eine Treppenfunktion.
v=1 k=1
m

Dann gilt > 0(I,)c, = > U(Jy)dy.
v=1 k=1

t

Weiter ewistiert eine Darstellung f = 3 xm,ay, wobei die H, paarweise
pn=1

disjunkte Intervalle sind.

Beweis. Es sei g < 21 < ... < zp, wobei {xg,...,2,} die Menge aller
Randpunkte der Intervalle I, und J;,1 < v < n,1 < k < m sind. Es sei
I = {(xk_l,xk) 1<k < p} U {IL‘k 0< k< p}. ¥ ist eine Zerlegung
von [xg,zp] in Intervalle und {S : S € 4,5 C I,} ist eine Zerlegung
von I,,1 < v < n,und {S : S € 5,5 C Ji} ist eine Zerlegung von
Ji, 1 < k < m, in Intervalle.

Setze fiir S € J7:

os= 3 a

1<v<n
Sci,
Dann gilt f(z) :=ag,z € S,und f = > xsas.
SeH
Aus Satz 8.1.1 erhalten wir (angewendet auf I,))

n

S UT)e, = > (D US))ew

v=1 SCI,

= > U9 > w)

SeHt 1<v<n
SCIy

= > US)as.
Sen
m
Analog zeigt man: Y ((Ji)dr = >, £(S)as.
k=1 SeHt
Da 4 aus disjunkten Intervallen besteht, liefert f = > xgag die gewiinsch-

SeHt
te Darstellung. a

Wir diirfen nun setzen
n
Definition 8.1.5 Es sei E ein Vektorraum und f = > x1,¢, € 7 (F) eine

v=1
Treppenfunktion. Dann heif3t

/f(x)dx = ZK(I,,)C,, cE
v=1
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das Integral von f. Ist a < b, so sei

b

[r@dr = [ se)ds

a
n

= ZB(L, Nla, b])cy

v=1

das Integral von a bis b von f.

Ist a > b, so sei

Bemerkung/Bezeichnung 8.1.6 Es sei E ein Vektorraum und a <b

i) Wir schreiben der Kiirze halber (und um den Abbildungscharakter zu

betonen) oft
b
:/f(:c)dx und Sy (f) ;:/f(x)dm

ii) Ist I C R ein beschrénktes Intervall und ¢ € E, so gilt

S(xrc) = /Xj(x)cdx = {(I)c sowie
Sap(xrc) = /Xm[a,b] (z)edz = £(IN [a,b])c.

iii) S und Sgy sind linear. Wir zeigen dies fiir S; der Beweis fiir S, ;, geht

analog, man muss nur immer “N[a,b]” mitschleppen.

n m
a) Seienalso f = Y xr,c,und g= > x7,¢, Treppenfunktionen.

v=1 v=n+1
Dann gilt
m
S(f+g) = foucy => U(1)e
v=1

Z Jew+ > UL, = S(f) + S(g).

v=n+1
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B) Ist A € K, so gilt

n

SOAf) = S()\Zn:xfuc,,> - S(ZH:XIV)\C,,> =3 UL)res
v=1 v=1

v=1

=A> UI)e, = AS(f).
v=1

iv) Ist A: E — F R-linear und f € J(E), soist Ao f € J(F), und es
gilt
S(A © f) = A(S(f)) sowie Sa,b(A © f) = A(Sa,b(f))'

n
In der Tat, fir f = > xy, ¢, gilt

v=1

n

S(Aof) = S(ZXIVA(CV)>:Z€(IV)A(CV)
v=1

= A(Vznjlamcy) = A(S()))-
Analog fiir S, .
v) Aus iv) folgt fiir f € F(C):
S(Re(f)) = Re(S(f)) und Sop(Re(f)) = Re(Sas(f)).

vi) Ist f € J(R) mit f > 0 (d. h. f(z) > 0 fiir alle z € R), so gilt
S(f), Sap(f) = 0.
In der Tat, ist f = i X1,¢, mit disjunkten Intervallen I,, so gilt
c, >0, 1<v<n. v
Also folgt

n

S(f)=>_Ul)e, > 0.

v=1
Sind f,g € Z(R) mit f > g (d. h. f(x) > g(«) fiir alle z € R), so gilt

S(f) = S(g) und Sa,b(f) > Sa,b(g)-
In der Tat, setze h := f — g > 0. Es folgt dann aus der Linearitdt und
Obigem

S(f) = 5(g) = S(f —g) = S(h) = 0.

Analog fiir Sy p.
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vii) Ist (E,|-||) ein normierter Raum, f € .7 (F), so gilt mit || f||z : [a, b] —
R,z — || f(2)] &
I1Sas(Hlle < Sap(llflle)
(b—a) sup [f(z)]e-

z€[a,b]

IN

Insbesondere fir £ = K:

1S ()] < San(If]) < (b—a) sup |f(2)].

z€[a,b]

n
Es sei dazu f = fX[ap] = > x1,¢, mit paarweise disjunkten Interval-
v=1

len I,. Dann gilt

[Sar(D 5 = I!Zﬁ Jevl
< ZK(IV Na, ) |levlle( = Sap(Ifl£))

< o1, N [a,b
_lzggnICkHE; (L, N [a,b])

viii) Ist f € J(FE) und a < b < ¢, so gilt
Sae(f) = Sap(f) + Spe(f)-

Sei dazu f = ) xr,¢,. Dann gilt
v=1
Sac(f) = Zﬁ([ Nla,c])c

- Ze [a, b)) c,,+2£
= Sa, (f) + Sp.e(f)-

ix) Die Formel viii) gilt auch ohne die Einschréinkung “a < b < ¢”, siehe
Ubungen.
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8.2 Regelfunktionen

b
Wir wollen das Integral [ f(z)dz fiir so genannte Regelfunktionen f defi-

nieren.

Definition 8.2.1 Ist (E, || - ||) ein vollstdndiger normierter Raum, so heifit
f : [a,b] — E Regelfunktion, regelintegrierbar oder einfach integrierbar,
falls es eine Folge (fy)nen von Treppenfunktionen f, € .7 (F) gibt, so dass
(fn)nen auf [a,b] gleichméBig gegen f konvergiert. Die Menge der Regel-
funktionen bezeichnen wir mit £ ([a,b], E).

Bemerkung 8.2.2 i) Eine Abbildung f : [a,b] — F ist also genau dann
eine Regelfunktion, wenn eine Folge (f,,)nen in .7 (F) existiert, so dass

sup [|[f(@)fn(@)le =0  (n— o0).
z€[a,b]

ii) Ist B([a,b],E) = {f : [a,b] — E : f beschrénkt} versehen mit der
Norm || - ||so, welche durch || f]|e := sup || f(z)||r definiert ist und

z€[a,b]

‘7(([@’ b]’E) = {f|[a,b] : f € g(E)}

:{g:[ab]HE;x,_){ f(z) 2 € [a,b]

ist Regelfunktion},
0 sonst

dann ist %’([a,b],E) _ WB([(I,I)},E).

Dies folgt sofort aus 4.1.10, angewendet auf (X, d) = (B([a,b], E), d”'Hoo)
und A = Z%([a,b], E).
Es gilt

Satz 8.2.3 FEs seien a < b und E ein vollstindiger normierter Raum. Dann
gilt

i) Z([a,b], E) ist ein abgeschlossener Untervektorraum von B([a,b], E)
und somit selbst ein vollstindiger normierter Raum.

ii) Jede stetige Funktion f : [a,b] — E ist eine Regelfunktion (d. h.
C([a,b], E) C R([a,b], E)).
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iii) Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist eine Regelfunktion.

Beweis.

i)
ii)

iii)

folgt aus 7.2.5 1).

Ist f:]a,b] — E stetig, so ist f aufgrund der Kompaktheit von [a, b]
nach 6.1.15 schon gleichméfig stetig. Also gilt

v 3 Vo) = )], <e
e>0 0>0 e y

Um zu zeigen, dass f € Z([a,b], E) gilt, gilt es fir ¢ > 0 ein g €
J(E) mit sup | f(z) — g(x)||g < € zu konstruieren. Wihle zu € > 0
z€[a,b]

gemifl der gleichméfigen Stetigkeit ein § > 0 und wihle n < I’TT“.
Setze zj, = a + =% 0 < k < n. Damn gilt | f(z) = fzx)| < e fiir

n
|z — x| <b_T“<5,0§k§n.
Ist I, := [a + (k—l)n(bfa)7a + k(b;a))’ 1<k <n und Iy = {xn} =
{b}, so folgt also

’f(z)ff(q:k_l)‘ <efirzxel,1<k<n+1.

n+1
Wir setzen g := i (xp—1)x1, € T(E).
Es folgt =
sup || f(x) — g(x)||,
z€la,b
n+1
= sup || Z (f(x) = flze-1)) x5, (@) »
z€lab] T

< sup sup ||f(z) — f(ack,l)HE <e.
1<k<n+1z€l},
Ohne Einschrénkung sei f monoton wachsend (sonst betrachte —f).

Wir zeigen wieder: Zu ¢ > 0 existiert ¢ € J(F) mit sup ‘f(m) -
z€la,b]

g(x)} < e. Essei sg = f(a),to = f(b). Wihle zu € > 0 ein n € N mit

n > tO_TSO und setze

I ={z €la,b]: f(z) € [s0+ (k—l)ibto—so)’ s0 + k(ton—so))}’ 1<k<n,

Iny1:={z €[a,b]: f(z) =to}.
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Dann sind die Ii’s aufgrund der Monotonie von f allesamt Intervalle

(oder leer), und sie bilden eine Zerlegung von |[a, b].
n+1

Setze g := Y- (s0+ W) X1, € 7 (R). Dann gilt
k=1

sup |f(@) — g(x)]

z€la,b]
n+1
8 2
z€lab] ' 15

(k= 1>S° —50) )| <.

< sup sup ‘SO—F
1<k<n z€l},

Bemerkung 8.2.4 Die in den Beweisen von ii) und iii) konstruierten g,, :=
g (zue = %) liefern jeweils konkrete Approximationen von f € C ([a, b], E)
bzw. fiir monotones f. Fiir die Folge (gp), gilt jeweils

lim sup} | f(z) = gn()||, = 0.

N0 gcla,b

8.3 Das Regelintegral

Es sei wieder (E, || - ||g) ein vollsténdiger normierter Raum und

b
Sab f([a,b],E) —FE, f— /f(a:)da:.

Wir betrachten hier 7 ([a, b], E) als Untervektorraum des normierten Raum-
€s (B([a7 b]vE)v H : HOO)7 wobei ||f”00 ‘= sup Hf(x)HE

z€[a,b]

Mit 8.1.6 iii) ist S linear und mit 8.1.6 vii) gilt ||Ses(f)||le < (b—a)l| f]]sc-
Damit erfiillt S, die Voraussetzung von 7.2.5. Wegen

% (la,b], E) = WB([a,bLE)

(siche 8.2.2 ii)) existiert also genau eine stetige Fortsetzung

A~

Sap + (Z([a,0], E), |- o) = (£, - )
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von Sgp. Diese erfiillt nach 7.2.5 iii) ebenfalls

1Sa(N)]l 5 < (0= a)llflloc = (b—a) sup || f(x)ll,

z€la,b

f €% ([a,b],E).
Definition 8.3.1 Fiir f € Z([a,b], E) sei

b
/f@ﬂmzﬁmﬁ)

das Integral von a bis b von f. Weiter sei

a b
[ @t == [ f@)do = ~Sus().
b a
Ein f € %([a, b], E) nennen wir integrierbar.

Bemerkung 8.3.2 i) Ist (fy)nen eine Folge in Z([a, b, E) und f : [a,b] —
E mit
sup |[fu(2) = f(@)][; =0 (n— o0),

z€[a,b]

so gilt f € #([a,b], E) und

/bf(x)d:r—gi_)rgo/bfn(x)d:p.

Dies folgt sofort aus der Vollsténdigkeit von Z([a,b], E) und der Ste-
tigkeit von ,SA'M.

ii) Betrachten wir eine stetige Funktion f : [a,b] — [0,00). Nach Satz
8.2.3ii) ist f € %([a,b],R), also existiert eine Folge (f,)nen von Trep-

penfunktionen mit

(%) i |f(x) = fa(z)] = 0, d.h. (fn)nen

konvergiert gleichméfig auf [a,b] gegen f. Die Fliche zwischen dem

b
Graphen von f,, und der z-Achse ist [ f,(z)dz.
a
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b b
Aus i) folgt [ f(z)dx = lim [ f,(x)dz, und dieser Grenzwert ist un-
abhéngig von (f,)nen, solange (fn)nen nur (x) erfiillt. Demzufolge
b

kann man sich unter [ f(z)dz die “Fliche” zwischen graph(f) und
der z-Achse vorstellen.a

. b
iii) Die Stetigkeit von S, : Z([a,b], E) — E, f — [ f(z)dz wird noch an-

b
dere Konsequenzen haben. Viele Eigenschaften des Integrals [ f(x)dx

a
fiir Treppenfunktionen werden “automatisch” auf Regelfunktionen iiber-

tragen.

Der Kiirze halber treffen wir fiir den Rest dieses Abschnittes folgende
Konvention:
Sind fn, f € #([a,b],E),n € N, so schreiben wir lim f, = f oder f, —
f, falls (fn)nen gleichméiflig gegen f konvergiert,nciflo. falls || frn — flloo =
sup an(:c) — f(:c)HE — 0,n — oo gilt.

z€la,

Satz 8.3.3 (FEigenschaften des Integrals)

Es sei (E,|| - ||g) ein vollstindiger normierter Raum und a < b. Dann gilt

i

b b

/)\f(x) + g(z)dx = A/f(x)dw + /bg(x)d:v

a a

fir alle X €K, f,g € %Z([a,b],E).

ii) Es sei A : (E,||-|lg) — (F,] - ||r) eine R-lineare Abbildung, so dass
ein C > 0 existiert mit

|Azlr < Cllallp, @ € E.

Ist f 6%([a,b],E), soist Ao f G%([a,b],F), und es gilt

b b

/A(f(:p))dx - A(/f(a:)dx).

a a
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Insbesondere gilt fir f € %([a,b],C), dass

b

[ Re(f(z))dz = Re(

a

f(a:)dx) und

8 —

b

[Im(f(z))dz = Im(

a

8~

iti) Sind f,g € #([a,b),R) mit f > g (d.h. f(z) > g(z) fir alle z € [a,b]),

so gilt
b b
/f(x)d:vz /g(x)dac

) Ist f € %’([a,b],E), so st ||fllg : [a,b] — Rz — | f(z)|g, in
%([a, b],R), und es gilt

b b
|/ rrie, < [1s@lsto < 0-0 s ol

Insbesondere gilt also fir f € %([a,b],K), dass

‘/f d:n}</‘f ’d:n< —a) sup }f ‘

z€[a,b]

v) Ista<b<e fe€ %’([a,c],E), so gilt

/f / dm+/cf( )dx.
b

vi) Sind a,b,c € R und ist f € %([min{a, b, c}, max{a, b, c}],E), so gilt

C

/f / dx—i—/f( )dx.

b

Beweis.

i) ist die Linearitéit von S, .
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ii) Essei f € %([a,b], E). Wihle eine Folge (fy)nen in 7 ([a,b], E), wel-
che gleichméifig gegen f konvergiert (nach unserer Konvention fiir die-
sen Abschnitt also lim, o f, = f gilt). Da A nach 7.2.5 gleichméBig
stetig ist, konvergiert mit 6.2.9 (A o f,,)nen gleichmifig gegen A o f.
Da alle Ao f, € 7 ([a,b], F),n € N, folgt Ao f € #([a,b], F).

Es folgt weiter mit 8.1.6 iv)

/bA(f(a:))d:n

b

b
/(Ao f)(z)dr = / (nlinolo(Ao fn)) (z)da
a , a

nh_)rglo (Ao fn)(z)dx

b
nlLrgOA(/fn(x)dx)

b

A( lim /fn(x)da?)

n—oo

iii) Aufgrund der Linearitéit des Integrals konnen wir ohne Einschrinkung

g = 0 annchmen. Es sei (fy)nen eine Folge in 7 ([a,b],R), so dass

lim f, = f (d. h. (fn)nen konvergiert gleichméBig gegen f).
n—oo
Es sei € > 0. Dann existiert ein N € N, so das f, > ¢ fiir alle n > N.

Es folgt

a

b

n—oo
a

= (b—a)e.

/f(m)dx = lim fn(x)dmz/bada:

b b
Da e > 0 beliebig, folgt [ f(z)dz > 0= [ g(x)dx.

iv) Es sei wieder (fn)nen eine Folge in .7 ([a,b], E) mit f = nh_)ngo fn. Aus

6.2.10 ii) folgt, dass (Hf”HE)neN =([-lee f")neN gleichméBig gegen
|- llg o f =|fllg konvergiert. Da || fu|lg € 9([&,()],]&), folgt ||fllE €
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R([a,b],R). Es folgt aus 8.1.6 vii) und der Stetigkeit von || - ||z, dass

b

| [ sl

a

n—oo

b b
| Jim [ fuGoyde]]; =t || [ fu(e)da]

IN

b b
T [t pdo = fim [ 1fa] o)
b ’ ba

- /(?}LnolonNHE)(CC)d(L':/Hf”E(x)dx

a
b

= [ 1#@l] e

a

Weiter gilt

b
Jm [15e()ds

< lim (b—a) sup an(x)HE
n—oo me[a,b]
= (b—a) sup ||f(2),
z€[a,b]

v) Es sei wieder (fy)nen eine Folge in 9([0,, b],E) mit lim, .o fr, = f.
Es folgt mit 8.1.6 viii), dass

C

/f(:n)dx = nh_)Igo fn(x)dz

b c
= lim fn(x)dm+7girgo/f($)dx
b

= /bf(x)da:+/cf(:1:)dx.
a b

vi) (in den Ubungen).
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b
Beispiel 8.3.4 Es sei f : [a,b] — R, f(z) = z. Dann gilt [ f(z)dz =

[ axdz = % — “2—2 In der Tat, sei

n

= E—-1)b—-a
fn(SU) = Z (a + M)X[aﬁ- (kfl)n(bfa) 7a_i_k(b;a) (33) + bX{b}

(sieche den Beweis von 8.2.3 und 8.2.4).
Dann folgt lim f, = f und somit
n—oo

b n
/xdx T <a+(k’—1)(b_a))((b—a))

n + n?
k=0
—1
=a(b—a)+ (b—a)? ”(an )
— a(b—a)+ ( 2a)
b2 2
:ab—a2+§—ab+%
v a?
= 5 — ?.
Es folgt aus der Linearitit
b b2 2
/)\+uxd:c:)\(b—a)+u(2—a2).

Die Berechnung der Integrale

b

/mkdm

a

mit obiger Methode ist zwar moglich, aber mit ziemlicher Rechnerei ver-
bunden. Wir werden diese spéter mit Hilfe anderer Methoden auf einfache
Weise berechnen kénnen.

Ist [a,b] ein Intervall, so sei (siehe 1.1.25) iii) A := {(z,z) ==z € [a,b]}.
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Satz 8.3.5 Es sei (E,|| - ||) ein vollstindiger normierter Raum und f €
X ([a,b], E). Setzt man fir ein festes yo € [a, b]

F:la,b) = E, F(z):= ff(m)da:,und
 F(m) - F(x)

)

G:la,)\A - E, G =
[a’7 ] \ — L, (1'1,.%'2) T — T3
so gilt
i) F ist gleichmdfig stetig auf [a,b].

i1) Ist f stetig an xg. so gilt

lim G(z1,72) = f(z0).

(z1,22)—(20,20)

Beweis.

i) Es sei ¢ > 0. Wahle 0 < § < . Dann gilt mit 8.3.3

15}
sup | f(z)lle +1
x€la,b]

iv), vi)
o) - Flanl, = | fette - [ 0],

z€a,b]

H/lf(x)dxHES |1 — 22| sup [f(z)]e

< ¢ fiir alle z1, z2 € [a, b] mit |z1 — x2| < 6.

ii) Esseie > 0. Wihle § > 0 mit Hf(t)—f(:L‘o)HE < e fiir alle t € [a, b] mit
t—z0| < 6. Ist nun (z1,29) € [a, b]\A mit \/|v1 — 20]2 + |12 — 202 =
’(:cl, x2) — (xo, 3:0)| < 4, so folgt (ohne Einschrinkung sei z1 > z2) mit
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8.3.3
HG(xth) - f($0)“E =

— o (Pl - Fla) - (00
[t [ s s,
szixL/ﬂﬂ—ﬂmﬂﬂE

17
< M/Hf(t) _f(xO)HEdt

xr1
1
< /sdt =c.
|71 — @2
T2

Satz 8.3.6 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Es sei f : [a,b] — R stetig
und ¢ € Z(la,b],R) mit ¢ > 0. Dann existiert ein xo € [a,b] mit

b

iﬂwwwm:fww/a@m.

a

Ist speziell p =1, so ewistiert ein xg € [a,b] mit

b
/f@Mx:fmww—@.

Beweis. Es sei m = inf,cpqy f(z) und M := sup,¢(op f(7). Dann gilt
me < fo < My und somit folgt aus der Monotonie und der Linearitéit des
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Integrals

m/bsO(w)d:v < /bf(ﬂf)w(ﬂf)d:v < M/bw(ﬂf)dfﬂ-

a
Wiéhle nun yo € [m, M] mit

b

/bf($)90($)dx:yo/go(x)dx.

a

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein zo € [a,b] mit yo = f(zo). O



Kapitel 9

Die Ableitung

9.1 Definition der Ableitung

Betrachten wir einen fahrenden Wagen, und bezeichnen wir mit f(z) die
zum Zeitpunkt z von diesem Wagen zuriick gelegte Strecke in km. Dann ist
%{{ézo) die Lénge der Strecke (in Kilometer), dividiert durch die Zeit (in
Stunden), welche dafiir benotigt wurde. Die Geschwindigkeit des Wagens
zum Zeitpunkt xg ist dann durch v := lim %ﬂf:émo) (in kTm) definiert, falls
dieser Grenzwert existiert. Fahrt der \A;;agzil immer mit der Geschwindigkeit
v, so legt er in einer Stunde v km zuriick.

f(@)—f(z0)

z—1o

Die Existenz von v = lim ist aquivalent zu

T—T0o

|[f(2) = (f(z0) +v(z = 20)) | ——

f kann also in der Ndhe von zy durch die affin lineare Funktion = — f(z¢)+
v(x — zp) angenihert werden, so dass der Fehler sogar kleiner als |z — x|
ist.

Kommen wir nun zur prézisen Definition der Ableitung.

Definition 9.1.1 Es sei A C K eine Teilmenge, so dass jeder Punkt von A

ein Haufungspunkt von A ist.

Weiter sei (E, ||-||) ein vollstdandiger normierter Raum (iiber K) und f: A —

FE eine Abbildung.

f heiit differenzierbar an xg € A, falls
F(wo) = lim —

eag xT o

(f(2) = f(z0))

227



228 DIE ABLEITUNG

existiert. f/(zo) heit dann Ableitung von f an .

Existiert die Ableitung fiir alle zp € A, so heifit f differenzierbar (auf A)
und f': A — E,x +— f'(x) heiit dann die Ableitung von f.

Ist f/ zusiitzlich stetig auf A, so heifit f stetig differenzierbar (auf A).

Bemerkung 9.1.2 i) Anstelle lim

ZEy T—T0

(f(x) — f(xo)) schreiben wir

TFx(Q)
auch laxer lim %ﬁémo)
T—x0
ii) Ist g : A x A\A — E,g(z1,22) := xlim (f(z1) — f(z2)), wobei A =
{(z,z) : + € A} und existiert sogar lim g(x1,x2), so ist f

(x1,22)—(x0,70)
differenzierbar an xg (wéhle xo = xq fest).

iii) Ist zp € B C A, so dass z¢ auch Héufungspunkt von B ist und ist
f: A — FE differenzierbar an x, so ist auch f|p differenzierbar an z,

und es gilt (£]5)'(z0) = f'(x0).

Beispiel 9.1.3 i) Essei E,||-||) ein vollstindiger normierter Raum und
Yo € E. Dann ist f : C — E, f(z) := yo, differenzierbar auf ganz
C, und es gilt f'(z9) = 0 fiir alle 29 € C. Dies folgt aus ZEZO (f(z) -
f(z0)) = 0.
Insbesondere ist fiir yg € C die Abbildung f : R — C, f(z) = o,
differenzierbar auf R mit f'(z) = 0,2 € R.

ii) id : C — C,id(z) = z, ist differenzierbar auf ganz C, und es gilt
id'(29) = 1, 29 € C. Dies folgt aus % =1,z€C.
Insbesondere ist id : R — R, id(z) = =, differenzierbar auf ganz R mit

f’(l’o) =1,z € R.

iii) Die Funktion f : C* — C, f(z) = 1 ist differenzierbar auf C*, und es
gilt f'(z0) = —%,zo e C.

11 29—z

20— 1 ypd lim —-L = -1 lim L =
2z 270 20 7550 7

Dies folgt aus =—% =
z—20 zZ—20 220

1

1
20 20 °

iv) exp : C — C ist differenzierbar auf ganz C, und es gilt exp’ = exp
(d.h. exp’(z) = exp(z),2z € C).
Dann sei zg € C und (z,)nen eine Folge in C\{zy} mit z, — z9. Dann
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o0

folgt aus der Stetigkeit der Potenzreihe ﬁ(z —2p)", auf C, dass
1

v=

o) exple)

) ZO0) g

exp(zn, — 20) — 1
Zn — 20

= }exp(zo)” 1)

=1
— ‘ exp(zo)" Z:l ;(zn — zo)”*l _ 1‘
v=

— 0.

o 1 ,
= | exp(zo)\’ ; OFsiL (zn — 20)

n — oo

v) Essei f:R =R, f(z) = |z|.
Dann ist f differenzierbar auf R*, und es gilt

f/(x):{ _1 x>0 ‘

1 :x<0

f ist an 0 nicht differenzierbar, denn
— f(0 — f(0
o L@ =IO @) = £0)
z—0T z—0 r—0~ x—0
Dies zeigt, dass stetige Funktionen nicht differenzierbar sein miissen.
Umgekehrt gilt jedoch

Satz 9.1.4 Ist f : A — E differenzierbar an xq, so ist f stetig an xg.

Beweis. Es sei (z,)nen eine Folge in A\{zo} mit =, — =z¢. Dann gilt
L (f(zn) — f(z0)) — f'(x0), und hieraus folgt

Ty —xQ

1 /
| f(xn) = f(xo)HEm = [|f' (o) -

Da jede konvergente Folge beschriinkt ist, existiert also C' > 1 mit W <

C, also || f(zn) — £(z0)| < Cltm — 0] — 0 (n — o).
Damit ist f stetig an x. a

Eine Charakterisierung der Differenzierbarkeit durch “affin lineare Appro-

ximation” liefert
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Satz 9.1.5 Es sei A C C und jeder Punkt von A sei Hdaufungspunkt von
A Istzg € Aund f: A— (E,| - ||lg) eine Funktion mit Werten in einem
vollstindig normierten Raum, so ist f an xg genau dann differenzierbar mit
Ableitung f'(xg), wenn

v 3 N f(@) = (f(zo) + (z — 20) ' (20)) ||, < elz — @0
c50 550 fﬁﬁ@“ ’ o))l '

Beweis. Es sind dquivalent

(f(x) = f(z0)) = f'(w0)

lim
T—T0 T — T(

. 1
lim
rT—To X — :L’O

(f(x) = f(zo) — (x — x0) f'(x0)) =0

lim
z—zo |T — X0

(@) = (@) + (& = w0) f'(20))|| ; = 0

1
v 3 v f(x) = (f(xo) + (z — x0) f' (o) <e.
€>0 6>0 0<|§Eﬁ)|<5 ‘x_xO‘H (o 0 0 )HE

g

9.2 Ableitungsregeln

Satz 9.2.1 (Ableitungsregeln). Es sei A C K, und jeder Punkt von A sei
Hiufungspunkt von A. Weiter sei xg € A und (E, || - ||g) ein vollstindiger
normierter Raum tber K. Dann gilt

i) Sind f,g : A — E differenzierbar an xo und ist X € K, so ist auch
Af + g differenzierbar an xy, und es gilt

(Af +9) (z0) = Af'(20) + g(0).
Die Ableitung ist also linear.

ii) Sind f : A — K,g : A — E differenzierbar an xg, so ist auch f - g
differenzierbar an xo, und es gilt

(f - 9)'(x0) = f'(w0) - g(wo) + f(0) - ¢ (w0)
(Produktregel).



Ableitungsregeln 231

iii)

Sind f: A — K, g: A — FE differenzierbar an xo und gilt f(z) #
0,z € A, so ist auch %g differenzierbar an xg, und es gilt

(F9) @0) = T3 (Fa0)g'(@o) = F'(@o)a(a0)

(Quotientenregel).
Ist E =K, so schreibt man dies als

<g)’<x ) — 9/(@0)f (@) = F(@o)g(ao)
F/° F(x0)?

“Zihler Strich mal Nenner minus Nenner Strich mal Zihler dividiert

durch Nenner zum Quadrat”.

Ist f: A — K differenzierbar an xoy und g : f(A) — E differenzierbar
an f(yo), so ist go f differenzierbar an xo, und es gilt

(go f)(x0) = f'(z0)g (f(x0))

(Kettenregel).
Ist E =K, so schreibt man dies als

(g0 f) (z0) = g (f(x0)) [ (zo).

Ist f: A — E differenzierbar an vo und T : (E, |- ||g) — (F,| - ||r) C-
linear, so dass ein C' > 1 ezistiert mit | T(x)||r < C||lz||g,x € E, so

ist T o f differenzierbar an xo, und es gilt
(T'o ) (x0) = T(f'(20))-

Ist A C R, so bendtigt man anstelle der C-Linearitit nur, dass T eine
R-lineare Abbildung ist.

Beweis.

i)

folgt aus

— M (z0) + ¢ (w0) (z — x0).
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ii) folgt aus

1
T — X0

1

T — X0

(F9)(@) = (f9)(@0)) = (== (F(2) = f(x0) )9(a)

1
Tr — X

+F(@o) (———(9(x) = g(x0)) ) — f(@0)g(w0) + f(0)g' (w0) (x = w).

iif) Essei h: C* — C, h(z) = 1.
Dann gilt 1/(z) = ;—21, und es folgt mit der Kettenregel, dass % an xo
differenzierbar ist und

(l)luo) = (ho f)(xo) = I (f(w0)) f'(x0)

f
_ =)
f(@o)?
gilt. Also liefert die Produktregel
(59) @) = () @o)gtan) + 7 (0)g'(a0)
_ f'(=0) f (o)

iv) Essei h: f(A) — E,

Y — Yo
g (yo) DY =yo,

1
h(y) = { (9(v) —9(0)) = y#wo

mit yo := f(x0). Da g in yo differenzierbar ist, gilt

Jim A(y) = g'(y0) = h(yo),

und da f in xq differenzierbar ist, gilt

lim f(z) = f(zo).

Tr—T0

Weiter gilt fiir alle y € f(A), dass

9(y) —9(yo) = (y—yo)h(y), also
9(f(@)) —g(f(z0)) = (f(z)— f(zo))h(f(x)), z € A.
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Somit folgt

T—1T0 T — X T—T0 T — Zo

v) folgt aus der Stetigkeit von T":

L (To f(e) - To f(xo)) = (T(f(x)) — T(f(x0)))

Tr — X0 Tr — X

T — X T — 20
1
T ist C — linear
Ist A C R, so sin Linearitét
von T
O

Beispiel 9.2.2 i) Esseine N. Ist f,, : C — C, f,(2) = 2", dann ist f,
differenzierbar auf ganz C, und es gilt f/ (2) = nz""1.
Wir zeigen dies mit vollstdndiger Induktion.
Der Fall n =1 folgt aus Beispiel 9.1.3 ii)
n—mn+1:Essei f,: C— C,f,(z) = z" differenzierbar auf C, und
es sei fl(z) =nz""1kzeC.
Dann folgt mit der Produktregel und dem Fall n = 1 wegen f,,11(z) =
f1(2) - fn(z), dass f,4+1 differenzierbar ist und

Frra(2) = fl(2) - fal2) + fi(2) - f(2) = 12" + 22" h = (n+1)2"

Ist fo, : C* = C, f_n(z) = = Zln, so ist f_, differenzierbar
auf C* und es gilt ', (2) = (—n )z( n-1 = ——gr- Dies folgt aus der
Quotientenregel und Obigem.

Wir beachten, dass insbesondere fiir alle n € Z die Formel

(") = fy(2) = na"!
gilt.
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ii)

iii)

iv)

vi)

vii)

DIE ABLEITUNG

Ist wg € Cund f: C — C, f(2) = exp(wpz) = e"°% so ist wegen
9.1.3 ii), iv) und der Kettenregel f differenzierbar auf C und es gilt
(e®0?) := f!(2) = wg exp(wpz) = woe™?. Insbesondere ist (e?*)" = ie'?
und (e7%) = —ie 2.

Wegen sinz = %(e” — e‘iz) und cosz = %(eiz + e‘iz) folgt aus ii)

zusammen mit der Linearitéit der Ableitung: sin,cos : C — C sind

differenzierbar auf C,

1, . .
.-/ . .
sin’ z = — (ie”” — (—i)e') = cos z,
24
und analog
cos' z = —sin 2.

(Analog zu iii)) : Wegen sinh z = }(e* —e*) und cosh z = 3 (e* +¢7?)

sind sinh, cosh : C — C differenzierbar auf C, und es gilt

. ! ! .
sinh’ z = cosh z und cosh’ z = sinh z.

Esseia>0und f:C— C, f(z) = a® = exp(zloga). Dann folgt mit
der Kettenregel und ii), dass f auf ganz C differenzierbar ist und

f'(2) =logaexp(zloga) = (loga) - a*.

tan'z =1+ tan’z (z ¢ 5 +7Z),
cot' z = —(1+cot? 2) (z ¢ 77Z), siche Ubungen.

tanh’z =1 —tanh?z (z ¢ Z +inZ),
cotanh’z = 1 — cotanh®z (z ¢ in7Z), siche Ubungen.

Satz 9.2.3 (Ableitung der Umkehrfunktion)

Es sei I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige streng monotone
PFunktion und f~1 : f(I) — R ihre Umkehrfunktion (Beachte: f(I) ist wieder
ein Intervall nach 4.3.8). Ist f im Punkt xo € I differenzierbar und f'(xq) #
0, so ist f~1 in f(xo) differenzierbar, und es gilt

—1y/ _
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Beweis. Es sei (yn)nen eine Folge in f(1)\{f(z0)} mit y, — f(z0). Da f~*
nach Satz 4.3.11 stetig ist, gilt lim f~'(y,) = f~1(f(20)) = 0.
n—oo

Da f~': f(I) — I bijektiv, gilt ,, := f~(yn) # xo, n € N. Es folgt

f ) = f(fa0) 1
yn — f(20) f@n)=f(=o0) 1 (z0)

Tn—x0

Bemerkung 9.2.4 i) Spéter werden wir auch Versionen dieses Satzes
fiir Abbildung f : U — C mit U C C offen zeigen.

ii) Unter den Voraussetzungen von 9.2.3 kann man auch schreiben: Ist
yo € f(I), so dass f an f~!(yo) differenzierbar ist, so gilt

1Y B 1
7)) = mggy

Beispiel 9.2.5 i) log : (0,00) — R ist die Umkehrfunktion von exp :
R — (0,00). Also ist mit exp auch log differenzierbar, und es gilt

log/(x) = m =1 2€(0,00).

Hier haben wir die Formel in der Form

(f Ny = f,(f_ll(y)), y € f(I),

angewendet.
ii) Essei f:(0,00) = R, f(z) = 2® mit einem « € R. Dann gilt wegen
f(z) = exp(alogx):

a—1

f(x) = exp(alogz) - % = ax

iii) Essei f:(0,00) — R, f(z) = ®. Dann gilt wegen % = exp(z log z):
f'(z) = exp(zlogz)- (logz + 1)
= (logz +1)z”

iv) arcsin: [—1,1] — [ 5 %] ist die Umkehrfunktion von sin : [*7”, g} —
[—1,1]. Fir z € (—1,1) gilt
arcsin’(z) = ! = ! _ !
sin’(arcsinz)  cos(arcsinz) /1 — 22’
T

da cos?y +sin?y =1 und y € (—%,g)
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v) arccos : [—1,1] — [0,7] ist die Umkehrfunktion von cos : [0,7] —
[—1,1].
Analog zu iv) zeigt man, dass arccos auf (—1, 1) differenzierbar ist und
1
arccos' () = ————, z € (—1,1).

V1—22
gilt.

Satz 9.2.6 (Logarithmisches Differenzieren)
Es sei A C R, so dass jeder Punkt von A Héaufungspunkt ist. Ist f : A — R*
differenzierbar in xo € A, so ist auch log |f| in xo differenzierbar, und es gilt

/ _ f/(l’o)
(0g 1) a0) = 201

Beweis.

1. Es sei f(zp) > 0. Dann finden wir aufgrund der Stetigkeit von f an
xo ein 6 > 0, so dass f(x) > 0 fir alle |z — zg| < §,z € A. Auf
ANUs(xp) gilt also f > 0. Damit folgt aus der Kettenregel nach 9.2.5
i), dass log|f| = logof auch an xy € AN Us(xg) differenzierbar und

(1og | 1) (o) = (log o (o) = £&).

2. Ist f(xo) < 0, so existiert § > 0 mit f(z) < 0, |z — x| < 0, © € A,

dort gilt also | (2)| = —(x). Es folgt analog (log |])'(zo) = —&2) —
I’ (zo0)

f(zo) *

Satz 9.2.7 Es sei A C K eine Menge, so dass jeder Punkt von A Hdufungs-
punkt ist. Istzg € Aund f = (f1,..., fn) : A= K", f(z) = (fi(2),..., fo(x)),

so ist f genau dann an xg differenzierbar, wenn alle f, an xq differenzierbar
sind, 1 <v < n. In diesem Fall ist f'(z0) = (fi(z0),---, fn(20)).

Beweis. Ubungen.
Hinweis: Fiir “=” verwende man 9.2.1 v), angewendet auf 7' = 7, : K" —
K, m,(z1,...,2,) = x,, und beachte, dass f, =m,0 f,1 <v < n. ]
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Beispiel 9.2.8 Es sei f : R — R?, f(z) = (fi(z), fo(z)) mit f; : R —
R, fi(z) = (22 — 1)°, fo(x) = exp(z?). Dann sind f1, fo differenzierbar, und
mit der Kettenregel gilt

fi(z) = 5(x? — 1)*22 = 10z(2? — 1)* und

fh(x) = exp(z?)2x = 27 exp(z).

Also ist f differenzierbar, und es gilt

f(z) = (102(2* — 1)*, 2z exp(2?)).

9.3 Extremstellen und der Mittelwertsatz

Definition 9.3.1 Es sei (X, dx) ein metrischer Raum und f: X — R eine
Abbildung. Man sagt

i) f hat an xg € X ein globales Maximum, falls f(z¢) = max f(x),
xre

ii) f hat an zp € X ein globales Minimum, falls f(zg) = mi}r{l f(z),
TE

iii) f hat an 2y € X ein lokales Maximum, falls ein § > 0 existiert mit

f(xo) = pona f(x),

iv) f hat an zyp € X ein lokales Minimum, falls ein § > 0 existiert mit

f(zo) = min f(z).

z€Us(x0)

Stellen zg € X, an denen lokale Maxima oder Minima existieren, heiflen
Extremstellen.

Bemerkung 9.3.2 Ist (X, dx) kompakt und f : X — R stetig, so besagt
Satz 6.1.13 gerade, dass z*,z, € X existieren mit f(z*) = max f(x) und
e

f(@+) = min f(z).

Satz 9.3.3 Es seien M C R offen, xg € M und f: M — R sei eine in xg
differenzierbare Funktion. Ist xo eine Extremstelle von f (d.h. liegt an xg

ein lokales Mazimum oder Minimum vor), so gilt f'(xo) = 0.
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Beweis. Ohne Einschrinkung liege an z ein lokales Maximum vor (anson-
sten betrachte — f anstelle von f).

Dann existiert ein 6 > 0, so dass f(z) < f(xg) fir |x — x| < §,x € M. Da
M offen ist, kénnen wir annehmen, dass [xg — 0, xg + 0] C M gilt.

Es folgt

0 < lim 5 = f'(zo)
n—oo — =
n
>0
9y _
~ m f(x0+n6) o)
n—oo E

Bemerkung 9.3.4 i) Anstelle der Offenheit von M reicht es,
xo € M N (z9,+00) N M N (—o0,z0) zu verlangen.

ii) Stellen z¢ mit f’(zp) = 0 heiBen auch kritische Punkte.

iii) Obiger Satz liefert keine hinreichende Bedingung fiir Extremstellen.
So hat f: R — R, f(x) = 23, an 0 die Ableitung 0, aber 0 ist keine
Extremstelle!

Aber der Satz liefert

Korollar 9.3.5 Es sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, so dass f auf

(a,b) differenzierbar ist.

i) Dann existiert m[a>l<7] f(z). Gilt fir xo € X, dass f(xo) = max f(x), so
Te

xE|a,

folgt xp € {a,b} oder f'(xo) = 0.

i1) Dann existiert min f(x). Gilt fir xo € X, dass f(xg) = ;rél)r(l f(x), so

z€la,b

folgt zo € {a,b} oder f'(xo) = 0.

(Um die Stellen zu finden, an denen globale Extrema angenommen werden,
braucht man also nur die Randpunkte und die Punkte xoy mit f'(zg) = 0
betrachten.)
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Beweis. Die Existenz ist in 6.1.13 gezeigt worden (vgl. Bemerkung 9.3.2).
Wir beweisen i), ii) folgt analog oder durch Betrachtung von —f anstelle
von f.

Ist 9 € (a,b) globale Maximalstelle, so ist zp auch lokale Maximalstelle,
also folgt f’(x¢) = 0 mit 9.3.3. 0

Satz 9.3.6 (Mittelwertsdtze)
Es seien a < b und f,g : [a,b] — R zwei stetige Funktionen, welche differen-

zierbar auf (a,b) seien. Dann gilt

i) Ist f(a) = f(b), so existiert ein xo € (a,b) mit f'(xo) = 0 (Satz von
Rolle).

ii) Es existiert ein xo € (a,b) mit

f(0) — f(a)

f'(@o) = b—a

(Mittelwertsatz).

ii1) Es existiert ein xo € (a,b) mit
F(x0)(9(b) — g(a)) = ¢'(x0) (£(b) — f(a)).

w) Ist g'(x) # 0 fiir alle x € (a,b), dann ezistiert ein xo € (a,b) mit

f'(@o) _ f(b) — f(a)

= (allgemeiner Mittelwertsatz).

g'(x0)  g(b) —g(a)

Beweis.

i) Ist f konstant auf [a,b], so wiihle z.B. zg = %52,

Ist f nicht konstant auf [a, b], so gilt
a) inf f(z) < f(a) = f(b) oder

z€[a,b]
B) sup f(z)> f(a) = f(b).
z€[a,b]
Ist «) erfiillt, so liefert Korollar 9.3.5 ein zg € (a,b) mit f(zg) =

min f(x) sowie f'(zg) = 0.
z€[a,b]

Der Fall 3) folgt analog.
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iii) Es sei h : [a,b] — R.

h(z) = f(z)(g(b) — g(a)) — g(x)(f(b) — f(a)).
Dann ist h stetig auf [a, b], differenzierbar auf (a,b) und h(a) = h(b).
Der Satz von Rolle (Teil 1)) liefert ein xg € (a,b) mit

f'(z0)(9(b) — g(a)) — g'(w0) (f(b) — f(a)) = h'(z0) = 0.

iv) Die Anwendung des Satzes von Rolle auf g zeigt g(b) # g(a). Also
diirfen wir in iii) durch ¢'(zp) und durch g(b) — g(a) dividieren und

erhalten iv).

ii) Ist iv) angewendet auf g : [a,b] — R, g(z) = .

Korollar 9.3.7 FEs sei I ein Intervall, f : I — R stetig und f aufjg diffe-
renzierbar. Dann gilt

i) Ist f'(z) > 0 (f'(x) < 0) fir alle z € _;, so ist f streng monoton
wachsend (bzw. streng monoton fallend).

ii) Genau dann ist f'(x) >0 (f'(x) <0) fir alle x € IO, wenn f monoton

wachsend (bzw. monoton fallend) ist.

Beweis.

i) Essei f'(x) > 0,2 € I.
Sind z1 < x2 Punkte aus I, so existiert mit dem Mittelwertsatz ein
2o € (21, m) C T mit LE2=I@D — w150y 5 0. Also st f(x2) > f(a1).

To—T1

Ist f'(z) <0,z € IO, so betrachte — f anstelle von f.

o)
ii) Essei f/(z) > 0,z € T. Wie in i) zeigt man fiir x1, 9 € I, mit 21 < 2,

dass f(z2) > f(z1).
Ist nun f monoton wachsend, so gilt fiir x1,x2 € I mit 1 < x2, dass

T2 — T

> 0.

Also folgt lim £&=(0) > ¢ fiiy alle 2 € 1.

Tr—XT0

Fiir den Rest betrachte — f anstelle von f.
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Beispiel 9.3.8 Die Umkehrung in i) gilt nicht, wie das Beispiel f : R —
R, f(x) = 23, zeigt.

Satz 9.3.9 (Vorzeichenwechselkriterium,)
Es sei I C R ein Intervall, xg € I und f : I — R stetig, und f sei differen-
zierbar auf I.

Dann gilt

i) Existiert ein 6 > 0 mit

() >0 : zeln(xo—94,x0)
<0 : zeln(xo,zo+9)

so hat f an xg ein lokales Maximum.
(Wechselt f' an xo das Vorzeichen von + nach —, so hat f an xg ein
lokales Maximum.)

ii) Ewistiert ein § > 0 mit

() <0 : zeln(xo—4,z0)
x
>0 : zeln(xzo,zo+9)

so hat f an xg ein lokales Minimum.
(Wechselt ' an x¢ das Vorzeichen von — nach +, so hat f an g ein
lokales Minimum.)

Beweis.

i) Nach 9.3.7 ist f an I N (xg — J,z9) monoton wachsend und auf I N
(0, o + ) monoton fallend.

ii) Beweist man analog oder durch Betrachtung von —f anstelle von f.

d
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Beispiel 9.3.10 Es sei f: R — R, f(z) = 2® + 3 22
Dann gilt f'(z) = 322 + 3z = 3z(x + 1). Damit ist
>0: z€(—o0,—1)
fl(z) <0: z€(~1,0) )
>0: z € (0,00)
und somit ist f auf (—oo,—1) und auf (0,00) streng monoton wachsend
sowie streng monoton fallend auf (—1,0).

Das Vorzeichenwechselkriterium liefert, dass an —1 ein lokales Maximum
und an 0 ein lokales Minimum vorliegt.

Satz 9.3.11 (Regeln von de I’Héspital)

Es sei —oco < a < b < +o00, und die Funktionen f,g : (a,b) — R seien
differenzierbar auf (a,b) mit ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b).

Ferner gelte

i) lim f(z) = lim+ g(x) =0 oder

r—at r—a

ii) lim g(z) € {+o00, —0c0}.
r—a™t

Dann folgt aus lim Fle) — ¢ e RU {—o0, 400}, dass auch lim_ He) — ¢

m ey = S ) <

Eine analoge Aussage gilt fiir lim anstelle von lim .

z—b~ r—at
Beweis. Wir beweisen nur den Fall i), a > —oc.
Durch g(a) := f(a) := 0 setzen wir f,g stetig auf [a,b) fort. Es sei (z,)nen
eine Folge in (a,b) mit x,, — a. Nach den allgemeinen MWS existiert &, €
(a, zp) mit

f/(gn) _ f($n) - f(a) _ f(xn)
g’(ﬁn) g(xn) - g(a) g(xn)

o JEn) ) )
n—oo g(xy) n—oo ¢'(&n)  t—at g'(€)

Es folgt

-1
Beispiel 9.3.12 xlianr \/fzfl = 0. In der Tat, sei f : (1,400) = R, f(z) =

vz —1,und g : (1,400) — R, f(z) = Va —1, so sind die Vorausset-

zungen der Regel von de I'Hospital erfiillt und es folgt lim,_,q+ % =
T,y L8 = Tim, ol —o.



Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 243

9.4 Hauptsatz der Differential- und Integralrech-

nung

Satz 9.4.1 Esseia <bund (E,|-|g) ein vollstindiger normierter Raum.
Ist f:a,b] — (E,||-||g) differenzierbar, so gilt

1£(0) = f(a)lle < sup [[f'(2)]e (b—a)

z€[a,b]

Beweis. Es sei C' > sup || f'(x)| g beliebig und
z€[a,b]

M= {z € [a.8] : ||f(x) - f(a)| < Clz — a)}.

Da g : [a,b] — R, g(z) = ||f(z) — f(a)[[g — C(z — a) stetig ist, ist M =
g_l((—oo, O]) abgeschlossen, und somit ist zg :=sup M € M.
Wir nehmen an, dass zy < b ist. Aufgrund der Definition des Supremums
gilt

| f(z) = fla)|lg > C(x — a) fir alle zp < z <b.
Andererseits folgt aus

1
T — X

lim
xr—x0

(f@) = Fao)|, = | £ @)l < ©

die Existenz von § > 0 so, dass H I}xo (f(z)— f(=0)) HE < C fiir alle x € [a, b]
mit |z — xg| < 9.

Es sei nun = € (zg,z¢ + 0) N [a,b] (# 0). Es folgt
Clz—a) < ||f(z) = fla)||p < | F(@) = fzo)| 5 + || (o) — fla)||

1

r — o

-

(/@) = (o) |+ Clao— ),

also

xijﬂw—f@wME

< C(x —xp), Widerspruch.

Clx—z9) < (z-— :1;0)H

Also ist g = b, und wegen xg € M ist

[£(6) = fa)||, < C(b—a).
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Korollar 9.4.2 Es sei I ein Intervall, (E,||-||g) ein vollstindiger normier-
ter Raum und f : I — E differenzierbar auf I mit f'(x) = 0,2 € I. Dann
ist f konstant, d.h. es existiert c € E mit f(x) =c,x € I.

Beweis. Aus obigem Satz folgt f(b) = f(a) fiir alle a < b,a,b € I. Ist also
xg € I fest, gilt somit f(z) = f(xg),x € I. O

Definition 9.4.3 Es sei A C K, so dass jeder Punkt von A Haufungspunkt
von A ist. Ist f : A — FE eine Funktion mit Werten in einem vollstédndigen
normierten Raum (E, || - ||g), so heifit eine Funktion F' : A — E Stamm-
funktion von f, falls F' auf ganz A differenzierbar ist und F’ = f gilt.

Beispiel 9.4.4 (vergleiche 9.1.3 und 9.2.2) Wegen exp’ = exp ist exp eine
Stammfunktion von exp : C — C.

Ist f, : C—C, fn(z) = 2",n € Ny, soist F, : C — C, F,(2) = %_HZJH_I eine
Stammfunktion von f,.

Ist fo : C" - C,fopn(z) = 27" = Zin, neN n>2 soist Fp, : C* —
C, F_,(z) = ﬁz‘”“ = —(nil) an,l eine Stammfunktion von f_,. 1

Wir werden im vierten Semester zeigen, dass f_1 : C* — C, f_i(2) = 3,

keine Stammfunktion auf C* besitzt. Jedoch gilt:
Ist a € R, fo:(0,00) = R, fo(x) =2, soist Fy : (0,00) — R,

1 o+l . -1
Fa(x) — { a+1x o 7£
log Ca=—1,

eine Stammfunktion von f,. Insbesondere ist also log eine Stammfunktion
von f-1:(0,00) = R, foi(z)=1.
Fiir weitere Beispiele von Stammfunktionen verwende 9.1.3 und 9.2.2.

Wir wollen nun zeigen, dass Stammfunktionen in gewisser Weise eindeutig

sind.

Satz 9.4.5 Es sei I C R ein Intervall, (E,||-||g) ein vollstindiger normier-
ter Raum, f : I — E eine Funktion und F : I — E eine Stammfunktion

von f. Genau dann ist eine Funktion G : I — E eine Stammfunktion von
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f, wenn ein ¢ € E existiert mit G = F + ¢ (d.h. G(x) = F(x) 4+ c,x € I).
Kennt man also eine Stammfunktion, so kennt man alle anderen, sie ent-
stehen durch Addition beliebiger Konstanten an die eine.

Beweis. Wegen (F +c¢)' = F' +0 = f ist G = F + ¢ ebenfalls eine Stamm-
funktion von f.

Ist G eine Stammfunktion, so gilt G’ = f, also (G—F) = f — f =0, und
somit existiert nach obigem Korollar ein ¢ € F mit G — F = ¢, ergo ist
G=F+ec. O

Definition 9.4.6 Es sei X ein Vektorraum. Eine Abbildung v : [o, 8] — X
heiflt Polygonzug, falls es a =ty < t;1 < -+ < t, = fund xg,...,x, € X
gibt, so dass

t—1t,

————(Tpq1 — ), tE€ [ty tuy1], 0<v<n-1
tu+1 — 1y

Y(t) =z +

gilt.

Eine Teilmenge U C X heifit polygonzusammenhingend, falls es fiir alle
a,b € U einen Polygonzug v : [, 3] — U mit v(a) = a und v(3) = b gibt.
In diesem Fall sagen wir auch, v verbinde a mit b.

Lemma 9.4.7 Es sei (X, | ||x) ein normierter Raum, U C X offen. Genau

dann ist U zusammenhdngend, wenn U polygonzusammenhdngend ist.

Beweis. Ist U polygonzusammenhéngend, so liefert der Beweis von 4.3.14,
dass U zusammenhéngend ist (Dazu beachte man, dass jeder Polygonzug
stetig ist).

Es sei also U zusammenhingend und a,b € U. Wir setzen V als die Menge
aller x € U, fiir die ein Polygonzug existiert, der a mit = verbindet. Wegen
a€eV gtV #0.

V ist offen (in U): Es sei x € V. Wéhle ¢ > 0 mit U.(z) = {y € X : ||z —
yllx < e} C U. Esseiy € U(x) beliebig. Da 2 € V existiert ein Polygonzug
v : [, B] = U mit y(a) = a und v(3) = . Setze p : [a, f + 1] — U,

R0 L t€ [, f]
p(t) =
v+ (t=P)y—=z) te(B,B+1]
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Dann verbindet p den Punkt ¢ mit dem Punkt y, also gilt auch y € V. Es
folgt, dass V offen ist.

V ist abgeschlossen in U: Es sei y € VY. Wiihle € > 0 mit U:(y) C U. Dann
ist U-(y) NV # 0, also existiert x € U-(y) N'V. Nun konstruieren wir genau
wie im Beweis der Offenheit einen Polygonzug p der a mit y verbindet. Da-
mit ist y € V.

Insgesamt ist V' nicht leer, offen und abgeschlossen in U, also gilt, da U

zusammenhéngend, dass V = U. Insbesondere ist b € V. |

Bemerkung 9.4.8 Aus der dem Beweis folgt, dass Polygonzusammenhang
immer Zusammenhang impliziert, ohne die Voraussetzung der Offenheit ist
die Umkehrung falsch. Weitere Informationen betreffend Zusammenhangs-

begriffe finden Sie in den Ubungen.

Satz 9.4.9 Es sei U C C offen und zusammenhdingend, (E,| - ||g) ein
vollstandiger normierter Raum (iber C), f : U — E eine Funktion und
F : U — E eine Stammfunktion von f. Genau dann ist eine Funktion
G : U — E eine Stammfunktion von f, wenn ein ¢ € E existiert mit
G=F+c (dh G(z)=F(z)+czeU).

Kennt man also eine Stammfunktion, so kennt man alle anderen, sie ent-

stehen durch Addition beliebiger Konstanten an die eine.

Beweis. Mit F ist auch F' + ¢ eine Stammfunktion von f.

Ist G eine Stammfunktion von F, soist (F—G)' = f—f = 0, wir miissen also
zeigen, dass H := F —G konstant ist, wenn H' = 0. Sei dazu zg € U beliebig.
Ist z € U, so wihle nach 9.4.7 v : [, 8] 2 U,a=tg<t1 < -+~ <t, =pf

und zg = 2o, X1y, Tn_1,Tn = 2 € U mit
t—1t,
v(t) =z + ————(Tp41 —x), € [ty tyt1], 0<v <n-—1
tl/—‘rl_tV

Die Kettenregel liefert H o~y ;. ,; = 0 und also ergibt die Anwendung von
9.4.5 auf H o7y, 4., dass H(z,) = H(zy41), 0 < v < n— 1. Es folgt
H(zp) = H(2). O
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Satz 9.4.10 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, HDI)
Es sei I ein Intervall, (E,| - ||g) ein vollstindiger normierter Raum und

f I — FE ein stetige Funktion.
x
i) Ist yo € I beliebig und F : I — E, F(z) = [ f(t)dt, so ist F eine
Yo
Stammfunktion von f.

it) Ist F': I — E eine Stammfunktion von f, so gilt

fiir alle a,b € 1.

Beweis.

i) Aus Satz 8.3.5 folgt

F —F F —F
lim LW = F@o) o P = Fla) g
T—T0 T — X (z1,22)—(20,70) T2 — 1
(z1,72)#(20,70)

fur alle o € I. Also ist F eine Stammfunktion von f.

ii) Aus i) und 9.4.5 folgt die Existenz von ¢ € E mit

Fz)=c+ [ f(t)dt, x €I
/

Damit gilt
b a
F(b)—F(a) = c+/f(t)dt—c—/f(t)dt

b

- /f(t)dt.

a

d

Mit dem Hauptsatz kénnen wir nun eine Unmenge von Integralen ausrech-

nen, die uns bisher nicht zugéinglich waren. Als Beispiel moge dienen:
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Beispiel 9.4.11 (vgl.9.4.4) i) Fiir n € Ny und a,b € R gilt

b

/a:”d:r: = warl — La"“.
n+1 n—+1

a

ii) Fiir a,b > 0 und o € R\ {—1} gilt

b
/xadaz = ibaJrl — a®tt.
a+1 a+1
a

Im Fall o = —1 gilt

b
1
/dm = log b — log a.
x

Korollar 9.4.12 FEs sei I ein Intervall, (E,| - ||g) ein vollstindiger nor-

mierter Raum und f: I — E eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

i) f ist stetig differenzierbar auf I,

. . 1
i) lim
(z1,22)—(z0,20) T1 — X2

(f(z1) = f(x2)) eaistiert fiir alle zo € I,

ii1) f ist differenzierbar auf I und

1
Tr1 — T2

(f(@1) = fz2)) a1 # w2
G:IxI—E, Gx1,x9) :=

f(x1) 1T = To

ist stetig auf I X 1.

Beweis. Ohne Einschrénkung sei I = [a, b].
i) = ii): Es gilt f(z) = f(a) + [ f'(t)dt nach dem HDI. Eine Anwendung

von 8.3.5 ii) auf f’ (anstelle von f) liefert ii).

ii) = iii): Zunéchst folgt aus ii), dass

Flwo) = lim —

T—To T — :L‘O

(f(@) = f(@0))

(f(z1) = f(22)), xo € [a,b].

= lim
(z1,22)—(20,20) T1 — T2
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Die Behauptung folgt nun aus 7.2.3.
iii) = i): Ist 5 : [a,b] — [a,b]?, 2 — (x,2), so ist f' = G o j als Verkniipfung
stetiger Abbildungen stetig. O

9.5 Differenzierbarkeit der Grenzfunktion

Lemma 9.5.1 Es sei (E,||-||g) ein vollstindiger normierter Raum und a <

xg < b. Weiter sei (fn)nen eine Folge stetig differenzierbarer Abbildungen

fn : la,b] — E,n € N. Konvergiert (fn(xo))neN

gleichmafig gegen g : [a,b] — E, so konvergiert auch (fn)nen gleichmdfig
xX

und konvergiert (f])nen

gegen das stetig differenzierbare f : [a,b] — E, f(z) = lim f,(z0)+ [ g(t)dt.
n—oo z0

Weiter gilt f' = g, also
(lim f,)" = lim f).

Beweis. Wegen 6.2.5 ist g stetig, nach dem HDI ist also f differenzierbar,

und es gilt f' = g.

Es bleibt die gleichméige Konvergenz von (fy,)nen gegen f zu zeigen. Nach
x

dem HDI gilt f,,(z) = fn(zo) + [ f1,(t)dt. Es folgt
o

sup || fu() = f(2)]| g = sup || fulzo) = lim £, (xo) + J 10 — gyt

z€[a,b z€[a,b]

< an($0) - VILHSOfV(xO)HE + (b - CL) ts?pb} ||f1/1(t) - g(t)HE —0 (n - OO)

d

Satz 9.5.2 Es sei (E,|| - ||g) ein vollstindiger normierter Raum und G C
K offen. Ist (fn)nen eine Folge differenzierbarer Abbildungen mit stetigen
Ableitungen f] : G — E, so dass sowohl (fn)nen als auch (f})nen lokal
gleichmdfig auf G konvergieren. Dann ist f := lim f, stetig differenzierbar
auf G, und es gilt f' = (lim f,) = lim f]. o

n—oo n—oo

Beweis.
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1. Der Fall K = R folgt sofort aus obigem Lemma, angewendet auf die
kompakten Teilintervalle [a,b] C G.

2. Es sei G C C und ¢(z) := lim f}(z). Dann ist g nach 6.2.5 stetig.
Es sei zp € G und € > 0 beliebig. Wihle 6 > 0 mit Bs(z9) C G und

sup Hg (zo)HE <e.
|z—z0|<d

Ist z € Us(20) und
hy :[0,1] — E, hn(t) := fn(20 + t(z — 20)),

so gilt A, : [0,1] — E, h},(t) = f1 (20 +t(z — 20)) (2 — 20). Damit erfiillt
(hn)nen die Voraussetzungen des Lemmas.
Es folgt mit h : [0,1] — E, h(t) = f(20 + t(z — 20)), dass

n—oo

1
f(z)=h(1) = +/ (lim R)(
0

= f(20) + g(zo +t(z — zo))(z — 2p)dt.
[

Also gilt
(1)~ 1) ~ o),
1 1
/ zo+t z—zo)) —g(z0 dtH /| _sull) 5Hg(z)—g(z0)HEdt<5.
0 of<

Damit ist f = lim f, differenzierbar an zg, und es gilt
n—oo

f'(z0) = 9(20) = lim_f;(20).

o0
Korollar 9.5.3 Es sei Y a,(z — z9)” eine Potenzreihe mit dem Konver-

v=0
genzradius R > 0. Mit Ur(z0) = {z € C : |z — 2| < R} ist dann
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f:Ur(z0) = C, f(2) = > av(z — 20)¥ stetig differenzierbar und die Ablei-

tung von f ist gegeben durch

f i Ug(20) = C, fl(2) = Zayu(z — )t
v=1

D apa(v+1)(z — 2)".

v=0

7

Beweis. Setze f,, : Ur(z0) — C, fn(2) :== > ay(z — 20)”. Dann gilt

v=0
n n—1
= Z ayv(z — 29)" 1 = Z ay+1(v+1)(z — 20)".
v=1 v=0

Weiter ist g(z) = Z ay+1(v + 1)(z — 29)” eine Potenzreihe mit demselben

Konvergenzradius R Mit Korollar 6.3.4 sind die Voraussetzungen von 9.5.2
erfiillt und es folgt die Behauptung. a

28]
Korollar 9.5.4 Ist Y a,(z—2z0)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzra-
v=0

dius R > 0, soist F: Ug(20) — C, F(2) = . 25 (z—20)" T = 3 22 (2
v=0 v=1
20)" eine Stammfunktion von f : Ur(z0) — C, f(2) = > ay(z — 20)".
v=0

Beispiel 9.5.5 i) Wir kénnten mit obigem Resultat leicht zeigen, dass

exp’ = exp, sin’ = cos, cos’ = — sin, z.B:
0.) o
, 1
exp'(z) = E —yz E —' = exp(2).
v= 1 v=0

ii) Es sei f:(—1,1) — R, f(z) = log(1 — z). Dann gilt f'(z) = L =
- ;()SCV.

Eine Stammfunktion zu f’ ist aber auch nach Obigem g(z) = — %m”.

v=1

Damit folgt

1
log(l—z)=C— Z;x”
v=1
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Wegen log(1 —0) =0= )" 10” gilt C =0 und es folgt
v=1

1
log(1 — § -
Og l‘ VZIV.T

fir |z < 1.

Wir wollen nun die Reihe ) (j)u ausrechnen. Dazu benétigen wir
v=1

o0
Satz 9.5.6 (Abelscher Grenzwertsatz) Es sei . a,x’ eine Potenzreihe mit
v=0
[e.e]

dem Konvergenzradius 1, und es konvergiere Y a,. Ist f : (=1,1) = C, f(z) =
v=0

o0 [e¢]
> ayx, so gilt lim f(x) = Y ay.
v=0 r—1 v=0

n
Beweis. Es sei s_1 := 0 und s, := ) _ a,,n € Np.
v=0
Wegen a,, = s, — s,—1 erhalten wir

n

n n n—1
g a,r’ = E (s, — spy—1)z” = E sz’ — E s, v 1!
v=0 v=0 v=0

v=0
n—1
= (1-=x) E spr” + spa”,
v=0

also folgt f(z) = (1 —=x) > sya”,xz € (—1,1).
v=0

Es sei ¢ > 0. Wahle N € N mit ‘sn — al,} < § fiir alle n > N, und dann

wahle 1 > § > 0 mit
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Dann gilt fiir alle z € (1 — 4,1), dass

‘f(a:)—iak‘ = ‘(1—:c)isyx”—§:ak’
k=0 v=0 k=0
= (1—x)Zsyx”—1ixZak‘
v=0 k=0
= (1—-=2) Zsym‘”—z<2ak>x”
v=0 v=0 k=0
= (1—x)2(sl,—2ak x”
v=0 k=0
< (1—w)z sV—Zakm”
v=0 k=0

IA
[«%)
]
&
|
|M8
=
+
—
|
2
]
| ™
&T

o0 v
Beispiel 9.5.7 Es sei f: (—1,1) = R, f(z)= > D" — —log(1

Il
—

14

Mit dem Abelschen Grenzwertsatz folgt

[e.e] _1 v
Z (=1) = —log 2.
v=1 v

9.6 Integrationsregeln

253

Satz 9.6.1 Es sei [a,b] C R ein Intervall und E ein vollstindiger normier-

ter Raum.

i) Sind f: [a,b] = K, g : [a,b] — E stetig differenzierbar, so gilt

b

/f’(ﬂ?)g(:ﬂ) + f(@)g'(z)dz = f(b)g(b) — f(a)g(a),

a
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mit anderen Worten

b

/f@M@szfy

a

b
- [ ) @iz,

b
wenn man h

:= h(b) — h(a) setzt. (Partielle Integration)

a

ii) Es sei ¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar und f : ¢([a,b]) — E stetig.

@(b) b
Dann gilt [ f(z)dz = [¢'(t)f(p(t))dt (Substitutionsregel).
w(a) a

Beweis.

i) Wegen (f-g) = f'g+ fg’ gilt nach dem HDI

b

b
/f'(m)g(w) + f(2)g (z)de = /(f -9)(x)dz = f(b)g(b) — f(a)g(a).

a

ii) Ist F' : [a,b] — E eine Stammfunktion von f, so gilt nach dem HDI
und der Kettenregel

/f@ﬂvz-ﬂmew@%ﬂ%¢@FOﬂ®

b b
==/Wowwﬁ=/¢WﬂMmﬁ

Bemerkung 9.6.2 i) Die Substitutionsregel kann man auch symbolisch
©(b)

durch = = ¢(t) = % = /(t) = dz = ¢/(t)dt und somit [ f(z)dz =
v(a)

b
[ (@) - ¢ (t)dt, z 1duft von ¢(a) bis ¢(b), ¢ lduft von a bis b, aus-

driicken.
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ii) Ist ¢ : [a,b] — [«, ] stetig differenzierbar mit ¢'(z) # 0, z € [a, b], so
ergibt die Anwendung der Substitutionsregel auf !, dass

b ©(b)
[#e@nds = [ @@ @)
a ¢(a)
©(b)
S (O ——
¢'(p71(2))
¢(a)
Symbolisch ist also z = ¢(x), somit
dx , 1 1
xT= 1(2):>£:(g0 b (z)zmédxzmdz.

iii) Die Substitutionsregel gilt auch fiir Regelfunktionen f, das zeigen wir
hier aber nicht.

Korollar 9.6.3 FEs sei f : [a, 3] — R stetig differenzierbar und streng mo-
noton mit f(|a, f]) = |a, b].

Dann gilt
b IS0 e
[riwa = [ ar@i=yiw)] - [ e
a i) ’ f=(a)

Beweis. Nach der Substitutionsregel (mit ¢ = f) gilt

f71(v) 1) FUFL)
[ (@)rde = / P2 (f(e))da = / £ (y)dy
f1(a) ft

|

Weiter gilt mit partieller Integration
) ) £
, f7H0)
f(x)xdx = f(:):):c‘ - f(z)dx.
=) f~1(a)

(@)
f (w)dy.
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Beispiel 9.6.4 i) Fir -1 <a<b<1gilt

b

b
/\/1—;U2d:17 = /1-\/1—:32(13:
1

a

—2
= x\/l—xQ‘Z—;/(%dx

b

1— a2

b
b 1
= x\/l—xQ‘ +/dw— ——dx
a N N
a t a t

b
= m\/l—x2‘z+arcsinx‘l;—/\/l—:BQdaz,
a

b
also [V1—a22dx = %(x\/l —x2 4+ arcsinx)‘z.

Ist aa: —1,b =1, so folgt also

5.

b
1
/\/ 1—22dx = §(arcsin(1) — arcsin(—1)) = T

Somit ist also die Fliche des Kreises {(z1,z2) € R? : |z| < 1} gleich 7.

ii) Essei f:[0,00) = R, f(t) = —L

cosht’

Ersetzen wir t = log z, so folgt

x 1 log(e”) 1 e® 1 1
——dz = ——dz= | ————— —d
/ cosh(t) : / cosh(t) ? / cosh(log z) z :
0 log(1) 1

1 1 1
= /le:2/2dZ
s(z+271) 2 14z
1

1

= 2arctan ‘iz = 2arctan(e”) — 2arctan(1),
—_——

vl

also ist F': [0,00) — R, F(z) = 2arctan(e”) eine Stammfunktion von

1
cosh*




Kapitel 10

Ho6here Ableitungen

Es sei A C K, so dass jeder Punkt von A Haufungspunkt ist, und es sei
(E,|| - ||g) ein vollstindiger normierter Raum iiber K. Die Abbildung f :
A — F heiit zweimal differenzierbar (auf A), falls f differenzierbar und f’

ebenfalls differenzierbar ist. Man setzt
f(2) — f// — (f,)/-

Induktiv definiert man: f heifit n-mal differenzierbar, falls f (n — 1)-mal
differenzierbar und f("~1) ebenfalls differenzierbar ist. Man setzt

7

f(n) — (f(nfl)) )

Weiter heifit f n-mal stetig differenzierbar, falls f n-mal differenzierbar und
) stetig ist. Wir schreiben

C"(A,E) :={f:A— E: fist n-mal stetig differenzierbar}
und

C*®(AE) :={f:A— E: f ist beliebig oft differenzierbar}.

10.1 Lokale Extrema und Konvexitit

Satz 10.1.1 Es sei I C R ein offenes Intervall xg € I und f : I — R
eine zweimal differenzierbare Funktion. Ist f'(xg) = 0 und f"(x¢) > 0 (bzw.
" (z9) <0), so existiert ein § > 0 mit

f(x) > f(xo) (bzw. f(x) < f(x0))

257
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fiir alle x € I mit 0 < |z — xo| < §. Insbesondere besitzt f an xy ein lokales

Minimum (Mazimum,).

Beweis. Ohne Einschriinkung sei f”(zp) > 0 (ansonsten betrachte —f an-
stelle von f). Wegen
/ o
i 1 @) = f'(z0)

T—0 T — xg

= f"(xz0) >0

existiert also ein § > 0 mit 2@ = F@=1'@) - ¢ fir alle x € I, |z —x0| < 6.

T—x0 T—x0

Es folgt f" < 0 auf I N (zo — d,z9) und f" > 0 auf I N (zg,z0 + §). Nach
9.3.71) ist f streng monoton fallend auf I N (xp— d, zp) und streng monoton
wachsend auf I N (x, zo + 9). ]

Satz 10.1.2 FEs sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R zweimal

differenzierbar. Dann ist f genau dann konvez (d.h.
Sz + (L= Nzg) < Af(21) + (1 = A) f(22)

fiir alle x1,x9 € I, X € [0,1], wenn f” >0 auf I.

Beweis.

1. Es sei f” > 0 auf I. Dann ist f’ monoton wachsend, und nach dem
MWS existieren fiir 1 < x2,x1,22 € I und X € [0,1] zwei Punkte
& € (xl, Ary+ (1 — )\)562),62 € ()\1:1 +(1- )\)xQ,xQ) mit

Sz + (1 = Nag) — f(z1)
Az + (1= XN)xg — 2

= f'(&)

fx2) = f(Az1 + (1 = AN)ao)
T — (/\1’1 + (1 — )\)xg)

< f(&) =

Wegen Az1+(1—-N)zo—z1 = (1-X)(z2—21) und xg—()\:r1+(1—)\)x2) =
A(zo — x1) impliziert dies

Mz 4+ (1= Nz2) — flz1)) < (@ =N (f(22) = f(Az2 + (1= N)z2))

also
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2. Es sei f konvex. Wir nehmen an, es gibt ein g € I mit f”(zg) < 0.
Setze  : [ — R, p(x) = f(x)—f'(x0)(x—x0). Dann ist auch ¢ zweimal
differenzierbar, ¢'(zg) = 0 und ¢”(zg) < 0, also besitzt ¢ an xy ein
lokales Minimum, und es gibt sogar ein 6 > 0 mit ¢(zo — ) < ¢(xg)
und p(zo + 0) < @(xg). (Wegen ¢"(xg) < 0 existiert 6 > 0 mit ¢’ > 0
auf [zo — d,z0) und ¢’ < 0 auf (xq, 2o + d], also ist ¢ streng monoton
wachsend auf [zg — 0, xg] und streng monoton fallend auf [zg, z¢ + J].)
Es folgt

flw) = plao) > 5 (w0~ )+ gl +9))

= S (w0 =)+ f(zo ~ ),

Widerspruch.

Korollar 10.1.3 Es sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R zweimal
differenzierbar.

Dann ist f genau dann konkav (d. h. f(Az1 + (1 — N)az) > Af(z1) + (1 —
N) f(z2) fiir alle z1,29 € I, X € [0,1]), wenn " <0 auf I.

Beweis. Wende 10.1.2 auf —f an. a

10.2 Der Satz von Taylor

o0
Lemma 10.2.1 Es sei Y a,(z — )" eine Potenzreihe mit dem Konver-

v=0
genzradius R > 0 und f : Ur(z0) — C, f(2) = Y. av(z — 20)”. Ist z1 € C
v=0

mit |z1 — 20| < R,

s 1%
b = Z (l{:) ay(zl — Z())ka, k € Ny,
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o0 ~
so konvergiert die Potenzreihe > bp(z —21)F auf Up(21) mit R := R— |21 —
k=0

= Z br(z — zl)k
k=0

20|, und dort gilt

Beweis. Es sei z € Up(21), und es sei

Qy = (Z) ay(z1 — zo)”*k(z — zl)k, v,k € Ng.

Wegen a1, = 0 fiir k > v folgt

N N N v ”
323 lewsl = 323 (5ol ol

v=0 k=0 v=0 k=0
N

= laul(lz1 — 20l + |2 — 21) <Z|ay\ \2’1—20|+\Z—2’1!) 00
v=0 v=0 <R

fir alle V € N. Also ist (au,k)(uk)eNg (absolut) summierbar, und der Um-

ordnungssatz liefert

Zau z2—2) Z%Z( ) 2= 2)F (21 — 20)"F

= ) = ZZ() (21 — 20)" F(z — 2)*

(v,k)ENZ k=0 v=k

o0
E Z—Z1

o0
Satz 10.2.2 Es sei Y. a,(z — 2z9)” eine Potenzreihe mit dem Konvergenz-
v=0
radius R > 0 und z1 € C mit |21 — z0| < R. Ist f : Ur(z0) — C, f(2) =
o0
> ay(z — 20)", soist f beliebig oft differenzierbar, und es gilt

v=0

o 0,
z :Zf V(! 1)(2—21)1” |Z—Zl|<R—|zl_Z0"
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S S~ [ (z0)
Insbesondere ist Y a,(z — 20)" = > (2 — 20)".
v=0 v=0 ’
Beweis. Nach 10.2.1 geniigt es, die letzte Gleichung zu zeigen. Nach 9.5.3 ist
[ee]
f stetig differenzierbar mit Ableitung f/(2) = 3 a,v(z — 20)”~!. Induktiv
v=1

erhalten wir aus 9.5.3, dass f beliebig oft differenzierbar ist und

F®) (z9) = % av(v—1)...(v —k+1)(z — 2)"*, also
v==k

F®)(29) = apk! fiir alle k € N.

Bemerkung 10.2.3 Im vierten Semester werden wir folgenden Satz zeigen:
Ist G C C offen, f : G — C differenzierbar, so ist f schon beliebig oft

differenzierbar, und es gilt fir zp € G, dass f(z) = ioj %(z —z)", 2z €
G, |z — 20| < dist(z0,0G). v

Dieses Resultat gilt natiirlich nicht fiir Funktionen, die blof§ auf Intervallen
0 :z2z<0

22 x>0
differenzierbar auf R, aber nicht zweimal differenzierbar.

I C R definiert sind, z. B.ist f : R — R, f(z) = { stetig

Satz 10.2.4 (Taylor) Esseil C R ein Intervall, (E,||-||g) ein vollstindi-
ger normierter Raum und f : I — E eine (n+ 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion. Dann gilt fiir x,xo € I, dass

) (g
Py =S 200 (4t R (o w0),

V!

wobes
X

Ruo(r,20) = / (2 — )" £ (1),

o

Beweis. ( durch vollstdndige Induktion)
n = 0. Nach dem HDI gilt

f@) ~ flao) = [ £t = g [ (- 00O oya,

o
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0. £0) (p) ’
also f(z) = >_ o (z —x0)” + Ri(x, o).
v=0

n — 1+ n. Nach Induktionsvoraussetzung gilt mit partieller Integration

x

! ; / (& — £ ) (1)t

R, (x,z0) = (nT

o

T

= _(x—t)"! . f(n)(t)’l‘ i 1 / (x — t)nf(”+1)(t)dt

n

Hieraus folgt die Behauptung fiir n. O

Korollar 10.2.5 Es sei f : I — E eine (n+ 1)- und stetige Funktion mit
fO) () = 0 fiir alle z € I. Dann gilt

1%

n ) (g
fy =3 T (o,
v=0

f st also ein Polynom vom Grade < n.

Satz 10.2.6 (Lagrangesche Form des Restgliedes)
Es sei f : I — R eine (n + 1)-mal stetige Funktion und xo,x € I. Dann

existiert ein £ zwischen xy und x mit

IR S PAUCH) v, I n
f($>—;) ol (.’E—SUO) “!‘m(%‘—%’o) +1.
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Beweis. Sei ohne Einschrinkung z > .

Nach dem MWS der Integralrechnung existiert ein £ € (zg, z) mit

1 T
Rpii(z, o) = — / (z — )" D (t)dt
o >0

T

= L [ty

Zo

(n+1)
_ e

(n+1)! o

Definition 10.2.7 Es sei I C R ein offenes Intervall und f : I — C eine
Abbildung, welche beliebig oft differenzierbar ist. Dann heifit

© W) (y
L)) = 3 0 oy
v=0 ’

die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt zg.

Bemerkung 10.2.8 i) Die Taylorreihe ist eine Potenzreihe.

ii)

iii)

Vorsicht: Es kann passieren, dass diese Reihe nur fiir x = z¢ konver-
giert.

Auch wenn f : I — C beliebig oft differenzierbar ist und die Taylorrei-
he auf I konvergiert, muss Ty, (f)(x) nicht unbedingt gleich f(z) sein,
wie das Beispiel

exp(—%) cx#0

0 =0

fiR-R, fz)=

zeigt. In diesem Fall ist ndmlich Ty(f)(z) = 0,2 € R.

Fiir alle Funktionen f : I — C, die durch eine Potenzreihe auf I dar-
gestellt werden, gilt nach 10.2.2, dass f(z) = Ty, (f)(x),z0 € 19, |x —
xo| < dist(zo, OI).
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Eine der wenigen elementaren Funktionen, die wir noch nicht durch Potenz-
reihen dargestellt haben, ist f(z) = z®.

Beispiel 10.2.9 Es sei a € R. Dann gilt fiir |z] < 1, dass

14
Hierbei ist (%) = [ =2+,

Beweis. Es sei f(z) = (14 2)* Ist a € Ny, so ist () = 0 fiir v > o, und
die Behauptung folgt aus dem binomischen Satz.
Es sei also a ¢ Ny. Induktiv zeigt man leicht, dass

@) =afa—1) - (a—v+1)1+2)"" = (Z‘) (14 z)*77.

[e.e]
Also ist % = (%), und damit ist Y (¢)2” die Taylorreihe von f(z) =
) v=0

(1+z)>.
Wegen

oa—v
v+1

— 1 (v — o0)

liefert das Quotientenkriterium, dass unsere Taylorreihe Ty(x) fir |z| < 1
konvergiert.

Es bleibt zu zeigen, dass (1 + x)* = Ty(z). Dazu ist zu zeigen, dass das
Restglied

1
Ry (x / x— )" fOD (1) dt
0

nl

fiir |z| < 1 gegen 0 konvergiert.
X

Zunéchst gllt Rn+1($) = (n + 1 (nJrl) f 1 + t)a n— 1dt
0
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1. Essei —1 < 2 < 0. Dann gilt

|Rnyi(z)| = (n+1) <n+1> x+t — )t

= (n+1) ( )‘/jﬂ| (Jz| —t)™(1 — t)* "Lt
0

||

N e

—_——

n lz|—t
<|z|™,dat— G

monoton fallend in [0, |z|]

|z

a—1 . e
a< ; ) || 0/(1 t)>Ldt.

Da die Reihe ) (a;l) |z|” konvergiert, folgt
v=0
a—1
n

Ryi1(z) — 0 (n — 0).

<

(n — o0)

und somit

2. Essei0 <x < 1.
Dann gilt nach der Lagrangeschen Form des Restgliedes

(n+1) (5) n+1
— X
(n+1)!

|n+1 ‘_‘

< (p E )l (146"

W2 (1) aver

mit einem £ € [0, |x|].

Da > (¢)z” konvergiert, folgt (nil) 2" — 0 und damit R, 1(z) —
v=0
0 (n — o0).
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Kapitel 11

Uneigentliche Integrale und
Anwendungen

11.1 Definition und elementare Eigenschaften

Definition 11.1.1 Es sei I C R ein Intervall mit linker Grenze a € R U
{—o0} und rechter Grenze b € RU {+o0}. Ist (E,| - ||g) ein vollsténdiger
normierter Raum, so heiit f : I — FE uneigentlich integrierbar und s =:

b
| f(z)dz das Integral von f, falls
i) f\[am S %([a,ﬁ],E) fiir alle [, 5] C I.

B
ii) lim [ f(z)dz = s existiert.
(@8)=(0)

Wir setzen ff(x)da: = — [ f(z)dz.
b

Bemerkung 11.1.2 Es sei g € I. Dann ist f : I — F genau dann unei-

gentlich integrierbar, wenn

i)) f‘[a,xo] € %([a,aﬁo],E) und f|(z,.8 € %([wo,ﬂ],E) fir o < 29, € 1,
und G > zg, 0 € I, sowie

ii) lim

xQ b
lim [ f(z)dz und %13% [ f(x)dz existiert.

acl @ Bel xo

b zo B
In diesem Fall ist [ f(z)dz = lim [ f(:c)dx—i—éirrif f(x)dz.
a a—=a Yz

267



268 UNEIGENTLICHE INTEGRALE

Satz 11.1.3 Es sei I C R ein Intervall mit linker Grenze a € RU {—o0}
und rechter Grenze b € RU {+o00}. Weiter seien f,g : I — E uneigentlich
integrierbare Abbildungen mit Werten in einem wvollstindigen mormierten
Raum. Dann gilt

i) Fir A € K ist \f + g uneigentlich integrierbar, und es gilt

b

/b)\f(gc) + g(z)dz = )\/bf(x)da:+ /g(:v)da:.

a

ii) Ist A : (E,| - ||g) — (F,|| - ||r) eine R-lineare Abbildung, so dass ein
C > 0 existiert mit ||Az||p < Cllz||g,z € E, so ist Ao f uneigentlich
integrierbar, und es gilt

b b
/(A o f)(z)de = A(/f(x)d:v).
Insbesondere gilt im Falle E = C:
b b
/Ref(x)daz = Re/f(x)daz und
b b
/Imf(x)dz :Im/f(az)d:n.

iii) Ist speziell E =R und f > g, so gilt

/bf(ﬂf)d:v > /bg(w)df6~

i) Ist zusdtzlich ||f||g : I — R,z — || f(x)||g uneigentlich integrierbar, so
gilt

b b
| [ ], < [5]e

o

v) Ist zg € I, so istjzf(x)dx: ff(:c)dx—l—ff(w)dx.

a
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vi) Ist h : I — E stetig und F eine Stammfunktion von h, so ist h genau
dann uneigentlich integrierbar, wenn lim F'(x) und lim F(z) existie-

xel xel
ren. In diesem Fall ist

b
/h(av)dx = lim F(z) — lim F(x).

r—b T—a
a

Beweis. i),...,v) ergeben sich sofort aus den entsprechenden Eigenschaften

fiir das Regelintegral, vi) folgt aus dem HDI. O

Beispiel 11.1.4 i) Es sei zg > 0 und I = (0,z]. Dann ist f, : [ —

R, fo(z) = 2% genau dann uneigentlich integrierbar, wenn o > —1. In

o
diesem Fall ist b[ x%dx = a%rlxg‘H.

a%rlwaﬂ a# —1
In der Tat, F,, : I — R, Fy(z) = ist eine

log a=-1

Stammfunktion von f,, und lim, F,(z) existiert genau dann, wenn
a—0

].
dr =

a>—1.
Insbesondere ist f_1(z) = % nicht uneigentlich integrierbar auf (0, g
o
1. . C oy . . 1
1 (x) = 7 ist uneigentlich integrierbar auf (0, z], und es gilt of 7
xo 1 1
— 2 _
{x 2dx = 7%+1$0 = 2./

ii) Es sei g > 0 und I = [xg,+00). Dann ist f, : [ — R, fo(x) = a2,
genau dann uneigentlich integrierbar, wenn o < —1. Dies zeigt man

analog zu 1i).

iii) Essei f:(0,20] — R, f(x) =logz. Dann ist f auf (0, zo] uneigentlich

integrierbar, und es gilt

)

/log xdr = xglogxg — xo.

0
In der Tat, F': (0,z9] — R, F(x) = xlogx — x ist eine Stammfunktion
von f, und es gilt

lim F(z)=0.

z—0t
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Analog sieht man, dass f : [z, +00), f(z) = log x, nicht uneigentlich
integrierbar ist.

11.2 Vergleichskriterium und Integralkriterium

Satz 11.2.1 (Vergleichskriterium) Es sei I ein Intervall mit linker Grenze a
und rechter Grenze b sowie f : I — E eine Abbildung in einen vollstindigen
normierten Raum, so dass f|q3 € %’([a,ﬁ],E) fir alle [a, 5] C I. Ist
g : 1 — [0,00) uneigentlich integrierbar und gilt || f(z)||z < g(x), x € I, so
ist auch f uneigentlich integrierbar und es gilt

| [ ], = [ soras

Beweis. Es sei g € I, F(x f f(t)dt und G(z f g(t)dt. Wir zeigen,

dass lim,_; F'(x) existiert. Sei also (Zn)nen eine Folge in I mit x,, — b. Sind
n,m € N, so gilt

|F () ~ Fem) = | 7f<t>d’f - 7f e,
- H 7f(t)dtHE < )7\|f(t)|!E dt’

< ‘/ng(t)dt‘ = |G(zn) — G(zm)|-

Da (G(zy,))nen konvergent, also Cauchy ist, impliziert dies, dass auch (F'(xy,))nen
Cauchy und damit konvergent ist. Wie im Beweis von 7.2.4 zeigt man nun,
dass limy, 00 F'(2y,) = limy,—,o0 F(Zy,) fir jede Folge (Zy)nen in [ mit &, — b
(Zickzackfolgenargument). Es folgt die Existenz von lim,_; F'(z). Die Exi-
stenz von limy_,, F'(z) wird analog behandelt. Mit 11.1.3 vi) ist f uneigent-
lich integrierbar. O
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sinzx

x>0
Beispiel 11.2.2 Essei f: [0,400) = R, f(z) = z .
1 =0
T x
Es gilt f sl gy = _71 cost’1 — [ <5tdt. Nach dem Vergleichskriterium exi-
stiert f oSt qt, und damit folgt
€T o0
t t
/SI? dt —  cosl —/ o8
1 T — +00 1

also ist f auf [1,+00) und damit auch [0, c0) uneigentlich integrierbar (be-
achte: f:[0,1] — R ist stetig).
In den Ubungen werden Sie zeigen, dass

[e.@]

1] t
/|51n |d
t

1

nicht existiert, im Falle uneigentlicher Integrale impliziert also die Integrier-
barkeit von f insbesondere nicht, dass |f| integrierbar ist.

Satz 11.2.3 (Integralkriterium fiir Reihen) Es sei f : [1,00) — [0,00) mo-
noton fallend. Dann existiert

=i (50— [ rwa).

und es gilt 0 <y < f(1).

Beweis. Wegen f(r+ 1) < f(z) < f(v),z € [v,v+ 1], folgt f(r+1) <
v+1 v+1

[ f(z)dz < f(v) und damit 0 < f(v) f f(@)dr < f(v) — f(v +1).

n v+1
Damit ist s, := E ( — f f(x ) monoton wachsend, und wegen

Sp < Z fw)—fv+1) < f(1) = f(n+1) < f(1) ist (Sp)nen auch nach

oben beschrankt Also konvergiert (s, )nen nach dem Hauptsatz iiber mono-
n n+1
tone Folgen. Wegen s,, = > f(v) — [ f(z)dz folgt die Behauptung. O
v=1 1
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0.)
Beispiel 11.2.4 Aus der Existenz von [ I% dx,a > 1, erhdlt man mit dem
1

oo
Integralkriterium sofort die Konvergenz von ) V% fir a > 1.
v=1

n
Ist @ = 1, so zeigt das Integralkriterium, dass ( > L —log(n+ 1)) N
v=1 ne

n
konvergiert, »_ % wéchst also ,,ungefdhr so schnell oder besser so langsam*
v=1
wie logn.

Definition/Bemerkung 11.2.5 (I-Funktion) Das uneigentliche Integral
o

i e~ 't*1dt existiert fiir jedes z > 0. Dies folgt aus dem Vergleichskriterium
0

wegen e 71 < 771 ¢ € (0,1], und e 4*71 < t%,t € [1,00), wobei C' =

sup |e"'"t1| < co. Die Abbildung
te(l,00)

oo
I:(0,00) =R, T'(z) = /e—tﬂ—ldt
0
heifit I'-Funktion.

Satz 11.2.6 Es gilt 2I'(z) = ['(xz + 1) fiir alle x € (0,00) und T'(1) = 1.
Insbesondere ist also T'(n+ 1) = n! fur alle n € Ny.

Beweis. Partielle Integration liefert fiir a < 3

B B

8
/ e Hrdt = —t%e !

+z / e e,
(0%

a «
Es folgt
B
Pz+1) = lim /e_tt‘cdt
(a,ﬁ)ﬂ(ofkoo)
o
= — lim 8% P + lim a%e @ + 2T (x)
B—o0 a—0
= zl(x).
Weiter gilt
o0
ra) = /e_tdt = lim [ e fdt= lim —e P +1=1.
B—00 B—o00
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11.3 Die Stirlingsche Formel

Wir wollen hier die sogenannte Stirlingsche Formel

|
lim ———— =1

n—00 nle~N\/2mn

zeigen. Diese besagt, dass sich n! so wie (%)n\/ 2mn ,verhalt®.
Lemma 11.3.1 (Eulersche Summenformel)

Es sein € Nyn > 2, und es sei f : [1,n] — E eine stetig differenzierbare

Abbildung in einen vollstindigen normierten Raum (E, || - || g). Dann gilt

> fw) =
v=1

mit b(x) = x — [z] —

n

F@)de + 3 (70) + 1) + [ b (0)da
1

[\?M—\ H\:

Beweis. Es gilt mit partieller Integration

n neq vl 1

1/b(:L‘)f (x)dx = 2. / (;U —v— i)f (x)dx
n-l 1 w1 R

S (e Do o

:”*1 (V+1—V—§)f(l/+1)— (V—V—i)f(y)—/f(x)dx
v=1 1

- ; flv 1) + f(w) - / ()
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O
Lemma 11.3.2 (Wallissches Produkt)
bl
Es sei ¢, == fsin”(x)dx
Dann gilt co = 5,c1 =1 und ¢, = ;1 Cch_o,m € N,n>2.
Ist wy, == 5 CQC;”“ m €N, so gilt
m
4n? s
wmzl:ll m2_1 2 (m — o0).
Beweis. ¢y = fld:c—% a=/ mxdx_—cosaz‘ =0+1=1
0 0
Mit partieller Integratlon folgt
= /Sina:sin”_1 xdr = — coszsin™ ! x’j +(n— /cos xsin"™“ xdx
0 0

=(n—-1)

o\
[ME]

sin” 2 zdx — (n—1) /sm" zdx
0

= (n - 1)(Cn72 - Cn),

also
n—1
Cn = Cn—2-
n
Wegen sin®™z > sin®" 1z > sin®" 22,z € [0, 3], folgt com > comy1 >
Cam+2, also
& c 2m+1
1> 2m+1 > 2m+2 1 (m_) 00)7

Com ~ Com _2m+2

2m+2 —1
2ot

da comto = ( om + 2

Es folgt, dass wy,, — 7.

Aus ¢, = ”T_l cn—o folgt rekursiv

m

oo e on—1 d B 2n
C2m—§H om un C2m+1—1_[12n+17
n=

n=1
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2

n—l 2n—|—1)'

::]3

Satz 11.3.3 (Stirlingsche Formel)

Es gilt

Beweis.

n!
lim ———— = 1.
n—o0 nle~N"\/2mn

n
1. Wegen [logzdz = zlogz — 1“711 =nlogn —n+ 1, folgt aus der Euler-
1

schen Summenformel:

n
Z log v
v=1

mit b(x)

=[] -

Nach A 36 existiert

2. Es sei a, =

Behauptung.

Nach 1. gilt

log a,,

b(x)

= nlogn—n+1+ = logn—l—/d:v

X
1

1 n
= (n+>lognn+1+/b(x)dx,
2 T

1

1
2
f ) dz, da b 1-periodisch und f b(x)dz = 0.
1

n”e‘n f Wir zeigen a,, — 2w, und daraus folgt die

—-n

logn! —logn™ —loge™ — log n?
n

1
Zlogy—nlogn—l—n— glogn

v=1
n

X
1
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also konvergiert (log an)nen, somit auch (an)nen = (exp(log a”))neN und es

ist @ := lim a, > 0.
n—oo
Dann gilt

2 2n 2
2 !

a = lim In lim \/iﬂ

n—00 A9n n—oo \/5(271)'

Es bleibt also lim %22{;%!,)2 = /27 zu zeigen. Dann benutzen wir jetzt
n—oo ‘

das Wallissche Produkt. Man zeigt zunéchst

n

2
4'2 2 22n !2

2 H4,2]_1 _ V2 . (2(:)‘)
=1 \/n+ 3 ’

mit vollstdndiger Induktion. Dann folgt mit 11.3.2, dass

[V

T . 4j2

I 21
= lim V2 2%(”!)2
n—00 n—l—% (2n)!
_ g Y2 20D

n—oo\/n  (2n)!

gilt. O

Bemerkung 11.3.4 Man kann sogar zeigen (und den Beweis findet man

in jedem guten Lehrbuch iiber Analysis), dass

fir alle n € N.



Kapitel 12

Differentialrechnung
mehrerer Veranderlicher

Essei f: R? = R, f(z) = 22+ 23 —4x5. Wir wollen untersuchen, ob f lokale
Extrema hat. Falls z € R? eine Extremstelle fiir f ist, so hat fiir beliebiges
r € R? die Funktion

Gz,r : R — R, ga:,r(t) = f(l‘ + tT)
an tg = 0 eine Extremstelle. In der Tat, ist x eine Minimalstelle fiir f, so

existiert ein 0 > 0 mit f(z) = | inlf 6f(z). Dann folgt
z—z|<

Ger0) = i f()< inf St tr)
|z—x|<d |t‘<\7‘\%
= inf g, (%).
i<pe

Also ist 0 eine Minimalstelle fiir g, ,. Analog betrachtet man Maximalstellen

von f. Da g, differenzierbar ist, muss also g, ,.(0) = 0 gelten, also

0=g,,(0) = lim = (f(r+r)— [(x))
= 2xir1 + (21’2 — 4)7’2.

Da dies fiir alle r € R? gilt, folgt x7 = 0 und 22 = 2. Damit ist (0,2) der ein-
zige Kandidat fiir eine Extremstelle von f. Wegen f(z) = 22+ (13 —2)2—4 >
—4 und f(0,2) = —4 liegt an (0, 2) tatséchlich ein (absolutes) Minimum von

f vor.

277
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Wir beschrénken uns im Weiteren auf reelle Differenzierbarkeit und tref-
fen folgende Konventionen.
Im Folgenden sei (X, || -||x) ein vollstindiger normierter Raum iiber R, ) #
U C X sei eine offene Teilmenge. (E, |- ||g) und (F, || -||r) seien vollsténdige
normierte Rédume iiber K € {R, C}.

12.1 Definition der Ableitung

Definition 12.1.1 Eine Abbildung f : U — E heifit richtungsdifferenzier-
bar an x € U, falls fiir alle Richtungen r € X der Grenzwert

df (2)(r) = lim %(f(a: L) — f(2))

t—

existiert.
df (z)(r) heifit dann Ableitung von f an x in Richtung r und

df (z): X — E, v+ df(z)(r)

heifit die Ableitung von f an x.

Weiter heifit f richtungsdifferenzierbar (auf U), falls f an allen z € U
richtungsdifferenzierbar ist.

Beispiel 12.1.2 i) Essei U =X =R?>und E =R, f: R? - R, f(z) =
23 + 23 — dxo.
Dann gilt (siehe oben), dass f richtungsdifferenzierbar auf R? ist und
fiir z € R? gilt
df (z)(r) = 2z1r1 + (221 — 4)re,

r € R2. Wir beobachten, dass df (z) linear ist, df (x) wird durch
df (z)(r) = (2x1,2x9 — 4) (:;), r € R?
dargestellt.
ii) Es sei wieder U = X = R?, E = R, und

l’ll‘%

f:R? =R, f(z) = af + §
0 cx=0.
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Ist # € R? beliebig und g, : R — R,g,.(t) :== f(z + tr), so ist
gur beliebig oft differenzierbar, also existiert df (z)(r) = g, ,.(0) fiir
alle Richtungen r € R? und alle z € R? (siche Ubungen). f ist aber
unstetig an xg = 0, da

Wi

Lo A
TR -
iii) Es sei
Sexp (2 it < 1
~ exp 72) :
¢ R—R, pt)=4 © L=t
0 st >1
und
1
xlga(—Z:m) cx1 #0
fiR? =R, f(z1,22) = e

0 LI = 0
Dann ist f richtungsdifferenzierbar, aber df(0) ist nicht linear, denn

es gilt df (0)(1,0) = 1,df(0)(0,1) = 0, aber df(0)(1,1) = 0.

Bemerkung 12.1.3 i) Ist € U und f richtungsdifferenzierbar an z,
so gilt df (z)(Ar) = Adf (z)(r) fiir alle r € X und alle A € R. Hierzu sei
r # 0, A # 0. Dann gilt

F@)r) = T (Fr+ 1A — ()

= limé(f(a;—i—fr) — f(z))

i—0t

= Alim 2 (fle+ ) — f(2)

i—0t
= Adf(z)(r).
ii) Ist f: U — FE richtungsdifferenzierbar, x € U,r € X und

A={teR:z+treU},
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Ger + A — E, gpr(t) := f(z + tr), so ist A offen (als Urbild der
offenen Menge U unter der stetigen Abbildung ¢ +— z + ¢r) und nicht
leer. Weiter ist g, , ist differenzierbar mit

Gor(t) = df (z + tr)(r).

In der Tat, fiir o € A gilt

df (x + tor)(r) = %i_l)T(l]%(f(l’—i—toT‘ +tr) — f(z +tor))

.1

= lim — (9z.r (fo + ) = gu,r(f0)) = gl (b0).

iii) Es sei U C R offen, f : U — E eine Funktion. Dann ist f genau
dann differenzierbar an x, wenn f an x richtungsdifferenzierbar ist. In

diesem Fall gilt

df (z)(r) = rf'(x), also
flx) = df(x)(1),

Dies folgt sofort aus

F@r) = lim o (fa+tr) — f@) = lm - (f +D) ~ ()

i—0t

— rlim s (f@+ D — f() = rf'(@).

i—ot

Satz 12.1.4 Ist f : U — R richtungsdifferenzierbar und besitzt f an x € U
ein lokales Extremum, so gilt df(x)(r) = 0 fir alle r € X, mit anderen
Worten df (z) = 0.

Beweis. Es sei wieder g, ,(t) := f(z +tr).

Ist x eine Minimalstelle fiir f, so ist 0 eine Minimalstelle fiir g, ,, dies folgt
wie in der Einleitung zu 12. Also ist g, ,.(0) = 0 fiir alle 7 € X, was aber
gerade df (z) = 0 bedeutet.

Der Fall einer Maximalstelle wird analog behandelt. O

Bemerkung 12.1.5 Wir haben oben gesehen, dass eine richtungsdifferen-
zierbare Funktion f : U — FE nicht notwendig stetig ist, ebenso kann der
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Fall eintreten, dass df (z) : X — E nicht linear ist.
Ist jedoch die Abbildung

UxX — E, (x,7)— df(x)(r)

stetig (d.h. fir z,, — xo und r, — 7o gilt df (z,)(rn) — df (xo)(ro)), so ist
df (zo) linear.

In der Tat, wegen Bemerkung 12.1.3 bleibt df (zo)(r + s) = df (zo)(r) +
df (zo)(s), r,s € X zu zeigen. Aufgrund der Stetigkeit von df in (zq,r) gilt
%irr(l) sup ||df (zo + ts +ur)(r) — df (xo)(r)|| ; = 0

T ul<t

und somit auch
t

%i_r)% % df (zo + ts + ur)(r)du = df (xo)(r).
0
Ist g(u) = f(x + ur), so gilt nach dem HDI und Bemerkung 12.1.3 ii), dass
¢ t
flx+tr)— f(z) = /g’(u)du = /df(ac + ur)(r)du.
0 0
Wenden wir dies auf z = xg + ts an, so folgt

%(f(xo +ts+tr) — flzo+1ts)) =

~ | =

/df(xo +ts +ur)(r)dt — df (xo)(r) (t — 0).
0

Also folgt

4 (w0)(s +7) = lim = (f(wo + b + 1) — f(z0))
= %Erg)%(f(xo +ts+tr) — f(zo +ts))

Flim = (F(wo -+ t5) — (z0)) = df (w)(r) + dF (o) s).

Wir bemerken, dass in Teilen der Literatur eine Funktion f : U — FE als
stetig differenzierbar bezeichnet wird, wenn f richtungsdifferenzierbar ist
und die Abbildung (z,r) — df (x)(r) stetig ist.

Dieser Begriff ist durchaus sehr verniinftig, aber die Beweise fiir viele Sétze

sind schwer. Wir wihlen die gebrduchliche Definition.
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Definition 12.1.6 Es sei f: U — E eine Funktion.
i) f heifit differenzierbar an z¢ € U, falls f richtungsdifferenzierbar an

xo ist, df (z¢) : X — E linear und stetig ist, sowie

%5%” s“up<1Hf J:o—l—t?”)—f(ﬂfo)) _df(xo)(T)HEZO

gilt.

ii) f heifit stetig differenzierbar, falls f an allen x € U differenzierbar ist
und iiberdies

v B % sup de )—df(a:o)(r)HE <e
20 550 lemlx<s s

gilt.

Bemerkung 12.1.7 i) Ist Z(X,FE) :={T: X — E : T linear und stetig}

mit der Norm || - || := || - || #(x,) versehen, welche durch [T :
sup ||T'(z)||g definiert ist, so bedeutet die Bedingung
Irllx <1
VO 3 | V” 5 SuP \|df (@) (r) — df (z0) T')HE<€
e> r—x0||<
seel §>0 0 Irllx<1

gerade, dass
df : U - ZL(X,E), z — df (z),

stetig ist. Denn es ist ja
ldf (=) - df(woﬂl = s [[(d/@) = dr o) ()l

= swp [d@)r) — d (o) ()]

llrllx <1

Wir beweisen nun zwei Charakterisierungen der Differenzierbarkeit. Fiir den
ersten Satz vergleiche 9.1.5

Satz 12.1.8 Es sei f : U — E eine Abbildung und xo € U. Dann ist f an
xo genau dann differenzierbar, wenn ein df (xg) : X — E stetig und linear
existiert maut

% 3 Vo |1f(@) = flxo) — df (mo)(x — m0)|| ; < ellz — ol -

[lz—z0||<d
e>0 6>0 "
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Beweis. Dies folgt sofort mit den Substitutionen
1

———— (x —xy) bzw.
[l — o

t=|z—xol, r=

T =z +tr.

Korollar 12.1.9 Ist f: U — E differenzierbar an xg, so ist f stetig an xq.

Beweis. Es gilt (mit € = 1), dass
dim [[f(z) = f(zo)llp < lim [|f(2) = f(z0) = df (z0)(z — @o)llE + [|df (z0)(z — z0)l|&

T—To

< lim ||$—$0||E—|— lim ||df(£L’0)||HZC—x0”E =0.
r—x0 r—x0

d

Satz 12.1.10 Es sei f : U — E eine Abbildung. Dann ist f genau dann

stetig differenzierbar, wenn f richtungsdifferenzierbar ist und
a) Ux X — E, (z,r) — df(z)(r), stetig ist, sowie

B)df :U — Z(X,E),x — df(x), stetig ist.

Beweis.

1. Essei f: U — E stetig differenzierbar.
Wegen Bemerkung 12.1.7 bleibt nur «) nachzuweisen. Es sei x,, —

g, Tn — To- Es folgt

ldf () (rn) = df (o) (ro) |
< [|df () (rn) = df (20) (ra)|
_|_de(x0)(7"n) - df(xﬂ)(rO)HE

< de(a;n) - df(xO)H_Z(X,E) : Zgg el x

+de(w0)(7“n—7"0)HE — 0 (n — o0).
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2. Eserfiille f : U — FE die Bedingung.
Wegen Bemerkung 12.1.7 bleibt nur zu zeigen, dass f differenzierbar
ist.
Nach Bemerkung 12.1.5 i) ist df (z¢) € Z(X, E). Sind zp € U und
II|lx <1, so folgt mit dem HDI

TS ——)

df (wo + ur)(r) — df <f€0)<7‘)d“HE

I
~+ | =
o —

w\»—\

/ (df (zo + ur) df(a:o))(r)HEdu‘
0

< \STE de(:co +ur) — df(mO)H,Z(X,E) =90.
u|<t

Satz 12.1.11 FEs sei A: X — E linear und stetig. Dann ist A stetig diffe-
renzierbar, und es gilt dA(x) = A.

Beweis. Es gilt fiir e > 0 mit § := 1 fiir alle x, 29 € X, dass
HA(:U) — A(zg) — A(x — :UO)HE =0 < ellz — zo||x

fiir alle ||z — | < 6. O

Beispiel 12.1.12 Es sei f : R? — R, f(z) = 2?2 + 23 — 425. Dann gilt
df (z)(r) = 2z171 + (229 — 4)ra.

Man sieht sofort, dass die Abbildung R? x R? — R, (x,7) — df (x)(r), stetig
ist.

(Es sei (M :L‘(O),T(n) — 7‘(0), dann gilt 2$§n)7“§n) + (2x§") - 4)7’§n) —
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23:%0)7’%0) + (23:50) — 4)7’50).)
AuBlerdem gilt

de(x) — df(x(o))Hz(R%R?)

= sup |df(2)(r) — df (@) (r)]

[(r1,r2)|<1

0 0
< sup 2|z — a:g )HT1| + 2|xgy — xé )HT2|
[(r1,r2)|<1

< 2oy — 2|+ 202 — 2P| — 0 (2 —2©).

Also ist df : R? — Z(R? R?) stetig, und somit ist f stetig differenzierbar
auf R2.

12.2 Partielle Ableitungen

Definition 12.2.1 Es sei U C R" und f : U — E eine Abbildung mit

Werten in einem vollsténdigen normierten Raum (E, || - ||g). f heifit partiell
differenzierbar an x = (z1,...,x,) € U, falls
of

Jim - (f(xl,...,:I:V_l,t,:cy+1,...,xn) — f(xl,...,xn))

O (z) := lim
fir alle 1 < v < n existiert. f heifit stetig partiell differenzierbar, falls f
an allen x € U partiell differenzierbar ist und die partiellen Ableitungen
gxfu U — E,x— %(m) fiir alle 1 < v < n stetig sind.

Ist E =R, so heifit Vf(z) := grad f(x) := (% (),..., % (z)) der Gradi-

ent von f an x.

bil
Ist F=R™, also f = : : U — R™, so heifit
fm
df1 df1
Jp(x) = : :
O fm 0 fm

die Jabobimatrix von f an x.
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Bemerkung 12.2.2 i) Ist wie iiblich
€y = (0,...,0,1,0...,0) = (5yk)1§k§n

der v-te Einheitsvektor im R™ und ist f : U — FE richtungsdifferen-

zierbar an x, so gilt

of
oz,

() =df(z)(ey), 1 <v <n.

Dies folgt aus

4 (x)(e) = lim © ((z +te,) — f(2))

o1
= lim n (f(xl,...,x,,_l,x,,—i—t,xl,_,_l,...,:zn) —f($1,...,95n))

t—0

R (z).

Ist also df (z) : R" — E linear, so gilt

HE) = dw (Y e
v=1
= Zr,,df imax,,

Ist zusétzlich £ = R, so gilt also

G0 = (F@hg@) | 0| = emd s r

n

Damit ist also grad f(x) die darstellende 1xn-Matrix, die df () beziiglich
der kanonischen Basis in R" darstellt.

f1
Ist f: U — R™ mit f = : , so ist f genau dann richtungsdiffe-
fm

renzierbar (differenzierbar, stetig differenzierbar, partiell differenzier-

bar, stetig partiell differenzierbar), wenn dies fir alle f,,1 < v < n,
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gilt.
In diesem Fall ist

df1(x)(r)
df (x)(r) = : eR™, reX.
dfm(z)(r)
fi
Falls zusétzlich also U C R”, somit f = : : U — R™, mit
Im
fr:U—=R,1<v<n,so gilt also
df: (z)(r) ; " By )
df(z)(r)=| =1 = Jy(x) -7,
n 9 -
A (@)(1) 3,2
v=1 v

J¢(z) ist also die m x n-Matrix, die df () beziiglich der kanonischen
Basen in R™ und R™ darstellt.

ii) (Geometrische Bedeutung des Gradienten) Es sei U C R",zy € U.
Ist f : U — R eine stetig differenzierbare Funktion, so gilt fiir alle
r € R" |r| =1, dass

lgrad f(z0) - | < |grad f(zo)||r]

und

|grad f(zo) - grad f(xo)| = |grad f(z0)|.

1
|grad f ()|
Ist wieder g, : R — R, t — f(xo+tr), soist also mit 7 = m grad f(zo)

sup |g,.(0)| = |g#(0)],
[r|=1

also ist gradf(xzg) die Richtung des stirksten Anstieges von f in xg,
und |grad f(zp)| ist dieser Anstieg.

iii) Eigentlich héngt die Definition des Gradienten vom gewéhlten Skalar-
produkt ab, da wir hier aber immer das Standardskalarprodukt auf

R"™ verwenden, wollen wir das nicht weiter verfolgen.



288 DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VERANDERLICHER

Satz 12.2.3 FEs sei U C R” offen und f : U — E eine Funktion. Dann sind

dquivalent

i) f ist stetig partiell differenzierbar,

ii) f ist stetig differenzierbar.

In diesem Falle gilt df (x)(r) = > ry 8836{/ (x),z € UreR™
v=1

Beweis. ii) = i) wird durch obige Bemerkung, Teil i), impliziert, denn
L (z) = df (z)(er), 1 < v < .
i) = ii): 1. Wir zeigen zunichst, dass f richtungsdifferenzierbar ist und

df (x)(r) = > ry %fu (x) gilt. Dazu sei z € U und r € R™. Dann gilt
v=1

(1)~ f(2)

k=1
n—1 1 n—v—1 n—v—1
= ;(f(:c—l—t Z rLeL +trn_,,en_y) — f(x—l—t Z rkek)>,
v=0 k=1 k=1
0
wobei > :=0.
Fir 1 %_11/ < n gilt nach dem HDI
n—v—1 n—v—1
1
E(f((ert Z rkek) +trn,,,en,,,) — f(m+t rkek))
k=1 k=1
1 ¢ o n—v—1
=7 rn_y/ 8$jy (m +t Z TLer + urn_,,en_y)du
0 k=1
0
— (@) (= 0),
also folgt
n—1
1 _ of
%1_{% n (f(x +tr) — f(CC)) = I/Z:Orn—uaxn_y (x)
- Yt @
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Also ist f richtungsdifferenzierbar mit

Daalle Abblldungen : U — FE stetig sind, ist auch (z,r) — Z Ty 8&0,, (z) =

df (z)(r) stetig.
Weiter gilt

1df () — df (x0) | 2 (=~ B)

=[Sl @ - gL ),

Korollar 12.2.4 Ist U C R", f : U — R™ eine Abbildung, so ist f genau

dann stetig differenzierbar auf U, wenn alle partiellen Ableitungen aﬁ :

U—-R,1<v<n1<u<m existieren und stetig sind. In diesem Fall gilt

df (z)(r) = Zr”aT(x)
v=1 v
;Tyaxv( ) 1
= : = Jy(z)
>on o @ g
v=1 v

Beispiel 12.2.5 Essei U = {a: eR3: |at| <1}und E=R2 f = (g) U —
R?, fi(z) = 2% + 23, fo(w) = 7
of1 ofi

9f

37331 (r) 87562 (z) 87.%‘3 (z) 211 29 0
- 9 9 9 J [ .
f2 f2 f2 2 _
e (z) Ers (z) Os (z) (1 —1)? 71— 1
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also

23317‘1 + Q.IQTQ

df (2)(r) = Jy(z) -7 =

—I3T1 3
@12 "1

12.3 Die Kettenregel

m%+x%
EsseiUCR2 f:U—R3 f(z)=|
$2+x?
und g : R? = R, g(y) =1 + y2 + y3.
Dann ist
21 2z
Jy(x) = 0 1
322 1

und J,(y) = (1,1,3y3). Weiter ist go f(z) = 23 + 23 + 22 + (z2 + 23)® und

damit
Tgor () = (221 4 3(ws + 23)?327, 2m9 + 1 + 3(ws + 2)°).
Weiter ist

Jg(f(m)) ’ Jf(‘r)

2r1 2x9
— (1, 1,3(z2 + xi{’)Q) 1 0 1
322 1

= (221 + 3(z2 + 2%)?327, 229 + 1 + 3(z2 + 23)?),

also gilt Jgof(z) = Jy(f(x)) - J¢(z) und somit d(go f)(z) = dg(f(z)) odf ().
Dass dies kein Zufall ist, zeigt
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Satz 12.3.1 (Kettenregel) Es sei f:U — E an xo € U differenzierbar,
V D f(U) offen, und g : V. — F differenzierbar an f(xo). Dann ist g o f
differenzierbar an xg, und es gilt

d(g o f)(xo) = dg(f(x)) o df (wo).

Sind g und f sogar stetig differenzierbar, so ist auch g o f stetig differen-
zierbar.
IstU C R" und E =R™, F =R*, s0 gilt

Jgof (x0) = J(f(20)) - J¢ (o).

Beweis. Wir verwenden die Charakterisierung aus Satz 12.1.8

Zunéichst ist dg(f(zo)) o df(xo) : X — F stetig und linear als Verkniipfung
stetiger und linearer Abbildungen.

Der Kiirze halber setzen wir yo := f(zo) und y := f(x).
Esseil>e >0 und

- € 1
£:=— )
3 ldg(yo)ll.z(z,r) + Ildf (o)l 2(x,) + 1

Dann existiert 4 > 0 mit

@) llg(y) — 9(wo0) — dg(yo)(y — o)l r < &lly — ol & fiir alle ||y — yol & < 4.

Dann wahle § > 0 mit

B) |If(x) = f(zo)||g < 6 fiir ||# — 20| x <, und

V) 1f () = fzo) — df (xo)(z — xo)|| & < ]|z — ol x fiir [l — 2ol x <.
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Ist nun z € U und ||z — z¢||x < 9, so gilt

l9(f(2)) = 9(f(x0)) = dg(f(x0)) (df (z0)(x = z0)) |
< |l9w) — 9(yo) — dg(yo)(y — wo)||
+[dg (o) (f (x) = f(=0)) — dg(yo) (df (o) (z — w0)) || »
< Elly = ol + [[dg(o)l| g 1 @) = £ (@0) = df w0) @ = 20)
< £(|1f () ~ 1(wo) = df o) @ = 20|  + [[df (a0} (@ = 20) | ) + 5z — zollx
< &(Elle = wollx + 147 @o)l| gy Il = wollx ) + 5 llr = aollx

S 13 ||$ — J,‘()Hx.

Sind f und g stetig differenzierbar, so folgt

[dg (f(x)) o df (x) — dg(f(x0)) o df (w0)[| x

< ||dg(f()) o df (x) — dg(f (z0)) o df (@)|| (. py
+|dg(f (o)) o df (z) — dg(f (o)) © df (x0)|| (x.p

< |ldg(f(@)) = dg(f @o) || (o)1 @) o x.
+|dg (f @) | &) 1df (&) = df (20) | x

— 0.

T — X

Korollar 12.3.2 Es seien f,g : U — FE differenzierbar an xog € U. Ist
A €K, so gilt d(Af + g)(xo) = Adf (x0) + dg(xo).
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Beweis. Es sei F': U — E?, F(z) = (f(2),9(2)),G : E* - E,G(y1,y2) =
Ay + 1.

Dann gilt dG(y1,y2)(s1,52) = As1 + s2 (nach 12.1.11) und dF(zo)(r) =
(df (z0)(r),dg(z0)(r)), also nach der Kettenregel

dAf 4+ g)(xo)(r) = dG(F(aro)) (dF(xo)(r)) = Mf (zo)(r) + dg(zo)(r).

Bemerkung 12.3.3 i) Mit der Kettenregel konnen wir auch direkt die Pro-
duktregel ableiten. Ist I ein Intervall. Es seien f : I - Kund g: I — F
in z9p € I differenzierbare Abbildungen, so setze F' : I — K x E, F(z) =
(f(z),9(z)), und G: K x E — E, G(\,y) = \y.

Dann gilt

dF(w0)(r) = (df(x0)(r),dg(0)(r))

= (rf'(z0),7d (x0))

und

dG(\,y)(t,s) = As + ty.

Es folgt mit der Kettenregel

(f-9)(zo) = d(f-g)(zo)(1) = dG(F(x0))(dF(20)(1))
= dG(f(z0),9(z0)) (f'(z0),d (z0)) = f(w0)g (z0) + f'(z0)g(z0).

Korollar 12.3.4 Es sei f : U — E stetig differenzierbar und «y : [, 3] — U
stetig differenzierbar.
Dann ist f o~y : |, 8] — E stetig differenzierbar, und es gilt

(fon)(t) =df (v(1) (V' (1))
Ist insbesondere v : [0,1] — U,v(t) = a +t(b— a), so gilt
(foy)(t) =df(a+t(b—a))(b—a),

siehe 12.1.3 ii).
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Beweis. Es gilt nach der Kettenregel, dass f o v stetig differenzierbar mit

(foy)(t) = d(fe)(t)(1)
= df (v(1)) (dv(t)(1))

= df(v(®) (Y (1))
Im Falle y(t) = a+t(b—a) ist v'(t) = b — a. O

Satz 12.3.5 (MWS) Es sei f:U — R stetig differenzierbar, a,b € U mit
[a,b] :={Aa+ (1 =A)b: A€ [0,1]} C U. Dann existiert £ € [a,b] mit

f(0) = f(a) = df (§)(b—a).
Ist U C R™, so gilt f(b) — f(a) =V f()-(b—a).
Beweis. Wir wenden den MWS einer Verénderlichen auf g : [0,1] — R, g(t) =

f(a+t(b—a)) an. Dann gilt ¢'(t) = df (a + t(b — a)) (b — a), also existiert
n € [0, 1] mit f(b)—f(a) = g(1)—g(0) = ¢'(n). Sei § = a+n(b—a) € [a,b]. O

Es sei v : [, 8] — U eine stetige Abbildung. v heifit stiickweise stetig
differenzierbare Kurve, falls a =ty < t; < --- < t,, = ( existieren, so dass

Ntwstur1] = U, 0<v <n-—1, stetig

v [tuvtu-‘rl] ’

differenzierbar ist. Wir sagen v verbinde a € U mit b € U, wenn y(a) =

a,y(B) = b.
Bemerkung 12.3.6 i) Jeder Polygonzug ist eine stiickweise stetig dif-
ferenzierbare Kurve.
ii) Fir jede stiickweise stetig differenzierbare Kurve 7 definieren wir

(’7‘[75,/, ])/(t) : t e [t,/,ty+1>7 OSVSH—I’

tu+1

(f)/‘ﬁn_l,tn])/(t) : = tn = 6

Der Kiirze halber schreiben wir +/(¢) anstelle von =~ (t).
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Der HDI liefert
n—1

Y(B) =) = Y A1) = (k)

v=0

n—1 tu+l

= Y [ Ol @i

Wir wollen nun zeigen

Satz 12.3.7 (HDI-Version) Fs sei f :U — E stetig differenzierbar und
v : o, B] — U sei eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve, welche a € U
und b € U verbindet.

Dann gilt

B8
£(b) — fla) = / af (4(1)) (7' (1)) .

Beweis. ¢ : [a, 3] — E,o(t) = f o~(t) ist eine stiickweise stetig differen-

zierbare Kurve mit o(«a) = f(a), o(8) = f(b). Wegen ¢/(t) = df(v(t)) ('y’(t))
folgt die Behauptung aus obiger Bemerkung angewendet auf ¢ anstelle von

- O
Korollar 12.3.8 Es sei f : U — E stetig differenzierbar, a,b € U, so dass
[a,b] = {Xa+ (1= XN)b:X€[0,1]} CU. Dann gilt

1
f(b) = fla) = /df(a—i—t(b—a))(b—a)dt
0

und

1£(6) = f(a)]| 5 < IIb— auxgm 1df | o (x.-
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Korollar 12.3.9 Ist die offene Teilmenge U von X zusammenhdngend, f :
U — E stetig differenzierbar mit df (x) =0, x € U, so ist f konstant.

Beweis. Da U wegen 9.4.7 auch polygonzusammanhéngend ist, ergibt sich
die Behauptung aus dem HDI 12.3.7. a

Bemerkung 12.3.10 Der Beweis von 9.4.1 zeigt, dass es reicht, f als rich-
tungsdifferenzierbar vorauszusetzen,

Fiir Funktionen definiert auf einer offenen Teilmenge des R™ mit Werten in
R liest sich 12.3.8 als

Korollar 12.3.11 Es sei U C R", die Funktion f : U — R sei stetig diffe-
renzierbar und es seien a,b € U mit [a,b] C U. Dann gilt

1

0~ @) = [ 30—t 0+t - a)d

0 v=1
1
= 0
= Z(by—ay)/axf (a+t(b—a))dt
v=1 0 v
und
|f(b) = f(a)] < |b—a|t§(1)p1] gj‘i(a%—t(b— ), .,aafi(a+t(b—a))‘

Bemerkung 12.3.12 Eine stetige Abbildung w : U — Z(X,FE) heifit
Pfaffsche Form auf U (mit Werten in E). Mit dieser Bezeichnung ist fiir
stetig differenzierbares f : U — E das Differential df : U — Z(X, E) eine
solche Pfaffsche Form. Man definiert fiir eine stiickweise stetig differenzier-
bare Kurve v : [a, f] — U das Kurvenintegral einer Pfaffschen Form w als

B

[w= [wtm) o).

¥ «
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Also liest sich unser Hauptsatz, wenn die stiickweise stetig differenzierbare
Kurve v den Punkt ¢ mit dem Punkt b verbindet, elegant als

f@—ﬂ@-/#

Das Kurvenintegral hat folgende schéne Eigenschaften:

/)\wl—l—wg—)\/wl—i—/wg sowie/w——/w
v v v - v

wenn = [a, 6] — U, —(t) = y(a+ B —t).

Beachte hierbei, dass —y den Punkt b mit dem Punkt a verbindet, wenn -y
den Punkt a mit dem Punkt b verbindet.

In diesem Themenkreis gibt es wichtige Fragen:

1. Wann ist eine Pfaffsche Form w das Differential einer Funktion f (d.h.
wenn gilt w = df firein f: U — E?

2. Wann ist [w = [w fiir alle Kurven ~,¥, welche in U verlaufen und a

y ¥
mit b verbinden ?

Beispiel 12.3.13 Es sei f: R? —» R, f(x) = z1e*2

Dann gilt
2 @y=em, I
856 1 N ’ 8$2

und somit fiir a,b € R, dass

(z) = x1e™

ae® = f(a,b) — £(0,0)

1f 1f
0 0
1 1 1
= a/etbdt + b/taetbdt = /(a + abt)efdt.
0 0 0
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12.4 Umkehrsatz und implizite Funktionen

1. Betrachten wir eine affin lineare Abbildung f : R” — R", f(z) = yo +
T(x), wobei T : R™ — R™ linear ist. Dann ist f stetig differenzierbar
und df (z) = T. Die Funktion f ist genau dann bijektiv, wenn T eine
invertierbare Abbildung ist (f~! ist dann durch f~(y) = T~ (y — yo)
gegeben).

2. Betrachten wir die Funktion f : R? — R?, f(z1,72) = (€®! cos zg, €*! sin x3)

(diese entspricht der Abbildung: f : C — C, f(z) = €?).
Wir haben in 5.4.7 gezeigt, dass fiir o € R die eingeschrinkte Abbil-
dung flrx (zo,zo+2r) injektiv ist.

Die Jacobimatrix von f ist

df1 df1
P (z) . (z)
Ji(z) =
0 f2 df2
D1 (z) 9 (z)
B el cosxyg —eTlsinry
eflsinzy e*lcosxy ’
und es gilt
det Jp(z) = e™ cos® z9 — (ezl sinzy - (—e™ sin CL'Q))

= et #£0.

Also ist J¢(z) regulér und somit ist df (z) invertierbar fiir alle z € R
Trotzdem ist f : R — R? nicht injektiv!

Wir kénnen also maximal zeigen, dass, wenn df (zg) invertierbar, folgt, dass
f in einer Umgebung von z( invertierbar ist. Und das wollen wir tun.
Kiimmern wir uns zunéchst um (affin) lineare Abbildungen.

Es seien (X, || - ||x), (E, || - |g) vollstindige normierte Rdume (iiber R).
Wie iiblich sei Z(X,FE) := {T : X — FElinear und stetig}. Versehen mit
dor Norm |7 = Tll ey = s [T, it (ZX,5),1- 1) ein

Tl X >

vollsténdiger normierter Raum.

T € Z(X,E) heifit Isomorphismus, falls T bijektiv ist und T~! ebenfalls
stetig ist. Da Umkehrabbildungen linearer Abbildungen wieder linear sind,
ist 7" also genau dann ein Isomorphismus, wenn ein S € Z(FE, X) existiert
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mit SoT =idyx und T0 S = idg. Dann ist natiirlich S = 7!, siehe 1.1.39.
Es sei nun £ = X. Ist T € Z(X, X) ein Isomorphismus, so heifit 7! die

Inverse von T und T heifit invertierbar. Wir setzen
Gox,x) = {T € Z(X,X): T ist invertierbar}.

Somit besteht G ¢(x, x) aus allen linearen und stetigen Abbildungen 7' :
X — X welche linear und bijektiv sind, so dass T~! ebenfalls stetig ist.
(G 2(X,X)> o) ist offensichtlich eine Gruppe, ihr Einselement ist idy und die
Inverse zu S o T ist T—1 o S~1

Ist T € Z(X, X), so sei

7% .= idx

T! .= T und sukzessive

T :=ToT" 1 =To...0T
S —

n—mal

gesetzt. Aus ||T o S|| < ||T]|||S] folgt
1| < 7)™

fir alle n € Ny.

Satz 12.4.1 (Neumannsche Reihe) Ist T : X — X eine lineare Kontrak-
o0

tion, d.h. |T|| < 1, dann istid — T invertierbar und (id —T)~! = Y T".
v=0

Weiter gilt

1

Id = T)7H| < =7
1= |7

und

17l
1=

lid — (id = T)7H <

o0 oo
Beweis. (vgl. 2.1.13 und 4.2.8) Fiir n € Ny ist > [|[TV] < Y |IT)¥ =
rv=n

v=n
n [e.°]
%, somit ist insbesondere ) TV absolut konvergent, also konvergent.
v=0
Wegen

oo o o o0 o0
([d=T)o) TV=ido) T"-To» TV=> T"-)» T=id und
=0 V=0 v=0 v=0 v=1

(iT") o(id-T) = (iT”) oid + (iT”) o (—T) = iTV _iTV
=0 = ~ — 2

id,
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[e.9]
ist id — T invertierbar, und es gilt (id — 7)~! = Z T". Es folgt weiter

v=0
. 1 ) 0 1 .
lad =)~ =} 22 7| < 32 1771l < 1=fry sowie
V= V=
o0 o0
lid = (id = )71 = || - ) | < 2 1T < -
v= v=

Bemerkung 12.4.2 i) Dieses Ergebnis kann man auch anders aufschrei-
ben: Ist S € £ (X, X), |lid—S|| < 1,d.h. sup [z—S(z)||x <1,soist

llzllx <1
oo
S invertierbar, und es gilt S~! = 3 (id—S)¥ sowie ||S7!| < m.
v=0
ii) Ist A eine reelle n x n-Matrix mit ||A| := sup |Az| < 1,soist E, — A
zER™
lz1<1

eine regulidre Matrix, und die inverse Matrix ist durch
o0
(Bn—A)yt=>" A
v=0

gegeben. Setze hierzu einfach 7: R" — R", T(z) = A - x

Satz 12.4.3 G ¢(x x,) ist eine offene Teilmenge von £(X, X) und die In-
VErsion

Inv : GX(X,X) — Gg()gx), T T_l,

1st stetig.

Beweis.

1. Es sei G := Ggxx) und Ty € G. Es sei ¢ := HTO%III’ und es sei
T € U:(Tp), das heifit T' € £ (X, X) und |T — Tol| < e.
Wegen Ty, ' o T =id — (= Ty ' o (T —Tp)) und | — Ty o (T — Tp)|| <
| Ty HIIIT —To|| < 1 folgt mit der Neumannschen Reihe, dass T, ' oT €
G. Es folgt, dass auch T = Ty o (T, ! o T) invertierbar ist, also T € G

gilt. Insgesamt erhalten wir U.(Tp) C G, also ist G offen.
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2. Es sei Ty € G und (T),)nen eine Folge in G mit T,, — Tp.
Dann gilt

J1ae(Ty) T = 75 =7 < 75 fid - Ty o 75|
|75 id ~ (T, 0 75|

-1
17571l — (id — (id =Ty 0 To—l)> [

Setzen wir nun S,, := id — T}, o To_l, so gilt ||S,|| — 0. Ohne Ein-
schrinkung sei also ||S,|| < 1, n € N. Wir wenden die zweite Un-
gleichung aus dem Satz {iber die Neumannsche Reihe auf S,, an und

erhalten, dass
i~ (id - (id ~ T TO—I))AH — fia— (ia- Sn)flu

Sl
< ——— — 0.
1- HSnH

Wir erhalten ||Inv(Ty) — Inv(T},)|| — 0.

Bemerkung 12.4.4 Aus obigem Satz folgt:
Es sei A eine regulidre n x n-Matrix. Dann existiert ein € > 0, so dass fiir
alle Matrizen B mit sup; ; [a;; — b;;| < € gilt, dass auch B invertierbar ist.
Hierzu beachte man, dass alle Normen auf R"*" &dquivalent sind, also gilt
mit einem C > 0, dass

lsup la;j| < sup |Az| < C'sup |aij).

C i 2| <1 irj
Ist also (B(™),,cn eine Folge von Matrizen, deren Eintriige gegen die Eintriige
von A konvergieren, so sind ab einem N die B(™ invertierbar. Aufgrund der
Stetigkeit von Inv konvergieren die Eintriige der Inversen der B gegen die
Eintriage von AL

In Korollar 9.3.7 haben wir gezeigt, dass eine stetig differenzierbare Funktion
f: I — R (I ein Intervall) streng monoton und damit f : I — f(I) bijektiv
ist, falls f/(z) # 0,2 € I. Das einfiihrende Beispiel zeigt, dass dieses Ergebnis
selbst fiir Funktionen f : R? — R? nur lokal gelten kann. Es gilt aber der
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Satz 12.4.5 (iber die Umkehrfunktion) Es sei f : U — Y eine stetig
differenzierbare Abbildung, xo € U und df (xo) : X — Y ein Isomorphismus.
Dann eaistiert ein € > 0, so dass mit V := Us(Xo) und W := f(Uz(z0))
qgilt:

i) W oist offen, f : V. — W ist bijektiv und f~' : W — V st stetig
differenzierbar.

i1) df (x) ist ein Isomorphismus fiir alle x € V', die Umkehrabbildung ist
df (z)~" = df 7' (f(2)), also gilt

df Hy) = df (1) ye W

Beweis. Wir nehmen ohne Einschrénkung zp = 0 und f(x0) = 0 an (an-
sonsten betrachte f(z) = f(zo — x) — f(x0)).
Weiter nehmen wir ohne Einschrinkung an, dass X = Y und df (0) = idx
(ansonsten betrachte f = df(0)"' of, denn dann liefert die Kettenregel
e

df(0)(r) = dA(f(0))(df(0)(r))

= AO) =

aufgrund der Linearitit von A = df(0)~!, also df(O) = idx). Da G ¢(x x)
offen ist, existiert ein & > 0, so dass mit df(0) = id auch df(z),z € Us(0),
invertierbar ist.

Wir wollen nun Satz 4.2.27 anwenden. Dazu sei

6:U — X, ¢lx) = f(x) - x.

Da f stetig differenzierbar ist, muss auch ¢ stetig differenzierbar sein, und
wegen df (0) = id ist d¢(0) = 0. Also existiert ein & > 0 mit ||d¢p(¢)|| < & fiir
alle £ € U mit [|{||x < e. Ohne Einschrénkung sei ¢ < & und U.(0) C U.
Fir z,y € U-(0) folgt mit 12.3.8, dass

1
[é(@) = o)l < llz = ylx sup [[de(€)]| < S llw —yllx-
£€(z,y] 2
Also ist ¢ : U-(0) — X eine Kontraktion, wir kénnen also Satz 4.2.27 an-

wenden und es folgt mit V' := U.(0) und W := f(V):
i) W ist offen in X,
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ii) f:V — W ist bijektiv,

iii) f=1: W — V ist stetig.

Wir miissen noch zeigen, dass f~! : W — V stetig differenzierbar ist und
die Formel gilt. Es sei dazu yo € W mit f(zg) = yo. Dann folgt fiir alle
x €V, dass

V

Sl —wollx 2 [l6() — o)y = o~ Fla) — 20+ flao)|
2 — zollx — || f(z) — f(z0)|

v

also )
1) = Fo)lly = 3lle = wollx.

Hieraus ergibt sich fir y € W,y # yo, mit f(z) =y, f(zo) = yo mit 12.1.8

L)~ 5 ) — ) - )l
< ) o) () — 57 ) ~ (0= o)
T -1
< 2T ) ) ptao) - @ -l — 0
r — X0

Da auch f~! stetig ist, gilt  — zg < f(x) — f(x0) € y — yo, also folgt

Hy_lyOHXHfl(y) — M o) = df (wo) My —wo)|lxy — 0 (¥ — wo)-

Mit 12.1.8 folgt, dass f~1 an f(zo) = yo € W differenzierbar ist und
df ~(yo) = df 7 (f(z0)) = df (wo) ™" = df (f " (0))

gilt. Die Stetigkeit von df = : W — Z(X, X) folgt aus df ! = Invodfo f~1
mit 12.4.3 O

-1

Korollar 12.4.6 Es sei U C R™ offen und f : U — R" stetig differenzier-
bar, und es gelte fiir ein xo € U, dass die Matriz

0 0

6?:){1 (wg) - -- 89{; (zo)
Jy(xo) = : :

Ofn Ofn

87561(330)"‘87%(370)
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reguldr set.
Dann ezistiert ein e > 0, so dass mit V := Ug(x9) und W := f(UE(l'o)) gilt:

i) W ist offen, f:V — W ist bijektiv, f~1 : W — V ist stetig differen-

zierbar.

ii) Jp(x) ist requldr fir alle x € V und Jp-1(y) = Jy (f_l(y))_l,y ew.

Beispiel 12.4.7 Essei f : R? — R3, f(2) = (|1:]2,x2,333). Dann ist f stetig
differenzierbar, und es gilt

23:1 2%2 2%3
Jr (z) = 0 1 0
0 0 1

Damit liefert dieser Satz: Zu jedem z(®) € R3 mit Igo) # 0 existiert ein € > 0,
so dass f: U.(z(0) — f(U.(zV)) bijektiv ist.

Beispiel 12.4.8 Es sei U = X =Y = C([0,1,R) = {f : [0,1] — R :
f stetig} versehen mit der Norm || - ||, welche durch || f||o := sup|f| defi-
1

)

niert ist.
Es sei h : R — R eine stetig differenzierbare Funktion. Wie betrachten die
Abbildung

H:C([0,1]) = C([0,1]),H(f) =ho f,

und behaupten, dass H stetig differenzierbar ist mit der Ableitung
dH : C([0,1]) — Z(C([0,1]).C([0,1])), dH(f)(g) = (W o f) - g.

Um zu zeigen, dass H differenzierbar an fj ist, miissen wir

1
0 =lim sup Hf(ho(f0+tg)—hofo)—hIOfO'QH
=0 glle <1 o

(ol + to(@) — n(fol@) )~ B (fola)) ()|

= lim sup
=0 jgoo<1
z€[0,1]

1(h(z +ts) — h(z)) — h'(z)s‘ mit R = ?u% |f]
0,1

< lim sup
t—=0 |z 1<r
[s|<1
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nachweisen. Dazu schreiben wir unter Benutzung des Mittelwertsatzes
h(z +ts) — h(z) = b (&)ts

mit einem £ zwischen z und z + ts.
Da b/ auf [—(R + 1), R + 1] gleichmifig stetig ist, gilt fiir t <1

1
sup |~ (h(z +ts) — h(z)) — h/(z)s) < sup |W(§)—H(2)]—0
|z|<R z€[—R,R]
|s|<1 E€lz—t,z+1]

mit ¢ — 0. Also ist H differenzierbar. Um die stetige Differenzierbarkeit
nachzuweisen sei fo € C([0,1]). Dann gilt wieder mit der gleichmé#Bigen

Stetigkeit von A’ auf beschrinkten Intervallen, dass

s [dH ()(9) = dH (f0)(9)]|,

= sup [[hof-g—h"ofo-glle
lgllo<1

< sup {h’(f(a:)) — h’(fo(x))‘ — 0,
z€[0,1]

wenn sup |f(z)— fo(x)} — 0.
z€[0,1]

Wir erhalten z.B. fiir

H(f), dass dH(f)(g)

= f? =2fg
= f? =3f%g
= ef = efg

dH(f) ist genau dann invertierbar, wenn h' o f keine Nullstelle hat, also
wenn k' (y) # 0 fiir alle y € £([0,1)).

Beispiel 12.4.9 i) Essei f:RxR — R, f(z,y) = 2? +y> — 1.
Wir wollen die Gleichung 22 4 32 — 1 = f(z,y) = 0 in der Nihe von (xq, o)
mit l’% + yg — 1 =0 durch eine Funktion

y:(zo—6,20+6) — (yo—¢& % +¢)
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auflsen.
Ist (z0,y0) & {(—1,0),(1,0)}, so gelingt uns dies; im Falle yo > 0 erhalten

WIr
y(IE) =V 1- 1132,

und im Falle yy < 0 erhalten wir
y(x) = —v1—22.

Ist (zo,y0) = (—1,0) oder (xg,y0) = (1,0), so kann dies nicht gelingen, da
in diesem Fall

{(,y):2®+y* =1, |z — 20| <6, ly—yol <&}

nicht der Graph einer Funktion sein kann.

Wir beobachten, dass unsere Gleichung nach y lokal auflosbar ist, falls
%{f (20, yo0) # 0.

ii) Es sei f : R" x R™ — R™, f(z,y) = Ax + By + C, wobei A eine
m X n-Matrix und B eine m x m-Matrix sei. Hier kénnen wir die Gleichung
f(z,y) = 0 nach y auflésen, wenn B regulir ist; in diesem Fall ist

y=—(B 1Az + B7'C).

Wir beobachten, dass obige Gleichung nach y auflésbar ist, falls

of1 of1
s X f
B = : : = 87
Ofm O fm Y
E. (z,y) E. (z,y)

regulér ist.

Wir benétigen noch einige Definitionen.

Definition/Bemerkung 12.4.10 Essei U C X xY offen, wobei (X, |||/ x)
und (Y| - ||[y) vollstindige normierte Rdume seien, und es sei f : U — E
stetig differenzierbar.

Dann sei
dy f(2,y)(r) == df (2, y)(r,0), 7 € X,

das partielle Differential nach z und

dyf(z,y)(s) = df (2,9)(0,5), s €Y,
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das partielle Differential nach y.
Es gilt dann aufgrund der Linearitdt von df (z,y), dass

df (z,y)(r,5) = do f(2,9)(r) + dy f(2,9)(s), (r,5) € X XY,

gilt. Im Falle U C R™® x R™ und E = R™ gilt also

dq f(2,y)(r) =

also

Satz 12.4.11 (dber implizite Funktionen).

dyf(z,y)(s) =

0 0
aaf:i(x7y) a:;ill(xay> 1
Ofm of |
0
= aii(xay)
of of
aiyi (:an) ayﬁ(x7y) S1
Ofm O
éfJ(xvy) 8;71(3773/) Sm
0
= aij (-’I/‘,y)

5t () 5 (@)
of of .
— - R"™ R™.
B (x,y)r + 9y (x,y) s, wobei r € R", s €

1

Tn

S1

Sm

und

307

Es seien XY, E vollstindige

normierte Riume, U C X x Y offen und (zo,y0) € U. Ist f : U — E
stetig differenzierbar mit f(xo,y0) = 0, so dass dyf(zo,y0) : Y — E ein
Isomorphismus ist, so existieren €,0 > 0 und eine stetig differenzierbare

Abbildung y : Us(xo) — U:(y0), so dass gilt:
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i) Fir x € Us(xg) ist y(x) die eindeutige Lisung y € Ue(yo) der Glei-
chung f(x,y) =0, mit anderen Worten

graph(y {( ) xGU(;(xo)}
{(z,y) € Us(z0) x Us(wo) : f(z,y) =0}.

it) dy(zo) = —dy f(z0,y0) " o duf (20, y0)-

Beweis. Wir betrachten die stetig differenzierbare Abbildung F' : U —
X % E, F(z,y) = (z, f(z,y))-

Dann ist dF (z,y)(r,s) = (r,df (z,y)(r, s)) = (r,do f(z,y)(r) +dy f (z,y)(s)).
Die lineare Abbildung dF'(zg,y0) : X x Y — X X F ist ein Isomorphismus,

denn mit

G:XxE—XxY, Glo,0) = (0, dyf(zo,y0) " (0 — duf(z0,90)(0)).

gilt dF(zo,yp) c G = idxxg und G o dF(x0,y0) = idxxy, wie man durch
Einsetzen leicht feststellt.

Somit kénnen wir auf F' den Satz iiber die Umkehrfunktion anwenden. Nach
eventueller Verkleinerung von U diirfen wir also annehmen, dass F'(U) offen,
F:U — F(U) bijektiv und F~!: F(U) — U stetig differenzierbar ist.

Es sei F—(&,m) = (9(&,m), h(&,n))-

Aus (§n) = F(F~'(&n)) = (9(&,m), f(9(&,m), h(&,m))) folgt g(&,n) = &,
also F~1(&,n) = (§,h(&,n)). wobei h: F(U) — Y stetig differenzierbar ist.

Wir wahlen nun € > 0,6 > 0, so dass Us(zg) X Us(yo) C U und h(z,0) €
Ue(yo) fur alle z € Us(zp). Beachte dazu, dass h(xo,0) = yo und h stetig ist.
Fiir alle (z,y) € Us(zo) x U(yo) gelten die Aquivalenzen:

(z,y) = F1(z,0) = (2, h(z,0)).

Setzen wir also y : Us(xg) — Us(v0),y(x) = h(x,0), so folgt i).

Zuii) Esseig:Us(zo) — E,g(z) = f(z,y(z)).

Dann ist ¢ = 0, also auch dg(z) = 0,z € Us(zg), und es folgt mit der
Kettenregel

0 = dg(z)

df(x,y(x)) o (idX,dy(x))
= dof(z,y(x)) +dyf (z,y(x)) 0 dy(z),
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. -1
somit dy(z) = —dy f (z,y(z)) o dyf(z,y(z)).
Wegen y(x¢) = yo folgt die Behauptung. O

Bemerkung 12.4.12 Ist U C R™ x R™, (xg,y0) € U und f : U — R™, so
bedeutet die Invertierbarkeit von dy f(zo,y0) gerade, dass

on (z0,y0) - on (z0,%0)
8yl 7 aym 7
of :
0 (w0, Y0) = : :
! U (o ooy o O
R 05 Yo Bm 05 Yo
regulér ist. Ist y : Us(z9) — U:(yo) die Losung von f(x,y) =0, so gilt
0 0 -1 9
. 0) = 52 zo,m) = (5 o)) - 5L (v,
wobei
ofh (zo,y0) - - of (20, 0)
8561 05 Y0 al’n 05 Y0
of .
% (x()?yO) == : .
% ( ) e 0fm ( )
o1 L0, Yo oz, 20, Yo

Beispiel 12.4.13 i) (Lemniskate)
Essel f: R x R — R definiert durch

fla,y) = (2% + %) —2(2" — ).
Dann gilt
0=>"(zy) = 2@ +y")2y+4y
= 4dy(=z® +4° +1)

genau dann, wenn y = 0.
Weiter ist f(z,0) = 0 genau dann, wenn

x4—2:c2:0<:>x€{0,\/§,—\/§}.

Ist also (x()ay()) € R x R mit f(flfo,yo) = 07 SO gllt
0

An allen anderen Punkten kénnen wir die Gleichung f(z,y) = 0 lokal

nach y auflosen.
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ii) Essei f:R x R? — R2,

fl@ynye) = @ + 45 + v — T2y + yiye + yox + 2).
Dann ist f(2,—1,0) = 0.

Wir berechnen

of 3y 33
87 (xvylvyZ) = 3
Y rT+y2 T+

21

iiber implizite Funktionen anwendbar, also existiert ein 6 > 0 und ein
e > 0 sowie die stetig differenzierbare Abbildung y : (2 — 0,2 + ) —

U:((=1,0)) € R? mit f(z,y1(2), y2(x)) = 0,41(2) = —1,%2(2) = 0.

Wegen
of 3z2
87 (LU, Y1, y2) = ’
r Y1+ Y2

i\ oy, (30 et [ 4
(i) -are=-(30) (5)-(4)

also y1(2) = —4,y5(2) = 9.

3 0
also % (2,—-1,0) = ( ) . Die Matrix ist regulér, also ist der Satz

gilt weiter

Essei L={z eR?: |z]* =123 = }.
Wir wollen die lokalen Extrema von f: L — R, f(z) = x2, bestimmen.

Dazu benétigen wir

Definition 12.4.14 Es seien (Z,] - ||g), (E,|| - ||g) vollstindige normierte
Réume tiber R, U C Z offen, g : U — F und f : U — R Abbildungen. Ist

L:={z€U:g(z) =0},

so sagen wir, f habe an zy € L ein lokales Extremum unter der Nebenbe-

dingung g(z) = 0, falls f|r : L — R ein lokales Extremum an zp hat, mit

anderen Worten: es existiert ein € > 0, so dass

f(20) = sup{f(2):9(2) =0,|z— 20| <e} oder
F(20) = f{f(z):g(2) = 0]z — 2] < e}.
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Satz 12.4.15 Fs sei U C Z offen, g : U — E und f : U — R stetig
differenzierbar. Es sei zo € U mit g(z9) = 0, und es existiere ein R : E — Z
linear und stetig mit dg(zg) o R = idg. Hat f an zy ein lokales Extremum
unter der Nebenbedingung g(z) = 0, so gibt es ein \ : E — R stetig und

linear mit

df (z0) = A o dg(z0)-

Beweis. Wir wollen zunéchst den Satz iiber implizite Funktionen anwen-
den. Dazu miissen wir erst einmal Z = X x Y schreiben.

Wir setzen P: Z — Z, P =idz — Rodg(z),Q : Z — Z,Q = Rodg(zp) und
X =P(Z),Y =Q(Z). Dann gilt PoP = P,QoQ = Q,P =id — Q und
somit kerP = Q(Z) =Y und kerQ = P(Z) = X.

Somit sind X und Y abgeschlossen, also selber vollstandige normierte Rdume.
Weiter hat z € Z eine eindeutige Darstellung z = z +y mit z € X,y € Y.
Wir identifizieren also Z mit X x Y und schreiben z = (z,y), 20 = (x0, %0).
Mit obiger Identifikation erhalten wir dg(zo)|y = dyg(xo, yo), also gilt nach
Voraussetzung, dass dyg(zo,y0) ©c R = idg und R o dyg(xo,yo) = idy. Somit
ist dyg(xo, Yo) : Y — E ein Isomorphismus.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es £, > 0 und eine stetige
differenzierbare Funktion y : Us(z0) — U=(yo) mit {(z,y) € Us(xzo) xUs(yo) :
g(z,y) = 0} = {(z,y(x)) : © € Us(xo) }-

Somit hat (nach der Voraussetzung an f) die Abbildung h : Us(xo) —
R, h(z) = f(z,y(x)), ein lokales Extremum an 2. Wegen

dy(zo) = —dyg(z0,y0) " dzg(z0,y0)

folgt also mit der Kettenregel

0 = dh(zo) = duxf(x0,90) + dyf(x0,y0) o dy(zo)

= dyf(20,%0) + dyf(z0,y0) © (— dyg(wo,y0) " 0 dug(z0,90))-
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Wir setzen nun A := dy f(20,y0) © dyg(zo,y0) "', somit dyf(zo,y0) = A o
dz9(x0,Y0). Dies impliziert zusammen mit d, f(zo, yo) = Aodyg(xo, yo), dass

df (zo,yo)(ry8) = duf(x0,y0)(r) + dyf(z0,y0)(5)
— A(daglw0,90) (1)) + Ay (a0, 1))
= AMdag(@o,y0)(r) + dyg(o,y0)(s))

= Xodg(xo,yo)(r,s)
Wir erhalten

df (20) = df (z0,y0) = X o dg(zo,y0) = X o dg(z0)-

Korollar 12.4.16 (Satz iiber die Lagrangemultiplikatoren)

Es sein > m,U C R" offen und es seien f: U — R, g : U — R™ stetig
differenzierbar. Weiter sei g(xg) = 0 und Jy(xo) habe vollen Rang (also
rangJg(xzo) = m).

Hat f an xo ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g(z) = 0, so
existieren A1, ..., A\m (s0 genannte Lagrangemultiplikatoren) mit

of " Jgr ) :
— = — 1 <93 <n.
oz, (o) 321 AL oz, (xg) firallel<j<mn

Beweis. Da Jy(x¢) den Rang m hat, ist dg(zg) : R — R™ surjektiv.
Wihle y1,...,ym € R™ mit dg(zo)(yx) = ek, 1 < k < m, und setze R(x) =
m

> zkyk. Dann ist R linear (und daher stetig, da R™ endlichdimensional),
k=1
und es gilt dg(zp) o R = idgm. Wir erhalten also ein A : R”™ — R linear mit

df (zg) = Aodg(xp). Setze A\ := A(ex),1 <k < m.Dannist (A1,...,\,) die
darstellende Matrix von A (beziiglich der kanonischen Basen), und es folgt

Jf(.To) = ()\1, ey )\n) . Jg($0),
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ausgeschrieben also

dg1 991
== (20) = (20)
of of o 9z
—— (z0),.. .y = (x0) | = (A1, -, Am) - : : ,
8901 axn
o0xy 0 oxy, 0
somit
of "N Ogk
—_— = —_— <97 <
a0 =2 N g o), 1< <

Beispiel 12.4.17 Es sei g : R? — R? g(z) = [z]? — 1, go(x) = 23 — 3.

Dann ist
991y 991 .\ 9%

T T €T
0z () O Oxg 2x1 2x9 2x3
Jg(x) = - .

992y 992y 092 v
o0xq * 0xa v Oz !

Ist g(z) = 0, so ist zunéchst x5 = 3, und wegen |z|? = 1 ist (z1,22) # 0.

Somit hat Jy(z) vollen Rang fiir alle x mit g(z) = 0.
Betrachten wir f : R? — R, f(z) = z2. Besitzt f an z ein lokales Extremum

unter der Nebenbedingung g = 0, so miissen also A1, A2 € R existieren mit

_ 9 =y, 90 992
0= 81‘1 (1‘) N 181‘1 (.%')—i— 28%17
_Of vy, 90 992
1= 019 () =M 0xo (@) + A Oxo’
_Of (y_ . 99 992
0= 8:1:3 (l‘) N >\1 0173 (:L‘) + >\2 0173'
Also
0= )\121‘1
1= )\121’2
0= M\2x3 + Ao

Aus der zweiten Gleichung erhalten wir A\ # 0,29 # 0, somit folgt aus
der ersten Gleichung, dass ;1 = 0. Setzen wir die Nebenbedingung ein
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(x3 = %,x% + 23 + 23 = 1), so folgt 23 = 1 — i, also |za] = %\/g, So-

mit erhalten wir zwei Kandidaten fiir Extremstellen: z = (0,% 3, %) und
T = (0, —%\/3, %) Da die stetige Funktion f auf der kompakten Menge
{z : g(x) = 0} sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum annimmt, muss
also (0,% 3, %) lokale (und globale) Maximalstelle und (0, —%\/3, %) lokale

(und globale) Minimalstelle von f|;;.q(z)—0} sein.



Kapitel 13

Ho6here Ableitungen von
Funktionen mehrerer
Veranderlicher

Wie im vorigen Kapitel sei im Folgenden (X, || - ||x) ein vollstdndiger nor-
mierter Raum iiber R, () £ U C X sei eine offene Teilmenge und (E, || - ||g)
sei ein vollstédndiger normierter Raum iiber K € {R, C}.

Prinzipiell kénnen wir hohere Ableitungen von Abbildungen f : U — FE
bilden: Ist ndmlich f stetig differenzierbar und ist df : U — Z(X,E)
ebenfalls stetig differenzierbar, so ist dann ddf eine Abbildung von U nach
Z(X,Z(X,E)). Ist nun letztere Abbildung wieder differenzierbar, so ist
deren Ableitung eine Abbildung von U nach 2 (X, Z (X, Z(X,FE))). Dies
ist eine vollig uniibersichtliche Notation. Wir werden nun ein einfacheres
Konzept fiir hohere Ableitungen einfiithren (und spéter zeigen, dass wir nur

die Notation gedindert haben).

13.1 Definition und elementare Eigenschaften
Wir starten wieder mit Richtungsableitungen.
Definition 13.1.1 Eine richtungsdifferenzierbare Abbildung f : U — F

heifit zweimal richtungsdifferenzierbar an x € U, falls fiir alle Richtungen

r1,72 € X der Grenzwert
d*f(z)(r1,m2) i= %LO%(df(:v +tra)(r1) — df (z)(r1))

315
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existiert.
d?f(x)(r1,72) heiit dann zweite Ableitung von f an x in den Richtungen
(r1,72) € X x X und

d2f(:v) X x X = E, (r1,r) — de(w)(rl,rQ)

heifit die zweite Ableitung von f an z. Weiter heifit f zweimal richtungsdif-
ferenzierbar (auf U), falls f an allen x € U zweimal richtungsdifferenzierbar
ist.

Allgemeiner definiert man induktiv: Eine (m — 1)-mal richtungsdifferenzier-
bare Abbildung f : U — FE heifit m-mal richtungsdifferenzierbar an = € U,
falls fiir alle Richtungen (r1,...,7r,;,) € X™ der Grenzwert

d"f(x)(r1, ... Tm)

= }gr(l) % (dm_lf(l‘ + 1) (71 oo 1) — AT f () (0, rm,1)>

existiert.
d™f(x)(r1,...,mm) heilt dann m-te Ableitung von f an x in den Richtungen
(ri,...,mm) € X™ und

d"f(x) : X" = E, (r1,...,rm) —d"f(z)(r1,...,™m)

heifit die m-te Ableitung von f an x. Weiter heiit f m-mal richtungsdiffe-
renzierbar (auf U), falls f an allen z € U m-mal richtungsdifferenzierbar ist.

Der Kiirze halber schreibt man

d"f(x)(r™) =d" f(x)(r,...,7), 7 € X.

m—mal

Beispiel 13.1.2 Essei U = X = R?2 und E = R sowie f : R? - R, f(x) =
23 + 23 — 4xy. Dann ist df (z)(r) = 22171 + (229 — 4)r9, es folgt also fiir
r € R? und die Richtungen (r, s) € R? x R?, dass

1
m — (df (x + ts)(r) — df (z)(r))

li
t—0 ¢

& f(z)(rs) =

1
= lir% ;(2(3:1 +ts1)r1 + (2(z2 + ts2) — 4)re — 22171 — (220 — 4)7“2)

t—

= 2817“1 + 2527‘2.

Bemerkung 13.1.3 i) Es sei f : U — E eine (m-1)-mal richtungsdifferen-
zierbare Funktion. Ist

A={teR:z+tr, €U}
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und
hx,rl,...,rm A — E, hx,m,...,rm (t) = dmilf(x + trm)(rly s 7rm—1)7

so ist f genau dann m—mal richtungsdifferenzierbar an x, wenn fir alle
T1,...,Tm die Funktionen hg,, .. an der Stelle 0 differenzierbar sind. Es

m

gilt dann

d"f(@)(r1, - rm) = Ry, (0)-
Dies folgt sofort aus der Definition der Differenzierbarkeit in einer Verdnder-
lichen.
Die nachfolgenden Bemerkungen ergeben sich leicht mit vollstéindiger In-
duktion iiber m.
ii) Es sei f: U — E m—mal richtungsdifferenzierbar, z € U, r € X und ist
A analog wie in i) definiert, dann ist

Gar A—E, gx,r(t) = f(l' + t’l“),
m—mal differenzierbar und es gilt

)y = d™ f(z + tr)(r,...,r) = d"f(z + tr)(r™).
oy (t) = d™ f(z +tr)(r,...,r) = d™ f(x +tr)(r"™)

m—mal

iii) Ist f: U — E m—mal richtungsdifferenzierbar an x € U so gilt

d™f(z)(tirt, .. tmrm) =t tnd™ f(2)(r1y .o )

fir alle rq,...,7, € X und alle t1,...,%, € R.

iv) Ist U C R offen und f : U — FE eine Abbildung, so ist f genau dann
m—mal differenzierbar, wenn f m—mal richtungsdifferenzierbar ist. In die-
sem Fall gilt

A" f) (P, rm) = 1T (@), T, € R, also
frl@) = d™f()(Q,..., 1) =d"fx)1™).
m—mal

Fine erste Anwendung der zweiten Richtungsableitung ist

Satz 13.1.4 Es sei die offene Menge U C X konvex und f : U — R zweimal
richtungsdifferenzierbar. Dann ist f genau dann konvex, wenn

&’ f(z)(r?) > 0

fir alle r € X und alle x € U.
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Beweis. 1. Es sei f konvex, x € U und r € X. Dann ist die Menge [ := {t €
R : 2z +tr € U} eine offenes Intervall. Es sei g : I — R, g(t) = f(z + tr).
Nach obiger Bemerkung ist g zweimal differenzierbar mit ¢”(0) = df(x)(r?)

und wegen
gAML+ (1= XNt2) = f(ANz+t1r)+ (1 = N)(x+tar))
/\f(.’L‘ + tﬂ“) + (1 — /\)f((l? + tQT)
= Ag(t1) + (1 = A)g(t2), A€ [0,1]),t1,t2 € I,

IN

ist g konvex, also gilt mit 10.1.2 ¢”(0) > 0.
2. Es gelte die Bedingung und es seien x1,22 € U sowie A € [0,1]. Ist
I:={teR:xy+1t(xr1 —x2) € U} soist I ein offenes Intervall mit [0,1] C I
Esseig: I —R, g(t) := f(tx1 + (1 — t)z2) = f(z2 + t(x1 — z2)). Dann ist
g zweimal differenzierbar und es gilt
g'(t) = d*flagy +t(x) — 29))((x1 — 22)%) >0, t € 1.
Mit 10.1.2 ist g konvex, also gilt
fAz1i4+ (1 =XNz2) = g(Al+(1—1)0) < Ag(1) + (1 - A)g(0)
= Af(z1) + (1 = A)f(x2).

Satz 13.1.5 Es sei die offene Menge U konvez, es sei f : U — R richtungs-
differenzierbar und es sei xo € U mit df (xg) = 0. Ist f konvex (konkav), so

hat f an xy ein globales Minimum (Mazimum).

Beweis. Es sei ohne Einschrinkung f konvex (fiir den anderen Fall betrachte
— f anstelle von f).
Wir nehmen an, es gebe ein 1 € U mit f(x1) < f(zo) Dann gilt fiir ¢ € (0, 1]

(o + 1o = 20) = f@)) = (Sl + (1= 0)z0) — f(z0))
< St + (1= 0 (o) — f(ao)
= f(z1) = flzo) <0

im Widerspruch zu limy o 1 (f(zo+t(z1—20)) — f(20)) = df (z0) (21 —z0) =
0. O
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Bemerkung 13.1.6 In den Ubungen werden Sie mit #hnlichen Argumen-
ten wie oben den folgenden Satz zeigen:

i) Es sei U konvex und offen, f : U — R konvex (bzw.konkav) und hat f
ein globales Maximum (bzw. Minimum) auf U, so ist f konstant

ii) Ist K C X kompakt und konvex, f : K — R stetig und konvex (bzw. konkav),
so nimmt f sein Maximum (bzw. Minimum) auf dem Rand von K an. Dieses
Resultat hat groie Bedeutung in der Optimierung, da hiufig der Rand von
K viel kleiner als K selbst ist und man daher nur auf einer kleineren Menge
nach den Extremalstellen suchen musf.

ii) folgt mit i) und i) kann man folgendermaflen zeigen: Es sei zg € U
mit f(xg) = sup,cy f(z). Ist 1 € U beliebig, so wahle A € (0,1) mit
Ty == 15 (w0 — Az1) € U. Dann gilt

X
flxo) = f(Az1 + (1 — N)x2) < Af(z1) + (1 = A) f(z2) < f(zo).

Dies zeigt f(z1) = f(x2) = f(z0)-

Korollar 13.1.7 Es sei f : U — R zweimal richtungsdifferenzierbar. Ist
zo € U mit df (xg) = 0 und existiert ein € > 0, so dass

i) d>f(x)(r?) > 0 fir alle v € X und alle x € U mit ||x — 20|l x < €, so hat
f an zg ein lokales Minimum,

ii) d*f(x)(r?) <0 fiir alle v € X und alle x € U mit ||x — xo||x <&, so hat

f an xq ein lokales Maximum.

Beweis. Es geniigt i) zu zeigen, ii) folgt dann durch Betrachtung von —f.
Es sei ohne Einschriankung U, (z) C U. Mit 13.1.4 ist f konvex auf U.(x)
und 13.1.5 zeigt dann, dass f an xg ein lokales Minimum hat. O

Betrachten Sie als Beispiel die Funktion f aus 13.1.2. Sie werden leicht fest-
stellen, dass df () = 0 genau dann, wenn x = (0, 2). Weiter ist d? f(z)(r?) =
2r? +2r3 > 0 fiir alle 7 € X = R? und alle z € U = R% Somit ist (0,2)
lokale (und auch globale) Minimalstelle von f.

Lemma 13.1.8 FEs sei f : U — FE richtungsdifferenzierbar und es seien
r1,ro € X. Existieren fiir alle x € U die Grenzwerte df(x)(ry,r2), sind die
Abbildungen x — df (x)(r1) und x — d?f(z)(r1,r2) stetig auf U, so existiert
auch d?f(x)(re,m1) und es gilt d>f(x)(ro,m1) = d>f(z)(r1,m2) =

(t1,t21§13(070) @ (f(l’ +t1r1 + t27’2) — f(IL’ + t17’1) — f(l’ + t27’2) + f(ill))
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Beweis. Wir zeigen zunéichst lim, 1,)_.(0,0) - - - = d*f(«)(r1,72). Dazu schrei-
ben wir mit dem

1

S (flo+tim) = £(2)) = / 0f (& + wrtrr) (1),

=]
—_

tll(f(I +tir + t2’f’2) — f(x + t27’2)) = /df(l‘ + uitiry + tQT‘Q)(Tl)dul

0
und
é(df(:c - urtyry + tar)(r) — df (@ +wbir) () =
1
/dzf(.l‘ + utiry + UQtQTQ)(Tl, TQ)dUQ.
0
Dies zeigt
pp; @+t ars) = [+ tor) = (o +-tir) = f(2)) - =
1t2
. 1
g /df(af + uitiry + tg?“g)(?"l) — df((]? =+ UltlTl)(Tl)dul =
0

11
/ /de(x + uit1ry + uatore)(ri, ro)dusduy (tl’tQ)—_;(o’O) dzf(:c)(rl, r9).
00

Aus obiger Gleichung folgt weiter
1
= (df @+ tar) (r1) — df (@) (1)) =
to

tlliglo 75111€2<f(x + 171 + tore) — f(x 4+ tare) — (f(z 4+ t1r1) — f(@)) =

1 1
thmO /dgf(.%' + uitiry + UQtQT'Q)(’I“l, T'Q)dUQdul =
1—>

0 0

1
/d2f($ + ’U,2t27’2>(7“1, T’Q)dUQ tﬁ? d2f(x)(r1, 7“2).
0

Dies zeigt, dass auch d?f(x)(r2, r1) existiert und gleich d? f(x)(r1, r2) ist. O
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Korollar 13.1.9 Es sei f : U — E zweimal richtungsdifferenzierbar, und
die Abbildungen

UxX — E, (z,r) — df(x)(r), sowie UxX?— E, (z,71,72) d2f(:v)(1“1,r2),

seten stetig. Dann ist

dcfz): XxX - E

eine stetige symmetrische bilineare Abbildung fiir alle x € U, d.h. d*f(z) ist
stetig, man kann die Koordinaten vertauschen, ohne den Wert zu dndern,
und sie ist linear in beiden Koordinaten.

Beweis.

Es sei # € U. Dann gilt zunichst mit 13.1.8, dass d? f (z) symmetrisch ist,
also d?f(z)(r1,79) = d?f(z)(r2,71) gilt. Sind nun 7,5 € X2 und ist A € R,
so folgt aus der Linearitéit von df (x), dass

P F() 1+ s1,m) = lim %(df(w 4 tra) (A + 51) — df(2)(Ary + 51))

t—0
= Xlim 2 (df (o + ra)(r1) — dF (@) () +
ln Oé(df(x + tra)(s1) — df () (51))
= A2 f(x)(r1,7m2) + d2f(2)(s1,72)
Zusammen mit der Symmetrie liefert dies auch

A f(x)(r1, Ay + s9) = A2f(x)(r1,m2) + d2f(x)(r1, s2)

Beispiel 13.1.10 Es sei f : R? — R, f(z) = 2223 + €. Dann ist f stetig

differenzierbar mit
df (z)(r) = Vf(z)-r = (2z125 + €™, 22%29) -7 = (2w123 + €™)ry + 223297,
Sind (r,s) € R? x R?, so gilt
2 .1
Pf(@)(rs) = lim - (df@+ts)(r) - df (2)(r))

= (2:1:% + e"1)r1s1 + dxyxari So + dx1x01281 + 237%7“232
= s'Hr,
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mit
2x% + €'t dxix9
H =

dxq9 2$%
d? f(z) ist also eine symmetrische Bilinearform.

Definition 13.1.11 Eine Abbildung T : X™ — FE heifit m—linear, falls fiir
alle r = (r1,...,7y,) € X™ und alle 1 < k < m die Abbildung

X = FE, s> T, yThk—1,8Tktls---sTm),

linear ist. Eine 2—lineare Abbildung heifit bilinear.
T heiffit symmetrisch, falls fiir alle » € X™ und alle Permutationen = :
{1,...,m} = {1,...,m} gilt, dass

T(rﬂ(l), s Taimy) = T, ).

Wir wollen nun die Stetigkeit multilinearer Abbildungen charakterisieren.

Hierzu statten wir bequemerweise X" mit der Norm || - || xm, welche durch
[7l[xm = sup |l |x
1<v<

definiert ist, aus. Diese Norm ist natiirlich zu der in 1.3.15 betrachteten
dquivalent.

Satz 13.1.12 Es sei T : X"™ — E eine m—lineare Abbildung. Dann sind

aqivalent.
i) T ist stetig,
i1) T st stetig in 0,
iii) Es existiert ein C > 1 mit
1Tz < Cllrllx - llrmllx
fir alle r € X™,
i)

sup ||T'(r)||g < oo.
7]l xm <1
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Beweis. i) = ii) ist trivial, ebenso wie iii) = iv). Die Implikation iv) = iii)
folgt mit T(A17r1, ..., AmTm) = A1 - .o A T(7).
Wir zeigen jetzt ii) = iv).Da T stetig in 0 existiert ein § > 0 mit T'(§Bxm) C
Bpg. Mit obiger Identitét folgt fiir ||r||xm < 1, dass

ITe = 51T G, 6wl < 5

om om

Es bleibt iii) = i) zu zeigen. Es sei dazu s € X™ fest. Ist » € X mit
|r — s||xm <1, so gilt

NT(r)—T)e < T, rm) =T, Tm—1,5m)||E

HIT(r1y - oy "1, 8m) — T(r1, .« o, "m—2, Sm—1, $m) || &
+...
+H|T(r1, 82,y 8m) — T(81,-- -, 8m)||E
= |T(ri,. ., "m—1,Tm — Sm)||E
H|T(r1y . rm—2, "m—1 — Sm—1, Sm)||E
+...
+H|T(r1 — s1,82, ..., 8m)||E

S mC(HSHXm =+ 1)77’1—1”,',. — SHXm

Damit ist 7" stetig in s (aber im Falle m > 2 nur in Trivialfillen gleichméBig
stetig!). O

Definition/Bemerkung 13.1.13 i) Den Vektorraum aller m—linearen ste-
tigen Abbildungen 7' : X™ — E bezeichnen wir mit £ (X, E). Versehen
mit der Norm, welche durch

1T zm(x.p):= sup [ T(r)lle

lIrllxm <1

definiert ist, wird .£™ (X, E) zu einem vollstindigen normierten Raum. Der

Untervektorraum 7" (X, E) aller symmetrischen m—linearen stetigen Ab-

bildungen ist abgeschlossen, also selbst ein vollstdndiger normierter Raum.

Die Abbildung I : (X, Z(X,E)) — ZL*(X,E), I(T)(r1,m2) = T(r2)(r1),

ist ein Isomorphismus.

ii) Es sei T : X™ — FE eine stetige m—lineare Abbildung. Dann setzt man
Tr™) :=T(r,...,r), r e X.

——
m—mal
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Die Abbildung X — E, r+— T(r™), heifit das von T' erzeugte m-homogene
Polynom. Natiirlich konnen zwei verschiedene T' dasselbe Polynom erzeugen.
Ist T : X™ — FE definiert durch

1
Ts(riy...,rm) = poar Z T(Tr(1ys -« Tr(m))s
Tl'GSm
so ist Ty eine symmetrische stetige m—lineare Abbildung, welche dasselbe
Polynom wie T' erzeugt. Ist nun S : X" — FE eine symmetrische stetige
m—lineare Abbildung, so 13t sich S mithilfe der sogenannten Polarisations-

formel (die wir hier aber nicht beweisen wollen)

S(rl,...,rm):m!12m Z H 5,,5(( Z 5Mru)m>

ee{-1,1}m 1<v<m 1<u<m

aus dem von S erzeugten Polynom zuriickgewinnen. Also entspricht jedem
m—homogenen Polynom genau eine stetige symmetrische m—lineare Abbil-
dung!

Analog wie 13.1.9 beweist man

Korollar 13.1.14 Es set f : U — E m—mal richtungsdifferenzierbar, und
die Abbildungen

UxXF = E, (x,r1,...,r) — d*f(@)(r1, ..., r3),
seten stetig fir 1 < k < m. Dann ist
d"f(x) : X" - FE

eine stetige symmetrische m—lineare Abbildung fir alle x € U.

Ankniipfend an Satz 12.1.10 definieren wir nun hoéhere stetige Differen-

zierbarkeit.

Definition 13.1.15 Eine stetig differenzierbare Funktion f : U — E heifit
zweimal stetig differenzierbar, falls f zweimal richtungsdifferenzierbar ist,
die Abbildung U x X2 — E, (x,r1,7r9) — d?f(x)(r1,r2), stetig ist und (die
damit nach 13.1.9 wohldefinierte Abbildung) d?f : U — Z%(X,E), =
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d?f(x), ebenfalls stetig ist.

Sukzessiv definiert man: Eine (m — 1)-mal stetig differenzierbare Abbil-
dung f : U — E heifit m—mal stetig differenzierbar, falls f m—mal rich-
tungsdifferenzierbar ist, die Abbildung U x X™ — E, (z,71,...,Tm) —
d™f(x)(r1,...,mm), stetig ist und (die damit nach 13.1.14 wohldefinierte
Abbildung) d"f : U — ZL"(X, E), x — d™ f(z), ebenfalls stetig ist.

Satz 13.1.16 Fine stetig differenzierbare Abbildung f : U — E ist genau
dann zweimal stetig differenzierbar, wenn df : U — L(X, E) stetig diffe-
renzierbar ist. In diesem Fall gilt d*f(z)(r1,r2) = ddf (z)(r2)(r1), 71,72 €
X, zel.

Beweis. Ist df : U — Z(X, F) richtungsdifferenzierbar, so ist f offensicht-
lich zweimal richtungsdifferenzierbar mit d? f (z)(r1, r2) = ddf (z)(r2)(r1). Ist
andererseits f zweimal stetig differenzierbar, z € U,r € X und S € Z (X, E)
definiert durch S(s) := d?f(z)(s,r), so gilt mit dem HDI angewendet auf
g:10,1] — E, g(u) = df (z+utr)(s) (und somit ¢'(u) = d? f(z+utr)(s,tr) =
td? f(x + utr)(s,r))

|7 (df o+ tr) — dF(@)) ~ Sl

= sup Hl(df(ﬂf +tr)(s) — df(2)(s)) — S(s)lle

lIsllx <1

1
= sup H/de(a:—i-utr)(s,r)—d2f(a:)(s,r)duHE
0

l[sllx <1

llsllx <1

1
< s [ @G+ utr) = (@) (s.) | du
0

< sup sup ||d*f(z +or) — & f(2)| 2 x.m Islxlrllx — 0 (8 —0).
o<t [|s]|l x <1

Also ist df richtungsdifferenzierbar mit ddf (z)(r)(s) = d?f(x)(s, r). Mithilfe
des Isomorphismus’ I : Z(X, Z(X,E)) — L*(X,E), I(T)(r,s) = T(s)(r),
sieht man, dass die jeweils geforderten Linearitdts- und Stetigkeitbedingun-
gen dquivalent sind. a

Analog beweist man
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Satz 13.1.17 FEine Funktion f : U — E ist genau dann m-mal stetig dif-

ferenzierbar, wenn sukzessive f,df,..., d...df stetig differenzierbar sind.
(m—1)—mal
Es gilt dann d™ f(x)(r1,...,mm) = d...df (x)(rm)(Tm=1) ... (12)(11).
m—mal

Wir wollen nun fiir zweimal stetig differenzierbares f ein hinreichendes Kri-
terium fiir lokale Extremstellen beweisen, welches sich wie Satz 10.1.1 liest
(f'(xo) = 0, f"(x9) > 0(< 0) impliziert, dass o Minimalstelle (Maximal-
stelle) ist).

Definition 13.1.18 Eine stetige symmetrische bilineare Abbildung 7" : X x
X — R (d.h eine stetige symmetrische Bilinearform) heifit

i) positiv definit, falls inf),,— T(r?) >0,

ii) positiv semidefinit, falls 7'(r2) > 0 fiir alle r € X,

iii) negativ definit, falls supy, -1 T(r?) <0,

iv) negativ semidefinit, falls T'(?) < 0 fiir alle r € X,

v) indefinit, falls 7, s € X mit T(r?) < 0 < T(s?) existieren

Bemerkung 13.1.19 Ist X endlichdimensional, so nimmt die stetige Ab-
bildung r +— T'(r?) ihr Maximum und ihr Minimum auf der nach Heine-Borel
kompakten Menge S := {z € X : ||z|[x = 1} an, also ist 7" in diesem Fall
genau dann positiv (negativ) definit, wenn T'(r?) > 0 (T(r?) < 0) fiir alle
re X\ {0}.

Satz 13.1.20 FEs sei f : U — R zweimal stetig differenzierbar. Es sei xg €
U mit df (zo) = 0. Ist zusditzlich d*f(wo) positiv definit (negativ definit), so
besitzt f an xo ein lokales Minimum (Mazimum). Ist d*f(xq) indefinit, so

besitzt f an xg weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum.

Beweis.1. Es sei d?f(z¢) positiv definit. Somit existiert ein € > 0 mit
& f(20)(r?) = elr|k,r € X.

Aus der Stetigkeit von d2f in zq folgt die Existenz eines § > 0 mit ||d? f (z) —
d?f(zo)| < 5. fiir alle z € U mit ||z — zo||x < 6. Es ergibt sich

Pf@)(?) = @ fx0)(r?) = |2 f (@) (%) — & F (o) (7))
> ellrlk - a2 () — (o) il
> ellrllk = Zlirl% > 0
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fiir alle € Us(zp). Mit 13.1.7 hat f an z( ein lokales Minimum.
2. Ist d?f(xg) negativ definit, so betrachte in 1. — f anstelle von f.
3. (in den Ubungen) O

Anstelle jetzt Beispiele anzugeben wollen wir hohere partielle Ableitun-
gen definieren und eine zu 12.2.3 analoge Charakterisierung bereitstellen.

13.2 Hohere partielle Ableitungen

Definition 13.2.1 Es sei U C R" und f : U — E eine stetig (partiell)
differenzierbare Abbildung mit Werten in einem vollstdndigen normierten
Raum (E, || - ||g). f heiit zweimal stetig partiell differenzierbar auf U, falls

of

0% f . 1 of
=1
Oz,

xr) = lim —(x1,...,2p_1,t, @ R
a':El/a:r;,l/’f( ) t*)zl/t_l‘y (ax‘u( 1’ ’ v 17 ) V+1’ ) ’T'L)

(x1,... ,mn))

firallel < v, <n, x € U, existiert und die zweiten partiellen Ableitungen

O*f
0x,0x,

0% f

0z, 0x,, @),

U — FE x—

fiir alle 1 < v, u < n stetig sind.

9% f : 2f
Anstelle von IR schreibt man auch 522

2
Bemerkung 13.2.2 Ist f zweimal stetig differenzierbar, so ist &f 8fx (x) =
vOTu
2 2 0*f . . :
d“f(z)(ey, en) = d f(x)(ev,eu) = (z) und f ist zweimal stetig par-
0,0z,

tiell differenzierbar.

Satz 13.2.3 (von Schwarz) Es sei U C R™ offen und f : U — E eine stetig

(partiell) differenzierbare Abbildung, sodass fir 1 < v < p < n die zweiten
2

0z, 0z,

partiellen Ableitungen (x), = € U, existieren und stetig sind. Dann

gilt

i) Die partiellen Ableitungen 6x61,28f:cu existieren auch fir v > p, und es gilt

0% f 0% f

O0x,0x, - O0x, 0z,
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fir alle 1 <v,u <n.
it) f ist zweimal stetig differenzierbar und
o0 f
Ef)(rs)= ) Tu%m(?ﬁ)-

1<v,u<n

Beweis. Zunichst ist wegen 12.2.3 die Funktion f stetig differenzierbar. Die
erste Aussage folgt somit sofort aus 13.1.8 angewendet auf 71 = e, r2 = e,.
Die Linearitéit von df(z) liefert

n 2
0o () () = i (df ( + 1) () — df ) () = D run T (),

Uberdies existiert der Limes gleichméfig fiir [r| < 1. Man sieht nun leicht,
aufgrund der Darstellung rechts, dass jedes g, : U — Z(R", E) stetig ist
und damit ist df stetig partiell differenzierbar, also wieder mit 12.2.3 stetig
differenzierbar. Wegen d?f(z)(r,s) = d(df)(z)(s)(r), siche 13.1.13 i), folgt
die zweimalige stetige Differenzierbarkeit von f. Die Formel ergibt sich dann
mit 13.2.2 aus der Bilinearitit von d?f(z) :

Pf)rs) = )Y ren Y sue)
v=1 pn=1

= DD rusud*f(x)(ev,e)

v=1 p=1
= Z rys#aazf(m).
1<v,u<n TvOTu

Definition/Bemerkung 13.2.4 Es sei U C R” offen und f : U — R
eine zweimal stetig (partiell) differenzierbare Abbildung. Die symmetrische
n X n-Matrix

0% f 0% f

8ZE18$1 . axlaxn v

V@ Vf(r):=H(x):= : :
O f o f
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heifit die Hessematrix von f an x. Sie ist nicht mit der Jacobimatrix einer
Abbildung f : U — R™ zu verwechseln! Aus dem Satz von Schwarz ergibt
sich sofort, dass

d*f(z)(r,s) = s'-Hg(z) r, r,s € R", also insbesondere
Pf(x)(r?) = r' Hy(x)-r, reR"™

Die Hessematrix ist also die Darstellung der zweiten Ableitung beziiglich der
kanonischen Basis im R”. Die Bezeichnung V ® V f wird auch manchmal
V2 f geschrieben, dies letzte Zeichen steht aber hiufig auch fiir Af mit

Af(z) = Xy 54 ()

Beispiel 13.2.5 Es sei f : R — R, f(x) = 2223 + €® + x3. Wir be-
of

rechnen a—xl(:v) = 2ry23 + €1, (z) = 20%1,, 87563(:1:) = 1, und stellen

Oy

fest, dass die partiellen Ableitungen auf R? stetig sind, f ist also einmal
stetig differenzierbar. Dann berechnen wir die zweiten partiellen Ableitun-

0? 9 0*f 0’ f 0% f
0 f 0% f
2z, 02025 (z) = a—xg(x) = 0. All diese sind stetig, also schenkt der Satz

von Schwarz uns die restlichen zweiten partiellen Ableitungen. Uberdies ist
f zweimal stetig differenzierbar. Wir erhalten als Hessematrix

Qm% + e®l 4xixe 0
Hy(z) = | 4x29 272 0
0 0 0

Es gilt d*f(z)(r,s) = s - Hy(x) - .
Der folgende Satz gehort zur linearen Algebra.

Satz 13.2.6 Es sei T : R™ x R™ — R eine symmetrische bilineare Abbil-
dung (d.h. eine symmetrische Bilinearform). Dann existiert eine (eindeutig
bestimmte) symmetrische n x n-Matriz A mit

T(r,s)=r'"-A-s, r,s € R".

i) T ist genau dann positiv definit (negativ definit, positiv semidefinit, nega-

tiv semidefinit) wenn alle Figenwerte von A positiv (negativ, nichtnegativ,
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nichtpositiv) sind.
it) T ist genau dann indefinit, wenn A sowohl einen positiven wie auch einen
negativen Eigenwert besitzt.

Beweis. Es sei eq, ..., e, die Einheitsvektorbasis des R™. Wir definieren A
durch
aij = T(ei,ej), 1 <i,j <n.

Mit T ist auch A symmetrisch. Weiter gilt aufgrund der Bilinearitéit von T,
dass

n

n n n

= T(Z Ti€i, Z sjej) = Z Zrisz(ei, ej) =1l As

i=1 j=1 i=1 j=1

fiir alle r, s € R”. Uberdies ist A eindeutig bestimmt.
Da A symmetrisch ist, sind alle Eigenwerte A1,..., A, von A reell und A ist
diagonalisierbar, d.h. es gibt eine Orthonormalbasis y1, ..., %, des R™ mit
Ayi = Niyi, 1 <i<n.
Wir zeigen nun: T ist positiv definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von
A positiv sind. Die anderen Aussagen aus i) beweist man analog.
Es sei also T positiv definit. Dann gilt 0 < T'(y;,y:) = yiAy; = yihiy; =
Ni|yi|?, also A\; > 0 fiir alle 1 < i < n.
Sind andererseits alle A; > 0 und r € R"™ \ {0}, so existieren (eindeutig
bestimmte) z1,...,2, € R, nicht alle gleich 0, mit r = " | 2;3;. Die Or-
thonormalitét der y1,...,y, liefert yly; = d;;, also erhalten wir aus der
Bilinearitédt von T'

T(TQ) = T(rr)= Z inﬂij(yi,yj) = Z inxjyfij

i=1 j=1 i=1j=1
= Zme]yl e ZZwaJ}\ (5”—2)\33 > 0.
=1 j=1 =1 j=1

ii) T ist genau dann indefinit, wenn 7" weder positiv semidefinit noch negativ
semidefinit ist. Mit i) ist dies genau dann der Fall, wenn 7" mindestens einen
positiven und mindestens einen negativen Eigenwert besitzt. O

Satz 13.2.7 Es sei U C R"™ offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar
und x € U mit gradf(z) = 0. Sind alle Eigenwerte von H¢(x) positiv (ne-
gativ), so besitzt f an x ein lokales Minimum (Maximum). Besitzt Hy(x)
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sowohl einen positiven als auch einen negativen Figenwert, so besitzt f an

x kein lokales Extremum.

Beweis. Dies folgt sofort aus dem obigen Satz, 13.2.4 und 13.1.20. O

Bemerkung 13.2.8 Analog zeigt man: Ein auf einer offenen konvexen Teil-
menge U C R” definiertes, zweimal stetig differenzierbares f : U — R ist
konvex (konkav) genau dann, wenn fiir alle x € U alle Eigenwerte der Hes-

sematrizen Hy(x) nichtnegativ (nichtpositiv) sind.

Beispiel 13.2.9 Es sei

[ R =R, f(x1, 29, 73) = 27 + 223 + 2623 — 22172 — 102273.

Dann gilt
6651 (x) = 2x1 —2x9
0
6;2 () = 4dxg—2z1 — 1023
8853 (x) = 52x3 — 10xs.
Also
gradf(z) =Vf(x) =0& 1 =129 und
229 — 10x3 = 0, also
To = bxg und
52x3 — 50x3 =0

insgesamt folgt z1 = 29 = 3 = 0.

Es gibt also nur einen kritischen Punkt, und dieser ist (0,0, 0).
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Wir berechnen die zweiten partiellen Ableitungen:

0% f 0% f
- J =9 = -2
856% (ZZ‘) 89018:32 $)
a2f a2f
—_— = 4 e
527 @ Gwr0w; ) "
0% f 0% f
hal =52 = -10
83:% (x) 81:28x3 v
und erhalten als Hessematrix an (0, 0,0)
2 =2 0
H(0,0,0) =V ®VF0,0,0)=| -2 4 —10
0 -10 52
Dann gilt:
det(2) =2>0

2 =2
det =4>0
-2 4

4 -10 -2 10
det H¢(0,0,0) = 2det + 2det + 0det(...)
—10 52 0 52

=8> 0.

Also ergibt das Hauptminorenkriterium, dass H(0,0,0) positiv definit ist,
somit liegt an (0,0, 0) eine lokale Minimalstelle vor.

Leider lassen sich hohere Ableitungen nicht mehr durch Matrizen dar-
stellen (man brauchte fiir die dritte Ableitung schon so etwas wie n x n x n-
Matrizen). Daher greift man in diesen Féllen zu einer anderen Notation.
Diese hat allerdings den kleinen Nachteil, dass man nur d” f(x)(r™) dar-
stellen kann, was aber geniigt (da man ja d™ f(z) aus dem erzeugten Poly-
nom r — d"™ f(z)(r") mithilfe der Polarisationsformel wiedergewinnen kann,

wenn man unbedingt will).

Definition/Bemerkung 13.2.10 Es sei U C R" offen und f : U — FE

) 0
oz, schreibt man 0z, f und

stetig (partiell) differenzierbar. Anstelle von




Hoéhere partielle Ableitungen 333

sukzessiv definiert heifit ein (m — 1)-mal stetig (partiell) differenzierbares
f m—mal stetig partiell differenzierbar, falls alle iterierten partiellen Ablei-

tungen

0 0

Do f

Ty, 0xy,,
fir alle v1,...,vy, € {1,...,n} existieren und auf U stetig sind. Induktiv
liefert der Satz von Schwarz, dass man nur die partiellen Ableitungen mit
v1 <y <...<vy, untersuchen muss.

Dies kann man auch anders ausdriicken: Man muss fiir alle & = (a1, ..., o)

mit |a| := >, ap < m feststellen, ob die iterierten partiellen Ableitungen

S B B B N
S O S

-~

a;— mal as— mal an— mal

existieren und auf U stetig sind. Man setzt noch 900 f .= f.
Man beachte, dass hier |a| := > I'_; a, fiir a € N{ gesetzt wurde, jedoch
lz| = (>0, \:1;,,|2)% fiir € K" definiert war. Dies sollte zu keinen Verwir-

rungen fiithren.
Das iterierte Anwenden des Satzes von Schwarz liefert dann:

Satz 13.2.11 f : U — FE ist m—mal stetig differenzierbar genau dann,
wenn fir alle oo € Nj mit |of == >} g < m die iterierten partiellen

Ableitungen 0 f existieren und stetig auf U sind.

Beispiel 13.2.12 (vergleiche 13.2.5) Es sei wieder f : R? — R, f(z) =
2323 + e + x3. Wir erhalten fiir || =

0: 0000 f(z) = 2223 + ™ + 3.
1: 9000 f(z) = 2zy23 + e, OOL0) f(2) = 223m9, OOV f(2) =1,

2: 0200 f(x) = 223 + e¥1, 9020 f(x) = 223, 900D f(x) =0,
OO f(z) = dwyag, OO f(z) =0, 0OL f(z) =0

3: 9000 f(z) = e, 9030 f(z) = 90O f(z) = 0, 9O f(z) =
Ay, OL20)f (x) = 4x1, alle anderen partiellen Ableitungen der Ord-

nung 3 verschwinden.
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4: 900 f(z) = e?1 9220) f(z) = 4, alle anderen partiellen Ableitungen

der Ordnung 4 verschwinden.

5: 9W0.0) f(z) = ek > 5, alle anderen partiellen Ableitungen der Ord-

nung grofer gleich 5 verschwinden.

Alle obigen partiellen Ableitungen sind stetig auf R? und somit ist f beliebig

oft stetig differenzierbar.

Bemerkung/Bezeichnung 13.2.13 Wir beschrinken uns fiir den Rest
dieses Abschnittes auf Funktionen f : U — K, wobei U eine offene Teil-

menge des R” (mit n fest) sei. Fiir x € R” und o € Nj sei

« a1 02

Qn
T =T Ty ... T

o osowie ol :=aq!. . ap!

Weiter schreiben wir Z anstelle von Z

|a|=m |a|l=m, €N

Lemma 13.2.14 (Leibnizregel fiir symmetrische multilineare Abbildungen)
Es sei T : X™ — E eine symmetrische m-lineare Abbildung. Setzt man

T(x®) :=T(x1,...,T1,2, .y T2,y ey Tpy vy Tp),
————
ar-mal as-mal an-mal
firz = (z1,...,z,) € X", o € N mit || =m, so gilt
1 - 1
—T(O w)™) = > —T(®).
v=1 |a]l=m

Beweis. (mit vollstindiger Induktion iiber m) Ist m = 1, so ist T linear,
und die Formel folgt sofort aus der Additivitdt von T. Es gelte die Formel
fiir m > 1 und es sei T nun m -+ 1-linear. Die Induktionsannahme liefert

dann zusammen mit der Linearitdt von 7" in der m + 1-ten Koordinate, dass

n
m+1 Zx” ) = m+1 qu ’le’)
= Z Z m—l—lo/' ,7xl/)

v=1 ‘o/|—m

Ist nun o =m+1und a = (of,...,al, +1,...,a}), so gilt
——i(a' +1)—ia sowie T(z%, x,) = T(z®)
ol alt Calt e ’
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Wir erhalten

n

1 1
m+1 Z ymtL) = Z (Za,,)maT(xa).

la|=m+1 v=1

Wegen >"_, o, = || folgt die Behauptung. 0

Satz 13.2.15 Es sei f : U — K m—mal stetig (partiell) differenzierbar.
Dann gilt fiir alle x € U, dass

m m - R B B
D) =Y D S ),
V1,U2,...,Um=1 V1 V2 Vm

fiir alle 7“(1), e ,r(m) e R"

und kiirzer

%dmf(az)(rm) = idmf(m)(r, ce,T) = Z 6af($)ro‘, r e R"

m!
m—mal

Beweis. 1. Die Definitionen der m—ten Ableitung und der iterierten partiel-

len Ableitungen ergeben zusammen mit der Symmetrie der m—ten Ableitung

o 0 0

A" f(x)(ep,euys - se0,,) = S B D
V1 v VUm

f(@).

Es seien (M), ..., r(™) ¢ R™ Dann folgt aus der m—Linearitéit von d™f(z),

dass

A" f(x) (D, M)y = a7 f (e Zr €y - Zr ev,)

v1=1
Zn: z”: Zn: rl(,}) . ..rl(,z)dmf(x)(e,,l, cees €y ).
vi=1v3=1 Um=1

Also gilt die erste Formel.

2. Wir verwenden die Notation aus dem Lemma iiber die Leibnizregel.

Aus den Definitionen der m—ten Ableitung und der iterierten partiellen
Ableitung erhalten wir fiir e := (eq1,...,e,) € (R™)"

d"f(z)(e*) =d™ f(z)(e1,...,e1,€2,...,€2,...,€n,...,en) = 0%f(x)
S—— —— N——

a;—mal  as—mal an—mal
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fir alle @« € N, |a| = m. Es sei nun r = (r1,...,1,) € R Ist re :=
(riei,...,mnen), so folgt fiir |a] = m aus der m-Linearitit von d™ f(x), dass
d"f(x)((re)®) = d"f(x)(riei,...,rie1,m2€9,...,72€2, ..., Tn€n, ..., ep)
—_———

a;—mal az—mal an—mal

= rirs? . corpnd™ f(x)(e™) = 0% f(x)re.

Die Leibnizregel ergibt nun

n

Lo @) = L@ (Y ne)m) = Y S @)

v=1 |a|=m

O f(x) o
) |Z a

13.3 Satz von Taylor

Es sei wieder im folgenden U eine offene nichtleere Teilmenge eines vollstandi-
gen normierten Raumes iiber R und E ein vollstdndiger normierter Raum
itber K. Wir wollen wie im Falle U C R eine m-mal differenzierbare Funktion

lokal durch Polynome approximieren.

Definition 13.3.1 Es sei f : U — E m-—mal stetig differenzierbar und
xog € U. Dann heif3it

m

TI) X B, TR @) = D o flao) (& — 7)),

v=0

das m—te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt z.
Hierbei ist d°f(x0)((z — 20)°) := f(z0) gesetzt.

Satz 13.3.2 (von Taylor) Es sei f : U — E m-mal stetig differenzierbar
und es sei xo € U. Dann gilt fir alle x € U mit [xg,z] C U, dass

f(@) =T~ (F)(@) + Rin(, 20),
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wobes

1

Ry (x, ) = m

(1 — )™ 1d™ f (2o + t(z — z0))((x — o)™ )dL.

o _

Ist zusdtzlich E = R so existiert ein & € [xg, x] mit

1 m m
Ron(2, 20) = —d™ f(§)((z = 0)™).
Beweis. Es sei g : [0,1] — E, g(t) = f(xo + t(z — zp)). Nach Bemerkung
13.1.3 ii) ist g ebenfalls m-mal stetig differenzierbar und es gilt
gW(t) = d” f(wo + t(x — 20))((x — 20)"), 0 <w <m, t €0, 1].

Mit 10.2.4 gilt

m—1 1
o) = 3 a0 =0+ sy [ =0l v
v=0 0

und es folgt die erste Behauptung.
Es sei nun zusitzlich £ = R. Dann existiert nach dem Mittelwertsatz der

Integralrechnung ein 7 € [0, 1] mit

1
Ruu(e.0) = o™ () gy (=0t = ™ F(€) (= a0)™),
/ !
wenn man £ := xg + n(z — xg) setzt. O

Korollar 13.3.3 (Qualitative Version des Taylorschen Satzes) Es sei f :
U — E m-mal stetig differenzierbar und es sei xo € U. Dann gilt fir alle
x € U mit [xg,x] C U, dass

|£@) - @),

|2 — ol

1
< — sup [[d"f(§) —d" f(wo)llgmx,p) — 0 (z — o).
m! gelrg ]



338 HOHERE ABLEITUNGEN BEI MEHREREN VERANDERLICHEN

Beweis. Es gilt mit dem Satz von Taylor:

|7 - 32 L seo)(@ - o)

E

V=

0
= Nz [ 0= 0 (7 o + e = o) = 0)™) = a7 o) (@ = o)™ )t

IN

;
T / (1 —&)™|(d™f(zo + t(z — z0)) — d™ f(m0)) ((x — z0)™) || pdt
0

1
< — sup [[d"f(§) —d" f(zo)ll.gmx.p)llT — 20l|'X-
m' §€[$07x]

Wir kénnen nun unsere Darstellungen fiir die Ableitungen einsetzen und
weitere Resultate vom Taylortyp beweisen. Aus 13.2.4 und 13.2.15 folgt
zunéchst:

Bemerkung 13.3.4 Es sei U C R" offen und z¢p € U sowie f : U — K
m—mal stetig differenzierbar. Dann gilt

9% f(x0)

ol

T =

laf<m

(x — o)™

Weiter gilt

T (f)(x) = f(xo0),

T (f)(®) = f(xo) + gradf(zo) - (z — o),

T2 (f)(x) = f(xo)+ gradf(wo) - (z — m) + %(x —20)t - Hy (o) - (x — 20).

Korollar 13.3.5 Es sei U C R" offen, f: U — K eine m-mal stetig diffe-
renzierbare Abbildung und xo € U. Dann gilt fir x € U mit [xg,z] C U :

) = Y PR e

|| <m—1

1
+ Z / )Y f (w0 4t — a:o))dt) (z — 20)°.
0

|lal=m
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Weiter gilt

fy - 3 PII (pe

‘ ol
al<m
|z — x0|™ — 0 (&= m)
Ist m =1, so gilt
|f(x) = f(x0) — gradf(zo) - (x — x0)|
— 0 (z — xp).
|z — @0

Ist m = 2, so gilt
|f(x) = f(xo) — gradf(wo) - (z — o) — 5(z — m0)" - Hy(wo) - (x — wo)|

|z — xo|?

— 0 (z — x0).

it) Es sei zusditzlich K = R. Dann existiert ein £ € [xo, x] mit

fa) = Y T ey 0 PI e
|a|<m—1 la|=m

also im Falle m = 1:

f(@) = f(zo) + gradf(£) - (x — zo),

und im Falle m = 2,

F() = fa) +gradf(x0) - (2 — 20) + 3 (& — 20)" - Hy(€) - (2 — o).

Beispiel 13.3.6 (vergleiche 13.2.5 und 13.2.12) Es sei f : R3 — R, f(x) =
272 + el + 3.
i) (nullte Ableitung, trivial) Es ist

d°f(1,1,2)((z — (1,1,2))%) = f(1,1,2) =3 +e.

ii) (erste Ableitung) Die erste Ableitung kénnen wir zum Beispiel iiber den
Gradienten berechnen. Es gilt somit

df(1,1,2)(z — (1,1,2)) = gradf(1,1,2)(z — (1,1,2))

1 —1
=24e2,1)| 29—-1 | =
1’3—2

=@2+e)(r1—1)+2(z2— 1) + (33— 2).
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Dies kann man alternativ aus Folgendem ableiten (siche 13.2.12):
df(]-’ 17 2) ((L‘ - (17 1, 2))

_Zaf112 (L)

lal=1
= 900 £(1,1,2) (1 — 1) (w2 — 1) (5 — 2)°
+ 0010 £(1,1,2) (21 — 1)°(22 — 1) (3 — 2)°

+ 000D £(1,1,2) (21 — 1)%(22 — 1)°(z5 — 2)°

— (24 €)(w1 — 1)+ 22 — 1) + (23— 2).

iii) (Zweite Ableitung) Berechnen wir zunéchst die zweite Ableitung mit-

hilfe der Hessematrix:

Es gilt
24e 4 0
Hf(l, 1,2) = 4 2 0 1,
0 0 0
also ist

%d2f(1, 1,2) ((x (1,1, 2))2)

1
— 5(33 —(1,1,2)) Hy(1,1,2) (z — (1,1,2))
24e 4 0 rp —1
1
25(.%1—1,1'2—1,1‘3—2) 4 2 0 xz—l
0 0 0 T3 — 2

- (1 n g)(xl 12 4 d(wy — (e — 1) + (22— 1)2
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Die andere Moglichkeit ist wieder (siehe 13.2.12)

0°f(1,1,2)
al

%de(1, 1L2)((e - (1,1,2)%) = >

laf=2

= 2000 F(1,1,2) (a1 — 12 (e — 1)°(as — 2)°
+ %59(072’0)]0(1, 1,2)(z1 — 1)%(xg — 1)%(x3 — 2)°
+ %8(0’0’2)]0(1, 1,2)(z1 — 1)%(zg — 1)%(a3 — 2)?
+ 00 £(1,1,2) (1 — 1) (g — 1)} (23 — 2)°
+ 00D £(1,1,2) (zy — 1) (29 — 1)%(23 — 2)!

+00L £(1,1,2)(x1 — 1)%(x2 — 1) (23 — 2)*

2

Wir erhalten also

Thao()@) = 3+e+(2+e)(rr—1)+2(x2 — 1)+ (23— 2)

(z—(1,1,2)°

= e e~ 12+ (22— 1) + d(ar - 1)z — 1),

341

FO4+ 9@ =12+ 4 — D(aa— 1) + (22 — 12

2

und somit aus dem obigen Satz

|f (@1, 22, 23) = T(, 1 9 (21, 22, 23))|
(.%'1 - 1)2 + (1’2 - 1)2 + (xg - 2)2

—0 (z—(1,1,2).
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Wir berechnen weiter
Tp(f)(x) = 3+e+(2+e)(x1—1)+2(x2— 1) + (23— 2)
+(1+ ) (@1 = 1% + 421 — D2 — 1) + (22— 1)
+%(x1 134 2z — 1)2 (g — 1) + 2(z1 — 1) (a2 — 1)2

oo = D (= 12— 1)?

4
e
= 223+ a3 —1—25(371 —1)".
v=0 "

Mit obigem Satz folgt dann

|f(x1, 22, 23) — T(A‘LLQ) (w1, 22, 23)]
(G = 175 (52— 1P + (a5 — 2PF

—0 (z—(1,1,2).

Das geht aber in diesem Fall noch etwas besser: Da f(x) — T(A‘l,m)(f)(a:) =
>0 o G(x1 — 1)Y (Umentwicklung von et = 3 °° & (z1 — 1)” an 1), gilt

v=5 pl v=0 oI
sogar

|f (21, w2, w3) — T} 4 9 (@1, 9, w3)] < el 1y — 1P,



Kapitel 14

GewoOhnliche

Differentialgleichungen

14.1 Einfiihrende Beispiele

Beispiel 14.1.1 i) (freier harmonischer Oszillator)
Stellen Sie sich vor, ein schwingender Korper mit der Masse m > 0
sei an einer Feder aufgehéngt, seine Ruhelage sei = 0 und zur Zeit ¢
befinde er sich in der Position z(t) € R. Ist x(¢) # 0, so greift an den
Korper eine riicktreibende Kraft k(t) an, welche proportional zur Aus-
lenkung z(t) ist, fiir die also mit einer Konstanten ¢ > 0 (Elastizitéts-
oder Federkonstante) gilt, dass

k(t) = —cz(t).

Auf der anderen Seite gilt nach dem Newtonschen Gesetz (,Kraft

gleich Masse mal Beschleunigung*®)
k(t) =m-2"(t).
Wir erhalten also ma”(t) + cx(t) = 0 oder
" c
t —x(t) = 0.
1)+ a(t)

Setzen wir w = /., so 16st (fiir A1, A2 € C fest) jede Funktion der
Form
z:R—C, z(t) = A\e™! + dge ™1,

obige Gleichung. Denn es gilt ja

2’ (t) = A\ e™! + Ag(—iw)e ™1

343
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und
2" (t) = i (iw)?e™t + g(—iw)?e ™!
= —w?(\ et 4 hge ) = —w2a(t).

Wir sind aber nur an reellen Losungen unserer Differentialgleichung
2" (t) + = x(t) = 0 interessiert, da der Ort x(t) des Korpers ja reell
sein soll. Wie man leicht sieht, ist (fiir feste ¢, co € R) jede Funktion
z:R — R, z(t) = ¢j coswt + ca sinwt, eine reelle Losung der Differen-
tialgleichung z"(t) + % x(t) = 0.

Fragen

1. Haben wir etwa oben schon alle komplexen und reellen Lésungen

konstruiert?

2. Falls dies so ist, warum konnen wir dann genau 2 Parameter
(A1, A2 bzw. ¢1, c2) frei wihlen? Wir haben obige Losungen gera-
ten; gibt es Verfahren, diese Losungen zu konstruieren?

3. Konnen wir die Schwingung unseres Korpers bestimmen, wenn
wir wissen, wie Ort und Geschwindigkeit desselben an einem fe-
sten Zeitpunkt ¢y sind? Mit anderen Worten: Ist z(tg) = xo und
#'(tg) = x1, ist dann die Losung 2(t) von 2 (t) + 5 x(t) = 0 unter
diesen Zusatzvoraussetzungen eindeutig?

Nehmen wir in unserem Beispiel des schwingenden Korpers zusétzlich
an, dass die Schwingung proportional zur Geschwindigkeit gedampft
wird, so erhalten wir eine Differentialgleichung der Form

2" (t) + 2da (t) + % 2(t) =0

mit einem d > 0. Man unterscheidet 3 Fille:

a) d? < < (schwache Dampfung),
B) d* > <~ (starke Démpfung),
v) d* = £ (kritische Ddmpfung).

Wir wollen spéter alle Losungen dieser Differentialgleichungen bestim-

men und auch die Fragen analog zu i) beantworten.
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iii) (Wachstum und Zerfall)
Die Menge von Bakterien in einer N#hrlosung (gemessen in Gramm)
sei zum Zeitpunkt ¢ gleich x(¢). Wir nehmen an, dass die Zunahme
2'(t) zu jedem Zeitpunkt proportional zum Bestand z(t) ist, es gilt
also mit einer Konstanten a > 0, dass

7' (t) = ax(t).

Ist c € C fest, soist # : R — C, z(t) = ce™, eine Losung obiger

Differentialgleichung.

Wir wollen nun zeigen, dass keine weiteren Losungen existieren. Dazu
sei x : I — C differenzierbar (I ein offenes Intervall) und 2/(t) =
ax(t),t € I. Dann gilt mit f : I — C, f(t) = z(t) - e~ dass f'(t) =
2 (t)e” — az(t)e™™ = 0, also ist f = c,c eine Konstante. Es folgt
x(t) = ce®, t e l.

Kennen wir nun zum Zeitpunkt to € R den Wert 29 = x(tg), so folgt
c = xge % und unter dieser sogenannten Anfangsbedingung gilt

2(t) = (zge ) - e = ggetlt=t) t e R,
Ist also tg = 0, so erhalten wir
z(t) = z0e™, t €R.

Interessant ist noch, die Verdoppelungszeit 7 (des Gewichtes) der Bak-
terien zu bestimmen, diese ist definiert als die Losung der Gleichung

z(T) = 2xp.

Es muss gelten zg e®” = 2x¢, also 7 = 1052'

Wir bemerken, dass dieser Wert unabhéngig von x ist, somit verdop-

pelt sich der Bakterienbestand jeweils nach Ablauf der Zeit 7 = log2

«

Betrachten wir nun den Zerfall eines radioaktiven Elementes. Die Ab-
nahme 2/(t) des Gewichtes z(t) ist zu jedem Zeitpunkt proportional

zum vorhandenen Gewicht, mit einer Konstanten o < 0 gilt also
2/ (t) = ax(t).
Analog zu oben erhalten wir, dass

z(t) = ce® mit ¢ € C fest.
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Ist das Gewicht zum Zeitpunkt to bekannt, also z(tg) = xo, so gilt

ganz genauso wie oben
z(t) = g e®tt0),

Interessant ist hier, die sogenannte Halbwertszeit 7 zu berechnen, wéhrend
dessen sich das Gewicht x(¢) halbiert. Es gilt also
log % —log?2

1
xoe :x(T):§£C0, also 7 = =

Wiederum sieht man, dass die Halbwertszeit unabhéngig von zq ist:
Hat also unser Isotop zum Zeitpunkt to das Gewicht x(¢g), so ist

—log 2 1
x(to + " ) = 5$(t0).
——

>0

Wir bemerken, dass wir bei der Differentialgleichung z'(t) = ax(t)
(der Fall o = 0 ist trivial!) alle Losungen gefunden haben und diese
Losung unter der Anfangsbedingung x(tp) = xo auch eindeutig ist!

(leicht verbessertes Wachstumsmodell)

Den tatséchlichen biologischen Gegebenheiten triagt folgendes Wachs-
tumsmodell etwas besser Rechnung: Wir nehmen an, dass die Zunah-
me 2'(t) (des Gewichts) der Bakterien z(t) nicht proportional zum
Gewicht ist, sondern dass 2/(t) = ax(t) (8 — z(t)) gilt, 8 heiBt hier die
Kapazitatsgrenze. Diese Differentialgleichung werden wir spéter 16sen
und die Fragen analog zu i) beantworten!

In der Physik spielen folgende (sogenannte partielle) Differentialglei-
chungen eine Rolle. Im Folgenden sei {2 C R" eine zusammenhéngende
offene Menge.

«) Gesucht sind Losungen u : Q — R mit Awu := Z BEQ = f, hier-

bei ist f: 2 — R eine fest vorgegebene Funktlon
Die Gleichung Au = f beschreibt z.B. eine zeitunabhéngige Warme-
verteilung in €.

ﬁ) Gesucht sind Losungen u : [0,00) x Q der Gleichung %u — Au =
Z 8902 =

Diese Glelchung (,,Warmeleltungsglelchung ) beschreibt eine zeitabhéngi-

ge Warmeverteilung in (2.
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) Gesucht sind Losungen u : [0,00) X © — R der Gleichung g—;u -
2 L
Mu= -3 Zy=t.
Diese Gleichung (,, Wellengleichung®) beschreibt Wellen, aber auch
elektromagnetische Felder.

d) Gesucht sind Losungen u : [0,00) x © — R der Gleichung gu -
Au=f.
Diese Gleichung (,,Schrédinger-Gleichung®) beschreibt das quan-
tenmechanische Verhalten eines Teilchens.

All diese Gleichungen kénnen wir hier (trotz ihrer Wichtigkeit) noch
nicht behandeln.

14.2 Definitionen und Reduktion auf Systeme er-
ster Ordnung

Wir definieren nun explizite Differentialgleichungen n-ter Ordnung. Im fol-
genden sei (X, | - ||x) ein vollsténdiger normierter Raumiiber K € {R, C}.

Definition 14.2.1 Ist U C R x X" offen und ist f : U — X stetig, so heifit

™ (t) = f(t,x(t),2' (1), ..., 2" D(t))

eine explizite gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung. Auf einem
Intervall I C R heifit die n-mal (stetig) differenzierbare Funktion z : I — X
Losung obiger Differentialgleichung, falls

(t,z(t),... ,x(”*l)(t)) eUfiralletel
und
2™ () = [t @),. .., x("_l)(t)) fir alle t € I
gilt.

Ist n =1, also /() = f(¢,x(t)), so heiBt obige Gleichung gewdhnliche Dif-
ferentialgleichung oder dynamisches System.

Fiir eine Losung z : I — X einer Differentialgleichung schreibt man (um
die Wichtigkeit des Definitionsbereichs I auszudriicken) auch (z, ), und
man setzt

(x1,11) C (we, I2), falls I} C Iy und xo|;, = 21

sowie (1‘1,11) = (.%‘2,[2), falls Il = _[2 und 1 = X9 gllt
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Beispiel 14.2.2 i)Essel X =Rund U =RxRaeR,f:RxR —
R, f(t,x) := az. Dann ist

(1) = f(t,2(t) = ax(t)
eine Differentialgleichung erster Ordnung.

ii) Es sei wieder X = R, U =R x R% w?,d >0, f: R x R2, f(t,z0,71) =
—w?zy — 2dx;.
Dann ist

2"(t) = f(t, z(t), 2/ (t) = —w?z(t) — 2da/(t)
(& 2(t) + 2d2' (t) + w?x(t) = 0)

eine Differentialgleichung 2-ter Ordnung.

Definition 14.2.3 Es sei (z, I) eine Losung der Differentialgleichung
a™(t) = f(t,x(t),2'(t),...,2""D(@)).
Weiter seien xg, ..., T,—1 € X vorgeschrieben. Gilt noch
x(ty) = wo, 2'(tg) = 1, ... ,x("_l)(to) = Tn_1,
so sagt man, dass die Losung (z, ) der Anfangsbedingung
x(”)(tg) =xz,,0<v<n-—1,

an tg genigt.
Fiir (to, Zo, ..., xn—l) € U heifit

x(n)(t) = f(t,l‘(t), .- 'ax(n_l)(t))a x(y)(tO) =1z, 0<v<n-1,

Anfangswertproblem.

Wir zeigen nun, dass gewochnliche Differentialgleichungen n—ter Ordnung
sich immer auf gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung zuriick
fithren lassen, allerdings wird dann der Bildraum X zu X", also z.B. R zu
R™ und man erhélt in diesem Fall anstelle der Gleichung n—ter Ordnung ein

System von n Gleichungen erster Ordnung.
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Satz 14.2.4 FEs sei U C R x X™ offen, die Abbildung f : U — X stetig und
(to, xo, ... ,xn_l) eU.

i) Istto € I und x : I — X Ldsung des Anfangswertsproblems

2™ () = f(tzt),2'(t),. .., 2" (t))
(14.2.1)

x(”)(to):my, 0<v<n-—1,

solost & : 1 — X", Z(t) = (z(t),.. .,z(”_l)(t)) das Anfangswertpro-

blem
#'(t) = F(t,z(t))
(14.2.2) Z(to) = (xoy -+ s Tp—1)
mit
To(t)
F:U—X"F(t,it) =| i, (¢

ii) Ist & : I — X™ Lésung des Anfangswertproblems (14.2.2), so lost
x: I — X, z(t) := Z1(t), das Anfangswertproblem (14.2.1).

Konnen wir also Anfangswertprobleme erster Ordnung
() =F(t,z(t)), (to) = (w0, .., Tp-1),

losen, so auch die n-ter Ordnung.

Beweis.

i) Es sei z: I — X eine Losung von (14.2.1).
Dann ist & : [ — X", i@(t) = (2(t),2'(¢),...,2""V(t)), differenzier-
bar, und es gilt #(t) = 2V (t) = Z,41(t),1 <v <n—1und &, (t) =
e (t) = f(t,2(t),2'(t),...,.2 V@) = f(t.21(2), ..., 3,(t)). Weiter
ist Z(tp) = (xo,...,Tn—1). Also 16st & : I — X™ das Anfangswertpro-
blem (14.2.2).
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ii) Es l6se & : I — X™ das Anfangswertproblem (14.2.2). Dann gilt fiir
z: I — X, x(t) := z1(¢), dass

(t) = 2(t)

5(t) = T3(t)

8

N
S

Ty 1 (1) = Tn(t)

n—1

T, (t) = f(t,x(t), T2(t), ..., Zn(1)).

Es folgt, dass x n-mal differenzierbar und =) (t) = #,,1(t),0 < v <
z

n—1,und 2 (t) = 25" () = ... = &, (t) = F(t, (), Ba(t), . .. En(t))
ft (), (t),....a"=D(1)).
Weiter gilt
.%'(V)(to) = .f'l,_H(to) =z, 0<v<n-—1.
Also l6st = das Anfangswertproblem (14.2.1).
a

Bemerkung 14.2.5 Ist X = R, U C R x R offen, f : U — R stetig und

das skalare Anfangswertproblem n—ter Ordnung

2™ (t) = f(t,x(t),2'(t),...,a" "D (1))

2V (tg) =z, (0<v<n-—1),

vorgelegt, so miissen wir nach obigem Satz nur das folgende System erster

Ordnung
() = T2t
TH(t) = 3(t)
Tna(t) = Za(t)
Tn(t) = f(t.21(t),...,Za(t))
mit der Anfangsbedingung Z1(tg) = xo,. .., Zn(to) = Tp—1 16sen und wir er-

halten mit z(t) := x1(t) eine Losung des vorgelegten Problems. Fiir Existenz
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und Eindeutigkeitsaussagen brauchen wir ab jetzt nur Differentialgleichun-
gen erster Ordnung zu betrachten, geht es allerdings um konkrete Lésungen,
so werden wir die obigen skalaren Anfangswertproblemen n—ter Ordnung
auf andere Weise untersuchen.

Beispiel 14.2.6 Es sei die gewohnliche Differentialgleichung
(14.2.3) 2" (t) +wiz(t) = 0

vorgelegt mit Anfangsbedingungen x(0) = 0,2'(0) = 1.
Das zugehorige System ist also

(14.2.4) Tt) = Tat)
) = —w’Fi(t)
mit der Anfangsbedingung (z1(0),Z2(0)) = (0,1).

Ist nun Z(t) = (Z1(t), £2(t)) eine Losung des Anfangswertproblems (14.2.4),
so ist x(t) := Z1(t) eine Losung des Anfangswertproblems (14.2.3).

14.3 Elementare Lésungsverfahren

Wir wollen in diesem Abschnitt einige elementare Losungsverfahren fiir be-
stimmte einfache skalare Differentialgleichungen kennenlernen.
Wir starten mit Differentialgleichungen mit getrennten Verdnderlichen.

Satz 14.3.1 Es seien I,J C R offene Intervalle, also U = I x J, (to,zg) €
U,g: I — R stetig und h : J — R stetig. Vorgelegt sei das Anfangswertpro-
blem
2'(t) = g(t)h(x(t))
:C(to) = X0-
Dann gilt
i) Ist h(zg) = 0, so ist die konstante Funktion x : I — R, z(t) := x¢, eine
Losung des Anfangswertproblems.
i) Ist h(xzo) # 0, so existiert ein € > 0 und ein x : (xrg — e,z +¢) — R,

welches das Anfangswertproblem lost. Fine Liosung erhdlt man durch
Auflosen der Gleichung
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nach x.

Beweis. i) ist klar. Zu ii): Da h stetig und h(xo) # 0 gilt, so kénnen wir
nach eventueller Verkleinerung des Intervalles J annehmen, dass h keine
Nullstelle auf J hat.

Es sei dann
xT

F:J—R, F(a:)—/h(ls)ds

Zo

und
t

G IR, G() :/g(s)ds.
to

F' = % ist entweder positiv oder negativ auf J (da % stetig und ohne Null-
stelle). Daher ist F' streng monoton und stetig differenzierbar. Also hat F'
eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung F~! : F(J) — J. Weiter ist
F(J) ein offenes Intervall mit 0 = F(z¢) € F(J). Aufgrund der Stetigkeit
von G existiert ein e > 0 mit G((to — ¢,t0 +¢)) C F(J).

Setzt man

z:(to—e,to+e) =R, z(t) = F_I(G(t)),
so erhélt man x(t) gerade durch Auflésen der Gleichung

T

/hgs) ds = F(z) =G(t) = /tg(s) ds

o to

nach z.
Mit der Kettenregel folgt

() = (FT)(GH)G'®)

und
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Beispiel 14.3.2 i) Esseidas Anfangswertproblem 2/(t) = \/|z(t)], (0) =
0, vorgelegt. Dieses Anfangswertproblem besitzt unendlich viele Losun-
gen z. : R — R c € R. Aus obigem Satz erhélt man (mit Teil 1))
zunichst die Losung x = 0. Wir setzen z.: R — R,
1 2
—-(t—c ct>c
ze(t) =< 4 ( ) .
0 ct<ec
Offensichtlich 16st auch z. das Anfangswertproblem. Wir sehen, dass
die Losung eines Anfangswertproblemes trotz unschuldig aussehender
rechter Seite nicht eindeutig sein muf!

ii) Es sei g € R und das Anfangswertproblem
o' (t) = tx(t)?, 2(0) = o,

vorgelegt.
Fiir g = 0 hat das Anfangswertproblem die Lésung = = 0.
Fiir zg # 0 erhilt man die Gleichung

z(t) t
F(z(t)) = / ;dSZ/SdS:G(t),
o 0

was zu ﬁtl) + 9710 = %tQ dquivalent ist.
Also erhélt man als Losungen
2 /2 ]2
fE(t) = 272 auf <— ) ) y
20—t To V To
falls g > 0 und

2
z(t) = T auf R, falls ¢ < 0.

Zo

Wir sehen: Obwohl die rechte Seite der Differentialgleichung sehr ein-
fach aussieht, gibt es Losungen, welche nicht auf R fortsetzbar sind.

Als Nichstes betrachten wir so genannte lineare skalare Differentialgleichun-

gen erster Ordnung.
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Satz 14.3.3 Es sei I C R ein offenes Intervall, a,b: I — R stetig, und es
sei tg € I,xg € R.
Dann hat das Anfangswertproblem

2/ (t) = a(t)z(t) + b(t), x(tg) = xo

genau eine Lisung x : I — R, welche durch

¢
z(t) = eA® (:L‘o + /eA(s)b(s)dx)
to

¢
mit A(t) = [a(s)dz, gegeben ist.
to

Beweis. Es gilt fiir alle t € I, dass

() = At t) :cg+/e
o))

= a(t)z(t) + b(t).

Weiter gilt z(ty) = €%(z¢ + 0) = zo.
Ist  : I — R eine weitere Losung des Anfangswertproblems, so sei

o(t) = (x(t) —@(t))e Ot e I.

Wegen ¢(tg) = 0 ist ¢ =0, also z = Z. O

Beispiel 14.3.4 Es seien «, 3, xg € R. Gegeben sei das Anfangwertproblem

2'(t) = —ax(t) + 3, z(0) = zo.
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Dann ist A(t) = —at, und die eindeutige Losung z : R — R ist gegeben
durch

z(t) = eat<x0+/tea56ds)
0
B

Bemerkung 14.3.5 (Bernoullische Differentialgleichungen)
Es seien [ ein Intervall, a,b: I — R stetig und o € R\{0}. Wir betrachten
die Differentialgleichung

Z'(t) = a(t)z(t) + b(t)z(t)™.

Wir suchen positiven Losungen dieser Gleichung. Dazu setzen wir z(t) :=
z(t)=o.
Dann gilt

a'(t) — a(t) — b(t)z(t)

— 0T (1) - alt)(1 — )=(t) — (1 — a)b(t))-

l—«o

Also gilt 2'(t) = a(t) + b(t)z(t)* (im Falle 2 > 0) genau dann, wenn
Z(t) = (1 —a)a(t)z(t) + (1 — a)b(t).

Den Anfangsdaten (g, zg) fiir (¢) mit zp > 0 entspricht den Anfangsdaten
(to, x5~ ®) fiir z(t). Die lineare Differentialgleichung 2/(t) = (1 — «a)a(t)z(t) +
(1—a)b(t) kann man mit den Anfangsdaten (o, ) ) 16sen, dann 16st 2(t) :=
z(t)ﬁ die urspezifische Gleichung (zumindest dort, wo z(t) > 0) mit den
Anfangswerten (¢, xo).

Beispiel 14.3.6 Es sei die Differentialgleichung

2/ (t) = ax(t) (B — (1)) = aBz(t) — oz (t)?

vorgelegt. Wir suchen positive Losungen dieser Gleichung.

Die Losungen z sind gerade x = %, wobei z Losung der linearen Differenti-

algleichung
Z(t) = —afz(t) + a.
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Diese hat die reellen Losungen
1 —aft
z(t):B—l—ce , ceR.

Die fiir t > 0 positiven Losungen sind die, welche z(0) = % + ¢ > 0 erfiillen,
also sind die fiir ¢ > 0 positiven Losungen der Gleichung 2/(t) = a(t)(8 —
z(t)) gegeben durch

0 > -2
z(t) = ———, c>——.
% + ce—apt 16}
Wir bemerken, dass tlir+n z(t) = [ und dass die Konstante 3 selbst eine
— 400

Losung ist, die so genannte Gleichgewichtslésung.

Zum Schluss dieses Kapitels betrachten wir lineare skalare Diffferentialglei-
chungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Spater werden die
hier vorgestellten FErgebnisse teilweise auf den nicht-skalaren und nicht-

konstanten Fall verallgemeinert werden.

Vorgelegt seien ag,aq,...,an,—1 € C und damit die so genannte homogene
Differentialgleichung
(H) M (t) + ap_ 12D () + ..+ agx(t) = 0.

Gesucht sind alle Losungen (x,I) dieser Differentialgleichungen auf einem
offenen Intervall I. Sind xg,...,xp—1 € C und ty € I, so betrachtet man
auch das zugehorige Anfangswertproblem

(H) und (o) = zo, «'(to) = x1,...,2" V(tg) = zp_1.

Ist z eine Losung von (H), so ist = schon n-mal stetig differenzierbar (dies
gilt bei allen Losungen von Differentialgleichungen n-ter Ordnung).

Wir werden spéter zeigen, dass alle Losungen von (H) sogar beliebig oft
differenzierbar sind (ja sogar durch Potenzreihen dargestellt werden).

Der Kiirze halber fithren wir die so genannte Operatorschreibweise ein.

Es sei I ein Intervall und es sei P(z) = 3

Fir f e C™(I) sei

PO)f = (iaﬂ?”) fi= ia'/f(y)7
v=0 v=0

also insbesondere ¥ f = f().

ayz” ein Polynom vom Grad n.
v=0
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Satz 14.3.7 Es sei I in offenes Intervall.
Die Abbz’ldung P(@) C™(I) — C(I), f — P(O)f ist linear, und es ist fiir
P(z) = 2"+ Z a,z¥ ihr Kern kerP(0) gerade die Menge aller Losungen

von (J). Insbesondere ist diese Menge ein Untervektorraum von C™(I).

Beweis. Es seien f,g € C"(I), A € C. Dann gilt

0)(f+Ag) = Za,,f+)\g

=" af + 1> " ag® = P9)f + AP(d)g.
v=0

v=0
Also ist P(0) linear. Es gilt

f:0<:>zayf(y) =
v=0
& fO) + an fOV() + . aof(t) =0, teL

Da der Kern einer linearen Abbildung immer ein Untervektorraum ist, folgt
die Behauptung. O

Wir wollen nun den Vektorraum korP(0) aller Losungen von (H) genauer
untersuchen. Dazu benétigen wir

Satz 14.3.8 (Fundamentalsatz der Algebra)

n
Es sei P(z) = > ayz” ein komplexes Polynom mit a,, = 1. Dann ezistieren

v=0
paarweise verschiedene Ay, ..., \x € C und aq,...,ap € N mit
k
P(z) = [[(z= )™
v=1

Bemerkung 14.3.9 i) Sind P,@ komplexe Polynome, so gilt P(9) o
Q(0) = (P-Q)(0) = Q(9) o P(9).
k
ii) Ist P(2) = [[(z—Ap)® und 7 : {1,...,k} — {1,...,k} eine Permu-
v=1
tation, so gilt

PO) = (0—A)"o...0(0— )
= (O M) (9= Ay)) 00 (= Agg) .
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Dies folgt sofort aus i).

iii) Ist f = e, so ist
P(3)f = P(\)eV.

iv) Ist g € C™"(I),A € C,x € N, so ist
(@=N)(g-e™) =g WeN.

Dies folgt sofort aus (0 — A)(ge™) = g'e™.
Aus dieser Bemerkung folgt sofort

n
Korollar 14.3.10 Es sei P ein Polynom, P(z) = Y. a,z¥ mit a, = 1.
v=0

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra existieren paarweise verschiedene

A1, .-y Ar € C und natiirliche Zahlen aq, . .., ar mit
k
P(z) = [](z = \)™
v=1

Dann sind die Abbildungen

tseMt s T leMt
t— ettt g2 At

Ait —1 At
t ekttt T ek

allesamt Losungen von (H).

Wir zeigen nun, dass die obigen Losungen als Funktionen auf einem offenen
Intervall I unabhéngig sind.

n
Lemma 14.3.11 Esseif:C — C, f(2) = 3 a2 eM?, wobei My, ..., A\ €

v=1
Covis-- oy € Nog mit (A7) # (Auyyu), v # . Gilt f =0 auf einem offe-
nen Intervall I, so sind alle o, =0, 1 < v < n.
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Beweis. (durch Induktion iiber n)

Zunéchst ist f auf C durch eine Potenzreihe darstellbar, also f(z) = Z a,z”,
z € C. Ist to € I, so konnen wir diese Potenzreihe umsummieren und erhal—
ten f(z) = Zoby(z —z,),z€C.

Dies zeigt (w_egen f(t) =0,t € 1), dass alle b, = 0,v € Ny, und damit f =0
auf C.

n+1
Es gelte die Behauptung fiir n € N, und es sei f(z) = 3. a,27e*?. Oh-
v=1
ne Einschrinkung sei dann |[Ap41] = max {|\i],...,[Apt1]} und v =
max{y, : Ay = A\pt1}-
Es sei
k , falls A\py1 =0
Zk = .
k-Apy1 , falls Apqq # 0.
Es gilt dann im Fall A\, # 0, dass
L f(2k)
O o k‘li»n;.lo Zzn+1e>\n+lzk
Z’Yu €>\Vzk
= Qn+i,
da L
lim (kX,yq)T e+t PO A=l = fir 1 <v <n.
ko0
Somit ist ay 1 = 0, und nach Induktionsannahme sind o = ... = o, = 0.
Der Fall A\,,+1 = 0 wird analog behandelt. O

Wir wollen nun zeigen, dass die oben konstruierten Losungen eine Basis des
Losungsraumes ker P(9) von (H) bilden. Dazu benétigen wir

Lemma 14.3.12 FEs sei I C R ein offenes Intervall, f : I — C differen-
zierbar, to € 1,C > 0 mit f(to) = 0 und |f'(t)] < C|f(t)|,t € I. Dann ist
f=0.

Beweis.

1. Es sei zunéchst f : I — [0,00). Die Funktion g : I — [0,00),9(t) =
f(t)e=C" ist wegen ¢'(t) = e"C*(f'(t) — Cf(t)) monoton fallend. Da
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g(to) = 0, folgt, dass g(t) = 0,t > tp. Analog zeigt man mit g(t) =
f(t)e®t, dass g(t) = 0,t < to. Somit gilt g(t) = 0, € I, und damit
auch f(t) =0,t € I.

» C k(1) = /()]
Bs gilt hita) = 0. [1/(0)] = |£/(OF(0 + F070)] <
20| f(t)|” = 2C|n(t)|.
Mit 1. ist h(t) = 0,t € I, also ist auch f(t) =0,t € I.

Lemma 14.3.13 (Eindeutigkeit des Anfangswertproblem) Es sei I ein of-
fenes Intervall, to € I und x1,29 : I — C seien Losungen von (H) mit

2to) =2 (ty), O0<v<n-—1.

Dann gilt 1 = z9 auf ganz I.

n—1
Beweis. Wir wenden das Lemma auf f : I — C, f(t) := > !x(k)(t)‘z mit
k=0

x(t) := x1(t) — z2(t) an. f ist differenzierbar, da x n-mal differenzierbar ist.

Wir berechnen:

@) = 2@z (t) + 2 ()a-D(t)

n—2
+ 3 (a® () + 2 ()2 (1))
k=0

Wegen !x(k)(t)‘ <Vf(#),0<k<n-—1,und

n—1 n—1
2 0] = | > ae )] <3 la VI
v=0 v=0

folgt, dass

n—1
POl <2(- Y lal+ (0= 1)VTOVFD =
v=0

n—1

=2( D la|+ (n - 1) F0).

v=0
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Also folgt f(t) = 0,t € I, und somit ist auch z(t) = 0,¢ € I. O

Korollar 14.3.14 Der Vektorraum kerP(9) aller Lisungen von (H) ist n-
dimensional, und die in 14.3.10 konstruierten Losungen von (H) bilden eine
Basis.

Beweis. In 14.3.11 wurde gezeigt, dass die in 14.3.10 konstruierten Lésungen
unabhéngig sind. Da es sich um genau n Losungen handelt, ist dim kor P(9) >
n.

Wir betrachten nun die lineare Abbildung (fiir festes to € I)

J :kerP(0) — C", J(z) = (m(y)(to))o<u<n—1‘

Nach 14.3.13 ist J injektiv, also ist dimkerP(9) < dim C" = n. Insgesamt
folgt dim ker P(0) = n und somit bilden die n linear unabhéngigen Losungen
eine Basis. O

Korollar 14.3.15 Es seien aq,...,a,—1 € C, I ein offenes Intervall und
to € I. Dann hat das Anfangswertproblem

™ (t) + an_ 12D (t) + - 4+ apz(t) = 0,

z(to) = xo, ...,z V(ty) = 1

eine eindeutige Lisung fir jedes (xg,...,xn—1) € C".

Beweis. Es sei wieder J : ker P(0) — C", J(z) = (:L‘(V) (to))0<y<n71. Dann

ist J injektiv und wegen dimkerP(0d) = n auch surjektiv, also insgesamt
bijektiv. 0

Beispiel 14.3.16 Wir wollen nun alle Losungen der Differentialgleichung

2" (t) + wiz(t) = 0
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bestimmen.

Im obigen Fall ist p(z) = w? + 22 = (2 + iw)(z — iw).

Ist also z1(t) = €™ x5(t) = e ™", so liefert Korollar 14.3.14, dass jede
Losung « obiger Differentialgleichung sich schreiben lédsst als ¢ = ajz; +
Q3.

AuBlerdem ist fiir vorgegebenes zg,z; € C das zugehorige Anfangswertpro-
blem nach 14.3.15 eindeutig auf jedem offenen Intervall I und jedem tg €
l6sbar.

Bemerkung 14.3.17 (reelle Losungen) Es seien nun die Koeffizienten ag, a, . . .

n—1
in (H) alle reell, und es sei wieder P(z) := 2" 4+ ) a,z".
v=0
Zunéchst bemerken wir, dass fiir jede komplexe Losung x : I — C sowohl
Rez als auch Im z reelle Losungen von (H) sind.
Eine reelle k-fache Nullstelle A von P liefert die linear unabhéngigen
Losungen ¢ +— eM ...t — t*"1eM. Die nicht reellen Nullstellen treten in

Paaren A = o + i und XA = o — i3 auf (denn ist P(\) = 0, so gilt auch

n—1 n—1
P =) aX +X'=> aX +X"=P))=0=0).
v=0 v=0

Das Paar (A, \) liefert die 2k linear unabhingigen Losungen

VRN e(aJriﬁ)t’ o 7tk716(a+iﬁ)t

t e(a—i,@)t’ e tk—le(a—zﬂ)t’

wenn A eine nicht-reelle Nullstelle der Ordnung k ist.
Da nun sowohl Real- als auch Imaginéirteile dieser Funktionen ebenfalls
Losungen sind, erhalten wir die 2k reellen Losungen

t— e cosft, ...t thF1e™ cos Gt,

t— e?tsinft, ..., t— tF e sin Gt

Nach diesem Verfahren erhilt man insgesamt n reelle Losungen. Diese sind
linear unabhéngig, da die urspriinglichen komplexen Ldsungen im Spann
der reellen liegen. Analog wie im komplexen Fall sieht man, das der R-
Vektorraum aller reellen Losungen die Dimension n hat, die angegebenen
reellen Losungen ihn aufspannen und die entsprechenden reellen Anfangs-
wertprobleme eindeutig 16sbar sind.

y p—1
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Beispiel 14.3.18 (geddmpfte Schwingungen, siche 14.1.1)
Wir betrachten die Differentialgleichung (mit d > 0,k > 0)

2" (t) + 2d2’(t) + kx(t) = 0.
Das zugehorige Polynom ist also P(z) = 22+ 2dz +k, welches die Nullstellen

(1) M2=—d+iwmit w=Vk —d?, falls d*> < k
(schwache Démpfung)

(2) Moo= —d+Vd® —k falls d> > k
(starke Dampfung)

(3) A=—dfallsd®*=k
(kritische DaAmpfung)

Im Fall (3) liegt eine doppelte Nullstelle vor.

Zu (1) Wir erhalten als allgemeine komplexe Losung
z(t) = e (a1e™t + aze”™?) (a1,aq € C)
und als allgemeine reelle Losung
z(t) = e (c1 coswt + co sinwt) (c1,c2 € R).

Zu (2)  Wir erhalten als allgemeine komplexe Losung

x(t) = areMt + age?t (a1,a2 € C)
und als allgemeine reelle Losung

z(t) = ceMt 4 cpe?! (c1,c2 € R).
Zu (3)  Wir erhalten als allgemeine komplexe Losung

z(t) = (a1 + agt)e™ ¥ (a1,a9 € C)
und als allgemeine reelle Losung

x(t) = (c1 + CQt)efdt (c1,c2 € R).
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14.4 Losungstheorie fiir allgemeine gewdhnliche Dif-
ferentialgleichungen

Wir betrachten zunéchst Anfangswertprobleme der Form

2t = f(ta)

(E(to) = Xy

und verallgemeinern spéter die gewonnenen Resultate mit Hilfe von 14.2.4
auf Anfangswertprobleme der Form

2™t = f(taxt),2'),...,2"7D()
tWty) = 2,,0<v<n—1

Es sei wieder (X, |- ||x) ein vollsténdiger normierter Raum iiber dem Kérper
K e {R,C}.

Definition 14.4.1 Es sei U C R x X™. Die Abbildung f: U — X, (t,z) —
f(t,x), heiit Lipschitz-stetig beziiglich « (oder in x), wenn sie stetig ist und
es eine Konstante L > 0 gibt derart, dass

[f(t,2) = f(t.9)||y < Lllz —yllx»

fiir alle (¢,z), (t,y) € U.

f heiit lokal Lipschitz-stetig beziiglich x, falls zu jedem Punkt (¢g,x¢) € U
eine Umgebung V' von (tg, o) existiert, so dass f|y Lipschitz-stetig beziiglich
x ist.

Satz 14.4.2 EsseiU C RxR" offen, f: U — R", (t,z) — f(t,x) stetig, so
dass die partiellen Ableitungen ngl’ el % existieren und stetig auf U sind.

Dann existiert zu jedem kompakten Intervall J C R und zu jeder kompakten
konvexen Menge K C R"™ mit J x K C U ein L >0 mit

‘f(t,ﬂ?) _f(t7y)‘ SL‘.’E—y‘,tG Jﬂ%yEK

Insbesondere ist f lokal Lipschitz-stetig beziiglich x.
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n
Beweis. Es sei g.(z) := f(t,z). Dann gilt dg;(z)(r) = > gcf (t,z)r,.
v=1 "
Wir erhalten mit dem HDI fiir t € J, x,y € K, dass

|f(t,2) = ft,y)] = |ge(2) — 9:(v)]

1
= ‘/dgt(x+s(y—x))(y—x)ds’
0

1
LSO Y — o
- ‘O/; G (L2t s(y =) (w — ,)ds|

of -
< sw |2 (O] Y n—al
§€[z,y] Ty v=1
TEJ
1<v<n
< sup|...|-vnly — x|

Wir zeigen nun eine Integralversion der Differentialgleichung.

Lemma 14.4.3 Es seiU C Rx X offen und f : U — X stetig. Eine stetige
Funktion x : I — X auf einem Intervall I C R mit (t, ac(t)) eU,tel, lost

genau dann das Anfangswertproblem
d'(t) = flx,2(t))
z(tg) = x

auf I, wenn

x(t) = zo + / f(s,2(s)) fir allet eI
to

gilt.

Beweis. Beide Aussagen implizieren, dass x stetig differenzierbar ist, wir
diirfen also in beiden Richtungen den HDI anwenden.

1. Es lose x das Anfangswertproblem. Dann gilt

@'(t) = f(t, (1)),
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also mit dem HDI

t t

a:(t)—x(tg):/x/(t)dt:/f(t,x(t))dt.

to to

Wegen z(tg) = x¢ folgt die Formel fiir z.

t
2. Es sei z(t) = zo + [ f(s,2(s))ds. Dann gilt x(ty) = z¢ und der HDI
to
ergibt
2/ (t) = f(t z(t)).

a

Wir benétigen insbesondere fiir die Eindeutigkeit der Losung das folgende
niitzliche Ergebnis.

Lemma 14.4.4 (Gronwall-Lemma) Es sei I C R ein Intervall, to € I, f :
I — [0,00) stetig. Existieren Konstanten A, B >0, so dass

t
(1) <A‘/f(s)ds‘+B

fir allet € I, so gilt schon

f(t) < Be~Alt=tl e,

¢
Beweis. Es sei F(t) := A [ f(s)ds + B.
to
Dann gilt fiir ¢t > tg, dass

t

F) = Af(t)SA-(A/f(s)derB)

= AF(1).

Wir argumentieren nun dhnlich wie im Beweis von 14.3.12:
Ist H(t) := F(t)e A1) so gilt

H'(t) F'(t)e=Alt=t0) _ AR (t)e~ A=)

0

IN
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und somit ist H(t) < H(ty) = B fiir t > to, also

£(6) = 5 (AF() < - (AF(1)

= F(t) — H(t)eA(tfto) < H(to)eA(tfto)

s

— BeA(tftQ) .

Um die Behauptung fiir t < tg zu zeigen, setze

to

F(t) :—A/f(s)ds—i—B

t

und
H(t) = F(t)et=t)

und verfahre analog. a

Der folgende Satz verallgemeinert 14.3.13 (auch wenn dies nicht sofort er-
kennbar ist).

Satz 14.4.5 (Findeutigkeitssatz) Es sei U C R x X offen und f: U — X
lokal Lipschitz-stetig beziiglich x.
Sind x1,x9 : I — X Lésungen der Differentialgleichung

a'(t) = f(t,x(t))
und gilt x1(to) = x2(to) fir einen Punkt ty € I, so gilt
Tl = X2

auf ganz 1.

Beweis. Es sei
I = {t el: {El(t) = {L‘Q(t)} = (1‘1 — xg)_l({()}).

Da x1 — x9 stetig ist, ist I’ abgeschlossen in I, und wegen x1(tg) = x2(to) ist
to € I. Da I zusammenhingend ist, bleibt zu zeigen, dass I’ offen in I ist.
(Bei zusammenhéingenden Mengen gibt es nur eine nicht leere, gleichzeitig

offene und abgeschlossene Teilmenge, ndmlich die Menge selbst, siche 4.3.2

ii).)
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Es sei also t; € I’ beliebig. Wir miissen zeigen, dass t; ein innerer Punkt
ist, also ein in R offenes Intervall J finden mit ¢t; € J NI C I'. Es sei dazu
t1 € J C R ein offenes Intervall und V' C X offen mit (z2(t1) =)z1(t1) € V,
so dass f Lipschitz-stetig beziiglich x auf J x V ist.

Es existiert also L mit

£t y1) = F(ty2)|| ¢ < Lllys — wellx,t € Jy1,92 € V.

Es folgt mit der Integralversion der Differentialgleichung fiir ¢ € J N I, dass

t

-2l = =)0+ [ Flomo) - 1o mals))as]

t1

< | [ 15 (5) = 1(ss2209) | s
< L’/H(xl—mg)(s)des‘

Das Gronwall-Lemma, anwendet auf
h(t) = (e — 22)(0)] .
liefert nun (mit B =0 und A = L), dass
’(561 - 132)(t)HX =0,teJNI,

also
.Z'l(t) = Jjg(t), teJnNI,

und somit ist J NI C I’, I’ also offen in I. O

Beispiel 14.4.6 Es sei die Differentialgleichung
'(t) = |z (t)]

aus 14.3.2 i) vorgelegt. Hier ist f : R x R — R, f(t,z) = y/|z| und diese
Funktion ist nicht lokal Lipschitz-stetig beziiglich z. Wie wir in 14.3.2 i)
gesehen haben, kann von einer Eindeutigkeit der Losung nicht die Rede

sein.
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Die lokale Lipschitz-Stetigkeit beziiglich x garantiert nicht nur die Eindeu-
tigkeit, sondern sogar die lokale eindeutige Losbarkeit:

Satz 14.4.7 (lokale Version des Satzes von Picard-Lindeldf)

Es sei U C R x X offen, f: U — X set lokal Lipschitz-stetig beziiglich x
auf U. Dann gibt es zu jedem Punkt (to,z9) € U ein offenes Intervall I mit
to € I, auf dem das Anfangswertproblem

2(t) = f(t=z))

x(to) = X
genau eine Lisung besitzt. Genauer gilt: Wahit man € > 0,v > 0, mit

W .= Wgﬁ(to,xo) = [to —e,to+ 8] X B«,(l’o)
= {({t,z): [t —to| <e |l —molx <A} CU,

so dass

i) Es existiert L > 0 mit
Hf(t7y1) - f(t, yQ)HX < LHyl - yZHXa (tvyl)a (t7 yQ) ew.
ii) Es existiert C > 0 mit

HfHW ‘= sup Hf(tv y)HX <C,
(t,y)ew

und ist 0 < § < min {5, %, %}, so besitzt das obige Anfangswertproblem
genau eine Losung x : (tg — d,t9 + 0) — X. Diese Lisung verliuft in
By(z0) ={z € X : |l —wo||x <7}, d. h. es gilt ||x(t) — zol|x < fiir
alle t € (xg — 8, z0 +9).

Beweis. Nach der Integralversion der Differentialgleichung geniigt es, die
Existenz einer (eindeutig bestimmten) stetigen Funktion x : (tg—d,to+0) —
X zu zeigen, so dass

a) z(t) = xo —i—jf(s,:):(s))ds, |t —to] < 0,

B) () = wollx <, [t —to| <9,
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gilt. Hierzu wollen wir auf geschickte Weise den Banachschen Fixpunktsatz
4.2.25 anwenden. Nach 6.2.6 ist

CB((to — 6,t0+0),X) ={¢: (to — 0,t0 + §) — X : ¢ stetig und beschréinkt},

versehen mit der Norm || - ||,

welche durch

lelloo == sup l(t)]lx
[t—to|<d

definiert ist, ein vollstdndiger normierter Raum. Die Teilmenge
M :={p e CB((to—d,t0+6), X) : [|o(t) — zo||x < fiir alle |t —to| < &}

ist abgeschlossen, also ist (M, dps) nach 4.1.23 iii), versehen mit der induzier-
ten Metrik dps : M x M — [0,00),dnr(p,¢) := ||¢ — ¥||oo, €in vollsténdiger
metrischer Raum.

Wir setzen nun

F oM — M, F(o)(t) = 20 + /f(s,ga(s))ds, Le (to — b, t0 +6).

to

F ist tatséchlich wohldefiniert:
Zunéchst sieht man leicht, dass F(p) stetig ist. Weiter gilt

1F(0)(t) — 20| = H/f(s,w(s))dsHX

< \ /Hf(s,go(s)Hde‘ < 6C <

fiir alle |t — to| < d. Also ist F'(p) beschrénkt und schlieBlich F(p) € M.
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Wir weisen nun nach, dass F': M — M eine Kontraktion ist.
Dazu seien ¢, 1) € M beliebig. Es gilt dann

du (F(0), F()) = i [F(e)(t) = F(v)(1)]|

= sup ‘/f(SaSO(S)) - f(57¢(8))dSHX

[t—to|<d

‘t—t0‘<5

< s | [ 0s) — Fls000) s

t

< sup /LH@(S) _¢(5)|’de

‘t—to ‘ <6

to

< O6L- sup |le(s) —o(s)|
|S—t0|<(5

Wegen §L < 1 kénnen wir den Banachschen Fixpunktsatz anwenden und
erhalten genau ein x € M mit

F(z)=z, dh.z: (tg —0,tp+06) = X

ist stetig und erfiillt &) und (). 0

Beispiel 14.4.8 Es sei zp € R\{0} und das Anfangswertproblem
o' (t) = tz(t)?, z(0) = o,
vorgelegt, siche 14.3.2 ii). Hier ist also
f:RxR =R, f(t,z) =tz

Offensichtlich ist f lokal Lipschitz-stetig beziiglich x.
Fiir ¢ > 0 erhielten wir als Losungen

x:(—\/z,\/?o)—)]&

x(t) = T a

zo
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Diese Losungen sind an —\/% und an \/% unbeschrinkt und kénnen da-
her iiber diese Intervallgrenzen hinaus nicht zu Losungen fortgesetzt wer-
den. Dies zeigt, dass man unter der bloflen Voraussetzung lokaler Lipschitz-
Stetigkeit in « nur die Existenz lokaler Losungen erwarten kann. Der obige
Satz liefert uns (was wir vorher nicht wussten) die Eindeutigkeit der Losun-
gen.

Wir wollen nun zeigen, dass jedes Anfangswertproblem (mit f lokal Lipschitz-
stetig in x) eine (eindeutig bestimmte) maximale Losung besitzt, d.h. eine
Losung besitzt, die sich nicht weiter fortsetzen ldsst.

Definition 14.4.9 Es sei f : U — X stetig und das Anfangswertproblem
2/ (t) = f(t z(t)), z(to) = o, mit (to,z0) € U vorgelegt. Eine Losung (z,I)
(d.h. z : I — X) dieses Anfangswertproblems heifit maximal, wenn fiir jede
andere Losung (Z, I ) dieses Anfangswertproblems schon gilt, dass IcIund
i =z|7) (also (&,1) C (,1)).

Satz 14.4.10 (Globale Version des Satzes von Picard-Lindeléf) Ist U C
R x X offen, (to,x0) € U, f : U — X lokal Lipschitz-stetig in x, so besitzt
das Anfangswertproblem x'(t) = f(t,z(t)), z(to) = o, eine (und zwar genau

eine) maximale Lisung.

Beweis. Es sei M := {(&,1) : (&, 1) ist Losung des Anfangswertproblems }.

= U

(&,D)eM

Wir setzen

Ist t € I, so sei z(t) := &(t) fir ein (£ 1) mit t € I. & : I — X ist
wohldefiniert, da fiir (Z1, 1), (#2, ) € M aufgrund des Eindeutigkeitssat-
zes (beachte ty € In I~2)) gilt, dass jl‘i1ﬂi2 = 532‘[}01}'

Somit ist (z,) eine maximale Losung des Anfangswertproblems. (z, 1) ist
wieder aufgrund des Eindeutigkeitssatzes eindeutig. O

Bemerkung 14.4.11 Wir kénnen nun von der maximalen Losung eines

Anfangswertproblems sprechen, falls f Lipschitz-stetig beziiglich z ist.
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Wir wollen nun zeigen, dass unter geeigneten Voraussetzungen jede maxi-
male Losung die ,,beschrankten“ Mengen von U verlésst.

Definition 14.4.12 Es sei U eine offene Teilmenge eines (vollstdndigen)
normierten Raumes F und f : U — X eine Abbildung in eine (vollstédndigen)

normierten Raum X.

i) V. C U heiBt beschrinkt in U, falls ein ¢ > 0 existiert, so dass
dist(V,0U) > e (falls OU # () und V in E beschrinkt ist.

ii) f heifit auf den beschrinkten Mengen von U beschrinkt, falls fiir jedes
V' C U beschriankt die Bildmenge f(V') in X beschrankt ist.

Bemerkung 14.4.13 Es sei U C R x K" offen. Dann ist eine Teilmenge
von U genau dann beschréankt in U, wenn sie relativ kompakt in U ist.
Also ist jedes beziiglich x lokal Lipschitz-stetige f : U — K™ schon auf den
beschrankten Mengen von U beschriankt und Lipschitz-stetig.

Satz 14.4.14 Es sei U eine offene Teilmenge von R x X, (to,z9) € U und
es sei f : U — X auf den beschrinkten Mengen von U beschrinkt und
Lipschitz-stetig beziiglich x. FEs sei weiter x : (o, ) — X die mazimale
Losung des Anfangswertproblems z'(t) = f(t,z(t)),z(to) = xo, und V be-
schrdinkt in U.

Dann gibt es ein kompaktes Teilintervall [/, 5] von (a, 3), sodass (t,z(t)) ¢
V fir alle t € (o, B) \ [&, B'].

Mit anderen Worten: Die maximale Lésung verlisst die beschrinkten Men-

gen von U.

Beweis. Es sei V' C U beschriankt. Wir betrachten nur den rechten Rand-
punkt 3, der linke Randpunkt o wird analog behandelt.

Ohne Einschrinkung sei 6 < +oo. Ist ndmlich 8 = 400, so ist die Aussage
trivial, da insbesondere V in R x X beschriankt ist.

Wir nehmen an, dass eine Folge (¢,)nen in (to, 3) existiert, welche gegen
konvergiert, sodass (t,,xz(t,)) € V, n € N. Wir wihlen £, > 0, sodass auch
noch

W= U W(a,v)(sﬂl/)
(s,y)eV
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in U beschrankt ist. Aufgrund der Voraussetzung erhalten wir nach der lo-
kalen Version des Satzes von Picard-Lindel6f ein § > 0, sodass fiir jedes
(s,y) € V eine eindeutige Losung x5, : (s — 6,5 + ) — X des Anfangs-
wertproblems z'(t) = f(t,z(t)), z(s) = y, existiert (Wir beachten, dass §
unabhingig von (s,y) € V ist!).

Es sei nun n so grof, dass t, +d > 5. Wir setzen 7 : (a,t, +0) — X,

j(t):{x(t) < t,

Ty, o)) 1t >y
Dies ist tatséichlich eine Losung unserer Differentialgleichung, da aufgrund
des Eindeutigkeitssatzes x(t) = ¥, 5, (t),t € (max{a,t, — 0}, 3), gilt. So-
wohl x wie auch Z 16sen namlich auf (max{a,t, — d},5) das Anfangwert-
problem 2/(t) = f(t,2(t)), z(tn) = z(tn). Wegen Z(ty) = z(ty) = zo lost
auch das urspriingliche Anfangswertproblem. Da («, 3) echt in («,t, + 6)
enthalten ist, ergibt sich ein Widerspruch zur Maximalitdt von x. O

Aus 14.4.14 und 14.4.13 erhalten wir sofort im Falle X = K":

Korollar 14.4.15 Es sei U eine offene Teilmenge von R x K™, (tg, z9) € U
und es sei f : U — K" lokal Lipschitz-stetig beziiglich x. Es sei weiter
z : (a,8) — X die mazimale Liosung des Anfangswertproblems z'(t) =
f(t,x(t)),:v(to) = x9, und K C U kompakt.

Dann gibt es ein kompaktes Teilintervall [/, 3'] von («, 3), sodass (t,x(t)) ¢
K fir alle t € (o, 8) \ [/, F'].

Mit anderen Worten: Die maximale Losung verldsst die kompakten Teilmen-

gen von U.

Beispiel 14.4.16 Es sei wieder das Anfangswertproblem
o' (t) = tz(t)?, z(0) =29 > 0

vorgelegt. Hier ist also f : R x R, f(t,y) = ty®. f ist lokal Lipschitz-stetig
beziiglich  und beschrinkt auf den beschrinkten Mengen von R x R.

Die maximale Losung ist

(22 R =y

o

Obiger Satz liefert, dass x unbeschrinkt an _1/%0 und unbeschriankt an

%, was ja auch tatséchlich der Fall ist.



Losungstheorie 375

Wir wollen nun die globale Version des Satzes von Picard-Lindelsf auf soge-
nannte linear beschrinkte Differentialgleichungen anwenden.

Definition 14.4.17 Eine Abbildung f : I x X™ — X heifit linear be-
schrinkt, falls es stetige Funktionen g, h : I — [0, 00) gibt mit

£ )|l < 9®)llyllxe + h(), tel.

Bemerkung 14.4.18 Ist f linear beschrinkt, so ist f beschrankt auf den
beschrankten Mengen von I x X™.

Es sei dazu V' C I x X™ beschrinkt. Dann gibt es ein kompaktes Intervall
JCIundein C>0mit V C J x CBx». Es folgt

sup || f(t,y)|x <sup|g()] sup |lyllxn +sup |A(t)| < +oo.
(ty)eV teJ lyllxn <C te]

Satz 14.4.19 (globaler Existenz- und Findeutigkeitssatz) Es sei I ein offe-
nes Intervall, f : I x X — X lokal Lipschitz-stetig beziiglich x sowie linear
beschrankt, to € I und xo € X. Dann ist die maximale Lésung des Anfangs-
wertproblems 2'(t) = f(t,z(t)), z(to) = xo, auf ganz I erklirt, insbeson-
dere hat das Anfangswertproblem eine eindeutig bestimmte globale Ldsung
x:I—X.

Beweis. Es sei (ZL‘, (v, ﬁ)) die maximale Losung des Anfangswertproblems.
Wir nehmen an, 3 sei nicht der rechte Randpunkt von I. Ist t; € («, )
beliebig, so folgt aus
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dass
ot S\mex+(jwﬂ&ﬂﬁmxwl
g»umwx+y/M@w$wx+M@@]
<

Ses[ltlfﬁ]g(S)‘tl/||fB(8)des‘

+(H$(t1)HX + (B —t1) sup h(s))

s€lt1,0]

fir alle t € [t1, ). Ist

A= sup g(s)a B := Hx(tl)HX + (ﬁ_tl) sSup h(8)7
s€[t1,A] s€lt1,0]

so folgt nach dem Gronwall-Lemma, dass
(0] < Bete-o

Insbesondere ist  auf [t1, 3) beschrinkt.

Es existiert somit ein W C X beschrinkt mit z(¢) € W,t € [t;,3). Dann
ist V := [t1,8] x W C I x X beschrénkt, und es gilt (¢,z(t)) € V fiir
alle t € [t;,3). Nach dem Satz 14.4.14 existiert aber ein ¢ € [t1,3) mit
(¢,2(t)) ¢ V, Widerspruch.

Der Fall, dass « nicht linke Intervallgrenze von [ ist, wird analog auf einen
Widerspruch gefiihrt. O

Mit Hilfe von Satz 14.2.4 kénnen wir unsere Ergebnisse sofort auf gewohn-
liche Differentialgleichungen n-ter Ordnung anwenden.

Es sei hierzu U C R x X" offen und f : U — X stetig. Weiter sei
(to,xoy ..., Tn—1) € U. In 14.2.4 haben wir gezeigt, dass  : I — X eine

Losung des Anfangswertproblems
2™ (@) = ft,a(t),...,2"D(), x(to) = zo,...,2" Vi) = 2,1,

ist, genau dann, wenn & : I — X", i(t) := (™) (t))o<y<n_1 das Anfang-
wertproblem #'(t) = F(t,&(t)), Z(to) = (zo,...,2p—1) 16st. Hierbei ist
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F:U—- X",
Y2
F(tay17'-'ayn>:
Un
f(tay17"'ayn)

Wir bemerken, dass F' genau dann Lipschitz-stetig beziiglich z (beschrinkt
auf beschriankte Mengen, linear beschrinkt), wenn dies fiir f gilt. Somit
erhalten wir beispielsweise sofort die folgenden Sétze.

Satz 14.4.20 FsseiU C Rx X" offen und f : U — X lokal Lipschitz-stetig
beziiglich x. Sind x1,2x2 : I — X Ldsungen der Differentialgleichung

() = f(t (), 2" ()
und gilt azgy)(to) = l'gj)(to), 0<v<n-1, firenty €I, soistxy = xo.

Satz 14.4.21 Es sei U C R x X" offen, f : U — X sei lokal Lipschitz-
stetig beziiglich x. Dann gibt es zu jedem (to,xo,...,Tn—1) € U ein of-
fenes Intervall I mit tg € I, auf dem das Anfangswertproblem z(™ (t) =
ftz@),..., a7 V@), s (t)) = 2,0 < v < n — 1, genau eine Lisung
besitzt.

Satz 14.4.22 Ist I C R ein offenes Intervall, f : I x X™ — X lokal
Lipschitz-stetig beziiglich x und linear beschrdankt, sowiety € I, xg,...,Tn_1 €
X. Dann besitzt das Anfangswertproblem

M (t) = ftat),. .. ;21 (1))
M (tg) = 2, 0<v<n—1,

genau eine Losung x : [ — X.

14.5 Lineare Differentialgleichungen

Wir betrachten hier sogenannte lineare Differentialgleichungen: Es sei I C R
ein Intervall, A, : I — Z(X),0 < v <n—1,und b : I — X stetige
Abbildungen. Gesucht sind Losungen x : I — X der Differentialgleichung

n—1
2 () =" A, ()2 () + b(2)
v=0
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und insbesondere Losungen der entsprechenden Anfangswertprobleme mit
™) (tg) = 20,0 <v <n—1.

Satz 14.5.1 (Existenz und Findeutigkeitssatz) Es sei I C R ein offenes In-
tervall, Ag,...,Ap—1: 1 — L(X),b: I — X, stetig, to € I, xg,...,Tpn-1 €
X. Dann besitzt das Anfangswertproblem

n—1
M) =" A, (1) +b(t), =M () =2, 0<v<n—1
v=0

genau eine Losung x : [ — X.

n—1

Beweis. Essei f: I x X" — X, f(t,y1,.--,yn) := > Au(t)(yps1) + b(t).
v=0

f ist lokal Lipschitz-stetig beziiglich x, da f stetig und

Hf(tayh"'ayn)*f(t)zla---,zn)HX

- | -]

< A, (t Ny = 2|l xn.
< nosw [ 4w O] o xy - ly = 2llx
Wegen
n—1
v=0
ist f auch linear beschrénkt. Die Behauptung folgt mit 14.4.22. O

Wir miissen uns nun um wichtige Spezialfille kiimmern.
Betrachten wir zunéichst den Fall X = K. Wir erhalten dann

Satz 14.5.2 Es sei I C R ein offenes Intervall, tg € I, die Funktionen
b,ag,...,an—1 : I — K seien stetig und es seien xq,...,Tn—1 € K. Dann

besitzt das Anfangswertproblem
n—1
M) =" a, )z (t) +b(t), 2(to) =2, 0<v <n—1,
v=0

genau eine auf ganz I definierte Losung.
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Bemerkung 14.5.3 Im Falle b = 0 und a, konstant haben wir obiges An-
fangswertproblem schon in 14.3.14 gel6st und auch eine Basis des Losungs-
raumes der Differentialgleichung angegeben.

Auch hier erhalten wir, dass im Falle b = 0 die Losungsmenge der Differen-
tialgleichung

n—1
M) =" a,(t)z™ ()
v=0

ein n-dimensionialer Untervektorraum von C™(1,K) ist.

Kommen wir nun zum Spezialfall einer linearen Differentialgleichung erster

Ordnung im Fall X = K", wir betrachten also das Anfangswertproblem

() = A(t)-x(t) +b(t)
x(ty) = (xgo),...,a?%o)),

b1 (t)

wobei xgo),...,m,(lo) € K. Ist A(t) = (aij(t))1<ij<n’ b(t) = ( : ), SO
T ba ()

lautet also das Anfangswertproblem: Gesucht sind (stetig) differenzierbare

Funktionen z1,...,z, : I — K mit
ac’l(t) = an(t).%'l(t) + ...+ aln(t)wn(t) + bl(t)
J}é(t) = a21(t)a:1(t) + ...+ agn(t)xn(t) + bg(t)

z (t) = an1()z1(t) + - . . + ann(t)xn(t) + bn(t)

sowie mit x1(tp) = azgo), ooy op(te) = 2.

Satz 14.5.4 FEs sei I C R ein offenes Intervall, ty € I,xgo), . ,937(10) e K.
Sind a;; - I —K,1<4,7<n,b;:1I—K,1<1i<mn, stetige Funktionen, so
hat das Anfangswertproblem

(1) =) arj(t)a(t) +bi(t)
j=1

2, () =Y an;(t)z;(t) + bu(t)
7j=1

0) (0) (0)

x1(to) = xg s x2(to) =5, ..., xp(to) = xn genau eine Losung (x1,...,xy)
I — K"
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Beweis. Es sei X = K", A: I — Z(K") definiert durch

an(t) ..., a(t) Y1
A (y1s- - yn) = ' :
an1(t) ...y anpn(t) Un
und
bi(t)
b: I —K" b(t)=
by (t)

Nach Satz 14.5.1 hat das Anfangswertproblem

() = A(t)(=(t)) +b(t)

2(to) = @72
genau eine auf ganz I definierte Losung x : I — K", O

Folgerung 14.5.5 Es sei I ein offenes Intervall, a;; : I — K stetig.

i) Dann bildet die Menge aller Losungen (x1,...,z,) : I — K" des ho-
mogenen Gleichungssystems

2i(t) = ayj(t)z;(t)
j=1

Th(0) = 3 au (B2 (1)

einen n-dimensionalen K-Vektorraum .Z.

ii) n Losungen ¢” = (¢Y,...,¢%) : I — K" 1 <v < n bilden genau dann

eine Basis von £, wenn die Vektoren

P (t) = (L1(1),- -, on(t)

fiir ein ¢ € I (und dann fiir jedes ¢ € I) eine Basis von K" bilden.

Beweis.
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n
i) Jede Linearkombination ) o, ¢" von Losungen ist wieder eine Losung,
v=1
also ist . ein Vektorraum.

Es sei tg € I beliebig. Der ,, Anfangswerthomomorphismus*
Jto . f — Kn

Jio (@1, ... xzn) = (21(t0), . . ., xn(to)) ist linear. Aufgrund der Existenz
der Losung des Anfangswertproblems ist J;, surjektiv, und aufgrund
der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems ist J, injektiv.
Somit ist J;, bijektiv und linear, also ein Isomorphismus.

ii) Da Jy, fiir jedes tp ein Isomorphismus ist, fithrt er Basen in Basen

iiber.
O
1 2 3
Beispiel 14.5.6 Es sei A = ( 0o 1 2 ) und A(t) := A,b(t) := 0. Es ent-
0 0 1
steht also das Differentialgleichungssystem
2'(t) = A-z(t), ausgeschrieben
x

W) = z(t) + 2za(t) + 3xs(t)
zh(t) = xo(t) + 2x3(t)
5(t) = z3(t).

Wir geben nun 3 Losungen an (spéter werden wir sie sogar konstruieren).

Es sei
et 2tet (3t + 2t2)et
fWy=1 o0 [, g®)y=1| ¢ |, )= 2tet . teR.
0 el

Wir iiberpriifen, dass es sich hier tatséchlich um Losungen handelt. Bei-
spielsweise gilt

Ry (t) = (3 + 4t)e! + (3t + 2t?)e!

R (t) = 2et + 2tet
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und

hi(t) + 2ha(t) + 3hs(t) = (3t + 2t%)e! + 4tel + 3e!
ha(t) + 2hs(t) = 2tet + 2¢t
hg(t) = et.

Stimmt also, h : R — R? ist also eine Losung.

Wir zeigen nun, dass f,g,h linear unabhingig sind. Dafiir miissen wir
nur einen Punkt ¢y einsetzen (z.B. tp = 0) und tiberpriifen, ob f(0), g(0), h(0)

in R? linear unabhingig sind.
0 0

Wegen f(0) = ( 0 >, 9(0) = ( 1 > und h(0) = ( 0 > ist dies aber trivia-

1
lerweise der Fall.

Wir erhalten, dass f, g, h eine Basis des Losungsraumes . unserer Differen-
tialgleichung bilden.

Fiir jede beliebige Losung x : R — R3 existieren also eindeutig bestimmte
a, 3,7 € K mit

z1(t) afi(t) + Bgi(t) +vhi(t)
z(t) = z2(t) | = | afe(t) + Bga(t) + vha(t)
x3(t) af3(t) + Bga(t) + vhs(t)

aet 4+ pB2tel + (3t + 2t%)e!
= a-0 + Bt + y2te
a-0 + B0 + e

Wir wollen nun das entsprechende Anfangswertproblem mit ¢ty = 0 sowie
1
x1 = 1,29 = 3 und 23 = —1 16sen, es muss also gelten z(0) = ( 3 ) Wir
—1
erhalten als Gleichung
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und somit als Losung unseres Anfangswertproblems:

el + 6te! — (3t + 2t?)e!
x(t) = 3et — 2tet

(1+ 3t — 2t%)et
= (3 —2t)e!

14.6 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizien-

ten

Wir haben in den vorigen Kapiteln einige extrem starke Existenz- und Ein-
deutigkeitssétze bewiesen, waren aber nur in Spezialfillen in der Lage, die-
se Losungen zu bestimmen. Im Falle linearer Systeme von Differentialglei-
chungen mit konstanten Koeflizienten wird sich das &ndern. Wir benttigen
zunéchst einige Vorbereitungen.
Es sei X ein vollstdndiger normierter Raum, 7' € Z(X, X) ={S: X —
X : S stetig und linear}.
[e.¢]
Wir betrachten die Reihe ) % TV. Hierbei ist 7° := id, 7" :=To...oT.
=0 . ;vl_/
v—ma
Wegen [|T7]| ¢ (x,x) < ||TH£’$(X x) konvergiert die Reihe absolut, und wir
o0
kénnen setzen exp(T) := e’ := Y LTV € L(X, X).
v=0
Kommutieren S und 7' (d.h.T'0 S = SoT), so gilt

ST — S o T,

Weiter ist e’ immer invertierbar, und es gilt
(") t=eT,

sieche Ubungen.
Firtg € K, T € Z(X, X) betrachten wir die Abbildung ® : K — £ (X, X), ¢ —
exp ((t — to)T).
Da alle Funktionen

¢, K— 2Z2(X,X),

n

MOESY (t=t0)" 7o _ > % ((t—to)T)"

V!
v=0 v=0
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stetig differenzierbar sind und

sup || Dy ( D(1)
s [0 =00 )
(t—t
= sup H O) T
[tI<R Z(X,X)
o0
t—to|”|| T
< S o|'|| [
‘tlSR v=n+1 v

sowie

sup [|@;,(t) — T o ®(t Hz (X,X)

[t|<R
t—t
= sup H 0 T”"'r1
[t|I<R Z(X,X)
t — talVIIT v+1
< supz| 2 l' A )
ltI<R =, v

fiir beliebiges R > 0 gilt, liefert Satz 9.5.2, dass auch ® auf K stetig diffe-
renzierbar ist und ®'(t) = T o exp ((t — to)T).

Im Falle einer so genannten homogenen Differentialgleichung mit kon-

stanten Koeffizienten kénnen wir zeigen

Satz 14.6.1 FEs sei I C R ein offenes Intervall, to € I,xg € X und A €
Z(X,X). Dann hat das Anfangswertproblem

a'(t) = A(x(t)), z(to) = o,
die eindeutig bestimmte Losung v : 1 — X
z(t) = et~ 4 (1),

Insbesondere existiert also eine auf ganz R definierte Losung.
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Beweis. Es gilt e(0—t0)A(z0) = id(xg) = z0, also z(ty) = zo. Weiter gilt

P'(t) = EE — (e(sfto)A(xO) _ e(tfto)A(xO))

14.5.1 liefert, dass die Losung eindeutig bestimmt ist. O

Bemerkung 14.6.2 i) Die Abbildung L : C*(R, X) — C(R, X),p — ¢’ —
Ao, ist linear und ihr Kern ist gerade der Lésungsraum .# der homogenen
Differentialgleichung 2/(t) = A(z(t)). Insbesondere ist .Z ein Vektorraum.
Nach obigem Satz ist fiir jedes ty € R der lineare Anfangswerthomomorphis-
mus Jy, : £ — X, ¢ — ¢(to), bijektiv, also ein Isomorphismus zwischen
diesen Vektorrdumen.

ii) Wir haben nun zwar eine konkrete Darstellung unserer Losung, z. B. im
Falle X = K" betrachten wir die Differentialgleichung

2 (¢) a1121(t) + ... + appxn(t)
: =2'(t)= A z(t) = :
al (t) an121(t) + - .. + appan(t)
mit der Matrix A € K™*". Wir miissen alle Potenzen AY = A-...- A be-
1
v—ma.

rechnen und dann die Matrix

o0

-4 _ 3 (t—t0)" v

V!
v=0
bilden. Dies ist nur im Trivialfall, dass A eine Diagonalmatrix ist, einfach.
Wir gehen einen etwas anderen Weg. Von nun an sei X = K" und A € K**"
eine Matrix, tg € R, (9 € K". Wir betrachten das Anfangswertproblem
dt)=A-z(t), x(t) =20 ==, 2D).

n
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Essei ol ..., ¢" irgendeine Basis des Losungsraumes . von 2/ (t) = A-z(t).
Wir bilden die matrixwertige Abbildung

PR — K™ () = (pt),..., 0" (t))
pi(t) .. @(t)

on(t) ... en(t)
Eine solche Abbildung heifit Fundamentalmatrix von 2/(t) = A - z(t).

Satz 14.6.3 Ist ® eine Fundamentalmatriz zu 2'(t) = A-x(t), so gibt es zu
jeder Lisung x : R — K" des Anfangswertproblems x'(t) = A - z(t), z(tg
(x§0)7 . ,x%o)) genau ein (c1,...,cn) € K™ mit z(t) = ®(t) - ( ) Dieses
¢ entsteht durch Losen der Gleichung
C1 xgo)
®(to) = :
Cn xﬁ?’
oder durch
c (0)
1 €Ty
=& (to)
Co LU7(10)

Beweis. Die lineare Abbildung ¢ — >, c,¢” ist eine Bijektion zwi-
schen K” und dem Losungsraum .Z unserer Differentialgleichung und es

gilt ®(t)-c=> 1 _ ¥ (t). ]

Bemerkung 14.6.4 i) Ist vy,...,v, irgendeine Basis von K" ¢y € R,

so ist !, ..., ¢" eine Basis von .#, falls man

setzt, somit ist

t— O(t) := (e(t_tO)Avl, o e(t—to)Avn)
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eine Fundamentalmatrix, insbesondere ist

t s et=to)A — (e(t_tO)Aeb ey e(t_tO)Aen)

eine Fundamentalmatrix.
Fiir t9 € R betrachte man dazu wieder den Loésungshomomorphis-

mus Jy, 1 £ — K",z — x(tp). Dieser ist linear, und ist L, : K® —
Y1

g? (ylv‘ . 7y7L) — 2 mit ‘T(t) - e(t_tO)A< >7 v gllt Jto ’ Lto B
Yn

idgn, Ly, o Jy, = id ¢, also ist Ly, ein Isomorphismus und Isomorphis-

men fithren Basen in Basen iiber.

ii) Um Losungen des Anfangswertproblems

x (¢) a1121(t) + ... + arpxn(t)
: =2'(t)=A-z(t) = :
x (t) an121(t) + . .. + annen(t)
r1(tg) = 36%0), oy xp(te) = )

zu erhalten, kann man folgendermaflen verfahren:

Zunéchst bestimmt man eine Fundamentalmatrix ®, und setzt dann
z(t) = () - (o) - 0.

Genauso gut kann man natiirlich eine Basis ¢!, ..., ¢" des Losungs-
raumes .Z betrachten, z(t) := >, p,¢"”(t) setzen und dann die Ko-
effizienten aus 32"_, p,¢" (to) = 2(?) berechnen.

Der einfachste Fall liegt vor, wenn An linear unabhingige Eigenvektoren
besitzt, d.h. wenn A iiber C" diagonalisierbar ist.

Satz 14.6.5 Sei A € C" ", so dass A linear unabingige Eigenvektoren
oM o™ mit zugehdrigen Eigenwerten A1, ..., Ay besitzt.
Dann bilden die Funktionen
o R —C", QOV(t) _ eAutU(V)’
1 < v < n, ein Basis des Losungsraumes £ und somit ist
e)‘ltvg) e)\2t0§2) e)‘”thL)
O:R—CY", d(t) =

1 2
6)‘1tv7(z) e)\ztw(L) 6)‘”1‘/’[)7(1”)
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eine Fundamentalmatriz zu x'(t) = A - z(t).

Beweis. Es gilt (¢”)(t) = M\ eMto®) = A. (M) = Ap(t), also sind
die ¢ Losungen der Differentialgleichung. Wegen ¥ (0) = v®) sind sie mit
14.5.5 linear unabhéngig.. |

Ist A nicht von obiger Form, so wird die Sache komplizierter, und wir miissen
die verallgemeinerten Eigenvektoren, die so genannten Hauptvektoren, ver-
wenden. Dazu sei A € C"*" eine beliebige Matrix und

k
P(z) = det(A -z id) = po [ [ (z = \)™
v=1

ihr charakteristisches Polynom.

Hierbei sind Ay, ..., \; die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A, wobei
a, € N die algebraische Vielfachheit von A, heift.

Die geometrische Vielfachheit ist dim £, wobei

E),, ={zxe€C": Az = Az} = ker(4 — \,id)
der Eigenraum beziiglich A, ist.
H), =ker(A—-\id)»™ ={z € C: (A — \id)*z = 0}

heifit der zu A\, zugehoérige Hauptraum, seine von 0 verschiedenen Elemente
heilen Hauptvektoren zum Eigenwert A,,.

Aus der linearen Algebra ist der folgende Satz von der Hauptraumzerlegung
bekannt.

Satz 14.6.6 Es sei A € C"*™ eine Matrixz. Dann gilt
i) A(H\)C Hy, 1<v <k,
i) Cr = Hy, &...0 Hy,,
iit) dim Hy, = oy, 1 <v <k.

Insbesondere hat C" eine Basis aus Hauptvektoren von A.

Wir koénnen nun folgende Anleitung zur Konstruktion einer Basis von .Z,

dem Losungsraum von z'(t) = A - z(t) (und damit eine Fundamentalmatrix
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zu x'(t) = A-z(t)), angeben.

Es sei A € C™"*"™ gegeben.

Man bestimme die paarweise verschiedenen Eigenwerte A1, ..., Ay mit Viel-
fachheiten aq, ..., ag.

1. Es sei nun A ein Eigenwert mit Vielfachheit . Man berechne H) =
kerA — Aid)* = {z € C" : A — Xid)*z = 0} und bestimme eine Basis

a)

w(l),...,w( von H).

Dann setze man fir 1 <v < a:

<pw(”) (t) := eAw®) = eABn gt(A=AEn) (1)
1

_ etAZ gtk(A _ )\En)k ™
k=0

a—1
t v
= e'»‘z o (A= \E)F - w®).
k=0

2. Nach 1. bestimnme man zu jedem Eigenwert \,,1 < v < k, ,, Losun-
gen.

Auf diese Weise erhilt man n Losungen, und diese bilden eine Basis von &
(wegen Hy, @ ...® Hy, =C").

1 2 3
Beispiel 14.6.7 i) Essei A = < 0o 1 2 >

0 0 1
1
Wir wollen das Anfangswertproblem 2/(t) = A - z(t), (0) = < 3 >
-1
l6sen.
Offensichtlich ist 1 ein dreifacher Eigenwert von A, andere Eigenwerte

gibt es nicht, somit gibt es nur einen Hauptraum, nimlich H; = C3.

Wir wéhlen eine Basis dieses Hauptraumes, z. B. e1, es,e3. Wir be-
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rechnen

21

t v v

e Y —t(A— Es)

v=0 9

t

= et(Eg + t(A — E3) + 5 (A — E3)2)

1 0 0 0 2 3 ) 0 0 4
t

= ¢t 01 0 ||+t] 0 0 2 +5000

0 01 0 00 0 0 O

et 2tel (3t + 2t%)et
= 0 e 2te!
0 et

und wir erhalten als Basis des Losungsraumes o', 2, 03 mit

HOEESY r (A — E3)" - eg,

vl

also

AS)

-

—~

p

SN—

Il
o o @

2tet
O (t) = et und

Um die Losung z : R — C? unseres Anfangswertproblemes zu bestim-
men, miissen wir die Gleichung
1

3
3 | = Z pup”(0) = pie1 + paes + paes
1 v=1
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16sen und erhalten p; = 1, ps = 3 und p3 = —1. Setzen wir dies ein so
gilt

w(t) = 1o (t) + 3¢°(t) — 10°(1)

(14 3t — 2t%)et

= (3 — 2t)et
—et
ii) Gegeben sei die Matrix
25 34 18
A= -14 -19 -10
-4 -6 -1

Wir suchen wieder eine Losung des Anfangswertproblems
2(t)=A-z(t), x(0)=(1,0,0).
Das charakteristische Polynom P von A ist
P(z)= -2 +522 —T72+3=—(2—1)%(z — 3),

somit ist 1 ein Eigenwert mit Vielfachheit 2 und 3 ein einfacher Eigen-
wert.
Man berechnet als Basis von ker(A — 1E3)? z. B.

2 0
01, 2
-1 -1

und als Basis von ker(A — 3E3) z. B.

-7
4
1

Somit ist eine Basis des Losungsraumes . unserer Differentialglei-
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chung durch !, p?, ©3 mit

2
'ty = e(Bs+t(A—E3) | o
—1
1424t 34t 18t 2
= e | —14t 1-20t —10t 0| =
—4t —6t 1—2t -1
2 + 30t (2 + 30t)e
= | -—18t |= —18tet :
—1— 6t (—1 —6t)et
1424t 34t 18t 0
O*(t) = €' | —14¢ 1-20t —10¢ 2
—4t —6t  1—2t —1
50t 50tet
= €| 2-30t | =] (2—300)¢
—1-—10t (—1 —10t)et
und
—7 —T7edt
O3 (t) = e 4 | = 4e3t
e31&
gegeben.

Wir miissen, um unser Anfangswertproblem zu lésen, noch die Koeffi-

zienten p1, p2, p3 mit

z(t) = pro' (t) + p2o®(t) + p3™(t)

1

bestimmen. Wegen z(0) = < 0 ) muss also gelten

0
0

0

=019 (0)+p2°(0) +p3°(0) = [ 0 2 4 P2
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Losen dieses Systems liefert p; = —3, p2 = 2, p3 = —1, und wir erhalten
als Losung
(—6 + 10t)e! + 73
x(t) = (4 — 6t)e! — 4e3t
(1 —2t)e! — e3t

Zum Schlufl dieses Kapitels wollen wir noch ein Verfahren zur Lésung inho-
mogener Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten angeben.

Satz 14.6.8 (Variation der Konstanten) Es sei ® : R — C™*™ eine Fun-
damentalmatriz der Gleichung x'(t) = A - x(t). Dann ist xp(t) := D(t) - c(t)

t
mit c(t) = [ ®(s)71b(s)ds eine Losung der inhomogenen Gleichung
to
'(t) = A xz(t) +b(t).

Fiir diese gilt x,(ty) = 0.

Beweis.

Wie gewinnt man nun eine Losung des Anfangswertproblems
2(t)=A-z(t)+bt), x(to) =z

Dazu berechne man zunéchst wie oben die Losung x, der Gleichung 2/ (t) =
A - z(t) + b(t) und 16se dann das Anfangswertproblem

Ot =A-ot), oty =2,

Dann setze man
z(t) = zp(t) + (1)
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Kapitel 15

Integration im R"” und auf
Mannigfaltigkeiten

15.1 MafBtheorie

Wir stellen hier die benotigten Definitionen und Resultate aus der Mafitheo-

rie zusammen, die in der parallelen Vorlesung bereitgestellt werden.

Definition 15.1.1 Es sei 2 eine Menge. Eine Teilmenge . C 2(Q) = {A :
A C Q} (also ein Mengensystem auf 2) heifit o-Algebra, falls

i) p €7,
ii) Ist A € . dann ist auch Q\A € .,
iii) Ist (A,)nen eine Folge von Mengen A, € . dann ist auch die Verei-

nigung |J A, € <.
neN

Die Elemente A € . heifien messbare Mengen und (€2,.7) heifit Messraum.

Bemerkung 15.1.2 Aus der Definition folgt leicht fiir einen MeBraum (€2, .%):

i) Ist (Ap)nen eine Folge von Mengen in ., dann ist auch der Durch-

schnitt (] 4, € .7,
neN

ii) Sind A, B € ., dann ist auch B\A= BN (2\ 4) € .7.

395
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iii) Ist (A).er eine Familie von o-Algebren auf einer Menge €2, so ist auch

(S ={ACQ:Ac ¥ firalle.c I}
el
wieder eine o-Algebra. Also kann man fiir .7 C £2(Q) die von
erzeugte o-Algebra
o(7) = N 5%
S DT, g—Algebra
bilden. Sie ist die kleinste o-Algebra, welche 7 enthilt. Wir sagen,

dass 7 die o-Algebra . erzeugt, oder dass .7 ein Erzeuger von .
ist, falls .77 = 0(.7) gilt.

Beispiel 15.1.3 i) Es sei Q eine Menge. Dann sind {¢, 2} und £(2) o-

Algebren auf €.

ii) Ist (X, d) ein metrischer Raum (oder (X, .7) ein topologischer Raum,

fiir Experten), so sei
T :={AC X : Aist offen}

das System der offenen Mengen und #(X) := o(.7) die kleinste o-
Algebra, welche alle offenen Mengen enthélt. Sie heifit die Borelsche o-
Algebra auf X, ihre Elemente heiflen Borelmengen oder borelmessbare
Mengen. Insbesondere sind wegen Eigenschaft ii) alle abgeschlossenen
Teilmengen von X auch Borelmengen.

Wenn nichts anderes gesagt wird, statten wir ab jetzt jede Borelmen-
ge Q C K" mit der o-Algebra #(12) aus. Es gilt Z() = {ANQ:
A € B(K™)}. Per Definition wird #(2) durch das System der offenen

Mengen erzeugt, ebenso aber im Falle €2 offen durch das System

H = { H I, C Q: 1, C R ein kompaktes Intervall}.

v=1

Man kann zeigen (mit Hilfe des so genannten Auswahlaxioms), dass

B(K") £ P(K") gilt.

Wir wollen messbaren Mengen eine verallgemeinerte Linge zuordnen.

Definition 15.1.4 Es sei (©2,.%) ein Mafiraum. Eine (Mengen-)Funktion
p: .’ —[0,00) U{+oo} heifit MaB auf Q (genauer auf (Q2,.7)), falls gilt
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i) (@) =0,
i) pu( U An) = X u(Ay), falls (Ap)nen € N paarweise disjunkt.
neN neN

(Q,.7, 1) heit Mafraum.
Eine Teilmenge A € . heifit Nullmenge (genauer py-Nullmenge), falls p(A) =
0.

Bemerkung 15.1.5 i) Aus der zweiten Bedingung folgt leicht, dass abzihl-

bare Vereinigungen von Nullmengen wieder Nullmengen sind.
ii) Bssei (Q,.7,p) ein Mafiraum. Ist (A,)pen € 7N mit

a) A, C Aptq,n €N, so gilt

o U Ay) = sugu(An) = nango w(Ay) € [0,00) U {+00}.
neN ne

B) An D Apt1,m € Nyund p(Ar) < 400, so gilt

([ An) = inf u(An) = lim p(Ay).
neN
iii) Stimmen zwei Mafle auf einem Erzeuger iiberein, welcher durchschnitts-
stabil ist und eine den Mafiraum iiberdeckende Folge enthilt, auf wel-
cher eines der Mafle endlich ist, so sind sie gleich.

Beispiel 15.1.6 Es gibt genau ein Maf A" auf (R", Z(R")) mit

X ﬁ 1) = f[ (1)
v=1 v=1

fiir alle beschrénkten Intervalle I,, C R. Hierbei ist [(I) die Liange des Inter-
valles I. Man setzt A := Al. Ist A C R messbar, so heifit A\(A) die verallge-
meinerte Linge von A, ist A C R? messbar, so he8t A?(A) die Fliche von
A und ist A C R™ messbar, n > 3, so heifit A”(A) das (n—)dimensionale
Volumen von A.

A" ist eindeutig bestimmt durch die beiden Eigenschaften

1) \"(M+z)=XM), M € B(R"),z € R" (hierbeiist M +z = {y+x:
y € M}) und

ii) A"([0,1]") = 1.
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Weiter gilt (dies werden wir spéter noch zeigen) X" (A(M)) = |det A]N"(M), M €
ABR"),A:R" — R" linear.

A" heiflt das Lebesguemafl auf R”™.

Wegen

A" ({a}) = An(ﬁ[%,%]) = ﬁO, a=(ay,...,a,) € R",

v=1

haben alle abzéhlbaren Teilmengen von R™ das Lebesguemafl 0. Insbeson-
dere ist A(Q) = 0. Es gibt aber auch iiberabzéhlbare Nullmengen in R, z. B.
hat die Cantormenge auch das Lebesguemaf 0.

Ein Grund fiir die Betrachtung von kleineren o-Algebren (wie Z(R™))
anstelle der Potenzmenge &7(R") ist, dass es kein Maf p : Z(R™) — [0, 00)U
{400} gibt mit

n n
u( H L,) = H I[(I,) fiir alle I, C R beschrinkte Intervalle.
v=1

v=1

Definition 15.1.7 Es sei (£2,d) ein metrischer Raum (oder allgemeiner
(Q,.7) ein topologischer Raum). Ein Maf§ p : Z(Q2) — R U {+o0} heifit
regulidres Borelmaf} auf 2, falls

i) w(A) =inf{u(0): 0 O Aoffen} fiir alle A € B(N).

i) pu(K) < 4oo fir alle K C 2 kompakt und
pu(0) = sup{u(K) : K C 0 kompakt} fiir alle & C Q offen.

Beispiel 15.1.8 )" ist ein reguldres Borelmafl auf R™.

Definition 15.1.9 Es seien (1,.77), (Q2,.%2) Messrdume. Eine Abbildung
f: 1 — Qo heifit messbar, falls f~1(My) = {z1 € Q1 : f(x1) € My} € A
fir alle My € . Mit anderen Worten: ,,Urbilder messbarer Mengen sind
messbar.

Wir setzen

M(Q1,Q0) :={f : Q1 — Qo : fist messbar} und
M) = M (21, K).

Bemerkung 15.1.10 Es seien (21,.71), (Q2,.%) Messrdume.
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i) Ist S = 0(%), so ist f: Q1 — Oy messbar genau dann, wenn
f~YMy) € A fiir alle M, € 5.

Insbesondere sind stetige Abbildungen messbar beziiglich den Borel-
schen o-Algebren, also ist {21 C R™ messbar und f : 7 — R™ stetig,
so ist f borelmessbar.

i) «a) A (Q1,K)ist ein K-Vektorraum und fg ist messbar fiir f, g messbar,
A (21, K) ist also sogar eine kommutative K-Algebra.

B) Ist (fn)nen eine Folge messbarer Abbildungen f, : Q1 — R, so
sind ¢ und h, definiert durch
sup fn(x) : sup fn(z) < +00
h(m) = neN neN

0 :sup fn(x) = 400,
neN

inf f, : inf f, -
LA ) > oo

0 t Inf fo(@) = —oo,

wieder messbar. Insbesondere sind das Maximum und das Mini-
mum zweier reellwertiger messbarer Abbildungen wieder messbar.
Ist (fn)nen eine Folge in .#(£21,K), so dass lim f,(z) fur alle
x € Q) existiert, so ist auch f = lim f,, mit }?mo)o = lim f,(z)
wieder messbar. K kann man hie? Eurch einen beliebiggnoometri—

schen Raum ersetzen.

iii) Als Grundregel konnen Sie aufgrund der guten Stabilitdtseigenschaften
der Messbarkeit davon ausgehen, dass alle Abbildungen f : K" — K,
welche Sie “ konkret hinschreiben ” kénnen, messbar sind.

Definition 15.1.11 Es sei (2,.7, 1) ein Mafraum.
Eine Funktion f :  — R heifit (positive) messbare Treppenfunktion, falls

Al,... Ay € L und ag,...,a,(>0) in R existieren, so dass
n
f = ZaVXAl/
v=1

Hierbei ist
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Bemerkung 15.1.12 Ist f € .#Z(Q), f > 0, so existiert eine monoton wach-
sende Folge (fn)nen (d. h. frny1 > fn,n € N) positiver messbarer Treppen-

funktionen mit

f(z) =sup fn(x) = nlingo fa(z), z €

neN
In der Tat, man setzt zum Beispiel

2277,

14
Fo =) on on X{eeo:r@e| 25 ) b

v=0

Dies entspricht einer Zerlegung des Bildbereiches.

Satz/Definition 15.1.13 Es sei (2,.7, 1) ein Mafiraum.

n
i) Ist f = > auxa, eine positive messbare Treppenfunktion, so ist
v=1

/fd,u = Zayu € [0, 00) U {+00}

wohldefiniert.

ii) Ist f > 0 und messbar sowie (f,)nen eine wachsende Folge positiver
messbarer Treppenfunktionen mit f(z) = lim f,(x), so ist
n—oo

/fdu = nliggo/fndu = [0, 00) U {+0o0}
wohldefiniert und heifit das Integral von f.
iii) Ist f: Q2 — R messbar, so sei
fy = max{f,0}, f-:=max{-f,0}.

Gilt [ fydu < +oo, [ fodu < +oo, so heifit f p-integrierbar (f €
P1(p)), und man setzt

[ t@dute) = [ faui= [ e~ [ -an

iv) Ist f:Q — R p-integrierbar, so auch |f| = fy + f-.

v) Fiir 0 < g < f messbar gilt [ gdu < [ fdp.
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vi) f : © — C heiit p-integrierbar, falls Re f und Im f p-integrierbar.
Man setzt dann

/f(a:>du(x) = /fdu: /Refdu+i/1mfdu.

vii) f:Q — C ist p-integrierbar < f messbar und |f| u-integrierbar.

viii) g : © — C ist p-integrierbar < g messbar, und es existiert f: Q — R
p-integrierbar mit |g| < f.

‘/gdu‘ < /fdu-

ix) Wir setzen .2 (1) := Z(u) := {f : @ — K: f u — integrierbar}. Mit
dieser Bezeichnung ist .Z{*(u1) ein K-Vektorraum, und die Abbildung

Es gilt dann

LE) — K, [ / fdu,

ist K-linear.

Bemerkung 15.1.14 Esseien (4,.7, 1), (Q2, S2, p2) zwei Mafiriume und
es sei .S = o(3), wobei 4 durchschnittsstabil sei und eine Folge (A, )nen
enthalte mit ps(A,) < 400, n € N, sowie Upen4, = Q9. Sind ® : Q; — Qo
und h : Q) — [0, +00) messbar und gilt

/ (xa 0 ®)hdu = / xa dita

fiir alle A € 74, so gilt, dass f genau dann ps-integrierbar ist, wenn (fo®)h
pi-integrierbar ist. Ist dies der Fall, so gilt

[tsovmdum = [ sdu,
fir alle f € Z(p2).

Sei dazu das Mafl i auf Qo definiert durch i(A) := /(XA o ®)hduy. Dann

stimmen f und po auf J% iiberein, also sind sie gleich.Verfolgen wir nun
die Definition des Integrals, so ergibt sich die Aussage sukzessiv fiir positive
messbare Treppenfunktionen, positive messbare Funktionen und dann fiir
integrierbare Funktionen.
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Satz/Definition 15.1.15 Es sei (2,.7, 1) ein Mafiraum, A C 2 messbar,
FLla={ANM: M e .} und
pla s L4 — [0, +00) U+oo, ula(S) = u(S).

Ein messbares f : A — K heifit p-integrierbar auf A (im Zeichen f €
Z1(A, ), falls f € Z(u|a) Dies ist genau dann der Fall, wenn

s ;) fl@) rxeA
' ' 0 :zeMA

p-integrierbar ist. Dann heifit

:[sz/ﬁwzjfwu

das Integral von f iiber A.

Bemerkung 15.1.16 i) Ist A eine messbare Teilmenge eines metrischen
Raumes (2,d), f: A — K stetig und u ein Borelmafl auf €, so ist

- i flx) : z€A
' ' 0 :zeMA

messbar, und es gilt im Falle f € .2 (i), dass

[ i = [ Fan

A

ii) Ist A C R™ beschrinkt und messbar, f : A — K beschrénkt und stetig
(oder blofl messbar), so ist f auf A Lebesgue-integrierbar (d. h. A" —integrierbar).

Wir wollen nun den Zusammenhang zu unseren fritheren Integralbegriffen

herstellen.

Satz 15.1.17 i) Ist [a,b] C R ein kompaktes Intervall, f : [a,b] — K re-
gelintegrierbar, so ist f auch Lebesque-integrierbar (d. h. A-integrierbar), und

es gilt
b

/ f@)de = / fdx.

a [a,b]
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it) Ist I C R ein Intervall, f : I — K regelintegrierbar auf jedem kompak-
ten Teilintervall von I, so ist f genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn |f]|
uneigentlich integrierbar (im Sinne von 11.1.1) ist. Auch in diesem Falle
stimmen beide Integrale tberein.

Bemerkung 15.1.18 Auch im R™ kann man Regelfunktionen und ein Re-
gelintegral vollig analog zum eindimensionalen Fall definieren. Die Menge
dieser Regelfunktionen (im Falle R?) enthilt allerdings noch nicht einmal
die charakteristische Funktion eines beliebigen Dreiecks. Daher ist sie fiir
unsere Zwecke zu eng und wir betrachten besser das Lebegueintegral.

Wir kommen nun zu den so genannten Konvergenzsétzen, mit denen man
tatséchlich eine Menge Integrale ausrechnen kann. Mit dem gleich folgenden
Satz von Beppo-Levi zeigt man iibrigens 15.1.17 ii).

Satz 15.1.19 (Lemma von Fatou) Es sei (2,.%, u) ein Mafraum, (fn)nen
eine Folge in A (2, R), so dass ein h € L1 (p) existiert mit |fp] < h,n €
N. Dann sind nh_)n;o inf f,, (definiert durch (hnnilcgf fn) (@) = linII_l)LI;f fn(x))
und limsup f, (definiert durch (lim sup fn)(x) := limsup f,,(z)) wieder p-

n—oo n—oo n—oo
integrierbar, und es gilt

/liminf frndp < liminf/fndu

< limsup/fnd,u < /limsup fndu.

n—oo n—oo

Korollar 15.1.20 (Lebesquescher Grenzwertsatz) — Es sei (Q,.7,u) ein
Mafraum und (fn)nen eine Folge in # (2, K), so dass ein h € £ (p) exi-
stiert mit |fp,| < h, n € N. Existiert lim f,(x) fir alle v auferhalb einer
n—oo
p-Nullmenge N ( im ezistiert p-fast iberall®) , dann sei f: Q — K,
lim f,(x) : lim existiert

fla) =

0 sonst.

Dann ist f p-integrierbar und es gilt

[ in=Jim [ fud
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Satz 15.1.21 (von Beppo-Levi) FEs sei (fn)nen eine monoton wachsende
Folge in £ (u), so dass sup [ frdp < +00. Dann existiert eine p-Nullmenge
neN

N, so dass lim f,(z) fir alle x € Q\N ezistiert (,Jim existiert fast diber-
n—oo
all“). Ist

lim f, : O\N
vy | ) e

0 1 sonst,

so gilt

/ fdp = sup / fudp = lim / Fud.
neN n—0o0

Beispiel 15.1.22 Es sei a € R,

i cx>1
fR=R, f(x)= T B
0 : z<l.

Wir wollen f auf Lebesgue-Integrierbarkeit untersuchen ohne uneigentliche

Integrale zu verwenden.

1. Es sei oo > 1. Setze

L aen

— iz ,n
fn R — R, fn(x) = e

0 : sonst.

Dann ist f, integrierbar, f, < f,4+1 und weiter

neN neN

sup/fnd)\ = sup/nfn(:z)da:
1

( 1 n1a> 1 <+
= su — = 0.
neg a—1 o-1 a—1

Also ist mit Beppo-Levi f Lebesgue-integrierbar, und es gilt

/fd)\: ﬁ
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2. Es sei @ = 1. Wire f Lebesgue-integrierbar, so gilt mit den f, wie
oben, dass |f,| < f, also wiirde der Satz von Lebesgue liefern, dass

/ fdx = lim / fudX = lim 1/ Folz)da

n

1
= lim [ —dzx = lim logn < +oc.
n—oo x n—oo
1

Widerspruch.

3. Es sei a < 1. Wegen m% > % fir x > 1 kann f nicht Lebesgue-

integrierbar sein.

Satz 15.1.23 (Parameterabhingige Integrale)
Es sei (2,7, u) ein Mafiraum, I C R ein offenes Intervall und f : QxI — K
eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

i) x — f(x,t) ist p-integrierbar fir alle t € I.
ii) t— f(x,t) ist differenzierbar fir alle x € ).
ii1) |%f(a:,t)| < g(x) fiir allet € I,z € Q, mit einem g € L ().

Dann gilt

gt/f(x,t)du(x) Z/;f(%t)d/ﬁ(f”)-

Beweis. Es sei t € I und (hg)geny € R\ {0} eine Nullfolge mit ¢ + hy €
I, k € N. Dann gilt mit

fr(z) !

= h—(f(x,t + hi) — f(=, 1)),
k

dass

9 1) = i fi(a),

Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert fiir alle z € € und
alle £ € Nein 0 € [0, 1] mit

fr(z) = gtf(x,t + Ohy),
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also |fr(z)| = ]%f(:r,t + 0hi)| < g(z), x € Q. Wir kénnen also den Le-
besgueschen Grenzwertsatz anwenden und erhalten mit der Linearitdt des
Integrals, dass

hm/fxt—l—hkdu /fxtdu

k—o0 hk

~ lim hi<f<x,t+hk>—f<x,t>>du<x>

k—oo k
= hm fr(z /3 (z,t)du(x).

Da die Nullfolge (hy)ren beliebig war, ergibt sich die Behauptung. ]

Beispiel 15.1.24 Essei f:[0,1] x R, f(x,t) :=¢e®, und

F:R—R, F(t) = / f(z, t)dA\(z).

[0,1]

Da die Voraussetzungen obigen Satzes erfiillt sind, gilt

1 el 1 t
?4‘2?2(1—6 ) : t;«éO
F'(t) = / et d\(x /a: "y = .
[0,1] 0 B : t=0.

Wir beachten, dass F’ sogar stetig ist, mehr noch, eine iterative Anwendung
obigen Satzes ergibt, dass F' beliebig oft differenzierbar ist.

Wir wollen nun einen Satz angeben, der es tatséchlich ermoglicht, Integrale
im R™ (n > 2) auszurechnen!

Wir beschrianken uns hier auf eine Version fiir Lebesguemafle. Dazu miissen
wir Funktionen integrieren, welche eventuell den Wert +o0o annehmen. Es
sei also f : R¥ — R U {+oc} eine solche Funktion, so dass eine Lebesgue-
nullmenge N existiert mit f(x) € R, z € R¥\ N. Dann setzen wir

R[ faxk = / fdNF.

RF\N

Satz 15.1.25 (Fubini)

Es sei f: R™ x R™ — C messbar. Dann sind dquivalent
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i) feLtatm).

ii) Es existiert eine Nullmenge N C R", so dass fir alle z1 € R"\N das
Integral

/f(l‘l,l‘g)d)\m(l‘g)
Rm
existiert, die Funktion

/f($1,962)d/\m(962) , T1 € RM\N
]Rm

T =

0 , sonst

1st messbar und

/(/ \f(g;l,g;g)uw(mg)) d\"(21) < +00.

R®» Rm™

iit) Es existiert eine Nullmenge N C R™, so dass fiir alle x5 € R™\N das
Integral

[ ) dxan)
]Rn
existiert, die Funktion

f(iL‘l,ZL‘Q) d/\"(xl) , T1 € Rm\N
xo — R

0 , sonst

ist messbar und
/(/‘f(xl,x2)|d)\"(:v2)> dA™ (21) < +00.
Rm R~

Ist eine der drei Bedingungen erfillt, so gilt

/ F(a1, ) AN (21, 20) = /(/f(xl,xg)d)\m(zg)) AN (1)

R7 xR™ R?»  R™

— /(/f(z:l,xg)d)\”(xl)) d\" ().

R™  R7™

Bemerkung 15.1.26 Sind A; C R™ und A; C R™ messbar, so kann man
im obigen Satz R™ durch A; und R" durch Aj ersetzen. Dies folgt mit dem
Ubergang zu
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f:R”me_)K’ f(;r):{ flz) : z€ A x Ay

0 . sonst

Beispiel 15.1.27 Es sei A = {(xl,xg) ER?2:0< 22 <23,0< 21 < 1}.
Dann ist A = [0,1]> N2~ ([0, 00)) mit

h:R* = R, h(z1,22) = |1]* — 2.

Da h stetig, ist h~! ([0, oo)) abgeschlossen, also messbar.
Wegen [0,1]% abgeschlossen ist [0,1]? messbar, und somit ist schlieBlich A
als Schnitt messbarer Mengen messbar.
Es sei f A — R, f(l’l,xg) =1 — T2.
Wir wollen das Integral
/ fdX?

A

berechnen.
Dazu setzen wir

1 —x9:xEA
g:R? >R, 9(901,162):{ b

0 . sonst

_{ x1—$2:0§x2<x?,0§x1§1

0 : sonst,

also g(z1,22) = X[0,1(21) " X[0,23] (z2) - (z1 — @2).
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Wir erhalten mit Fubini (g € £ ()\?) ist leicht nachzuweisen)

/(ml — x9) dN\?(2) = /g(xl,xg)d)\2(x)

A R2

::”/“/[g(xl,xg)dA($2)dA(xl)

R R

= //X[o,l](xl) * X[0,23)(@2) (21 — 2)dA(x2)dA(21)

R R

= /X[o,u(fﬁl)/X[o,zif](ﬁiz)(xl — z2)dA(z2)dA(z1)

@1 1.9

5 14lo 5 14 70

Satz 15.1.28 (Cavalierisches Prinzip)
FEs sei K C R" ein Kompaktum. Fir x, € R sei

K,, = {(:L‘l,...,a:n,l) eR" L. (T1,...,2p) € K}

Dann gilt \"(K) = [ A""YKy, )d\(wy,).
R
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Beweis. Nach dem Satz von Fubini gilt
A(K) = /XK(az) d\" (z)

R’I’L
_ //XK(:L‘l,...,mn)dkn_l(acl,...,xn1)d)\(:nn)
R

Rn—1

_ //XKIn(xl,...,xn1)d)\”_1($1,...,xn1)d)\(a:n)

R Rn-1

- /)\"‘I(Kxn) d\ ().

R

15.2 Die Transformationsregel

Wir erinnern uns an die Transformationsregel fiir regelintegrierbare Funk-
tionen, siehe 9.6.1.

Esseia <b, ¢: [a,b] — R stetig differenzierbar und f : ¢([a,b]) — C stetig.
Dann gilt

»(b) b
/ f(2)dz = / Fp®) ¢ (t)dt.
) a

v(a

Somit erhalten wir im Falle ¢’ > 0, dass

©(b)
fd\N = / fdx= / f(x)dx
#([a,b]) [e(a),p(b)] w(a)

b
= [ 1) wa= [(For) ar

[a,b]
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und im Falle ¢’ < 0, dass

¢(a)
/ fdy = / fd)\:/f(:c)dx
o([a,b]) [o(b),0(a)] ©(b)
- / F o) (t)dt = / (fo0)(~¢) dA,
b [a,b]

also, falls ¢’ # 0 auf [a, b] gilt, dass

| ia= [ ool
)

¢([a,b] [a,b]

Wir beachten hierbei, dass das Lebesgue-Integral (im Gegensatz zum Re-
gelintegral) keine Orientierung beachtet, daher die Modifikation mit |¢’| an-
stelle von ¢'!

Wir wollen nun (mit Hilfe des Satzes von Fubini) eine Verallgemeinerung
obiger Transformationsregel auf héhere Dimensionen beweisen. Wir werden
voraussetzen, dass die transformierte Abbildung ® etwas bessere Eigenschaf-
ten hat als .

Definition 15.2.1 Eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung ® : U —
V' zwischen offenen Mengen U,V C R™ heifit Diffeomorphismus (zwischen
U und V), falls auch @1 : V — U stetig differenzierbar ist.

Bemerkung 15.2.2 Es sei U C R” offen, ® : U — R” eine stetig dif-
ferenzierbare injektive Abbildung, V' := ®(U). Nach dem Umkehrsatz ist
® : U — V genau ein Diffeomorphismus zwischen U und V, wenn die Ab-
leitung d®(x) fiir alle x € U invertierbar ist. Insbesondere ist V' dann offen.
Die Invertierbarkeit von d®(x) bedeutet gerade, dass det d®(z) # 0. Ist
Jo(x) die Jacobimatrix von ® an z, so ist dies dquivalent (wegen det df (z) =
det Jy(x), da ja J(x) eine darstellende Matrix fiir df (x) ist) dazu, dass
det Jg(x) # 0.

Satz 15.2.3 (Transformationsformel)
Es seien U,V C R" offen und ® : U — V ein Diffeomorphismus. Dann ist
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f €LYV, \") genau dann, wenn (f o ®) - |det Jo| € LU, A\"), und es gilt

/ f(@)d\"(x / F(®(2)) | det Jo(z)|dX" (2)

V=0(U)

Beweis. (per Induktion iiber n)
Wegen Bemerkungen 15.1.14, 15.1.3 ii) gilt die Aussage des Satzes fiir alle

f, wenn wir nur zeigen, dass

/Xl(x)d)\"(:z) = /XI(CID(J:))‘det J@(az)’dkn(x)

\%4 U

n
fiir alle I = [] I, C V mit I, C R kompaktes Intervall.
v=1

n=1 Esseil=][a,b CV =2oU). Dann gilt

/ xr(2)dA(z) = / (xr 0 @(2))| () |dA(x)

nach der Substitutionsregel in einer Verdnderlichen mit f : [a,b] — R, f(z) =
L und ¢ := ®|(, ), siehe die Vorbemerkung.
Es sei nun die Aussage des Satzes fiir alle k < n — 1 erfiillt.

1. Ist die Aussage des Satzes wahr fiir & und W, so ist sie wahr fiir ¥ o ®.
In der Tat, dies folgt aus ‘ det Jyoop (x ‘ = |det J\p( )) | ’ det Jq;(:l))‘.

2. Ist m: {1,...,n} — {1,...,n} eine Permutation, so ist die Aussage
des Satzes wahr fiir

O:U—0U)=V, x> (Ta1)s-- s Ta(m))-

n
Es gilt ndmlich fiir I = [] I, C V, I, kompaktes Intervall, dass
v=1

/de/\” = [Ji@) =] 110
v=1

Xq;,—l([)d)\n

/
- /Xloq)d)\n
/

X1 (@(m)) } det Jgp () ‘d/\”(a:)
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Hierzu beachten wir, dass die Determinante einer Permutationsmatrix

immer den Betrag 1 hat.

3. (Hier benutzen wir zum ersten mal die Induktionsvoraussetzung) Die
Aussage des Satzes ist wahr fiir jedes ®, welches eine Variable, z.B.
die j-te, unverdndert lasst. Ist j # 1, so betrachten wir ¥(x) :=
(Tj,2, .y Tj1, L1, Tjs1, - ) und @ := ¥ o & o W. Mit 1. und 2.
miissen wir die Behauptung nur fiir ® zeigen, kénnen also annehmen,
dass ® die 1-te Variable unverédndert lésst.

Wir schreiben R” = R x R*~! und

r=(2,2"), 2’ €R, 2" ¢ R" 1,

somit ®(z/,2") = (/, @(x’,x”)).

Wir berechnen, dass

10 0
0
det Jo(2',2") = det | b .,
: @(ﬂf , @)
0
o
= det gx”(m’,x”).

Setzen wir also @, (z") := ®(z/,z"), so gilt
det Jo (', z") = det Jg_, (2").
Es sei Uy = {2 e R"!: (2/,2") € U} und
Vi = &2/, Uy) = @ (Uy) (CR™L

V. ist offen nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion. Mit Fubini und

der Induktionsvoraussetzung fiir ®, erhalten wir

/ (x1 0 ()] det Jo ()| dN" (x)

U
_ / / X1 (&, @ (")) | det g, (") dA" L (2" )dA(x)

R U,

— //XI(SU/,x")d)\”—1<x")d/\(x’):/XId)\n.

R V, v
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4. Tst ® fest, so existiert zu jedem Punkt #(?) € U eine Umgebung U (%)

(mit & > 0), so dass die Aussage des Satzes fiir U.(2(?)) anstelle von
U wahr ist.

Es sei also (0 € U. Da Jp(2(9)) regulir ist, existiert ein j € {1,...,n}
mit 221 (20) £ 0.

Verwenden wir wieder 1. und 2., so kénnen wir ohne Einschridnkung
j = 1 annehmen.

Wir setzen nun ®(z) = (®1(z), z2,...,z,). Wegen

09,

0 1

0 1
Jg(z) = .

0

ist Ji)(:v(o)) reguldr, und der Satz {iber die Umkehrfunktion liefert die
Existenz eines € > 0, so dass

$:U(20) — @(Ug(m(o)))

ein Diffeomorphismus ist. Wegen n > 2 lisst diese Abbildung die zwei-
te Variable unveréindert, und wir kénnen 3. anwenden, die Aussage des
Satzes gilt also fiir ®.

Ist nun U = U.(z©),V = @(Ue(x(o))),w = ® o d (V) so lisst
dod~1: V — W nach Definition von ® die erste Variable unveréindert
(1 = ®1(®(x)) = ®1(P'(x))), die Aussage des Satzes gilt also
nach 3. auch fiir ® o ®~1. Mit 1. gilt dann die Aussage des Satzes fiir
P=(Pod od:U—V.

n
. Um schlieBlich den Satz endgiiltig zu beweisen, sei I = [[ I, C V mit

v=1

I, C R kompaktes Intervall.
Da I kompakt ist, existieren wegen 4. endlich viele offene U, C U,1 <

v<kmit I C |J ®U,), so dass die Aussage des Satzes fiir
1<v<k

o:U, -V, :=9U,),

1 <v <k, gilt. Essel f1:= X1-Xvi = X1nvis fo = XI'Xv,\(Viu..uv,_1) =
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XIN(V\(ViU...uV,_1))s 2 < v < k. Da der Satz fir @ : U, — V,, gilt, folgt

/fydA" = V[fycw :U[(f,,oéﬂdet Jo|dA\™

_ /(f,,o@)]detjq)\d)\".

U

k
Wegen x; = > f, folgt
v=1

/dev = Z/fl,d)\”—Z/(fyotb)\deth>|d)\”
V:lV V:lU

\%4

= /(Xlo@)‘det Jo|dN\"™.
U

Bemerkung 15.2.4 Wir werden die Transformationsregel hiufig in folgen-
der Situation anwenden:

Es sei @ : U — V ein Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen U,V C
R™ K C U kompakt und f: ®(K) — C stetig. Dann gilt

/ F(2)d\"(z / £(®(2))| det Jo () [dA" ()

Diese Version zeigt man einfach mit dem Ubergang zu f : V — C, f(x) =
f(@),x € ®(K), f(z) = 0,z € V\ &(K).

Korollar 15.2.5 Es sei A eine requldre n x n-Matriz, b € R™ und ¢ : R" —
R™ ®(x) = A-x +b. Weiter sei M C R™ messbar und f : M — C messbar.
Dann gilt f € LY (®(M),\") & fod c LY(M,\"). In diesem Fall ist

/f )N (z /f Az + b)| det A| dA"().

Mit A =rE, gilt also insbesondere \"*(rM + b) = r"X"(M) fir alle r > 0.
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rxe M
Beweis. Sei U =V =R", g(z) = f(x) x (M)
0 s x ¢ P(M).
Dann gilt mit der Transformationsformel und Jg(z) = A, dass

/ f(z)d\"(z) = /g(x)d)\"(x) = /g(AaH—b)]detA]d)\”
(M)

R™ R™
= /f(A:c +b)| det A| d\"(z).
M

Ax+b) : xeM
Fiir den letzten Schritt beachte g(Az + b) = JAz£0) O
0 ¢ M.

Beispiel 15.2.6 (Volumen der n-dimensionalen Kugeln)

Wir wollen das Volumen A" (B, (zo)) der Kugel {z € R" : |z — 2| < r} =
B, (zp) bestimmen.

Wir erhalten sofort wegen B, (z9) = rBi(0) + x¢ aus der Transformations-
regel, dass

N (B (20)) = A" (By(0)).

Wir miissen also bloB das Volumen derEinheitskugel B™ := {z € R" : |z| <
1} bestimmen. Es sei also

Ty = AM(B™).

Wir gehen iterativ vor.

Wegen A({z € R: |z| <1}) = A([-1,1]) ist 7 = 2.

Wir verwenden das Cavalierische Prinzip, um die Berechnung von 7, auf
Tn—1 zuriickzufiihren.

Es gilt

Bé’z) = {(z1,..,xp-1) ER" M iaf 4 2l <1—al}

{ V1—22B=D sz, <1

0 Dlan| > 1.
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Also folgt mit Cavalieri, dass

Tn = / V122 BEDY gA(e,)

[_171]

1
—1
:Tnl/\/l—t2n dt.
—1

1 o 5
Nun ist 2¢, := [ (1 — 2" dt = 2 [ sin” zdzx.
1 0

In 11.3.2 hatten wir gezeigt, dass co = §,c1 = 1, und ¢, = "T_l Cn_2,m > 2.
Wir erhalten also

Th = Tn-—1 2Cn:7n—2 2Cn_1 QCn

41y 9 cp—1 Cp.
Im Beweis zu 11.3.2 hatten wir

m

T 2k — 1 2k
CQm—2k11 ok ' C2m+1—k1:[1 2k+17

berechnet. Dies ergibt fiir n = 2m + 1, dass

T m
47y _o —

H 2k—1. 2k
2k:1 2k 2k +1

Tn

9 1 2
= 27Ty,— = — Tp_9.
n22m+1 n n—2

Analog zeigt man fiir gerades n, dass auch 7, = £ 7, o gilt.
Rekursiv erhélt man also

_ m
Tom = —

Ubung: Volumen eines Ellipsoiden.
Wir wiederholen die Definition der Gamma-Funktion

/ e L dN(t).

(0,00)

I':(0,00) = R, I'(x)
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Aus den Identitéiten fiir die Gammafunktion (I'(3) = /7 werden wir noch

zeigen!)
I'k+1) = k!
r(erg) = (veg)r(e+3)
(T
ey 2mtd
- I

erhalten wir

fir alle n > 1.

Beispiel 15.2.7 (Volumen von Rotationskérpern) Es sei [a,b] C R ein In-
tervall, f : [a,b] — [0, 00) stetig und

K:{(xl,...,xn)eR”:\/162—1—...—1—96%_1Sf(xn),ag:rn<b}.

b
Dann gilt \"(K) = Tn,lff(:r:n)”_ldt, hierbei ist 7,_1 das Volumen der
a

Einheitskugel im R* 1.

f(xn) B . g <, <b
K,, =

n

0 : sonst,

also mit Cavalieri

AY(K) = /A”_l(f(xn)B(”_l))d:cn

a

= Tnl/f(xn)n_l dy,.
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Korollar 15.2.8 (Ebene Polarkoordinaten)

Es sei @ : [0,00) x [0,27] — R2 ®(r,) = (rcosp,rsing). Dann ist ein
borelmessbares f : R?> — C genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn F :
[0,00) x [0,27] — F(r,¢) =rf(®(r,¢)) Lebesque-integrierbar ist.

In diesem Fall gilt

/ fdx? = / / f(rcos o, rsin @)rd\(r)dA(¢)
2

[0,27] [0,00)

_ / /f(rcoscp,rsingp)d)\(cp)rd)\(r).

[0,00) [0,27]

Beweis. Es sei U = (0,00) x (0,27),V =R\ ([0, 00) x {0}).
Dann ist ® : U — V ein Diffeomorphismus mit

]deth>(r,<p)| _ ‘det<cos<p —rsm@)‘

sinep  rcose
= |rcos®p +rsinp| =r.
Da R*\V und ([0, 00) x [0,27])\U Lebesgue-Nullmengen sind, erhalten wir

aus der Transformationsregel, dass

/ f@)dX(z) = / F()aN3(x) = / F(®(r, ) rdX2(r )
R2 Vv U

- / £(®(r, @) rdX2(r, ).
[0,00)x[0,27]

Mit dem Satz von Fubini folgt die Behauptung. O

Korollar 15.2.9 (Rotationssymmetrische Funktionen)

Es sei f : [0,00) — C messbar, g : R* — C,g(z) = f(|z[). Dann ist
g LN e r—rf(r) in £1([0,00),\).

In diesem Fuall gilt

/f(]a:\) d)\z(:c):27r / rf(r)dA(r).

R2 [0,00)
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Beispiel 15.2.10 J/ ﬁ d\?(z) existiert genau dann, wenn
{o<|z|<R}
1
2m / L dr = or / dr
ro ra—1
(0.R] (0,R]

existiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn o — 1 < 1, also a < 2.

Insbesondere existiert also [ ﬁ d\?(z).
{o<|z|<R}

Beispiel 15.2.11 (Beta-Funktion)
Wir betrachten noch einmal die Gamma-Funktion

I':(0,00) = R, I'(z) = / e L a(t).

(0,00)

Eine andere spezielle Funktion (die auch in der Stochastik eine Rolle spielt)
ist die so genannte Beta-Funktion

B:(0,00) x (0,00) = R,  Bla,y) = /t“f_l(l—t)y_ld)\(t).

(0,1)

Wir wollen nun die Formel

zeigen.

Wir benétigen einige Vorbereitungen. Es sei
m .9
@ : (0, 5) — (0,1), ©(z) = sin” z.

Dann ist ¢ ein Diffeomorphismus mit |¢’(2)| = 2sin z cos z und es folgt mit

der Transformationsregel
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2 / (sin 2)%* L (cos 2)# L d\(2)

(0,3)

= /(sinz)Z(x_l)(cosz)Z(y_l) (2sin z cos z) dA(z)

0,3)

- / o(2)" 1 (1 - ()" |9 (=) dA(2)

2. Es sei ¢ : (0,00) — (0,00), ¢(r) = r2.
Dann gilt wieder mit der Transformationsregel fiir s > 0

/ p2s—lg=r? d\(r) =

(0,00)

1
3 / p2(s=1) =% 9 d\(r)
(0,00)

= 5 [ e el e
(0,00)

_ 1 s—1 —t _1

= 3 /t e d/\(t)—QF(S),

(0,00)

es folgt also

1
/ Bla,y) r** e dA(r) = 3 B@,y) Iz +y)
(0,00)

fir alle z,y > 0.
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Wir erhalten nun aus 1. und 2. mit Polarkoordinaten und Fubini:
1

= / B(w,y) r2x+2y—1 6—7"2 d}\(,,,)
(0,00)

N

=l

/ 2 / (sin 2)22 7! (cos 2)2Y 7L dA(z) P22+t e dA(r)

(0,00)  (0,3)

=2 / (rsin 2)%* 71 (r cos 2)% 1 e dA(z)d\(r)
(0,00) (0,%)

= 20—1 ,2y—1 —(t2412) 712
Polarkoordinaten 2 / tl t2 e 120 dA (tlatQ)

(0,00) % (0,00)

Fubini 2 / 1! et dA(t1) - / tgy_l et dA(t2)
(0700) (0,00)

> ST@TE).

Wir erhalten aus

B(z,y) =2 / (sin 2)%*7! (cos 2)2 L dA(2),

(0,3)
dass L1
= 1 =
B( -, 2) P / A\ =7
(0,3)
und somit Lo
re?
ra
also .
r(y)=vr
was wir vorher schon verwendet haben. Mit 2. (setze s = %) ergibt dies

iibrigens auch

/ e dA(t) = /.

R
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Korollar 15.2.12 (Rdumliche Polarkoordinaten)
Es sei @ : [0,00) x [0,7] x [0, 27] — R3,

O(r,9,¢) := (rsind cos ¢, rsindsin @, r cos ).

Dann ist ein borelmessbares f : R? — C genau dann Lebesque-integrierbar,
wenn F : [0,00) x [0,7] x [0,27], F(r,9,¢) = r*sin 9 f (®(r, 9, )) Lebesgue-

integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/fd)\3 = / / / f(rsin g cos g, rsindsin @, r cos ¥)r? sind dA(r) dA(9) dA(p).

R3 [0,27] [0,7] [0,00)

Beweis. Analog wie bei den ebenen Polarkoordinaten unter Beachtung

J<I> (Ta 195 QD)

sindcosp rcosvcosp —rsindsineg

sin¥siny rcost¥sing  rsindcosp

cosY —7rsind 0

und
‘ det Jg(r, I, @)‘ = 72 sin 4.

Korollar 15.2.13 (Rotationssymmetrische Funktionen)

Es sei f : [0,00) — C borelmessbar, g : R* — C, g(z) = f(|z|). Dann ist
ge LN e r—r?f(r) in £1([0,00),\).

In diesem Fuall gilt

/f(\:cD d/\?’(x):élﬂ / f(r)er)\(r).
R3 )

[0,00

=2 O

Beweis. / d\(p) = 2, / sind d = — cost ;r

[0,27] [0,m]



424 INTEGRATION

15.3 Kurven

Wir haben in 12.2.5 stiickweise stetig differenzierbare Kurven definiert:
Es sei v : [a, 8] — K" eine stetige Abbildung. v heifit stiickweise stetig
differenzierbare Kurve, falls a =t < t; < --- < t, = [ existieren, so dass

~ [ty,tys1] = U, 0<v<n-1,

[tV7tV+1] ’

stetig differenzierbar ist. Wir wollen diese Definition nun verallgemeinern.

Definition 15.3.1 Eine Kurve im K" ist eine nichts anderes als eine stetige
Abbildung 7 : I — R"™, wobei I ein Intervall ist. |7y| := v(I) heifit die Spur

von .

Bemerkung 15.3.2 Eine Kurve ist die mathematische Abstraktion der Be-
wegung eines Teilchens im Raum, y(¢) € R? sei hier der Ort des Teilchens
zum Zeitpunkt ¢. Beispiele von Kurven sind Loésungen von gewodhnlichen
Differentialgleichungen.

Beachte, dass man nicht v mit der Punktmenge || gleichsetzt!

Beispiel 15.3.3 i) v : [0,27] — C,v(t) = e = cost + isint hat als
|v] = {z € C: |t| = 1}, aber ebenso gilt mit 5 : [0,47] — C,5(t) =
e~ dass |7 = ||, aber offensichtlich ist y # 7.
~ durchléuft den Kreis nur einmal, und zwar im so genannten positiven

Sinn, 4 durchlduft den Kreis zweimal, und zwar im negativen Sinn.

ii) (Ellipse)
Es sei v : [0,2n] — C,~(t) = acost + ibsint oder v : [0,27] —
R?, () = (acost,bsint), wenn man C mit R? identifiziert.
X

2 2
Dann ist |v] = {(x1,22) € R : 7 + 7% = 1}, also eine Ellipse.

iii) (Weilsche Parabel)
7R = R? () = (8,17).

iv) (Schraubenlinie)
Es sei 7,h > 0,7 :R — R3, ~(t) = (rcost,rsint, ht).
Die Spur || liegt in dem Zylinder

{(x1, 29, 23) : o2 4ok = 7"2}7

2mh heifit die Ganghthe von ~.
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Definition 15.3.4 Es sei v : I — K" eine differenzierbare Kurve (d. h.
nichts anderes als eine differenzierbare Abbildung!). Dann heifit +/(¢) der

Tangentenvektor der Kurve zur Parameterstelle ¢ und |y/(¢)| die Geschwin-
digkeit, im Falle 7/(t) # 0 heift

1
L0 = L)

der Tangentialeinheitsvektor zur Parameterstelle .

v (t)

Wir wollen nun einer Kurve eine Lénge zuordnen.
Sind a,b € K" und ist 7 : [0,1] — K", v(t) = (1 — t)a + tb, so soll natiirlich
£(7y) := |b — al sein.
In diesem Fall erhélt man

k

) =lb—al=  sip > |y(ts) = y(ts-1)

O=to<t1<-t)=17,"1

Y

wie man leicht ausrechnet.

Ist nun einen beliebige Kurve v : I — K" gegeben, so approximiert man -y
durch Streckenstiicke und definiert die Lénge von v als das Supremum der
Summen der Lingen dieser Strecken. Betrachten wir Kurven als mathema-
tische Abstraktion der Bewegung eines Teilchens im Raum so ist die Linge
der Kurve gleich der Wegstrecke, die dieses Teilchen zuriickgelegt hat.

Definition 15.3.5 Es sei v : I — K" eine Kurve, dann heif3t
n
l(ry) = sup{z |7(tl,) —W(tu—l)‘ ra<tyg <<t <B, ke N}
v=1

die Linge von . Hier ist a der linke Rankpunkt und 3 der rechte Randpunkt

von 1.

Satz 15.3.6 Es sei v : [, 5] — K" eine stiickweise stetig differenzierbare
Kurve. Dann gilt

MF/MWW@z/WWWWW)
(e, 5]

(e8]
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Beweis. Wir erhalten sofort aus Stetigkeitsgriinden

k
KW)me{E:Pﬂn)—vﬁwqﬂ:a=to<-~<tk=ﬁ,keN}

v=1

und konnen ohne Einschrankung annehmen, dass die Unstetigkeitsstellen
von 7' in den Stellen {¢tg,...,¢x} enthalten sind, ansonsten fiigen wir sie

hinzu.

Wir erhalten sofort aus dem HDI, dass

INA
—
2
=
A
~
I
—
2
=
A
>
=

Fiir die andere Ungleichung geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes € > 0 ei-
k

ne Zerlegung o = tp < ... < t; = [ existiert mit » |7(tl,) — v(t,,,l)’ >
v=1

[ Y @®)]da) —e.

[, 3]

Hierzu wéhle man a = tg < ... < tx = [ und eine Treppenfunktion
k

> TuX(t,_y,t,) Wit

v=1

te(ty_1,t), 1<v <k



Kurven 427

Mit dem HDI folgt

kot
Z|7 ly— 1)‘—;‘tV[1’y(t)dt’

v=1 tu 1
ty
>Z/’Z$1th Lt ‘dt—f
v= 1t
>Z/h 0] - leth L () =~ (t)] dt
v= 1tu )
<2
B

2/}7’@) dt—g—g

a

Jetzt konnen wir tatséchlich ein paar Bogenldngen betrachten.

Beispiel 15.3.7 i) Es sei 7 : [0,¢9] — R?,~(t) = (rcost,rsint). Dann gilt

) = /W(t)!dt:
0
- /\/(—rsint)2+(rcost)2dt
0

= T‘to.

Der Umfang des Kreises mit Radius r sollte also 27 sein, dies werden wir

spéater noch genauer betrachten.
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ii) Es sei a > b > 0,7 :[0,27) — R2 4(t) = (acost,bsint).
Dann gilt

V()] = Va2sin? ¢ + b2 cos? ¢

= a\/1—e2cos?t,

wenn €2 =1 — Z—z. Das entstehende Integral ist nicht elementar berechenbar,
es handelt sich um ein sogenanntes elliptisches Integral.
iii) Es sei f : [a,b] — R""! stetig differenzierbar und

v fab] = RY, (8) = (¢, £(2)-

Dann gilt wegen ~/(t) = (1, f/(t)), dass

b
o) = / VIt PPt

a

Ubungen: Schraubenlinie

Wir kommen nun zum wichtigen Begriff der Umparametrisierung einer

Kurve.

Definition 15.3.8 Eine stetig differenzierbare Abbildung o : I — J eines
Intervalles I auf ein Intervall J heifit Parametertransformation, wenn o bi-
jektiv und die Umkehrfunktion ebenfalls stetig differenzierbar ist. o heifit
orientierungstreu, falls ¢/ > 0, und orientierungsumkehrend, falls o’ < 0. Ist
v : I — K" eine Kurve, so ist

8:J— K", ﬁ::’yoo_l,

eine neue Kurve mit derselben Spur, sie heifit Umparametrisierung von -y
mittels o.

Satz 15.3.9 Ist v : [ — K" eine Kurve und o : I — J eine Parameter-
transformation, so gilt £(y) = £(y o o~1Y), die Bogenlinge ist also invariant

unter Parametertransformationen.
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Beweis. Es habe I die linke Grenze o und die rechte Grenze 3 und J habe
die linke Grenze o’ sowie die rechte Grenze 3’. Da o streng monoton und
stetig ist, gilt

Uy) = sup{Z"y(tl,)—’y(t,,_l)} <ty <...<tp<p, keN}
v=1

= sup { Z ’7(0_1(5,,)) — 7(0_1(31,,1))‘ ol <sp< ... < s < [3'}
v=1

= ((yoo ).

Im Falle, dass v stiickweise stetig differenzierbar ist, kénnen wir mit der

Transformationsregel argumentieren:

)= [ Wolao = [ el olaw
(

o,3) (o,3')

_ / (0 0 1Y(1)] dA(2).
(@/8)

Bemerkung 15.3.10 i) In grofien Teilen des obigen Abschnitts kénnen wir
K™ durch einen beliebigen vollstéindigen normierten X ersetzen.
ii) Aufgrund der Invarianz unter Parametertransformationen kénnen wir fiir
eine (stiickweise) stetig differenzierbare und injektive Kurve v : I — K" die
Lénge der Spur definieren, wir setzen s1(|y|) := £(7y). Damit erhalten wir,
dass der Einheitskreis den Umfang 27 hat. Eine Verallgemeinerung wird sich
im Kapitel iiber Integration aud Mannigfaltigkeiten finden, sieche auch den
Rest dieser Bemerkung.
iii) In 12.3.12 hatten wir fiir eine stetige Abbildung w : U — Z (X, E) (ei-
ne so genannte Pfaffsche Form) und eine stiickweise stetige differenzierbare
Kurve

v : |, ] — U das Kurvenintegral

B

[w= [wbw)6rw)

«
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definiert. Dieses Integral ist invariant unter orientierungserhaltenden Para-

metertransformationen: Ist also o : [, 3] — [/, f] mit ¢/ > 0, so gilt

,
[ = [ebie @) Geo )

~yoo—1

und ist o’ < 0, so gilt

/ - /a w(7(5)) (7 (5)) ds
B

’700’71

Diese Kurvenintegrale finden Verallgemeinerungen im R¥, die so genannten
Integrale {iber k-Formen.

Wir wollen uns hier zunéchst um Integrale kiimmern, die orientierungsu-
nabhéngig sind! Insbesondere wollen wir den Umfang und die Oberfliche
von geometrischen Gebilden im R? und R? definieren und berechnen! Wir
wollen hier geometrische Gebilde, so genannte Mannigfaltigkeiten, definie-
ren, welche zum Beispiel Kugeloberflichen, Oberflichen von Ellipsoiden usw.
enthalten.

15.4 Mannigfaltigkeiten

Der Rest dieser Vorlesung folgt der Struktur des Lehrbuches Forster, Ana-
lysis III.
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Definition 15.4.1 Eine Teilmenge M C R™ heifit k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R™, wenn es zu jedem Punkt xg € M eine offene Um-

gebung U C R" von zg und stetig differenzierbare Funktionen fi,..., fn_x :
U — R gibt, mit
) MNU={ueU: fi(x)=...= fo_i(z) =0},

ii) Rang Jf(v0) =n —k, wobei f: U = R f=(f1,..., fa—k)
Bedingung ii) bedeutet gerade, dass

oh o

(:[;0) - P (1'0)
0z, o0z,
1o for) (wo) := Jp(wo) = : :
o(w1,...,T,) O fo_i O fr—k
o ) Ty, (@)

grad fi(xo)

grad f,_x(xo)

Hochstrang hat oder dass grad fi(xo), ..., grad f,—r(zo) linear unabhéngige
Vektoren im R" sind.

Die (n — 1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten M heiflen Hyperflichen,
hier ist also n — k = 1, also gibt es zu jedem Punkt x¢g € M eine Umgebung
U von zyp und f : U — R stetig differenzierbar mit M NU = {x € R" :
f(z) = 0} und mit grad f(zg) # 0.

Beispiel 15.4.2 Standardbeispiele fiir Hyperflichen sind fiir n > 2
S li={r e R":|z| =1} (die (n — 1)-dimensionale Einheitskugel),

also S'={z eR?: |z| =1}, S2={z e R3:|z| =1}.
Hier kann man U =R, f : U — R, f(z) = (3_I_; 22) — 1 wihlen. Es gilt

namlich

grad f(z(¥) = 22" 220 £ 0 fiir alle 20 e g7,
1 n

)

Ein weiteres Beispiel ist die Oberfliche eines Ellipsoiden, also mit aq, . .., a, >

0,r>0

n
.%'2

M:{xER”:Z ”:rZ},

2
(6
v=1 Y
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auch hier reicht wieder eine definierende Funktion, etwa f : R” — R, f(z) =
n

(> 2—125) — 72, aus.
v=1 "
Es seien ggpi1,...,9n : R¥ — R stetig differenzierbare Abbildungen, g =

(gk+17 .. ;gn) : Rk - Rnik-
Dann ist

M :=graph(g9) ={z € R" 1 2y = gy(x1,...,21),k+ 1 < € <n}

eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R". Hierbei wihle man f; :
R™ = R, fo(x) = ge(x1,...,28) — 2z, k+1 < 0 <.

Wegen grad fg(ﬂf(o)) = (g—fﬁ (o), .-, % (9),0,...,0,—1,0,... ,O) (mit der
—1 an der ¢-ten Stelle) sind

grad f41(z(?), ..., grad f,(z(*)
linear unabhéngig.
Ist 7 : {1,...,n} eine Permutation, gr(x4+1),---,9r(n) : R*¥ — R stetig
differenzierbar, so ist auch
M = {33 eER™: Lr(e) = gﬂ'(é)(xw(l)¢ e 7xr(k))7 k+1<l< n}

eine Untermannigfaltigkeit von R, sie entsteht aus obigem M durch Um-

nummerierung der Koordinaten.
Ein mehr konkretes Unterbeispiel ist das folgende

Beispiel 15.4.3 Es sei [ ein offenes Intervall und g : I — R stetig differen-
zierbar.

Dann sind
{(z,9(z)) e R*:z €I} und

{(9(z),z) eR*:z €1}

eindimensionale Untermannigfaltigkeit von R2.

Natiirlich kann man nicht jede Mannigfaltigkeit als Graph einer Funktion
darstellen, wie schon S = {z € R? : 22 + 23 = 1} zeigt.

Aber es gilt:
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Satz 15.4.4 FEs sei M C R" eine k-dimensionale Umkehrfunktion und x €
M. Dann gibt es nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten offene
Umgebungen

U von (z1,...,z3) = 2’ in R* und

U" von (Tpgts..., o) = 2 in R*F

sowie eine stetig differenzierbare Funktion g : U' — U" mit
MA@ xU") ={(y,y") €U xU":y" = g(y/)}
/!

W =W uk)s V' = Whits 5 0n))-

Beweis. Es sei 2 € M, f = (fu41,..., fn) : U — R"* wie aus der Definiti-
on der Untermannigfaltigkeit.

Dann hat Jy(z) den Rang n —k, es gibt also 1 <1 < iy <... <inp<n
Ot 1w fn) )

Nach Umnummerierung kénnen wir i1 = k+ 1,90 = k+ 2,...,ip_r = n,

mit

annehmen.

af, .. . . . . 8(fk+17...,fn)
Da %‘; stetig ist, konnen wir ohne Einschriankung annehmen, dass Motz (y)

regulér fiir alle y € U, ansonsten verkleinern wir U entsprechend.
Mit dem Satz iiber implizite Funktionen erhalten wir Umgebungen U’ von
2/, U" von x mit
MU xU") = {(y,y") el xU": f(y,y") =0}
— {(y/’y//) c U/ X U// . y// — g(y/)}

mit einem ¢ : U’ — U” stetig differenzierbar. O

Wir wollen nun daran gehen zu zeigen, dass sich Mannigfaltigkeiten lokal

wie Ebenen verhalten.

Satz 15.4.5 Es sei
Ek:{xeR”:ka:...:xn:O}:{(ml,...,xk,o,...,O):xVER}

(Ey, ist eine k-dimensionale Koordinatenebene).
M C R"™ ist genau dann eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, falls zu
jedem x € M eine offene Umgebung U C R™ von x und ein Diffeomorphis-

mus F': U — V existiert mit

F(MNU)=E,NV
(oder M NU = F~Y(E,NnV)).
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Beweis. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, und es sei
x € M. Nach obigem Satz existieren U’,U"” und g mit M N (U’ x U") =
{W, ) el xU":y" =g(y)}.

Sei U :=U xU"und F : U — R" F,y") = (,y" — g(t/)). F ist
injektiv, Jr(y',y") hat untere Dreiecksgestalt mit Einsen auf der Diagonale,
also ist Jp(y',y") reguldr. Mit dem Satz iiber die Umkehrfunktion ist also
F:U — F(U) =:V ein Diffeomorphismus. Weiter gilt

FUENV) = {(/.y") €U :Fly.y") € By}
= {(J,y)eU:y" =g9(y)} =MnU.

Ist andererseits x € M,U und F = (F,...,F,) : U — V wie angegeben.
Dann gilt

MNU=FYE,nV)={xecU: F(z)=...=F,(z) =0}.

Weil M (z) Hochstrang hat, hat auch CCIESEN 0] (z) Hochstrang. O

(®1,0s%n) O(T1,Tn)

Wir wollen nun eine noch einfachere lokale Darstellung von Untermannigfal-
tigkeiten beweisen, faktisch bendtigt man namlich, dass obiges F' gar nicht
auBerhalb Fj = RF definiert ist.

Definition 15.4.6 Es sei Q C RF offen. Ein stetig differenzierbares ¢ =
(P15--5¢n) = @ = R™ (n > k) heifit Immersion, falls Jy(z),z € Q,
Hochstrang (also = k) hat.

Lemma 15.4.7 Es sei Q C R* offen und ¢ = (p1,...,0,) : Q@ — R"
eine Immersion. Dann ¢ibt es zu jedem & € §) eine offene Umgebung W
von &, so dass M := (W) eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und
0 : W — M bijektiv, stetig und o~ : M — W ebenfalls stetig ist. Man sagt,
@ ist ein Homdomorphismus zwischen W und M.

Beweis. Da J,(§) Hochstrang hat, kénnen wir nach eventueller Umnum-
merierung der Koordinaten im R” annehmen, dass
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reguldr ist, also existiert mit dem Satz iiber die Umkehrfunktion eine offene
Umgebung W von ¢ in R¥, so dass (¢1,...,01) : W — V C RF ein Diffeo-
morphismus ist.

Esseinun ®: W xR*"™* -V xR &= (&,...,0,), mit

D, (z1,...,xn) =@u(x1,...,21), 1<v<k
S, (21, xn) =pu(T1, ... xp) + 20, k+1<v<n.

Dann ist ® ein Diffeomorphismus von W x R*%* — ¥V x R** und

(B, N (W x R"™F)) = (W) = M.

Somit ist M nach Satz 15.4.5 eine Mannigfaltigkeit. O

Beispiel 15.4.8 Es sei @ = R und ¢ : R — R? ©(t) = (cost,sint). Dann
ist ¢ eine Immersion, ¢ ist aber nicht injektiv! Ist allerdings I C R ein
offenes Intervall, so ist ¢(/) eine Mannigfaltigkeit.

Satz 15.4.9 (Parameterdarstellung)

M C R"™ ist genau dann eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn
es zu jedem x € M eine in M offene Umgebung V- C M wvon x, eine offene
Menge W C R¥ und eine Immersion o : W — V gibt mit ¢ bijektiv, !

stetig.

Beweis. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R", x €
M. Dann gibt es nach Satz 15.4.4 U’ ¢ R*, U" c R" %, g : U' — U” stetig
differenzierbar, so dass (wie dort beschrieben) in einer Umgebung von z gilt,
dass

MU xU") ={W,y)eU xU" -y =g}

Essei V:i=Mn U xU"),W :=U'. Dann ist ¢ : W — R"™ mit ¢(y) =
(y, g(y)) eine Immersion, welche W homoomorph auf V' abbildet. Die andere
Richtung folgt aus obigem Lemma. a
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Bezeichnung 15.4.10 Der Hom&omorphismus

@ : W — V heifit Karte oder lokale Parameterdarstellung von M.

Satz 15.4.11 Ist M C R" eine Untermannigfaltigkeit, Q; C R™ offen,
@thj—>VjCM, =12,

2wet Karten mit Vi NVy =V # ().
Dann sind M; := tpj_l(V) C Q; offen, und T := @, o1 : My — My ist ein

Diffeomorphismus.

Beweis. V ist offen in M, also ist M; = ¢~1(V;) als Urbild unter einer
stetigen Abbildung wieder offen. Als Verkniipfung zweier injektiver Abbil-
dungen ist 7 injektiv und nach Definition von M auch surjektiv.

Nach dem Umkehrsatz miissen wir nur noch nachrechnen, dass ¢ Loy
stetig differenzierbar ist und J%lwl () regulér ist fiir alle z € M. Dazu
sei x € M7. Analog wie im Beweis von 15.4.7 finden wir Umgebungen M;
von z in R* M, von gpgl (4,01(:1:)) in RF und U C R" offene Umgebung von
¢1(x) sowie Diffeomorphismen

(I)jiMj XRn_kHU
mit
@j’MjX{O} = SOJ‘M]’ ‘7 = 1’2
Dann ist @510¢1 : Ml xRk Mg x R"* ebenfalls ein Diffeomorphismus.

Es gilt also, dass

siehe Definition von ® ; J@—lowl (.%‘) 0
Jp-1op (x1,...,2k,0,...,0) = 2
5 1
A B

regulér ist. Damit ist auch
J(p;lwl (x)

regulér. O
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15.5 Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Es sei k € (0,n] nicht notwendig eine natiirliche Zahl. Fiir eine Borelmenge
M C R" kann man definieren

sp(B) = 1 ig%inf{g (% diamAy>k :BC VLJ\]AV’ diam A, < (5}.

Hierbei ist 7, = im Falle £ € {1,...,n} ist 7, das Volumen der

o
r(5+1)

Einheitskugel in R*) und diam(A) := sup, ,ea |7 —y| der Durchmesser einer
Menge A C R™. Man kann zeigen, dsss s, : Z(R™) — [0, +o0] tatsichlich
ein Borelmafl ist, das so genannte Hausdorffmafl zur Dimension k. Dieses

Maf} hat folgende Eigenschaften:

«) Es ist invariant unter Translationen, orthogonalen Transformationen
(d.h. unter ldngentreuen linearen Abbildungen), also auch unter der
Vertauschung von Koordinaten.

B) sk(AB) = [AFsi(B), A € R,

v) Ist R* mit {(ml,--' X, 0,04 ) 1 xy, € ]R} = F identifiziert, so gilt
M(B) = sx(B), B C R* borelmessbar.

sk(B) heifit k-dimensionale Fléche von B, im Fall £ = 2 spricht man einfach

von Flache, im Falle £ = 3 von Volumen.

0 falls si(B) = 0 fiir alle £ > 0
sup{k > 0: sx(B) > 0} falls ein k > 0 existiert mit sx(B) >0

dimh(B) = {

heifit iibrigens die Hausdorffdimension von B.
Es gilt dim(B) = s = si(B) = +oo fiir alle k < s.

Mehr oder weniger analog zur Transformationsformel kann man fiir eine

injektive Immersion ¢ : W — R™ (W C RF offen) zeigen, dass

si(p(W)) = [ (et 1o () (o) - (2)

w

oder allgemeiner

/ Fdsy, = / £ (p(@)) et Jo(@)' T () N ().
(1) i
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Wir beachten, dass im Falle k = n wegen s = A* und

| det Ty (x)| = y/det J ()1 ()

wir gerade die Transformationsregel zuriick erhalten. Man vergleiche auch
die in 15.3.6 bewiesene Formel fiir die Kurvenlédnge.

Bezeichnung 15.5.1 det J,(z)"J,(z) heifit iibrigens Gramsche Determi-

nante von .

Wir wollen (um eine Diskussion des Hausdorffmafies und den Beweis obiger
Formel zu vermeiden) die rechten Seiten zur Definition der Flidche bzw. des
Integrals iiber einer Mannigfaltigkeit M verwenden.

Wir wollen nun das Integral iiber einer allgemeinen k-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit M C R™ erklédren, die von endlich vielen Karten iiberdeckt
wird. Dies werden wir ab jetzt voraussetzen. Wir gehen in zwei Schritten

vor:

i) Es sei zuniichst ¢ : W — V € M (W C RF offen) eine Karte und
f+ M — C messbar mit f|yny = 0. Dann heiit f integrierbar {iber
M, falls

/f VIol@)t () AN (2)
existiert, und wir setzen

/f%wz/f@ﬂ%@%Z/fw@DM%@%%®M“@)
M M w

Wir miissen noch zeigen, dass obige Setzung wohldefiniert ist, also dass
die Definition nicht von der Wahl der Karte abhéingt.

Dazu sei ¢ = W — V C M eine weitere Karte mit V NV # § und
f]M\Vm/ = 0. Indem wir zu V NV iibergehen, kénnen wir V = V
annehmen.

Dann gibt es einen Diffeomorphismus 7 : W — W mit @ =por (also
T=¢p o).

Dann gilt mit der Kettenregel

J@ (HT)tJ@(CU) = JchT (x)thc,T (w)
Jr (@) I (7(2)) T (7(2)) T2 (),
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also

\/det Jo(@)tJp(x) = | det J-(z)| \/det Jy (T(m))thp (t(x)),

und es folgt mit der Transformationsregel

/ F((2)) [ det Ty ()t Ty (x) dN* ()
i

= /f(gp(?(x))) \/det Jy (T(m))th, (T(;U)) ‘ det J-,—(.Z‘)‘ d)\k(:c)
1774

_ / F (o)) /et () T () AN ().
w

ii) Wir betrachten nicht den allgemeinen Fall, sondern setzen voraus,
dass es endlich viele Karten gebe, welche M iiberdecken, diese sei-
enpj:W; =V, CM, j=1,...,m.

Wir wihlen messbare Funktionen «; : M — R mit den Eigenschaften
a) 0< Qj < 1, aj|M\V]- EO,

B) i a; = 1.
=1

Beispielsweise kann man o := xv;, @ = xv;\(u..uv;_y). J > 1, set-
zen.

Dann heifit ein messbares f : M — C integrierbar iiber M, falls
fxv;, 1 <j <m,iiber M integrierbar ist (siehe i)).

Wir setzen dann

/ Fdsy, = / F(@)dsi(z) ::Em: / o (2) f () ds(x).
M M J=lyp

Man zeigt leicht, dass die Definition unabhéngig von der Wahl der o
ist.

Definition 15.5.2 Ist M C R" eine Untermannigfaltigkeit, A C M messbar,

So sel

) = [dsula) = [ xala) dsa(a)

A
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die k-dimensionale Fliache von A.
A C M messbar heifit k-dimensionale Nullmenge falls s;(A) = 0.

Beispiel 15.5.3 i) Es sei I C R ein offenes Intervall, ¢ : I — R"™ eine
injektive Kurve mit ¢'(t) #0,t € I.
Dann ist ¢(I) =: M eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von

R"™, und es gilt

s1(0) = [ Vet ) dt = t(o(1).
I

ii) Essei S! = {x € R?: |z| = 1}. Wir betrachten zwei Karten 1, @2 von

S1, namlich

01 :(0,21) — S, p1(t) = (cost,sint)
@9 i (—m,m) — S, pa(t) = (cost,sint).

Diese Karten iiberdecken St. Fiir 2z € S sei

al(x):{ 1 :z21<0

0 : sonst

s1(SY) = /al(x)+oz2(:z:)dsl(x)

Sl

- /O‘l(@l(t))\/dethm(t)tJm(t)d)‘(t)

(0,27)

[ aa(ealt)) ydet T (01 (0) (D)

(771'7“—)
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iii)

iv)

Der Umfang oder die eindimensionale Fliche von S! ist also 27!
Man kann noch geschickter argumentieren.
Da SM\¢1((0,27)) = {(1,0)} eine eindimensionale Nullmenge ist, gilt

/\/dethl o (8) dt = /d

(0,27)

(Rotationsflichen) Es sei I ein offenes Intervall und f:1I— (0,00)
Stetig differenzierbar. Die Menge M := { z,y,2) €ER3: 2z € I,2° +

= f(z } heifit die mit f gebildete Rotatlonsﬂache sie ist eine
zvveldlmensmnale Untermannigfaltigkeit des R3, welche bis auf eine
zweidimensionale Nullmenge durch die Karte

®:1x(0,2m) = R3, @t ) = (f(t) cos, f(t)singp,t)
dargestellt wird. Da
f'(t)cosp —f(t)sing

Jo(t,p) = | f'(t)sing  f(t)cose
1 0

erhalten wir

VIe(t, o)l Ja(t, @) = f(1)V/1+ f/(1)2.

Daher berechnet sich ihre zweidimensionale Flache mithilfe des Satzes

von Fubini als

5(M) = / / SOV P2 dAE) dA()

(0,27) I

_ 27r/f(t)\/1+f’(t)2d>\(t)
I

(Fliche von Graphen) Es sei W C R"™! offen, F : W — R stetig
differenzierbar.

M = graph(F) = {(z1,...,2n) EW xR" ' 12y, = F(z1,...,20-1)}

ist dann eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™, also
eine Hyperfliche mit der Parameterdarstellung

W — M, (x1,...,Zp-1) (:Ul,...,:vn,l, F(:L“l,...,xn,l)).
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Wir berechnen

1 0]
1 En—l
1
1
Jo(x) = o . =
1
bt
OF oF
67:1 (z) 1 (z)

und

Jo(2)" Jo(2) = (Ep1,0)) ( Fna ) :

also mit dem unten angehiingten Lemma

Vet Jo ()t Jp () = /det(Ey_1 + bbt) = \/1 + btb = \/1 + |grad F(x)|2,

somit

Sp—1(M) = / \/1 + }grad F(m)}2d)\”_1(:v).
W

Lemma 15.5.4 Fira,b e R™ gilt

t -1 ¥ t
det(E, + ab’) = —det =1+a'b.
a FE,

Beweis. Es sei a = (aq,...,a,),b0=(61,...,0n)-
Ist 0 der Nullvektor im R", so gilt zunéchst

. 1 —1 W
det(E,, + ab’) = —det = —det
0 E,+ab a E,

-1 b
wobei die letzte Identitdt dadurch entsteht, dass man in ( 5 ) das
a n

ai-fache der ersten Zeile zur (i + 1)-ten, ¢ = 1,...,n, hinzu addiert.
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Der Entwicklungssatz von Laplace, angewendet auf die erste Zeile, liefert

-1 b
det< ) = —1+Z k+1 Brdet(a,e1,...,ex—1,€x41,---

uen)
a FE,
n
=—-1- Z (—1>k (—1)k ﬁk det(el, vy C—1,Q,€41,- - ,en),
k=1
und zu zeigen bleibt det(eq, ..., ex_1,a, €511, .., €n) = Q.
Dies folgt aber aus
n
det(e,...,ex_1, Zageg, Chtls---s6n) = det(er,...,ex_1, k€L, €Lt1,---

{=1

+ det(eq,...,ek_1, Zozgeg, €kils- -

£k
= Q.

Satz 15.5.5 Fir r > 0 set H, : R" — R", H.(z) = rx. Ist M C R"”
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so ist H.(M) ebenfalls eine. Ein
messbares f : H.(M) — C ist genau dann iber H,(M) integrierbar, wenn

f o H,. iber M integrierbar ist.

In diesem Fuall ist
/ f(x)dsg(x —r/frx ) dsg(x

H, (M)

Insbesondere s (Hy(A)) = r¥sp(A), A C M borelmessbar.

Beweis. Ist ¢ : W — V C M eine Karte von M, soist ¢ : W — H, (V)

H.(M), ¢ := H, o ¢, eine Karte von H,(M). Und umgekehrt, ist @
V C H.(M) eine Karte, so ist ¢ := Hi1 o ¢ eine Karte von M. Es gilt

Js(x)tT5(x) = r¥\ /T (x)t ().

Hieraus ergibt sich die Behauptung nach Definition des Integrals.

W —

,€n)
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Satz 15.5.6 FEs sei f: R™ — C Lebesgue-integrierbar.

Dann ezistiert eine Nullmenge N C [0,00), so dass fiir aller € [0,00)\N f :
rS"t — C integrierbar ist ("1 = {x € R" : || = 1}, rS" ! = {z € R" :
|x| =r}), und es gilt

/f ) dA™ (x //f §) dsp—1(&) dA(r)

[0,00) rST—1

:/ /f(rg)dsn—l(f)rnld)\(r)~

[0,00) St

Beweis. Es sei Hy = {z € R" : 2, >0} und H_ = {x ¢ R" : z,, < 0}. Da

/f ) AN (z /f ) AN (z /f ) dN(z

geniigt es, die beiden rechts stehenden Integrale zu berechnen, wir tun dies
mit dem linken der beiden, das andere behandelt man analog.
Essei U = {¢ € R" ! : [¢] < 1} und der Diffeomorphismus

®:U x (0,00) - Hi gegeben durch
D (&g, 6n1,m) = (&, 11,/ 1 — [E?).

Dann gilt ‘det Jo (& ,7‘)‘ = \/TW (Entwicklung nach der letzten Spalte),
mit der Transformationsregel und Fubini folgt also:

[r@arw = [ e/ TR
Hy

U x(0,00)

nfl

e e

- / / Frer /T IEP) de—l@dw»

[0,00)

Wegen des vorherigen Satzes geniigt es zu zeigen, dass mit M, = {£ €
Sl g, > 0} gilt

1

f(ré) dsp—a( F(ré,r /1= 1€P) ——= a1 (¢).
[ [

Wir setzen dazu F : U — R, F(§) = /1 — |£]2.
Dann gilt

M, = graph(F) = {(&.F(©)) : € € U}
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und erhalten

[ 108 501 = [ £0r(€F©)) 1+ [eradF O] ax (o
M, U

= [ soervI=TER) 1+ B v

U
Z/f(rﬁ,\/l €1%) 1_1|£|2 a1 (8).
U

d

Wir beachten, dass obiger Satz in gewisser Weise die Sétze iiber die Polar-

koodinaten verallgemeinert.

Satz 15.5.7 Es sein € N, n > 2, und 7, = \"(B") = F(Ziil) das Vo-
2
lumen der n-dimensionalen Einheitskugel. Dann gilt fiir die Fldche w, der

(n — 1)-dimensionalen Einheitssphdre, dass

wn = 5p_1(S"Y) = nm, = = 5

Also ist die (n — 1)-dimensionale Fliche von
rS" = {x e R": |z| =1}

gleich

Beweis. Mit obigen Satz gilt

S / N () = / / ds—1(€)™ " dA(r)

B [0,1] Sn—1
1
= / Sn_1(S™H L () = - wn.
[0,1]
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Korollar 15.5.8 (Rotationssymmetrische Funktionen)
Es sei f:[0,00) — C messbar, so dass r — f(r)r"~! Lebesgue-integrierbar
ist. Dann gilt

/f(|:c) dA\"(z) = wy, / f(r)y ™t dx(r).
R [0,00)

15.6 Der Gaufische Integralsatz

Wir beweisen in diesem Kapitel den Gaufischen Integralsatz, ein n-dimensionales
Analogon zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Wir benéti-
gen einige Vorbereitungen.

Definition 15.6.1 Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltig-
keit mit z € M. Ein Vektor v € R™ heifit Tangentialvektor an M in z, falls
eine stetig differenzierbare Kurve ¥ : I — M und ty € _; existieren mit
U(tg) =z und ¥ (ty) = v.

T,M := {v € R" : v ist Tangentialvektor an M in =} heiBt der Tangential-

raum von M in .

Bemerkung 15.6.2 i) In der Definition kann man sich nach Umparame-
trisieren immer auf I = (—¢,¢) und ¢y = 0 zuriickziehen.

Geometrisch betrachtet sieht die Mannigfaltigkeit M in der Nidhe von z € M
wie x + T, M aus.

Satz 15.6.3 FEs sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™
und x € M. Dann gilt

i) Tp M ist k-dimensionaler Untervektorraum von R™.

ii) Ist o : W —V C M eine Karte von M mit p(§) = x € V. Dann sind

die Vektoren 9 9
e el
81_1 (é. AR | 8xk (6)

eine Basis von T, M.

iii) Ist U C R™ eine offene Umgebung von x und gilt

MNU={yeU: fily)=...= fuir(y) =0}
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mit stetig differenzierbaren Funktionen fi,..., fn_x : U — R, so dass

a(flv- . 'afn—k)
D) P

Héchstrang hat, so ist

.M = {veR":<w, grad fj(z) >=0,1<j<n-—k}
= span{grad f;(z): 1 < j <n—k}*.

Beweis. Es sei

0 0
Ty :Span{a—z (5),,6—;2 (5)} und

i
T = Span{grad fi(x), ..., grad fn_k(:n)} .

Wir zeigen 17 C T, M C Ts. Da T1,T5 beide k-dimensional sind, folgt 177 =
T.M =Ts.

a) “Ty C T, M”. Es sei

)
=3, a;’; (&) € Ty
v=1

Es sei e > 0 so klein, dass (§1 + Aot ..., & + At) € W, |t] < e. Dann
sei

& (7675) - Ma LIj(t) = 90(61 + Alta s aék + )‘kt)
U ist stetig differenzierbar, und es gilt ¥(0) = ¢(¢) = z und ¥'(0) =

n a(p
> (&) = v nach der Kettenregel.
v=1 8.%'1,

B) “TyM C T5”. Essei U : I — M eine Kurve mit U(tp) = x. Wir miissen
zeigen W' (tg) € Th. Da W(I) C M, existiert ein £ > 0 mit

\If((to —&,to+ E)) C MnU, also
fi(T#)=0,1<j<n—k |t—ty <e.
Mit der Kettenregel folgt

0 = (fjo0)(to) =) gf (¥(to)) - T, (to)
v=1

v

= < grad fj(z), ¥ (t) > , also ¥'(to) € Tb.
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a

Definition 15.6.4 Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltig-
keit. Wir setzen fiir x € M

N, M :=T, M+ = {weR" :<v,w>=0 firr alle v e T, M }.

Die von 0 verschiedenen Elemente von N, M heiflen Normalenvektoren an

x.

Bemerkung 15.6.5 Sind die fi,..., f,_x wie im obigen Satz, so gilt wegen
UL+ = U fiir alle Untervektorrdaume U C R”, dass

grad fl(x)v ..., grad fn—k’(x)

eine Basis von N, M ist.

Satz/Definition 15.6.6 Wir sagen, eine kompakte Teilmenge A C R"™ ha-
ben glatten Rand, falls zu jedem Punkt x € QA eine offene Umgebung
U C R™ und ein stetig differenzierbares f : U — R existiert mit

) AnU={yeU: f(y) <0},
ii) grad f(z) #0.
Dann gilt nach eventueller Verkleinerung von U, dass
iii) 0ANU ={y €U : f(y) =0},

insbesondere ist dann 0A eine Hyperfliche, also eine Untermannigfaltigkeit

der Dimension n — 1.

Beweis. Wir verkleinern U, so dass grad f(y) # 0,y € U.

1. Esseiy€e 0OANU C ANU, also f(y) <0.
Da f stetig, ist L := f_l((—oo,O)) offen in R™. Wire also f(y) < 0,
so wiare L eine offene Umgebung von y, die ganz in A enthalten ist, y

also innerer Punkt von A, im Widerspruch zu y € dA.
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2. Es sei y € U mit f(y) = 0. Zu zeigen ist y € OA. Wir nehmen an,
dass y € f(l) Wegen f(z) < 0 in einer Umgebung von y und f(y) =0
ist y lokale Maximalstelle von f, also df(y) = 0, d. h. grad f(y) = 0.
Widerspruch.

Satz/Definition 15.6.7 Essei A C R" ein Kompaktum mit glattem Rand.
Dann ist fiir alle x € A der Vektorraum N,0A eindimensional, und es gibt
genau ein v(x) € Ny0A mit |v(z)| = 1 und der Eigenschaft

3 s x+tv(x) g A
e>0 0O0<t<e

v(x) heifit duBerer Normaleneinheitsvektor von A in z und v : 04 —
R™, x +— v(x), ist stetig.

Beweis. 0A ist (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™, also ist
dimT,0A = n — 1 und somit dim N;0A = 1 mit Basis grad f(z), wenn
f: U — R eine definierende Funktion wie in Satz/Definition 15.6.6 ist. Also
muss v(z) = Mgrad f(x) oder v(x) = —m grad f(x) gelten.
Wir zeigen, dass der erste Vektor die gewiinschte Eigenschaft hat, der zweite
jedoch nicht. Wegen f(x) = 0 gilt nach dem Satz von Taylor, dass

|f(y) — grad f(z)- (y — )|
ly — z|

— 0 (y — x).

Setzen wir speziell y = x +t ! ‘ grad f(z) ein, so folgt

}f(w + Mgrad f(x)) — t|grad f(ﬂf)H
t

— 0 (t—0).

Hieraus folgt die Existenz von € > 0 mit

flz+t grad f(z)) <0, te€ (—¢,0) und

v
|grad f(z)|

flz+t grad f(z)) >0, te(0,¢).

v
|grad f(x)]
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Da x — m grad f(x) auf OA stetig ist, folgt die Behauptung,. |

Es sei A ein Kompaktum mit glattem Rand, z € 0A und f : U — R eine
definierende Funktion (d. h. eine Funktion wie in Satz/Definition 15.6.6). Da
O0ANU ={y € U : f(y) = 0}, konnen wir wegen Satz 15.4.4 nach eventueller
Umnummerierung der Koordinaten annehmen, dass U = U’ x I, U’ ¢ R*!
offen, I C R ein offenes Intervall und 9ANU = 0AN (U’ x I) = {(2/,zy) €
U x1:az, =g(2)} mit einem g : U — I stetig differenzierbar. Es gilt
danmn ANU = An (U xI) = {(«/,2,) € U x I :x, < g(a)} oder
ANU = {(2',zy) : &, > g(2') }, also ohne Einschrénkung f(z) = z,, — g(2’)
oder f(z) = g(a') — zp,.

Im ersten Fall erhalten wir (siche den Beweis des vorherigen Satzes)

le] 0,
( - Ti (l”), ERE _affng—l (xl)7 1)

V1+ [grad g(a/)[?

v(z) =

)

im zweiten Fall

[2) 0,
S (@), g (@), 1)

Y N PR FICALE

Lemma 15.6.8 Es sei U' C R ! offen, I = (a, 3) ein beschrinktes Inter-
vall, g : U' — I stetig differenzierbar sowie U = U’ x I und

A={(2',2y) €U x1:13, < g(a')},
M= {(2,zn) €U xI: 2, =g(2')}.

Dann gilt fiir jede stetig differenzierbare Funktion f : U — R mit f = 0

auflerhalb einer kompakten Teilmenge von U, dass

gi () A\ (z) = / F(@)vi(@) dsp (),
M

wobei v(z) = (v1(z),...,vn(x)) der dufere Normaleneinheitsvektor von A

an x sei. Dasselbe Resultat gilt fiir

A={(a",2,) €U xI:2, > g(2)}.

Beweis. Wir haben fiir 1 < j < n —1, dass
1 2

_ /
V1+[gradg(z))? Ox; @

vj(z) =
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und

451

1

vp(z) =

V1+]

grad g(z/)[2’

Wir bemerken zunéchst, dass mit 15.5.3 iv)

/f i () dsni (2 /fxg

1. Esseil <j<n—1.
Wir setzen F : U’ x I — R, F(2/,
Es gilt dann mit dem HDI und D

vi (2, g(2))\/1 + |grad g(z')[2 A" (2).

= ftf(:n’,xn)dxn.

63
ifferenzieren unter dem Integral

t)

6;; (2',t) = f(2',t) sowie

t
8 /8f x’ y ) dTy,.
xj

Mit der Kettenregel gilt

g9(2')
8 / a / /
a_ n n=—p7—F )
b [ 16w dr = S P o)
g(z') of 5
_ Yo / / g
- [ S e s G,

«

Da f : U’ x I auflerhalb einer kompakten Teilmenge von U’ x I ver-

schwindet, verschwindet

g(z")
xr

[0}

/ f(@ xy,) day,

ausserhalb einer kompakten Teilmenge von U’. Mit Fubini und dem

HDI folgt

/f(x',x

) dxn) AN () = 0.



452 INTEGRATION
Also erhalten wir mit Fubini

g(z")

ofr (z) dA\"(x) :/ / g—f (', ) dxy dN(2))

8xj $j
A U «

g(z")

z /a< / fa@' ) dwn)|d)\nfl($/)

- [ 1606) 5% @) v

- / (&) v (' g(")) I+ eradg(@)F dA™1(a).

2. Mit Fubini und dem HDI gilt

)
f ) AN (z / / . (', ) dxy, dAN"L(2))

axn

/fwg )) a1 ()

- / £, 9(2")) vala!, g(a")) I+ Jgrad g@)F dA*L(a').

Definition 15.6.9 Es sei U C R" offen und F = (Fy,..., F,) : U — K"

stetig differenzierbar. F' heifit stetig differenzierbares Vektorfeld und

F

<V,F>=divF:U — K, <V,F(x)>::divF(:E)::E g@)
o
j=1 7

heifit Divergenz von F'.
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Satz 15.6.10 (Gauf) Es sei A CR"™ ein Kompaktum mit glattem Rand,
v:0A — R" v(x) der dufere Normaleneinheitsvektor, U D A offen, F :
U — K" ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/< V,F(z) > d\"(z) = / < F(x),v(z) > dsp_1(z).

A 0A

Beweis. Nach Satz 15.4.4 ist 0A in der Umgebung jedes Punktes z € 0A
Graph einer Funktion von (n — 1)-Variablen.
Daher gibt es eine offene Uberdeckung (U, ),e s von offenen Teilmengen U, C

R™ mit |J U, D A, so dass fiir jedes ¢ € J gilt: Entweder
eJ

(1) U, C A oder

(2) nach evtl. Umnummerierung der Koordinaten ist U, = U] x I,,U] C
R"~! offen, I, C R offenes Intervall, und es gibt g : U/ — I, stetig

differenzierbar mit

UnNA={(a,2,) €U/ x1,:3, <g(a')} oder
UNA={(z,2,) €U/ xI,: 3, > g(2')}.

Da A kompakt ist, kénnen wir J = {1,..., ¢} annchmen.

Wir wéhlen stetig differenzierbare Funktionen aq,...,cop mit o : U; —
4

[0,1], «; = 0 auBerhalb der kompakten Teilmenge von U; und ) aj(z) =
j=1

1,z € A.
Dann gilt
14
/ div F(z) d\"(z) = 3 / div(a, F)(x)d\" (x)
A I=1yna
sowie

V4
/<F(:r) (@) > dsny( Z / JF)(2), (@) > dsni ().

0A J=1 U;N0A

Wir miissen also den Satz blo8 fiir a; F, 1 < j < n, zeigen. Ist U;N0A # 0, so

folgt die Behauptung sofort aus dem Lemma. Ist U; C /(1) , 80 ist U;NOA =0,
und das Randintegral ist 0. In diesem Fall ist «; F stetig differenzierbar auf
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R™ und diese Funktion verschwindet aulerhalb einer kompakten Teilmenge
von Uj, die Behauptung folgt daher mit Fubini und dem HDI:

/div (0 F)(z) dA" ()

U;

B Z/ 81‘1, z) dX"(z)

v= an

= Z / / 856 c ) dN(Ty) AN (1, 1, Tyg1, ) =0
— Rn-—1

Fiir ein zweimal stetig differenzierbares f sei

noo92
Ab() =Y % (2).
=1 14

Ah heifit Laplace von h und A der Laplaceoperator. Mit dieser Bezeichnung
gilt

Korollar 15.6.11 (Greensche Formel)  Es sei U C R™ offen und f,g
U — C seien zweimal stetig differenzierbar. Ist A C U ein Kompaktum mit

glattem Rand, so gilt

/ fAg— gAfdAA" = / < f(x) grad g(z) — g(x) grad f(z), v(z) > dsn_ ()
A

0A

= /f<Vg,V>—g<Vf,V>dsn_1.

Beweis. Es sei

Jg 8f

or; 31161
F:=fVg—gVf:= :

dg of

oz, 7 oz,

Dann gilt
div F(z) =< V,F(z) >= fAg — gAf
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und

< F(z),v(r) > =< f(z)gradg(x) — g(x) grad f(z),v(z) > .

O

Wir wollen nun eine einfache Version des Cauchyschen Integralsatzes bewei-
sen, dieser Satz ist ein zentrales Resultat aus der Funktionentheorie. Hierzu
benotigen wir einige Vorbereitungen:

Es sei A C R? 2 C ein Kompaktum mit glattem Rand. Wir sagen, eine ste-
tig differenzierbare Kurve v : [o, 3] — 0A C C mit +/(t) # 0,t € [«,[]
ist positiv (beziiglich A) orientiert, falls (Im~/(t), —Re~/(t)) ein duBerer
Normalenvektor ist. (Da < (Im~/(t), —Re~/(t)), (Re+/(t),Im~'(t)) >= 0
ist (Im~/(¢), —Re~(t)) immer ein Normalenvektor.)

Andernfalls heiflit v negativ orientiert.

Ist also v negativ orientiert, so ist 5 : [-3, —a] — C, J(t) := y(—t) positiv
orientiert.

Anschaulich: « ist positiv orientiert genau dann, wenn v so lduft, dass AO
links liegt.

Es sei A C R? 2 C ein Kompaktum mit glattem Rand. Wir sagen, dass
die stetig differenzierbaren Kurven =, : [ay, 3] — 0A C C,1 < v < m den

Rand von A im positiven Sinne parametrisieren, falls
i) =y, ist positiv orientiert beziiglich A,1 < v <m,
ii) 0A ist die disjunkte Vereinigung von |y1l,...,|Vml,

iii) Vla,,8,) ist injektiv,
Ywlaw) =1 (B), v (aw) =7,(By), 1 <v <m.

In diesem Fall gilt

m By
[ fawdsien =32 [ 10u0) b
dA v=lg,
(auch wenn i) nicht erfiillt ist!).

Satz 15.6.12 (Cauchyscher Integralsatz) Es sei G C C offen. Weiter sei
f: G — C eine Abbildung,

u(z,y) == Re f(z), v(z,y) =Im f(2), z =z +1iy, z € G.
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Sind u,v : G C R? — R stetig partiell differenzierbar und erfiillen sie die
sogenannten Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

ou  Ov
or Oy’
ou ov
dy Oz

auf G, so gilt fir jedes Kompaktum A C G mit glatten Rand, der durch die
positiv orientierten Kurven vy, : oy, B,] — 0A C C parametrisiert werde,

dass

n

B
S~ [ #u0) e =0
V:lau

. / () dz

Beweis. Nach Voraussetzung ist

Im~/,(t) Re 7, (?)
vi(Rev,(t), Im~,(t)) = >~ und v2(Rev,(t),Im~,(t)) = — L
Aus dem Gauflschen Integralsatz folgt hiermit
ou ov . [ 0Ou ov 9

=/ (u(z,y) +iv(@,y)) vi(z,y) + (iu(z,y) — v(z,y))va(z,y) dsi (z,y)
0A

=2 / (u+ i) (2, y) ( — va(a, ) + v (z,3)) dsa (z, )
0A

“ 7 ! iIm~/
=303 [ty FEE g
v=1 o v

S| =

m By
=31 [t
v=1 o
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Bemerkung 15.6.13 Setzt man im obigen Satz
wi 1 G — L(C,C), wi(2)w) = f(2w

so handelt es sich bei obigen Integralen tatséchlich um unsere Kurveninte-
grale, die wir in 12.3.12 definiert hatten, siehe auch 15.3.10. Denn es gilt

! /Wf—/wf% (i (t /f% ), (t)dt

T [av,B0] [av,B0]

In der Cauchyschen Integralformel (und damit im Gaufischen Integralsatz
iiber die d&uBere Normale) werden also orientierungsabhéingige Integrale ver-
wendet! Tatséichlich kann man den Gaufischen Integralsatz mithilfe des Sat-
zes von Stokes, einem Hauptresultat aus der Integrationstheorie fiir k-Formen,
ableiten. Wie schon vorher erwéihnt, sind k—Formen mehrdimensionale Ver-
allgemeinerungen von Pfaffschen Formen. Sie haben gerade die Eigenschaft,
dass das fiir sie definierte verallgemeinerte Kurvenintegral die Transforma-
tionsregel mit det.J;(z) anstelle von |detJ,(z)| (wie beim Lebesgueintegral
iiber Mannigfaltigkeiten) respektiert.
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Kapitel 16

Pfaffsche Formen,
Kurvenintegrale und

Stammfunktionen

16.1 Wiederholung aus der Analysis II

Wir wiederholen zunéchst noch einmal die fundamentalen Definitionen der
Ableitung, des Gradienten usw. aus der Analysis II.

Es sei U C R" offen und E ein vollstdndiger normierter Raum iiber K €
{R, C}. Eine Abbildung f : U — E heifit stetig differenzierbar, wenn fiir alle
r€e€Uund r € R"

df (z)(r) := lim % (f(a; +tr) — f(w))

t—0

existiert, die Abbildung df (z) : R" — E linear fiir alle z € U und df : U —
ZR"E):={T:R" - E : T ist linear },x — df (z), stetig ist. Wir haben
gezeigt, dass dies dquivalent dazu ist, dass alle partiellen Ableitungen

of of 1 .
a—xj.U—>E, a—xj(x).—%E)%E(f(x—&-tej)—f(x)),

459
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existieren und stetig sind fiir 1 < j < n. Hierbeiist e; = (0,...,0, lt, 0,...,0)
J—teé

Stelle

der j-te Einheitsvektor in R”. Ist dies der Fall, so gilt

Z:: 8:5]

™
=: (gradf(az)) : mit

Tn

gradf(z) = (gjl() jj( >), vl

0 0
Eigentlich hétten wir oben rja—f(ac) anstelle von a—f(x)rj schreiben sollen.
Zj Zj
Wir vereinbaren jedoch,
TN = Ax
fiir einen Vektor z € F und einen Skalar A € K. Dies ermdglicht zum Beispiel
bei Potenzreihen mit Werten in E, diese wie im sklaren Fall zu schreiben.

Beispiel 16.1.1 Es sei f : R? — C, f(z,y) = e**%. Dann ist f stetig
partiell differenzierbar auf R?, und es gilt

or (z,y) = ", of

ZJ — x—i—zy
e 9y (z,y) =ie

also

df(x,y)(r,s) = e*TWr 4 ie"TWy
T (r +is), (r,s) € R2

Definition 16.1.2 Essei U C R" offen. Eine stetige Abbildung 7 : o, 5] —
U heifit Kurve in U, diese heifit geschlossen, falls v(a) = v(3). Weiter heifit
sie stiickweise stetig differenzierbar, falls a = tg < t1 < ... < t, = 0

existieren, so dass
’7’[151,,1,15”] -] = U, 1<y <m,

stetig differenzierbar ist.
Wir sagen «y verbinde a € U mit b € U, falls y(a) = a,v(8) = b. Die Menge
|7| :== v([ev, B]) heiBt die Spur von .
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Bemerkung 16.1.3 i) Jeder Polygonzug ist eine stiickweise stetig dif-
ferenzierbare Kurve (Polygonzug: v stetig und 7|, _, 4,] affin linear).

ii) Eine offene Menge U C R" ist genau dann zusammenhéingend, wenn
sich je zwei Punkte a,b € U durch einen Polygonzug verbinden lassen.

iii) Ist v : [a, ] — U stiickweise stetig differenzierbar, so sei ';’ s e, B] —
R"”,

~(t) = { (VI[tyfl,tu))’(t) tt € [ty-1,t), 1<v<n
(’7’[tn_1,tn})/(t) t=t, =0

Wir schreiben +/ anstelle ,;/ .

Mit dem HDI erhalten wir

B
1(8) — 1(a) = / ¥ ().

Satz 16.1.4 (HDI-Version) FEs sei f:U — E stetig differenzierbar, U C
R™ offen, E ein vollstindiger normierter Raum iber K € {R,C}. Ist v :
[a, B] — U eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve, welche a € U mit
b € U verbindet. Dann gilt

B
) — fla) = / df (+(1)) (7' (1))t

IB n
- [ L b

A
v=1 v

Wir beachten, dass df eine stetige Abbildung von U nach Z(R", F) ist und
definieren nun natiirliche Verallgemeinerungen.
16.2 Pfaffsche Formen und Kurvenintegrale

Definition 16.2.1 Es sei U C R" offen. Eine stetige Abbildung w : U —
Z(R", E) heifit Pfaffsche Form auf U (mit Werten in E).
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Bemerkung 16.2.2 Die Stetigkeit bedeutet gerade, dass fiir alle x € U
und € > 0 ein § > 0 existiert mit sup ||w(y)(r) — w(x)(r)HE < e fiir alle

[r|<1
reRM

lxr —y| <d,yeU.
Setzt man fir 1 <v<n

so erhalten wir

df (z)(r) = Z 89{ (x)-r, = 85 (z)(dxy,)(r), also kurz
v=1 v V= v
df = 88 i dz, .

v=1

Allgemeiner gilt

Satz 16.2.3 Istw: U — Z(R", E) eine Abbildung, wobei U C R™ offen, E
vollstindiger normierter Raum, so ist w genau dann eine Pfaffsche Form,
wenn es (dann eindeutig bestimmte) stetige Abbildungen fi,...,fn: U — E

n
gibt mit w = Y f,dx,. Mit anderen Worten

v=1
w(z)(r) = ifu(ﬂc)m, zeUreR"
v=1

= (fl(:U), cee fn(x))

n

Beweis. Es sei w: U — Z(R", F) eine Pfaffsche Form.
Wir setzen f, : U — E, f,(z) :=w(z)(ey),l <v<mn,ze€U.

Dann sind die fi,..., f, stetig, und es gilt auf Grund der Linearitdt von
w(x), dass
n n
w@)(r) =w@)( Do re) = D w@e)r,
v=1 v=1

n

alsow = > fodzx,.

v=1

n
Ist w= ) gydx,, so gilt
v=1

0=w(z)(ey) —wlz)(er) = fulz) —gu(x), 1 <v<m,
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damit sind die f, eindeutig.
Sind andererseits fi,..., f, : U — E stetig, so sei

@) = S fulw)r = S Fulw) (da) ()
v=1 v=1

Auf jedem Fall ist dann w(z) : R™ — E linear.
Wihle zu € U und € > 0 ein § > 0 mit ||f,(y) — fl,(a:)HE < £ fiir alle
|z —y| < §,y € U. Dann gilt fiir solche y, dass

sup Jw(@)(r) —w@))]| < || folz) = L)z <n- % =e.
TT@%{ v=1

Definition 16.2.4 Es sei U C R” offen, w : U — Z(R", E) eine Pfaffsche
Form, 7 : [a, 5] — U eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve. Dann
heif3t

[wi= [l

das Kurvenintegral von w iiber 7.

n
Bemerkung 16.2.5 i) Ist w= ) f,dx,, so gilt also

v=1
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ii) Das Kurvenintegral ist linear:
Es seien wi,wy : U — Z(R", F) Pfaffsche Form und A € K. Dann gilt

/wl—i-)\wg =

Y

(w1 + Awa) (’Y(t)) (’Y/(t))dt

Il
P o "tT—=u

w1 (v(1) (V' (1) + Awz ((1)) (+'(1)) dt

w1+)\/w2

v

B B
_ /w1 )dt+/\/ 2 ((0) (7 (1)) dt
/

iii) Hangt man zwei Kurven hintereinander so ist das Integral iiber die
Gesamtkurve die Summe der Integrale: Es sei v : [, 3] — U und
o : [8,0] — U zwel stiickweise stetig differenzierbare Kurven mit
v(B) = o(f). Die Aneinanderhiingung sei definiert als p : [a, 0] — U
mit p[[,,g = 7 und p|g 5 = 0. Ist w eine Pfaffsche Form auf U, so gilt:

[e - j w(p(t)) (6 (1))t

iv) Es sei 7: [a, f] — [o/, ] stetig differenzierbar, surjektiv und 7/(¢) #
0,t € o, 3.
Dann heifit ¢ := vyo7~! Umparametrisierung von . Im Falle 7/(¢) > 0
(also 7 streng monoton wachsend) nennt man 7 auch orientierungser-

haltend, und im Falle 7/(¢) < 0 (also 7 streng monoton fallend) heifit
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7 orientierungsumkehrend. Es gilt fiir jede Pfaffsche Form w, dass

/w:/w, falls 7/(t) > 0,t € [a, ],
o v

/w: —/w, falls 7/(t) < 0,t € [a, 3].
o gl

Beweisen wir dies im Falle 7 < 0:
/8/

/w _ / w((vo r B ((vo r 1Y () dt

1 !/

o=y0T~

Q

,
- / w((y o ) (1)) - (Y (1)t

Substitutions—

ree / w(v() (' (1)) dt
B

(1) (7 (1)t

w

J
]

16.3 Stammfunktionen

Wir interessieren uns nun fiir folgende Frage:

Es sei U C R" offen und zusammenhéngend (man sagt, U ist ein Gebiet in
R™), E ein vollsténdiger normierter Raum und w : U — Z(R", E) eine Pfaff-
sche Form. Wann existiert eine stetig differenzierbare Funktion F': U — E
mit dFF =w ?

Nach 16.2.2 und 16.2.3 ist die Frage vollstindig dquivalent zu: Gegeben
fi,-- -, fn: U — E stetig. Wann existiert eine stetig differenzierbare Funkti-
on F: U — FE mit g% = fu,1 <v <n,(alsograd F(z) = (fi(x),..., fa(x),z €
U)?
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Definition 16.3.1 Es sei U C R"™ ein Gebiet, d.h. eine offene und zusam-
menhé&ngende Menge. Weiter sei E ein vollstdndiger normierter Raum und
w:U — Z(R" E) eine Pfaffsche Form.

Fine stetig differenzierbare Funktion F': U — FE heif3t Stammfunktion von
w, falls dF = w.

Bemerkung 16.3.2 i) Sind f1,...,f, : U — E (U C R" offen) stetig,
so sagen wir auch, dass F': U — FE stetig differenzierbar eine Stamm-
funktion fiir (f1,..., fn) : U — E™ ist, wenn grad F = (f1,..., fn)-
Dies wird durch folgendes gerechtfertigt, siehe 7}6.2.2 und 16.2.3:

F ist genau dann eine Stammfunktion fir w = ) f,dz,, wenn grad F' =

v=1
(flv"' :fn)

ii) Zwei Stammfunktionen Fi, F» auf einem Gebiet von w unterscheiden
sich nach 12.3.9 hochstens um eine Konstante, denn es gilt 0 = w—w =
dF) —dFy = d(Fy — F»), also F} — F» = ¢, somit F| = F5+ ¢ mit einem
festen c € F.

Ist also F' eine Stammfunktion von w, so ist {F + ¢ : ¢ € E} die
Menge aller Stammfunktionen von w, da die Ableitungen konstanter

Funktionen verschwinden.

iii) Ist n = 1, also U = («, ) ein offenes Intervall in R, w : U —
Z (R, E) = FE eine Pfaffsche Form. Dann ist w = fdx, also w(z)(r) =
f(z) - 7, so definiert mit einem festen z¢ € U

F(x) :z/f(t)dt

eine Stammfunktion F' von w, denn es gilt ja

dF (@)(r) = F'(z) -1 = f(2) -7 = w(@)(r).

Satz 16.3.3 Es sei U C R™ ein Gebiet, w : U — ZL(R", E) eine Pfaffsche
Form, welche eine Stammfunktion besitzt. Dann gilt

i) Fir alle a,b € U und alle stickweise stetig differenzierbaren Kurven

7o, Bl = U, v : [, B'] = U welche mit a mit b verbinden, ist

Jo=[w
71 72
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ii) Fir alle stiickweise stetig differenzierbaren Kurven 7y : [, 5] — U mit
v(a) =~(B), ist [w=0.
v

Beweis.

i) Es sei w = dF. Dann folgt mit dem HDI

[e = Fu®) - Fln() = F) - Fla)

= F(7(8)) = F(y(a))

ii) Analog gilt

Beispiel 16.3.4 Es sei U = R\{0}, w : U — Z(R%R), w = fdzx + gdy
mit £(2,4) = 2y, 9(2,y) = =, gegeben, also w(z,y)(r,8) = 7y 7 +

X
2212 5
Wir zeigen, dass w keine Stammfunktion besitzt, indem wir nachweisen, dass

v :[0,27] — U,~(t) = (cost,sint), gilt
/w =21 # 0.
5
In der Tat, wir erhalten +/(t) = (—sint, cost), also

w(y(t) (Y (¢)) = (—sint)(—sint) + (cost)(cost)
17

also
27

/w-/ldt-?w.
2

0
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Wir haben in der Analysis II definiert, wenn eine Abbildung w : U — F ste-
tig differenzierbar ist und festgestellt, dass dies genau dann der Fall ist, wenn

n
w stetig partiell differenzierbar ist. Fiir Pfaffsche Formen w = )" f,dz, be-

v=1

deutet dies gerade, dass die f,(1 < v < n) stetig differenzierbar sind, also
dass gxi: :U — F fiir 1 <v < n existieren und stetig sind.

n
Satz 16.3.5 Es sei U C R" ein Gebiet, w: U — L(R", E),w = > f,ds,
=1

v=
eine stetig differenzierbare Pfaffsche Form, welche eine Stammfunktion be-

sitzt. Dann gilt
ofv _ 0fu

ox, Oz’

1<y, u<n.

Beweis. Essei F': U — FE stetig differenzierbar mit dF' = w, also grad F'(x) =
(fl(iU), ) fn(x)),l’ € U, somit

— = 1<k<
8zk fk? — —n7

und F' ist ergo zweimal stetig differenzierbar.

Es folgt
of, 0 OF
Ox,, N O0x, Ox,
0 or _ 0Of,
- O, Oz, Oz’
1 < v, u <n, nach dem Satz von Schwarz. O

n
Definition 16.3.6 Es sei w : U — Z(R™", E), w = > f,dz,, eine stetig
v=1
differenzierbare Pfaffsche Form. Gilt
af,  0fy

Oz, Oz,

) 1< v, p < n,
so heiflt w geschlossen.
Bemerkung 16.3.7 Ist w eine stetig differenzierbare Pfaffsche Form, fiir

welche ine Stammfunktion existiert, so ist w geschlossen. Dies ist blof} eine

Umformulierung von Satz 16.3.5.



Stammfunktionen 469

Lemma 16.3.8 EsseiU C R" offen, I = |«, 3], ein Intervall,E ein vollstindi-
ger normierter Raum und f: I x U — E eine Abbildung, so dass

i) Fiir alle t € I ist x — f(t,x) partiell differenzierbar und % :IxU— FE
1st stetig, 1 < v < n.

i1) Fir alle x € U ist t — f(t,z) eine Regelfunktion.

Dannist F: U — E, x — ff f(t,x)dt, stetig differenzierbar und es gilt

B
8F( - of
Oz, = 0z,

[e%

(t,z)dt,
firzeU, 1<v<n.

Beweis. Es sei z € U und ¢ > 0 mit K := {2/ e R" : |2/ —z| < e} C U.
Dann ist 5;97{, gleichméfig stetig auf I x K und also ist

3
y H/ of (t,y)dt

ox,

stetig auf K. Es gilt mit dem HDI, dass

8
%(F(:ﬂ + sey) — F(x)) - / ffy (t, z)dt

B
_ /(f(m+sey) ~ J(@) - gfy(a x)dt

—_

V)

B s

_ [1jor of

_ /S/a%j(t?x—i—uey) 5o () dudt — 0 (5 = 0),
« 0

wiederum aufgrund der gleichméfigen Stetigkeit von % I x K — E.

Definition 16.3.9 Ein Gebiet U C R™ heifit sternférmig beziiglich ag € U,
falls fiir ale a € U die Verbindungsstrecke [ag, a] := {ta+(1—t)ag : t € [0,1]}
in U liegt.

Ein Gebiet heifit sternférmig, falls es beziiglich eines Punktes sternférmig

ist.
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Bemerkung 16.3.10 Konvexe offene Mengen U sind sternférmige Gebiete
(beziiglich jedes Punktes ag € U ).

Satz 16.3.11 Es set U C R" ein Gebiet und w : U — Z(R", E) eine
Pfaffsche Form.
i) Genau dann besitzt w eine Stammfunktion, wenn [w = 0 fir alle
gl
stiickweise stetig differenzierbaren geschlossenen Kurven v in U.

i1) Ist w stetig differenzierbar sowie U zusdtzlich sternférmig, so besitzt w

eine Stammfunktion genau dann, wenn w geschlossen ist.

Mit anderen Worten: Wir charakterisieren genau die Tupel (f1,..., fn) steti-
ger Funktionen f1,..., fn : U — E mit der Figenschaft, dass ein F : U — E
stetig differenzierbar existiert mit

OF
ox,

= f,, 1<v<n.

n
Die Bedingunyg in i) ist gerade [ > f,(v(t))7,(¢)dt = 0 fiir alle y : (o, 8] —
v v=1
U, stiickweise differenzierbare differenzierbare geschlossene Kurve.

Die Bedingung in ii) ist gerade g%: =% 1<y <.

T Oz’

Beweis.

1. Die Notwendigkeit von [w = 0 haben wir schon in 16.3.3 gezeigt.
¥

2. Es sei also [w = 0 fiir jede stiickweise stetig differenzierbare Kurve
p
p o, f] = U mit p(ar) = p(3).

Sind z,y € U,y1,72 : [0,1] — U zwei stiickweise stetig differenzierbare
Kurven mit v;(0) = x,vi(1) = y,7 = 1,2, so sei

’71(t) 1t e [0, 1]

Dann gilt nach Voraussetzung wegen p(0) = p(2), dass

O—/w—/w—/w,also/w—/w.
p 7 V2 71 Y2
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y
Wir diirfen also f w = f w setzen, wenn 7 : [«, 3] = U eine stiickweise
T ¥
stetig differenzierbare Kurve mit v(«a) = z,v(8) = y ist.

Es gilt dann fiir z,y, z € U, dass
z Yy z
/w = /w—i—/w.
T x y
x

Wir setzen F(z) := [ w mit einem festen zy € U und beweisen, dass
o
F : U — FE eine Stammfunktion von w ist. Dazu schreiben wir w =

n
.. OF .
21 fvdz, und miissen also 5~ = f,,,1 < v < n, zeigen.
v=

Es sei t € R,0 < [t| geniigend klein.

Dann gilt
r+tey x x+tey,
F(x+te,) = / w:/w—i- / w,
xo o x
also
x+tey,
F(z+te,) — F(x) = / w:/w
x v

mit v : [0,¢t] = U, ~v(s) =x+ se,. Es folgt

o~ | =

(F(z + te,) — F(z))

1 /
= t/uzlfu(’y(S)) “Yu(s)ds

0

t

1
= — f,,(:z:—}—tey)ds — fl/(x)J
t O/ t—0

also g% () = fulz),z €U, 1 <v <n.
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3. Ohne Einschrinkung sei U sternformig beziiglich 0.
n

Ist w= ) fudzy, so sei
pn=1

1 n

F(z):= /qufu(sx)ds, xeU.

o k=l

Dann gilt nach der Produktregel und der Vertauschung von Differen-
tiation und Integration sowie der Kettenregel

1
oF = 0
. Zx“(ax/fﬂ(sm) ds)
v =1 v 9
1

(/f#(sx) dx) ‘ g?:

n

pu=1 0 S~~~
=i
— qu-/aiu (sx) - sds
p=1 0 v
1
+ [ fu(sx)ds

Bemerkung und Definition 16.3.12 Es sei w : U — Z(R", E) eine
Pfaffsche Form auf einem Gebiet U C R", welche der Bedingung i) des
vorigen Satzes geniigt. Weiter sei zg € U fest.

x
Jo= [
o Y

Ist x € U beliebig, so sei
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wenn ~ eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve in U ist, welche x¢ mit
x verbindet. .
Wir haben gezeigt, dass [ w wohldefiniert ist (also nicht vom speziellen x

o
x

abhéngt) und z — [ w eine Stammfunktion von w ist.
o

Beispiel 16.3.13 Es sei U = R?\{(0,0)} und w = fdx + gdy mit

X

A =
f(.%',y) = $2+y27 g('ray) x2+y2'

Dann ist w geschlossen, wie man leicht nachrechnet, aber w besitzt wegen
Beispiel 15.4.8 und Satz 16.3.11 keine Stammfunktion.
Ist U := R?\{z,0) : z < 0}, so besitzt nach obigem Satz w : U — R eine

Stammfunktion.

Wir wollen nun die Bedingung der Sternférmigkeit stark abschwichen und
zeigen, dass der obige Satz ii) auch fiir allgemeinere Gebiete gilt. Dazu

benétigen wir den Begriff der Homotopie

Definition 16.3.14 Es sei U C R” offen, und es seien 9,71 : [o, 5] — U
Kurven, d.h. stetige Abbildungen mit vo(a) = ~1(a) =: = und v (8) =
71 (B) =: y. Die beiden Kurven heilen homotop in U, falls es eine stetige
Abbildung A : [0, 1] x [a, B] — U gibt mit

i) A(()?t) = ’70(07 A(Lt) = 71(t)> te [07 1]7

i) v : [, 8] = U, y(t) := A(u, t), erfiillt v, () = z, v,(5) = y fiir alle
u € [0,1].

In diesem Fall ist v, : [o, 3] — U aufgrund der Stetigkeit von A ebenfalls
cine Kurve. Man sicht leicht, dass Homotopie eine Aquivalenzrelation ist.
Homotopie bedeutet gerade, dass man die Kurve 7y mit der in gewisser
Weise stetigen Schar (7,)o<u<i von Kurven in 7 iiberfithren kann, und
zwar so, dass |vu| = ([, B]) C U,u € [0,1].

Wir zeigen nun, warum Homotopie fiir uns so wichtig ist.
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Satz 16.3.15 Es sei U C R"™ offen, v0,m : o, 8] — U zwei stickweise
stetig differenzierbare Kurven, die zueinander in U homotop seien. Dann
gilt fiir jede stetig differenzierbare geschlossene Form w : U — Z(R"™, E)
mit Werten in einem vollstindigen normierten Raum E, dass

/w—/w.
Yo ga!

Beweis. Es sei A : [0,1] x [a, f] — U eine Homotopie zwischen 7y und ;.
(wir beachten, dass 7, := A(u,-) nicht stiickweise stetig differenzierbar zu
sein braucht)

Da A([0,1] x [a, 8]) kompakt in U ist, gibt es ein & > 0 mit

dist(A(u,t),0U) > ¢, (u,t) €[0,1] x [a, ).
Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von A gibt es ein § > 0 mit
|Afu,t) — A, )| < g
fir alle (u,t), (v/,t') mit |u' —u| 4+ |t/ — t] < 4.
Sei jetzt a =ty < ... < t;, = [ eine Unterteilung von [o, f] mit [t; —t;_1| <
J.

Fiir u € [0, 1] sei o, der Polygonzug mit den Ecken A(u,tp),..., A(u,tm).
Wir zeigen

i) fw:fw7 fw:fw,
Yo (o} Y1 o1

Adi) Firje{l,...,m} sei
Bj := Bc(aj) mit a; = A(0,t;) = 70(t;) = oo(t;)-
Bj ist ganz in U enthalten, und es gilt
Yo([tj—1,t;]) C Bj sowie oo ([tj—1,t;]) C B;

(wegen |A(0,t) — A(0,t))| < &, |t — /| < 9).
In B; besitzt w eine Stammfunktion Fj : B; — F.

= / w = Fj(a;) - Fj(aj1) = / w.

Yoli;_y.t51 o0lie; .t
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/ w— / o
Yo a0
/ w— / o
" o1

Ad ii) Esseiu € [0,1] fest.
Jetzt sei B; := B.(a;j) mit a;j = A(u,t;) = oy(t;). Wieder gilt B; C U. Sei
F}; eine Stammfunktion von w mit B;. Da B; N Bj41 zusammnehéngend ist,
gibt es ¢; € E'mit Fj11 = Fj +c¢; in Bj N Bjy1.
Sei jetzt v mit |u — v| < . Dann gilt

Aufsummieren ergibt

Analog zeigt man

ou(t;), ou(tj—1) € B; wegen ’A(u, t) — A(v,t’)‘ < %
fir ju —v| + [t — /| <.
— / w :Fj(O'U(tj)) —Fj(O'U(tj_l)).
0‘[15]-_1,15]-]
Summieren iiber 1,...,m ergibt
/w = - (Uv(tO)) +Fm(0v<tm))
m—1
+ > Fi(ou(t;)) — Fjpa(oulty))
j=1
m—1
Fa=bt G B (v(8) = Fu(o(@) = > ¢
j=1

Dieses ist aber unabhéingig von der Wahl von v € (u — d,u + ¢), also gilt
/w:/w, lu —v| < 4.
Oy Oy

Wiéhle nun m € N mit % < 9. Dann gilt

/ YT /w
Opu—1 O p
e m
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fir alle 1 < pu < m. Also gilt

g0 o1

und daraus folgt mit i) die Behauptung. O

Wir wollen nun Sternférmigkeit verallgemeinern:

Definition 16.3.16 Es sei U C R” ein Gebiet.

a) Eine stiickweise stetig differenzierbare geschlossene Kurve v : [«, 5] —
U hei3t nullhomotop, wenn sie in U homotop zur Punktkurve o :

[, 8] = U, o(t) := () = 7(B) ist.

b) U heifit einfach zusammenhéingend, falls es einen Punkt xg € U gibt,
so dass jede stiickweise stetig differenzierbare geschlossene Kurve « :
[, f] — U mit Anfangspunkt (und Endpunkt) zp nullhomotop ist.

Bemerkung 16.3.17 i) Ist U einfach zusammenhingend, so kann man
beweisen, dass fiir jeden Punkt zo € U jede geschlossene stiickweise
stetig differenzierbare Kurve mit Anfangs- und Endpunkt xy nullho-
motop ist.

ii) In R? ist ein Gebiet U genau dann einfach zusammenhingend, wenn
R?\U keine kompakte Zusammenhangenskomponente (siche Ubungen)
hat, also grob gesprochen, U , keine Lécher® hat.

Der Beweis ist sehr kompliziert.

Satz 16.3.18 FEs sei U C R" offen und sternformig beziiglich xg € U. Dann
ist U einfach zusammenhdngend.

Beweis. Es sei v : [0,1] — U eine Kurve mit v(0) = v(1) = z¢. Setze
A:[0,1 = U, A(u,t) = uxo + (1 — u)y(t),

so ist A eine Homotopie zwischen v und o : [0,1] — U, o(t) = xo. 0
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Bemerkung 16.3.19 Ist U C R" offen und sternférmig, ¢ : U — U ein

-1

Homoomorphismus (d. h. stetig, bijektiv, ¢~ stetig) auf die offene Menge

U C R", so ist U einfach zusammenhingend.

Beweis. Ubung. O

Das folgende Resultat ist eines der wichtigsten der Funktionentheorie:

Satz 16.3.20 Es sei U C R"™ ein einfach zusammenhingendes Gebiet und
w: U — FE ecine stetig differenzierbare Pfaffsche Form in U. Dann besitzt w

genau dann eine Stammfunktion, wenn w geschlossen ist.

Beweis. Die Notwendigkeit der Geschlossenheit haben wir schon gezeigt.
Es sei also g € U ein Punkt, beziiglich dem alle stiickweise stetig differen-
zierbaren geschlossenen Kurven nullhomotop sind.

Es sei~y : [0,1] — U eine stiickweise stetig differenzierbare geschlossene Kur-
ve, und es sei z1 := 7(0) = v(1).

Ist 1 = xg, dann ist v zur Punktkurve ¢ = zy homotop, nach Satz 16.3.15

ist also [w = [w =0, da das Integral iiber eine Punktkurve verschwindet
o o
(6" =0).

Gilt 21 # o, so sei p : [0,1] — U eine stiickweise stetig differenzierbare
Kurve mit p(0) = zg, p(1) = 1.
Sei nun 4 : [0,3] — U

p(t) t €10,1]
F(t) =4 vt —-1) : tel,2]
p(3—t) : tel2,3].

Dann ist nach Voraussetzung v nullhomotop, und mit Satz 16.3.11 folgt

el

d

Wir haben gezeigt, dass die Bedingung von Satz 16.3.11 erfiillt ist, also

besitzt w eine Stammfunktion.
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Bemerkung 16.3.21 Essei U € R" einfach zusammenhéngend, fi,..., f, :
U — FE stetig differenzierbar.

Genau dann existiert also ein F': U — F stetig differenzierbar mit grad £ =
(f1,--+, fn), wenn gf" = 1< v, i, < n, gilt.

T Oz

16.4 Pfaffsche Formen im C®

Es sei im Folgenden (E, || - ||g) ein vollstdndiger normierter Raum iiber dem
Korper C. Wir betrachten hier offene Mengen U C C", wobei wir R?" mit
(R%H)" = C" via

(uy,v1, U2, V2, ..y Up, Up) ((ul,vl), e (un,vn)) = (u1+1iv1, ..., up+1ivy)

als R-Vektorrdume identifizieren. Wir beachten, dass u+iv := (u,v),u,v € R

nur eine Bezeichnungsweise ist.

Bemerkung 16.4.1 Es sei T : C" — FE eine R-lineare Abbildung. Da
(e1,...,en,l€1,...,0e,) eine Basis des R-Vektorraumes C" ist, existieren ein-

deutig bestimmte a1, ayp, B, ..., 0n € F mit

n n
T(uy + vy, ..., Uy +ivy) = Zuya,, + Zvyﬂy

n

- Z 1 (v —i0y) (uy +ivy) + Z % (ay +1i06y) (uy —ivy), uy,v, € R,

v=1 v=1

n

1
w):Z§ v —i6y) wy+z (o +ify) w,, we C".
v=1
Also ist T' genau dann C-linear, wenn

1
5(0@,%—2'@,)20, 1<v<n.

Sind andererseits v1,...,vn,01,...0, € E gegeben, soist T : C" — FE,
n n
UO :ZZE:WPUH/+'§E:5Vﬂ%
v=1 v=1

R-linear. D1e Darstellung einer R-linearen Abildung 7' : C* — E durch

T(w Z YWy, + Z 6,W, ist eindeutig. Ein solches T ist C-linear genau
v=1 v=1
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dann, wenn alle §, = 0,1 <v < n.
Es sei nun U € C" = R2" offen und

w:U— RC"E):={T:C"— E:T R — linear}

eine Pfaffsche Form. Dann haben wir gezeigt, dass eindeutig bestimmte
fi,- s fns91, -, 9n - U — E stetig existieren, so dass mit der Bezeichnung

w = (wy,...,wy) und w, = u, + iv, gilt:

w(z)(w) = Zf,,(z)uy—{—z:gy(z)vy
v=1 v=1

n

- Z % (fu(2) = igu(2)) (wy + ivy)

v=1

n

30 2 () +i02) (0 — )

v=1

n

— Z % (fo(2) —igu(2)) wy

v=1

n

+Z % (fu(2) + igu(2)) Wy, z € U,w € C".

v=1

Also ist w(z) C-linear fiir alle z € U (d. h. w : U — 4 (C", E)) genau dann,
wenn

% (fo(2) +igu(2)) =0, z € T.

Sind andererseits Fy, ..., F,, G, ...,Gy : U — E stetig, so definiert w(z)(w) :=
S Fu(2)w, + >0_ G,(2)w, eine Pfaffsche Form w : U — % (C", E).
Wie oben ist die Darstellung eindeutig.

Es sei
dz, : C" — C, (dz,)(w) := w,,

und

dz, : C" — C, (dz,)(w) := w,.

Fassen wir obige Bemerkungen noch einmal zusammen:

Satz 16.4.2 Es sei U C C™ offen, E ein vollstindiger normierter Raum
iber C und w : U — ZLR(C™", E) eine Abbildung. w ist genau dann eine
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Pfaffsche Form, wenn (dann eindeutig bestimmte) Fi, ..., F,,G1,...,Gy :
U — E stetig existieren mit

n n

w(z)(w) =Y Fy(2)w, + Y G(2)W,
v=1

v=1

n n

also kurzw = Y F,dz, + Y G, dz,.
v=1 v=1

Weiter ist w(z) : C* — E C-linear, z € U, genau dann, wenn G; = ... =

n
G, =0, also kurz, wenn w = > F, dz,.
v=1

Bemerkung 16.4.3 i) Es sei U C C" offen, E ein vollstdndiger nor-
mierter Raum iiber C, w : U — Z(C", E) eine Pfaffsche Form
und v : [o, ] — U eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve,

v = ()., 7 (t)) (Beachte: 7, (t) € C).

Schreiben wirw = Y fudz,+ Y g, dz,, alsow(z)(w) = > fu(z) w,+

v=1 v=1 v=1
n

Z gV(Z)wVv S0 gllt
v=1

/f:lfydzy+ilgyd?y = /w:/ﬂw(y(t))(fy’(t))dt
v rE v= ¥ a

5 n n
=/ZﬁWWﬂW§M@W%@ﬁ
o v=1 v=1

n
Ist also w C-linear, so gilt mit w = > f, dz,, dass
v=1

n /6 n
/Zﬁ%z/ZﬂMM%@M
5 v=1 o v=1

ii) Wir betrachten wieder U C C"™ =2 R?" offen und einen vollstéindigen
normierten C-Vektorraum FE.
f : U — FE heif}t stetig differenzierbar, falls U als Teilmenge des R-
Vektorraumes C™ aufgefasst wurde, also wenn

@%:h%%(ﬂz+wﬁ—fu»,zeU
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sowie

(z) :== lim % (f(z+itey) — f(2)), z€U

existieren und 57{, U — B, (%Ji : U — FE stetig sind. Wir kommen
spater (im Falle U C C) auf den Zusammenhang mit 9.1.1 zurtick.

Definition 16.4.4 Es sei U C C" offen, f : U — FE stetig differenzierbar.
Dann sei

7 of
Yy

8f()::%(8f

0z, ox, (2) -

of 1 /0f of
821/()._5(8951,()%_0%())’ 1<v<n.

Korollar 16.4.5 Es sei U C C" offen, E ein vollstindiger normierter
Raum dber C. Dann gilt:
Ist f: U — FE stetig differenzierbar, so gilt

also kurz

df = Z
v=1

df (z) ist genau dann C-linear, wenn 887{/ (2) =0, 1 <v <mn. Ist dies fir
alle z € U der Fuall so gilt

also kurz
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Beweis. Es ist mit w = (w1, ..., wy) = (u1 + tv1,. .., up +ivy)
n

FEw = 3 S+ L,
v=1 v v=1

Die Behauptung folgt dann aus obigem Satz. O

Definition 16.4.6 Es sei U C C” offen und E ein vollstindiger normier-
ter Raum iiber C. Eine stetig differenzierbare Funktion f : U — FE heift
holomorph auf U, falls
of
0z,

=0, 1<v<n.

(Dies ist dquivalent (siehe oben) dann, dass fiir alle z € U die Ableitung
df(z) : C* — E fur alle z € U eine C-lineare Abbildung ist.)

Beispiel/Bemerkung 16.4.7 i) Fir v € {1,...,n} sei f, : C" —
C, fu(z) = 2o =z, +iy,.

Dann gilt
1/0f,  .0f,
5(61’,/ +28y,,>
_ ! (I1+4i1)=0
=3 iil) =
1/0f,  Ofvy 1 B
B (8@ —H@yu) = §(O+0) =0 (p#v),

also ist f, holomorph.
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ii) Summen und (im Falle E = C) Produkte holomorpher Funktionen
sind holomorph. Dies folgt aus

of+g _Oof 99 4 Ofg_0f . 9
0z, 0z, 0z, 0z, c‘)zyg 0z,

f

Satz 16.4.8 Es sei U C C™ offen, E ein vollstindiger normierter Raum
iber C und w : U — Zc(C™, E) eine stetig differenzierbare Pfaffsche Form,
n

die als w =Y f,dz, geschrieben sei.

v=1
Dann ist w genau dann geschlossen, wenn
of, : : .
5. = 0, 1<wv,u<n (das heifit, die f, sind alle holomorph) und
Zp

ofy _ Ofu

= 1< <n.
0z, 0z’ =i

Ist n = 1, also U C C, so ist die stetig differenzierbare Pfaffsche Form
w:U — Z(C,E) mit w = fdz genau dann geschlossen, wenn f auf U

holomorph ist.

Beweis. Es gilt

w(z)(ug + v, ... Uy +ivy) = Z fo(2)(uy + ivy)
v=1

=" L) u+ S (1) () v
v=1 v=1

Damit ist w genau dann geschlossen, wenn

of,  Of.  Of,  Olify) aif,) _ 9(if)

= = —" und = 1<v,u<n.
oz,  O0x,” Oy Ox, Yy oy, =VH=
Mit den Beziehungen 387’1 = 687}; + (%L sowie 887’1 = i(a% — %L) rechnet

man leicht nach, dass dies zur angegebenen Bedingung dquivalent ist. O

Wir kénnten nun jede Menge Korollare aus unserer Theorie ableiten, belas-
sen wir es aber mit den beiden folgenden Resultaten. Das erste folgt leicht
aus 16.3.29 und 16.3.20.

Korollar 16.4.9 FEs sei U C C" ein einfach zusammenhdingendes Gebiet

und fi,...,fn : U — FE stetig differenzierbaren Funktionen. Genau dann
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existiert eine holomorphe Funktion F : U — E, so dass 2 a =fi,1 <v<n,
gilt, wenn alle f, holomorph sind und af’: = gfﬁ,l < v,u < n git Ist
also insbesondere, U C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet, und ist
f U — E holomorph, so existiert eine holomorphe Funktion F : U — E
mit %—f = f.

3
Beispiel 16.4.10 Es seien fl,fz : Cz — C, fl(Zl,Zg) = 322, f2(21,22) =

2.2
2725,
Dann sind f1, fo nach 16.3.28 holomorph. Weiter gﬂt (zl, 29) = 22125 =
8f > (#1,22). Also existiert eine (holomorphe) Stammfunktlon fir fidz= +
fgng, also F': C? — C holomorph mit §£ = f1, £ = fo.

Wir konnen ein F sogar berechnen. Es gilt nach 16.3.12 dass F : C? —
(21,22)

C, F(z1,220) = [ fidz + f2dz eine Stammfunktion ist.
(0,0)

Wihlen wir fiir (21, 2z2) die Kurve v : [0,1] — C2, v(2) = (t21,t22), so gilt

21721

/ frde + fade = / £ (1) %) + Fa((8) (1)t

(0,0)

1
2tz (tz2)
/ D(tz) 21+ (t21)3 (t22)? 2o dt
0

Wir wollen hier die Theorie holomorpher Funktionen mehrerer Verdnderli-
cher nicht weiter treiben, sondern uns stattdessen auf den Fall n = 1 kon-

zentrieren.



Kapitel 17

Holomorphe Funktionen
einer Veranderlichen

17.1 Elementare Eigenschaften

Es sei U C C offen, F ein vollstindiger normierter Raum iiber C, und es sei
f : U — FE eine Abbildung. Wir wiederholen noch einmal:

i) f ist stetig differenzierbar, falls die partiellen Ableitungen

of 0 ) i 1 S 5e) w
9 U= B gy @ imlm g e+~ () und
0 0

G U B, S () =l 4 (70 + 1) - £2)

existieren und stetig sind.
ii) f heiBBt holomorph, falls f stetig differenzierbar und

iii) f heifit stetig komplex differenzierbar (das war stetig differenzierbar

im Sinne von 9.1.1!), falls

FU B, ()=l (f 4 w) - £(2)

weC

existiert und stetig ist.

485
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Bemerkung 17.1.1 Ist f stetig komplex differenzierbar, so ist f stetig dif-
ferenzierbar, und es gilt

0
o) = lm g (40~ 50)
. 1
= i, () - 5)
- )
sowie
o7

.1 )
G2 =l (i) - 1)

t—

teR

- lin L (f= i) — (=)
1

= g }”igcé o, (f(z+iw) — f(2))

o1

= if'(2).
Es folgt dann

of 1,9f OfN 1 .,
5‘5@“@)—2“ 1) =0,

also ist f sogar holomorph und es gilt dann

_of

() w) = 5

(2)w = f'(z)w, z€ U, weC.
Es gilt sogar

Satz 17.1.2 Es sei U C C offen, E ein vollstindiger normierter Raum tiber
C. Dann sind fiir eine Abbildung f : U — E dquivalent:

i) f ist stetig komplex differenzierbar,

ii) f ist holomorph.
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Beweis. ,i) = ii)“ haben wir gerade gezeigt.
»il) = 1)“. Da f holomorph, ist
df : U — 4(C,E)

stetig und C-linear.

Ist z € U, so existiert also ein a, € F mit

df (z)(w) = a, - w.

Es folgt mit dem Satz 12.1.8, dass (fiir w # 0)

|- (7 +w) — £(2)) ~ o

E

|- (7 +w) ~ 1)~ i) w)|

E

If(z+w) = f(2) = df (2)(w)]|&

— 0,
|wl o
also ist f komplex differenzierbar (und f'(z) = a.).
Da df : U — Z%¢(C, E) = E stetig, ist auch z — f/(z) stetig. O

Bemerkung 17.1.3 Man kann sogar zeigen (mit Hilfe des so genannten
Goursatschen Lemmas), dass folgendes gilt: Ist U C C offen, E ein vollstandi-
ger normierter Raum iiber C, f : U — FE eine in jedem Punkt zy € U
komplex differenzierbare Funktion. Dann ist f holomorph.

Definition 17.1.4 Essei U C C offen, E ein vollstdndiger normierter Raum
iiber dem Koérper C. Dann sei

H(U,E):={f:U — E: f holomorph}
der Raum der holomorphen Funktionen mit Werten in £ und
HWU):=H(U,C)={f:u— C: f holomorph}.

Wir sagen, f ist holomorph an zy € U, falls eine offene Umgebung V' C U
von zq existiert, so dass f|V holomorph ist. (Damit ist f holomorph auf U
genau dann, wenn f an allen zg € U holomorph ist)
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Wir erinnern uns nun an die in der Analysis II schon bewiesenen Aussa-

gen.

Satz 17.1.5 Es sei U C C offen, f : U — C eine Abbildung, so dass fiir

jedes 20 € U ein e > 0 und eine Folge (ay)yen, € CNO (welche von zg
o
abhdngt) mit f(z) = Y a,(z—20)", |z — 20| < €. Mit anderen Worten, f ist

an jedem Punkt in eine Potenzreihe entwickelbar.
Dann ist f beliebig oft komplex differenzierbar, also insbesondere holomorph.

Beweis. Siehe 9.5.3, 10.2.2. O

Bemerkung 17.1.6 Man kann im obigen Satz f : U C C durch f : U —
E ersetzen, wobei E ein vollstdndiger normierter Raum iiber C ist. (Die

(ay)ven, sind dann aus ENO)

Beispiel 17.1.7 Aus obigen Satz erhalten wir sofort, dass jedes Polynom
n

P:C— C,P(z) = Y ay,z”, holomorph ist.
=0

v
Weiter folgt sofort, dass exp, cos, sin, cosh, sinh : C — C holomorph sind.

Wir rufen noch einige Ableitungsregeln auf, siehe 9.2.1, bis auf die Formeln
gelten sie auch fiir holomorphe Funktionen mehrerer Verdnderlicher.

Satz 17.1.8 Es sei U C C offen und (E, ||-||g) ein vollstindiger normierter
Raum tber C. Dann gilt

i) Sind f,g : U — E holomorph auf U und ist A € C, so ist A\f + g
holomorph auf U, und es gilt (Af +g) = f'+4'.

it) Ist f : U — C, g : U — E holomorph auf U, so ist auch f-g holomorph
auf U, und es gilt (f-9)' = f'g+ fq'.

iii) Sind f : U C C,g : U — E holomorph und gilt f(z) # 0,z €
/
U, so ist auch %g : U — E holomorph, und es gilt (%g) (2) =

fé)2 (f(Z)g’(z) — f’(z)g(z)) (ist E = C, so schreibt man dies auch
als (%)/(z) — 9’(Z)f(§)(;)92('2)f'(2))'
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i) Ist f : U — C holomorph und ist V eine offene Obermenge von f(U),
sowie g : V. — E holomorph, so ist g o f holomorph, und es gilt
(go f)(2) = f'(2)9(f(2)) (ist E = C, so schreibt man (go f)(z) =
9(f(2)) f'(2))-

Satz 17.1.9 Es sei U C C offen, und es sei f : U — C holomorph, f
injektiv und f'(u) # 0,u € U. Dann ist f(U) =:V offen und f~*:V — U

ebenfalls holomorph, und es gilt (f~1)'(v) = W,v eV.

Beweis. Wir verwenden den Satz iiber die Umkehrfunktion 12.4.5 mit X =
Y = C, betrachtet als R-Vektorrdume.

Wegen df (u)(w) = f'(u) - w,u € Uyw € C, und f'(u) # 0 ist df (u) ein
Isomorphismus zwischen C und C (sogar ein C-linearer!). Dann ist mit dem
Umkehrsatz f~!:V — U stetig differenzierbar, V ist offen, und es gilt

df 7 (v)(w) = df (f~(v)) "' (w)
1

= —w.

)

Dann ist df ~!(v) ebenfalls C-linear, v € V, und f~! somit holomorph. Weiter
folgt hieraus

Yo)w=——— w, w
(@) w= Frmy v we T

und dies liefert auch die Formel. O

Es sei U C C offen, E ein vollstandiger normierter Raum iiber C, f : U — E
stetig, v : [, 5] — U eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve. Dann
war ja gerade (fiir die Pfaffsche Form w = fdz)

[ #dz= /ﬁ F() 7' (1) dt.

Wir schreiben ab jetzt dafiir haufig

/f(z) dz
gl

und verwenden anstelle von z auch andere Buchstaben, wie w,(,&,.... Wir

fithren noch eine ungliickliche aber gebréiuchliche Bezeichnungsweise ein: Es
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sei zg € C und p > 0. Dann sei 75, , : [0,27] — C, t — 2o + pe’’. Wir setzen

/ f(z)dz : / f(z dZ—/f 20 + pet)ipettdt.

|z—z0|=p Yzqg,p

Wir wiederholen:

Satz 17.1.10 Es sei G C C ein Gebiet, f : G — E eine holomorphe Funk-
tion mit Werten in einem vollstindigen normierten Raum tber C.

i) f besitzt genau dann eine Stammfunktion F: G — E (d. h. F' = f),

- / f(z)dz =
),

fir alle stiickweise stetig differenzierbaren geschlossenen Kurven v in

G. Ist dies der Fall, so ist mit einem festen zg € G

/Zf(z)dz ::/f(z)dz

wobei v : [, B] — G stiickweise stetig dz’jferenzierbare Kume mit

v(a) = 29,v(8) = z, wohldefiniert, und F : G — E, F(z f f(z
ist eine Stammfunktion fir f (d.h. F' = f).

ii) Ist G einfach zusammenhdingend, so besitzt f eine Stammfunktion und
es gilt die Bedingung aus i). Diese Aussage heifit Cauchyscher Inte-

gralsatz.

Beweis. Nach 16.4.8 ist die Form fdz geschlossen. Um 16.3.11 i) beziehungs-
weise 16.3.20 anwenden zu koénnen, bemerken wir, dass fiir holomorphes f
die Form fdz genau dann die Stammfunktion F' besitzt, wenn F’ = f gilt.
Dazu verwenden wir die Darstellung der Ableitung aus 16.4.5.

oF

Es besitze also fdz die Stammfunktion F. Dann gilt fdz = dF = a—dz +
z

OF OF oF

gdz also Yo 0 und 5= f, was nichts anderes bedeutet, als dass F'
holomorph 1st und F’ = f gilt.

y . OF oF ,
Gilt F' = f, so ist F' holomorph und somit i 0 und - F' = f. Also
Z z

or . OF oF
il = — — F. O
gilt fdz P dz =3, dz + 57 dz=d
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Beispiel 17.1.11 Es sei G C C ein Gebiet, zgp ¢ G und fiir ein R > 0 sei
{z€C:|z—2z| =R} CG.Ist m € Z,s0sei fr, : G — C, frn(2) = (z—29)™.
Dann gilt
2
/ L & = / f-1(z0 + Re™) iRe™ dt

|z—z0|=R 0

2

1 .
= / Tooit iRe dt = 2mi.
0

Insbesondere besitzt also f_1 keine Stammfunktion auf G.
Wir berechnen weiter, dass

1 m 1 : m=-1
—_— / 2Mdz =
2mi 0 : meZ\{-1}.

|z—z0|=R
Es bleibt nun der Fall, m # —1 zu betrachten. Dort gilt

2

1 1 . .
— / (z—20)"dz = o (R-e"Y™iRe™ dt
|z—z0|=R 0

27
m—+1
_ R Z./eit(mﬂ) ”

2mi

0

27 \i(m+1)

27T)
0

m—+1
B R27r (i(m1+1) B i(m1+ 1)) =0

Wir hétten die letzteren Integrale gar nicht berechnen miissen, denn fiir m €

Z\ {—1} besitzt f,, die Stammfunktion F,, : C\ {0} — C, F,,(2) = ‘i::ll

Die Anwendung obigen Satzes liefert sofort das Verschwinden der Integrale!

Satz 17.1.12 Es sei G C C ein einfachzusammenhdngendes Gebiet und
g € H(G) ohne Nullstelle auf G. Weiter sei 29 € G und g(z9) = roe¥0.
Dann gilt

i) Es existiert f € H(G) mit f(zo) = logro + ipo und

e’ = g(2), zeG.
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ii) Ist A C G zusammenhdngend (also z. B. A= G)und h : A — C stetig

mit e/ = ") fiir alle z € A, so existiert ein k € 7 mit
h(z) = f(z) + 2mik, z € A.

Die Menge aller stetigen Funktionen h mit e = g ist also durch
{f +2mik : k € Z} gegeben.

Beweis.

i)

ii)

%/ ist holomorph in G. Da G einfach zusammenh#ngend ist, existiert
eine Stammfunktion f: G — C von % mit f(z0) = logro + ipo.
Es folgt

/

(ef)' = eff':efg—.

g
Dies impliziert, dass
! Nag—eld
(Ey =g —eld )92 9 —0auf G,
g g

also ist e/ = cg mit einem ¢ € C. Aus g(zp) = r0e™° und f(z) =
log rg + ipg folgt ¢ = 1.

Ist w € C mit eV = 1, so ist w € 2miZ, siehe 5.4.5. Wir setzen ¢ :
A — C,z — f(2) — h(z). Wegen e#?) = ef(2)=h(z) = :{LZ; =1, gilt
also p(z) € 2miZ,z € A.

Wiéhle zp € A. Dann existiert ein k € Z mit p(z9) = 2mik. Wegen
o(z) € 2miZ, z € A, gilt o~ ({2mik}) = o~ ({2mik + 2 : |z| < 1}) und
wegen der Stetigkeit von ¢, ist ¢! ({2mkz}) abgeschlossen und offen.

Da A zusammenhéngend ist, gilt ¢~ ({27ik}) = A somit ¢p(z) =
2mik,z € A.

Bemerkung und Definition 17.1.13 Es sei 0 ¢ G C C ein einfach zu-
sammenhingendes Gebiet. Ein f : G — C mit e/®) = 2,2 € G, heifit

Logarithmus auf G. Wir beachten, dass nicht notwendigerweise folgt, dass

auch f(e*) = z gilt! Dazu benotigt man folgendes: Es sei H C C ein einfach
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zusammenhéngendes Gebiet mit der Eigenschaft, dass z — w ¢ 2miZ \ {0}
fir alle z,w € H. Dann ist besitzt exp : H — exp(H) =: G eine Umkehr-
funktion f: G — H, d.h. f(e*) =2, z€ H,und e/¥) = 2, 2 € G.

i) Ist 1 € G, so existiert genau eine Funktion f : G — C mit ef?) =2 2 € G,
und f(1) = 0. Diese Funktion heifit dann der Hauptzweig des Logarithmus
auf G und wird mit log oder besser log® bezeichnet.

Wir beachten, dass log® stark von G abhingt: Sei 0 ¢ G C C ein Gebiet,
welches einen Kreis {z € C : |z| = R} enthilt. Es gibt dann keine holomor-
phe Funktion f : G — C mit e/®) = 2,z € G.

Nehmen wir die Existenz einer solchen Funktion f an, so folgt durch Ablei-
ten beider Seiten, dass f/(z)ef(z) =1,z € G, also

flz)=e ) = %, ze@.

f! wire also eine Stammfunktion von z % auf G, im Widerspruch zu
17.1.11.

ii) Ist 0 ¢ G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet mit (0, 00) C G, so
liefert der obige Satz, dass log® eine Fortsetzung unseres alten Logarithmus
(der Umkehrfunktion von exp : R — (0, 00)) ist.

17.2 Die Cauchysche Integralformel fiir Kreise

Lemma 17.2.1 FEs seien G C C ein Gebiet, E ein vollstindiger normierter
Raum diber C, z9p € G und R > 0 sowie z; € C mit |z1 — z0| < R. Ist
0<e<R—|z1—20 sodass{z€C:|z—2| <R, |z—21| > ¢} CG. Fir
jede holomorphe Funktion g : G — E gilt dann

/ o(2) dz = / o(2) dz.

|z—z0|=R |z—z1|=¢

Beweis. Wegen 16.4.8 ist die Form gdz geschlossen.

Da A:[0,1] x [0,27] — C, A(u,t) = (1 — u)(z0 + Re®) + u(z1 + ee't), eine
Homotopie in G ist (sieche Ubungen), konnen wir 16.3.15 anwenden und er-
halten die Behauptung. a
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Satz 17.2.2 (CIF fiir Kreise) EsseiG C C ein Gebiet, E ein vollstindiger
normierter Raum tiber C und f : G — FE eine holomorphe Funktion. Sind
20 € Cund R>0 mit {ze€ C:|z—2]| <R} CG so gilt

10=5 [ Ha

|§—20|=R

fir alle z mit |z — 29| < R.

Beweis. Sei |z — 29| < R. Nach obigem Lemma gilt fiir 0 < ¢ < R— |z — 20|,

1 7o . 1 7€)
e B =Y

l¢~20l=R |£,Z|:€

2 + et )
= 5= / £ +zt ice™ dt
i ce

dass

= /fz—i—se Ydt —  f(2).

e—0

Bemerkung 17.2.3 Ist G C C ein Gebiet, f : G — E holomorph, z € G
mit {w € C: |w— 29| < e} C G fiir ein € > 0.
Ist v : [0,27] — G ein eine Kurve mit 0 ¢ |y|, welche zu 7., : [0,27] —
G,7..¢(t) = 2z + g€’ homotop in G ist, so gilt

T omi £E—z
v

Dies folgt mit dem selben Argument wie im Satz vorher.

Eine andere Moglichkeit Cauchysche Integralformeln zu beweisen ist die so-
genannte Aufschneidetechnik deren Idee man leicht hinzeichnen kann, welche
aber in der Notation umstéandlich ist. Wir demonstrieren sie hier andeu-
tungsweise am Beispiel eines Rechtecks:

Dazu seien a,b > 0 und ~ : [0,4] — C,v|,1)(t) = (1 — t)(a — ib) + t(a +
i), Ylj12y(t) = 2= )(a-+ib)+ (t—1)(—a-+ib), Vlpz(t) = (3—t)(—a-+ib)+
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(t—=2)(—a—ib), Y|4 (t) = (4—t)(—a—ib) + (t —3)(a—1ib). v parametrisiert
also das Rechteck mit den Eckpunkten a — tb,a + b, —a + tb, —a — ib und

zwar im sogenannten positiven Sinn. Wir wollen zeigen, dass fiir eine auf

einer einfachzusammenhéngenden offenen Umgebung U von K := {z € C:
|Rez| < a, |Imz| < b} holomorphe Funktion f gilt, dass

1) = g [ e
Y

fir alle z = x + iy € C mit |Rez| < a, |Imz| < b. Dazu reicht es wieder

nachzuweisen, dass mit g(§) = fff(i

[o©@ic= [ g

2l |€—z|=¢

fir 0 < e < min{|a|—|z|, |b| —|y|} gilt. Man kann dies mit einem Homotopie-
argument zeigen, es ist aber schwer, eine Homotopie in zwischen den beiden
Kurven anzugeben (Die Homotopie darf ja z nicht treffen!). Wir deuten nun
die Aufschneidetechnik an, dazu wéhlen wir folgende Kurven:

Esseip; : [0,1] = C, p1(t) = (1 —t)(a—ib) +t(a+iy), das heiit p; parame-
trisiert die Strecke von a — b nach a 41y in dieser Orientierung. Wir wéahlen
nun weitere Kurven: ps parametrisiere die Strecke von a4ty nach x +¢+1iy.
Es sei weiter p3 : [0,1] — C, p3(t) = z+ce~ . py parametrisiere die Strecke
von & — € + ¢y nach —a + iy, ps die Strecke von —a + ¢y nach —a — #b und
pe die Strecke von —a — ib nach a — ib. Wir setzen die geschlossene Kurve
p = p1,p2- - pg als die Aneinanderhingung von p; bis pg. Dann gilt nach

dem CIS, dass
[ sty =o.

p

Analog definieren wir Kurven o1, ...,0¢: 01 parametrisiere die Strecke von
a+ 1y nach a+1b, oo die Strecke von a + ¢b nach —a + ib, o3 die Strecke von
—a+1ib nach —a+1y, o4 die Strecke von —a+iy nach x—e+iy, o5 : [0,1] — C
sei definiert durch o5(t) := z + ee!*(1=). Schlieflich parametrisiere o die
Strecke von z + € + iy nach a + iy. Wir setzen wieder o := o1 -- - 0g als die
Aneinanderhéingung von oy bis 0g. Analog zu oben ist auch

[ sty =o.

g
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Also gilt insgesamt

6 6
©de+ Y [gerae=o.

Wir beachten, dass sich die Integrale iiber ps und og sowie die iiber py und

o4 jeweils autheben. Summieren wir anders auf, so erhalten wird somit

(/+/+/+/+/+/>+</+/):0.
p1 o1 02 03  pPs pe p3 05

In der linken Klammer steht fv g(&)d¢ und in der Rechten das Negative von

f|§—z|:5 g(&)d€. Somit ist die Behauptung gezeigt.

Spéater werden wir eine einfachere Methode angeben, Cauchysche Integral-

formeln zu zeigen, und zwar mit Hilfe des sogenannten Indexes.

Man kann zeigen, dass fiir eine geschlossene Kurve « : o, 3] — C, welche
auf [, ) injektiv ist, C\|y| in zwei Gebiete I(y) und A(vy) zerfillt, wobei
I(~y) beschrénkt und A(v) unbeschréankt ist (Jordanscher Kurvensatz).

Ist ~y zusétzlich stiickweise stetig differenzierbar, so existiert 6 € {—1,1}, so
dass gilt:
Ist f holomorph auf einer offenen Obermenge von I() U |v|, so ist

16)= oz [ £ e, ze 1),

6= 1: ~ heiflt positiv orientiert
0 = —1: ~ heifft negativ orientiert.

Die Beweise sind kompliziert und wiirden den Rahmen dieser Vorlesung

sprengen.

Lemma 17.2.4 EsseiU C C offen, I = |« 3] ein Intervall, E ein vollstindi-
ger normierter Raum und K : I x U — E eine Abbildung mit

i) z +— K(t,z) ist holomorph fiir allet € I und %—IZ{ : IxU — FE ist stetig.

i1) t — K(t,z) ist eine Regelfunktion fir alle z € U.

Dann ist
B

f:U—E, f(2) ::/K(t,z) dt,

[0}
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holomorph, und es gilt

. oK _ 8K | 8K _ 0K OK _ (8K 8K\ _ ; 0K
Beweis. Wegen .- = 5> + 5 = 5, und = Z(W az) =1 %, sind
die Voraussetzungen von 16.3.8 erfiillt.

Es folgt also, dass f stetig differenzierbar ist und es gilt

B
Lo -s(t@+ife) = [3(GeariG @)

sowie

af .. 1,0f Of B
a(z)—g(%@)—zafy(z))—

B B
1 /0K 0K 0K
/2<8x(t,2)—28y(t,2))dt—/8(t,Z)dt

«

Satz 17.2.5 (Analytizitit Cauchyscher Integrale)
Es sei v : [a, 8] — C eine stickweise stetig differenzierbare Kurve, g : |y| —
E eine stetige Funktion und f : C\|y| — E definiert durch

f(z):;m/ 9(§) dc.
;

£E—z
Dann sind f, f', f”,... holomorph, und es gilt fiir v € N

) 1
P - om [ e zeninl

Y
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Beweis. Ohne Einschrankung sei v stetig differenzierbar, ansonsten zerlege
[ov, B]. Sei K : [ar, f] x C\|7| — E,

1 g(v) (b,

K(t,2) = 2miy(t) — z

Die sukzessive Anwendung des obigen Lemmas liefert die Behauptung. O

Korollar 17.2.6 Es sei G C C ein Gebiet, E ein vollstindiger normierter
Raum dber C und f : G — E holomorph. Sind zg € G und R > 0 mit
{z€C:|z—2| <R} CG, so gilt

i) f ist beliebig oft (stetig) komplex differenzierbar und

|é—20|=R

fiir alle |z — z9| < R und v € Ny (Der Fall v = 0 ist gerade die CIF
fiir Kreise).

ii)
IF2 )]s _ R

o SR K_S;F:RHf(é)llE

fiir alle |z — zo| < R und v € Ny, also insbesondere

)
M < — sup | f(€)g fir alle v € No. Die letzten Un-
v RY je—zo=R

gleichungen heiffen Cauchy-Abschitzungen.
Beweis.

i) Nach der Cauchyschen Integralformel fiir Kreise gilt
1
(=5 [ e -al<r
§E—z
|§—z0|=R

Aus der Analytizitdt Cauchyscher Integrale folgt dann 1i).
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) (2
o W = on [ L],

vl
|E—20|=R

2 . .
Hi / f(z0 + Re™)iRe" H
27t ) (20 + Re't — z)v+1

dt

2 . .
< 1/” f(20 + Re™)Re" H
- 27 (20 + Rett — z)»+LlE
0

R .
Re™]| ..
~ (R—1|z— z|)¥*! tes[}){gﬂ Hf(Zo e )HE

Bemerkung und Definition 17.2.7 Es sei zg € C und FE ein vollstdndi-
ger normierter Raum sowie (a,),en, eine Folge in E. Dann heifit

o0
Z a,(z — z0)"
v=0

eine Potenzreihe mit Werten in F' und Entwicklungspunkt 2y und

1
R:= - € [0, 0]
limsup {/||a,|| g
V—00

ihr Konvergenzradius. Ganz analog wie in 2.2.26 und 6.3.4 zeigt man:

o
Z a,(z — zp)” konvergent gleichméBig auf {z : |z — zo| < r}
v=0

o0
fir alle r < R, und )" a,(z — zp)" divergiert fiir alle |z — 29| > R.

v=0
Insbesondere ist f : {z € C: |z— 29| < R} — E, f(2) = > ay(z—2p)", eine
v=0

stetige Funktion.
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Fir 0 <r < R gilt

GRS > (=)
i | it | et

|é—zo|=r |é—zo|=r v=0

R 1 (£ —20)”
=Ygy | S

|§—z0|=r
Cauchy — o0
Integriformel Z CLV(Z o ZO)V — f(z)
v=0

Die Analytizitat Cauchyscher Integrale liefert nun, dass f beliebig oft kom-
plex differenzierbar ist. Weiter gilt

|{—z0|=r
SUTREINY R S L
;:0% QMKZO/_T (€& — 2zp)v Tt d§ = ay, v € No.
=5up

Satz 17.2.8 Es sei G C C ein Gebiet, E ein vollstindiger normierter Raum
iber C und f : G — E eine Funktion. Dann sind dquivalent

i) f ist holomorph (< stetig komplex differenzierbar).
i1) f ist beliebig oft komplex differenzierbar.

ii1) Fiir jedes zg € G existiert eine Umgebung U von zg und eine Potenz-

[e.°]
reihe Y ay(z — 2z9)¥ mit

v=0
oo
f(z) = Zay(z —2)", zeU.
v=0
o0
i) Fir jedes zo € G existiert eine Potenzreihe Y a,(z — zo9)” mit Kon-
v=0

vergenzradius grofier oder gleich dist(zo, 0G), so dass

F(2) = au(z —20)", |2 — 20| < dist(z0,0G).
v=0
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Im Falle iii) und ) gilt a,, = f(y)(zo),l/ e Np.

v!

Beweis. ii) = i), iv) = iii) sind trivial, iii) = ii) ist in obiger Bemerkung

enthalten. Es bleibt also ,,i) = iv)“ zu zeigen. Dazu sei f holomorph auf G.
(v)

Fiir v € Ng sei a, 1= 220 Sind dist(29,0G) > 1’ > r > 0, so folgt aus

v!

17.2.6 die Existenz eines C' > 0 mit
o
llay||l e < oV € N,

somit konvergiert die Potenzreihe

o0
Z ay(z — z9)"
v=0

gleichméBig auf {z : |z — zo| < r}.
Wir berechnen fiir |z — z9| < r unter zweimaliger Verwendung von 17.2.6,

dass
ga,xz—zo)” - Vi;”g_z/u o CRE—"
- lek/: f<5)§<£<2_‘z§§2:1 i

Also gilt iv).
Aus obiger Bemerkung folgt im Falle iii) und iv), dass

f(”>(z0)

v!

a, = , v E Ng.

Beispiel/Bemerkung 17.2.9 i) Wir bemerken, dass wir gerade mitbewie-
sen haben, dass durch Potenzreihen dargestellte Funktionen

f:{z€eC:lz—2| <R}, f(z) = Zal,(z—zo)”,
v=0
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beliebig oft komplex differenzierbar sind und zum Beispiel

F1(2) =) an(v+1)(z—2)", |2 — 2| <R,

v=0

gilt. Einen alternativen Beweis lieferte ja 9.5.2 bis 9.5.4. wo wir die Vertau-
schung von Summation und Differentiation behandelt haben.

ii) (Potenzreihe des Logarithmus)

Wir haben in 9.5.5 gezeigt, dass logx = §

v=1

Hier war log : (0, 4+00) — R als die Umkehrfunktion von exp : R — (0, +00)
definiert.

Ehis

(x—1)" fiir z € (0,2) gilt.

Ist nun C_ := C\(—00,0] und log®~ der Hauptzweig des Logarithmus’
auf C_ (d.h. die eindeutig bestimmte holomorphe Funktion f : C_ — C
mit e/?) = 2z und f(1) = 0), so stimmen die beiden Definitionen auf

(0, 4+00) iiberein, wie wir oben gesehen haben. Da log® sich an der Stelle

1 in eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 1 entwickeln l&sst, gilt somit

log(c‘(z) = > (m;“yﬂ (z — 1)”. Wegen logc‘ (1) =0, (logc‘)(”)(z) =
v=0

(v—1)! (=1)**! 2=¥, erhalten wir log®~ (z) = (- (z—1)", |z—1| < 1.
v=1

v

Mit der Analytizitit Cauchyscher Integrale kann man folgendes niitzliche

Lemma folgern:

Lemma 17.2.10 Es sei U C C offen, I = [a,[] ein Intervall, E ein
vollstindiger normierter Raum und K : I x U — FE eine stetige Abbil-
dung, so dass z — K(t,z) holomorph ist fiir alle t € I. Dann ist sind die
Voraussetzungen von 17.2.4 erfillt und somit ist

B
ﬂUﬁﬂf@&/K@@@

«

holomorph.

Beweis. Die Bedingung ii) ist aufgrund der Stetigkeit von K offensichtlich

erfilllt, fiir die Bedingung i) miissen wir zeigen, dass %—[; an jedem Punkt

(to.z0) € I x U stetig ist. Sei dazu R > 0 mit Br(29) C U. Dann gilt mit
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17.2.6, dass
0K 1 1
At = — —K(t,8)d
) = g [ ke
[§=20[=R
1 7 Rew
e’ .
= — A K(t Re?)d
21 ) (20 + Re'® — z)? (t 20 + Re®)dp

0

fiir (¢,z) € I X Br(zp). Da der Integrand stetig auf I x Br(zg) x [0, 27| ist,
2 2
folgt mit 6.1.16, dass

Re'? . et® ,
. K(t, 20+ Re') ——< K (to, R“PH 0, ((t, t0, 20)).
<pes[%g¢r] (20 + Ret? — 2)2 (8, 20-Re') (Rei#)2 (to, 20+ Re) 5 ((t2) = (to, 0))
Dies liefert die Stetigkeit von %—IZ( an (tg, 20). 0

Definition 17.2.11 Ist F ein vollstédndiger normierter Raum, so heifit eine
holomorphe Funktion f : C — E ganze Funktion (mit Werten in E).

Beispielsweise sind alle Polynome sowie exp, cos, sin, cosh, sinh, . . . ganze Funk-
tionen. Eine Funktion ist genau dann ganz, wenn sie sich auf ganz C durch
eine Potenzreihe darstellen 148t.

Satz 17.2.12 (Liouville)  Eine beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis. Es sei f : C — E ganz mit sup || f(z)||g < co. Da f ganz ist, gilt
zeC

fz)=> % z¥, z € C. Aus den Cauchyabschitzungen folgt fiir v € N,
v=0

dass
F(0) H 1
< — .
0], < 4 o s — o
Also gilt % =0, v € N, und somit f(z) = f(0), z € C. O

Wir wollen nun den sogenannten Fundamentalsatz der Algebra beweisen,
welcher eine Darstellung von Polynomen durch ihre Nullstellen liefert. Dazu

benoétigen wir das folgende
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Lemma 17.2.13 Fs sei P : C — C ein nicht konstantes Polynom. Dann
hat P eine Nullstelle.

Beweis. Nehmen wir an, P habe keine Nullstelle. Dann ist f := % eine

ganze Funktion. Wegen lim,|_, |P(2)| = oc liefert der Satz von Liouville
f =0, ein Widerspruch. O

Satz 17.2.14 (Fundamentalsatz der Algebra)

Es sei P : C — C ein Polynom vom Gradn > 1. Dann existieren Ay, ..., \; €
k
C paarweise disjunkt und nq,...,ng € N mit > n, =n, so dass
v=1

wobei a,, der Leitkoeffizient von P ist.

Beweis. (Per Induktion)
ao

nzl:P(z):alz—l—aO:al(z—a .

n +— n+1: Da P nach obigem Lemma eine Nullstelle A € C hat, ergibt sich

n+1 n+1
v PW(X) v
P(z) = Z a,z’ = Z o (z—A)
v=0 v=0 ’
n+1 n
p(V)()\) p(V+1)()\)
- A = G G ) [ N
; B ;)(wrl)! (z=AN)") (=)
Wenden wir nun die Induktionsvoraussetzung auf @ : C — C,Q(z) =
> % (z — A\)Y, an, so existieren Aq,...,A\; € C paarweise disjunkt
LS QW T
und ny,...,np € Nmit )7 n, = n, so dass Q(z) = “—r—= [[ (z — \)™.
v=1 v=1
(n) (n+1) (n+1) . .
Wegen & n!(O) = P(n+1)(!/\) - P(n+1)(!0) = apt1 ergibt sich P(2) = any1(z —
k

A) II (2 — Ay)™. Existiert ein v € {1,...,k} mit A = \,, so erh6he n, um

v=1
1, andernfalls erhthe k& um 1 und setze ngy1 := 1 und Agyq := A O
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Bemerkung und Definition 17.2.15 Es sei G C C ein Gebiet, E ein
vollstandiger normierter Raum, f : G — F holomorph. Dann heifit zg € G
m-fache Nullstelle (wobei m € Ny) von f, falls

F(2) =0, 0<v<m—1, und f0™(z) # 0.

Eine 0—fache Nullstelle zy bedeutet gerade, dass f(zy) # 0. Hat f an zg eine
Nullstelle der Ordnung m € N so wihle ¢ > 0 mit f(z) = Z 1 )(ZO (

(1/+m) .
20)Y, |z — 20| < e.Ist g: Us(20) — E,g(2) Z f(,,er (z —20)", s0ist g

holomorph auf U.(z0), g(20) # 0, und es gllt

f(z) =(z2—20)"g(2), z € Us(20).

Nach eventueller Verkleinerung von € > 0 kénnen wir aufgrund der Stetigkeit
von g annehmen, dass g(z) # 0,z € U.(zp). Insbesondere besitzt dann f
keine Nullstelle in U.(29)\{z0}-

Betrachten wir die Funktion

9(2) cz € Us(20)
h:G = E, h(z) = _f) 1z € G\{0},

(z —2z0)™

so ist h wohldefiniert und holomorph auf G, und es gilt

£ (29) o
7m‘ LZ=2

h(z) =
@ cz€ G\{2}
(z —z0)™

Der Kiirze halber schreiben wir

f(2)

anstelle von h(z).
(z = z)™ (=)

Beispiel 17.2.16 Es sei f : G — F holomorph, z € G.
Dann ist auch & — % holomorph auf G (eigentlich hétte man schrei-

ben miissen

&
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Satz/Definition 17.2.17 Es sei G C C ein Gebiet, E ein vollstindiger
normierter Raum und f : G — E holomorph und nicht identisch 0. Dann

hat
Ny :={2€G: f(z) =0},

die Menge aller Nullstellen von f in GG, keinen Haufungspunkt in G.

Beweis. Per definitionem ist
H(Ny) ={w € G : (Us(w)\{w}) N Ny # 0 fiir alle & > 0}

die Menge aller Haufungspunkte von Ny. Da f stetig, gilt H(Ny) C N;G’d"‘) =
Ny, jedes wo € H(Ny) ist also auch eine Nullstelle von f.

Nach A 13.2 ist H(Ny) abgeschlossen in (G,d|). Es sei wg € H(Ny).
Nach obiger Bemerkung existiert dann ein € > 0 mit f ‘Ua(wo) = 0, also
ist Us(wo) C H(Ny), also ist H(Ny) auch offen in (G,d|-|). Da G zu-
sammenhéngend ist, muss also H(Ny) = 0 oder H(Ny) = G gelten. Da
H(Ny) C Ny C G, fithrt der zweite Fall zu f = 0 auf G, im Widerspruch
zur Voraussetzung. Also ist H(Ny) = (), und dies ist die Behauptung. O

Bemerkung 17.2.18 Wir beachten, dass im Falle G # C ein holomorphes
und nicht konstantes f : G — E sehr wohl Haufungspunkte in C haben
kann. Ein Beispiel ist f : {z € C : Rez > 0} — C, f(2) = sin 1. Hier ist
Ny={ZL :neN}.

Korollar 17.2.19 (Idenditdtssatz) Es sei G C C ein Gebiet, E ein
vollstindiger normierter Raum und f,g : G — E holomorphe Funktio-
nen. Stimmen f und g auf einer Teilmenge A von G iiberein, welche einen
Haufungspunkt in G besitzt, so gilt f = g.

Beweis. Betrachte h = f —g. Wir nehmen an, h # 0. Nach obigem Satz hat
Ny, keinen Hiaufungspunkt in G. Wegen A C Ny, ist ) £ H(A) C H(Ny) =10
und ist dies ein Widerspruch. O
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Satz 17.2.20 FEs sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und zy eine
Nullstelle der Ordnung m € N von f — f(zp).
Dann existiert ein € > 0 und eine holomorphe Funktion ¢ : Us(z9) — C mit

p(20) = 0 und ¢'(20) # 0, so dass f(2) = f(z0) + ¢"(2), 2 € Ue(20)-

Beweis. Ohne Einschrinkung sei f(zg) = 0, ansonsten betrachte im Fol-
genden f — f(zp). Es sei g := ﬁ, dann ist nach 17.2.14 g holomorph
auf G und es gilt g(z9) # 0. Wihle € > 0, so dass g keine Nullstelle in
U:(20) hat. Dann existiert eine holomorphe Funktion h : U.(zp) :)(C mit

") = g(2), |z — 20] < e. Essei ¢:Us(z) = C, o(z) = (2 — 2z0)em .

Dann gilt

P (2) = (2 = 20)"e"?) = (2 = 20)"g(2) = f(2), |2 — 20| <&,

h(zqg)
sowie ¢(z0) = 0 und ¢/(z) = € m

# 0. O

Satz 17.2.21 (Gebietstreue holomorpher Funktionen)
Ist G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und nicht konstant, so ist f(G)
wieder ein Gebiet.

Beweis. Da f stetig und G zusammenhingend ist, ist auch f(G) zusam-
menhingend. Sei zg € G, wy := f(20) sowie € und ¢ wie im obigen Satz
(da f nicht konstant, hat f — wg endliche Nullstellenordnung m € N an z).
Wegen ¢'(z9) # 0 konnen wir nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion nach
eventueller Verkleinerung von € annehmen, dass ¢ bijektiv und QO(UE(Z()))
offen ist. Wihle § > 0 mit Us(0) C ¢(Uz(20)). Da w — w™ von Us(0) nach
Usm (0) surjektiv ist, gilt

Usm (f(20)) C  f(z0) + €™ (Ue(20))
= f(Us(ZU)) C f(G).

Bemerkung 17.2.22 i) Nebenbei zeigt obiger Beweis: Ist G C C ein Ge-
biet, zgp € G und f : G — C eine holomorphe Funktion, fiir welche f — f(20)
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an zg eine Nullstelle der Ordnung m € N hat, so existieren € > 0 und § > 0
(im obigen Beweis ist dies 0"), so dass {z € U:(20) : f(2) = w} fir jedes
w € Us(f(20)) \ {f(20)} genau m Elemente hat.

ii) Obiger Satz hat fiir (beliebig oft differenzierbare) reelle Funktionen kein
Analogon, wie das Beispiel f : R — R, f(z) = 22, zeigt: Hier ist R ein Gebiet
(d.h. offen und zusammenhéingend) aber f(R) = [0, c0) ist nicht offen.

Satz 17.2.23 (Maximumprinzip, negative Formulierung)
Es sei G C C ein Gebiet, f: G — C holomorph.
Hat | f] ein lokales Mazimum in G, so ist f konstant.

Beweis. Es sei zp eine lokale Maximalstelle von |f|, wihle ¢ > 0 mit
|f(z0)] = |f(2)],2 € U:(20). Nehmen wir an, f sei nicht konstant. Dann
ist |f(z0)| # 0 und f(U:(20)) ein Gebiet, also insbesondere existiert ein
§ > 0 mit Us(f(z0)) C f(Us(20)). Also existiert ein z1 € U-(zp) mit
f(e1) = f(20) + § ey (€ Us(f(20)).

Dann gilt ‘f(zlﬂ > ‘f(zo)’, Widerspruch. O

Bemerkung 17.2.24 Der Satz gilt im Allgemeinen nicht, wenn man C
durch einen beliebigen vollstdndigen normierten Raum iiber C ersetzt: Es sei
f:D— (C%| - |loo), f(2) = (1,2). Dann ist f offensichtlich nicht konstant,
aber ||f(2)]|lco = 1,2 € D.

Satz 17.2.25 (Maximumprinzip, positive Formulierung)
Es sei G C C ein beschrinktes Gebiet, f : G — C stetig und f|g holomorph.

Dann egistiert ein zg € 0G mit |f(z0)| = sup|f(z)|.
z€@G

Beweis. Da G kompakt und |f]| stetig, nimmt |f| sein Maximum in G an,

d. h. es existiert zg € G mit ‘f(zo)| = max |f(2)| = sup |f(2)]|-
zeG Zeé
Nach dem Maximumprinzip ist zg € G, also zg € 0G. O



Kapitel 18

Isolierte Singularititen und
der Residuensatz

18.1 Die CIF fiir Kreisringe

Wir benétigen eine Version der CIF fiir Gebiete der Form
G={2z€C:r<|z] <R} mit 0 <r < R. Etwas allgemeiner zeigen wir:

Satz 18.1.1 (Die CIF fiir Kreisringe) Es seien G ein Gebiet, E ein vollstindi-
ger normierter Raum, weiter seien zg,z1 € C, R,r > 0, mit |21 — 20| < R
und 0 <1 < R— |20 — 21|, so dass

{zeC:|lz—2z|>r |z—2| <R} CG.

Ist f : G — E holomorph, so gilt fiir z € C mit |z —z1| > r und |z — 29| < R,

dass
=g [ e [ M

{I€—20[=R} {lg==1]=r}

f(&)—f(2) 6z
Beweis. Essei g: G — F, g(§) = =2

f'(2) &=z
Dann ist g nach 17.2.15 holomorph und mit 17.2.1 gilt

o | 9@k [ s©d—o

|§—20|=R |E—21]=r

509
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Wegen ¢(§) = 1©) _ g(_zz) folgt also

E—z
1 f(f
27i / £ — de - Tm g — 2z
|€—zo0|=R |§ z1|=r
1 f(2)
T 2mi / E—2 o 5 -z
|€—zo0|=R |§—z1]=r
1 1
~ e [ -0
|€—z0|=R
= f(2).

Satz 18.1.2 Es seien zg € C,0 <r < p < R, E ein vollstindiger normier-
ter Raum tber C und f : {z € C:r <|z— 29| < R} — E holomorph. Ist fir
veZ

|€—=0]|=p

+o00
so gilt f(z) = > au(z—20)",r < |z — 20| < R, wobei fiir alle r < r' <
v=—00

R' < R die Konvergenz auf {z € C :r' <|z — 29| < R'} gleichmdfSig ist.

Beweis. Es sei ohne Einschriankung zp = 0. Da alle Kurven [0, 27] — G,t —
pet fiir p € (r, R) homotop in G sind, sind die a, unabhiingig von p € (r, R)
definiert.

Fiir » < p < R schétzen wir ab:

laulle < |5 / gm it < o 170
€l=p
Dies impliziert, dass limsup {/|[a, ||z < % und limsup {/[la—,[[g < 7.
v—-+00 v—-—+00

Dies liefert schon mal, dass
o0
E a,z"
v=0

lokal gleichméBig auf {z € C: |z] < R} und

o
E a_,z",
v=1
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lokal gleichmiBig auf {z € C : 2| < 1} konvergiert. Also konvergiert auch

+oo
> a,z¥ lokal gleichmiBig auf {z € C: r < |z]| < R}.

Mit der CIF fiir Kreisringe erhalten wir fiir r < v’ < |z| < R’ < R, dass

—+00 0 [e%¢} 1\ v
Z a,z’ = Z ayz’ + Z a,,(;)
v=0 v=1

V=—0

o B R v E T EO

Bemerkung 18.1.3 i) Obige Entwicklung von f heifit Laurententwicklung,
hierbei heiBt 301 a,(2 — 20)” der Hauptteil und 3% a,(z — z9)" der
Nebenteil der Entwicklung.

Die Laurententwicklung ist eine Verallgemeinerung der Potenzreihenent-
wicklung: Ist némlich f holomorph in {z € C : |z — 29| < R}, so ist mit

0<p<R

ay

1 & . f¥(z0)
T omi gvtl de = vl
[€l=p

v € Ny,

nach 17.2.6.
Wegen des CIS ist dann

0v=5r | HOE T dE=0, veN,

271
|€l=p
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und die Laurententwicklung fallt mit der Potenzreihenentwicklung zusam-
men.

ii) Die Laurententwicklung zeigt, dass es jeder holomorphen Funktion f :
{z € C:r < |z— 2| < R} — FE holomorphe Funktionen f; : {z € C :
|z — 20| <R} = Eund fo: {2 € C: |z — 2| > r} (mit lim,|_ f2(2) = 0),
existieren, wobei fi durch den Nebenteil und fo durch den Hauptteil gege-
ben ist, so dass f(z) = fi(z) + fa(2), 7 < |z — 20| < R.

iii) Man kann eine Laurententwicklung folgendermafBien berechnen: Es sei
f holomorph im Kreisring {z € C : r < |z — 29| < R}. Man schrei-
be f(z) = g(z — 20) —|—h(z_120) mit g : {z € C: |z] < R} — FE und
h:{z € C: |z| < 1} holomorph und h(0) = 0. Dann entwickle man
g(2) = > 2 gavz” und h(z) = > )7, b,2" an der Stelle 0 in Potenzreihen.
Dann ist

F2) =) b(z—20)"+ > an(z—2)"
v=1 v=0

die Laurententwicklung von f an zj.

Beispiel 18.1.4 Es sei f : C\ {0} — C, f(z) = €* + ez — 1. Dann gilt
F2) = X oy, 2 € T\ {0,

Mit Hilfe der Laurententwicklung kénnen wir jetzt das folgende erstaunliche
Ergebnis beweisen.

Satz 18.1.5 (Riemannscher Hebbarkeitssatz)

FEs sei G ein Gebiet, E ein vollstindiger normierter Raum tiber C, zy € G
und f : G\ {z0} — E holomorph, so dass f in einer Umgebung von z
beschrinkt ist (d. h.limsup || f(2)||g < +0).

zZ—20

Dann ist f die Einschrinkung einer auf ganz G holomorphen Abbildung.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei zgp = 0, und es sei R > 0 mit {z € C :
|z| < R} C G. Es folgt
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Wegen [la—y|p < sup [[f()llp e” — 0 (¢ = 0) st f(z) = > az", 0<
E|=¢ v=0

|z| < R, also ist f die Einschrinkung der holomorphen Funktion

f(2) :z € G\ {0}

0GB g(z)=1{
Za,,z” t 2] < R.
v=0

18.2 [Isolierte Singularititen

Bemerkung und Definition 18.2.1 Es seien G C C ein Gebiet, zg € G
und E ein vollstédndiger normierter Raum. Ist f : G\{20} — E holomorph,

so heiit zy isolierte Singularitit von f. Ist R := dist(zg,02), so hat f in
+00

{z € C:0 < |z] < R} eine Laurententwicklung f(z) = > au,(z — 20)".
v=—00

Dann heif3t zq
1. Hebbare Singularitét, falls a_, = 0,v € N,
2. Pol der Ordnung p € N, falls a_, # 0 und a_, = 0 fiir v > p, und

3. Wesentliche Singularitét, falls a_, # 0 fiir unendlich viele v € N.

Bemerkung 18.2.2 i) Der Riemannsche Hebbarkeitssatz besagt gerade,
dass die Beschranktheit in der Ndhe von zy ausreicht zu garantieren, dass
zg eine hebbare Singularitét ist. Im Folgenden setzen wir im Falle einer
hebbaren Singularitdt die Funktion einfach fort, d.h.wir identifizieren in
diesem Fall f: G\ {20} — E mit der auf ganz G holomorphen Funktion

F:G—E, F(z) = o, flw) 2=z

f(2) 2 # 20.
ii) f hat genau dann einen Pol an zy, wenn ein Polynom p : C — E und eine
holomorphe Funktion g : U — E (definiert auf einer Umgebung U von z)

existiert mit f(z) = p(-21-) + g(z), z € U.

Z—20

Beispiel 18.2.3  a) Essei f : C\{0} — C, f(z) = 222 Dann hat f an
0 eine hebbare Singularitét.
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b) Essei f: C\{1} = C, f(z) =€+ ﬁ Dann hat f an 1 einen Pol

der Ordnung 2.

c) Essei f:C\{0} — C, f(z) = ex. Dann hat f an 0 eine wesentliche

Singularitat.

Wir haben ja durch den Riemannschen Hebbarkeitssatz hebbare Singula-
rititen charaktiersiert, wir wollen Ahnliches auch fiir die anderen Typen
finden.

Satz 18.2.4 FEs sei G C C ein Gebiet, zg € G, E ein vollstindiger normier-
ter Raum tber C und f : G\{20} — E holomorph. Dann sind dquivalent:

i) f hat an zg einen Pol der Ordnung p.

ii) Es existiert g : G — C holomorph mit g(z9) # 0 und

9(2)
(2 —20)P’

Ist E = C, so ist ebenso dquivalent:

f(z)= z € G\({zo}).

i11) % ist auf einer geeigneten Umgebung U wvon zy Einschrinkung einer
holomorphen Funktion g, welche an zy eine Nullstelle der Ordnung
p € N hat.

Beweis. i) < ii) Es habe f an zy einen Pol der Ordnung p. Wir setzen
g:G\{0} = C, g(z) = (z — 20)? f(2).

Ist Y ay,(z— 20)P die Laurententwicklung von f an zp, so gilt also
v=—p

[e.o]

00

9(z) = Z ay (z — 29)" P = Zal,,p(z —29)".

v=—p v=0

Somit kann g zu einer holomorphen Funktion g mit den gewiinschten Eigen-
schaften fortgesetzt werden.
Ist umgekehrt g wie in ii), so hat wegen g(zp) # 0 die Funktion f an zp
offensichtlich einen Pol der Ordnung p.
ii) = iii) Essei U eine offene Umgebung von zg, so dass das g aus ii) keine
Nullstelle in U hat. Dann gilt

L:(z—zo)p—

1
f(2) 9(2)’
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somit kann % nach zg holomorph fortgesetzt werden, und diese Funktion hat
an zg eine Nullstelle der Ordnung p.

iii) = i) Ist U eine Umgebung von zy und g : U — C eine holomor-

phe Funktion ohne Nullstelle in U und ﬁ = %,z € U\{z0}, so gilt

(o]
f(z) = -2 (2)_ st > a, (z—zp)" die Potenzreihenentwicklung von g, so gilt
v=0

(2—20)P"

f(2) = > apyp(z—20)", wegen ag # 0 hat also f einen Pol der Ordnung

v=—p
b- O

Korollar 18.2.5 Ist G C C ein Gebiet, z9 € G, so hat f : G\{z} — C an
20 genau dann einen Pol, wenn lim ‘f(z)‘ = +o00.
z—20

Beweis. Hat f an zp einen Pol der Ordnung p, so gilt mit g(z) := (2 —
20)P f(z), dass (siehe oben) g holomorph nach ganz G fortgesetzt werden
kann und fiir die Fortsetzung gilt dann g(z) # 0.

Es folgt

lim |f(z)| = lim _

z—20 z—z20 |z — 2o|P

|9(2)| = o0,

ist umgekehrt ’ f (z)| — 400, (2 — 20), so existiert eine offene Umgebung
U von zp mit f(z) # 0,z € U, und daher ZILIIzlo ﬁ = 0. Also ist mit dem
Riemannschen Hebbarkeitssatz zp eine hebbare Singularitéit, und somit hat
% an zg eine Nullstelle der Ordnung p € N.

Mit Bedingung iii) aus obigem Satz folgt, dass f selbst einen Pol der Ord-

nung p hat. a

Beispiel 18.2.6 Es sei

tan : C\(Z7 + §) — C,

cot : C\(Zrm) — C,

CcOoS 2
cotz =

sinz’
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Die Nullstellen von tan sind gerade die Nullstellen von sin, diese sind
alle einfach, und ergo hat cot = ﬁ Pole der Ordnung 1 an zg = km, k € Z.

Analog gilt: Die Nullstellen von cot sind gerade die Nullstellen von sin,
diese sind alle einfach, und ergo hat tan = % Pole der Ordnung 1 an
Zozkﬂ'—f-g,kEZ.

Wir charakterisieren nun das Verhalten in der Ndhe von wesentlichen Sin-

gularitaten.

Satz 18.2.7 (Casorati-Weierstrafs) Es sei G C C ein Gebiet. zg € G und
f:G\{z0} — C holomorph. Dann sind dquivalent:

i) f hat eine wesentliche Singularitit.
i) Fir alle offenen Umgebungen U C G von zy gilt f(U\{z0}) = C.

(Man kann zeigen, dass dies auch zu Folgenden dquivalent ist: Es existiert
wo € C so dass f(U\{z0}) D C\{wo} fir alle Umgebungen U von zy. Dies
ist der sogenannte grof$e Satz von Picard.)

Beweis. ii) = i)  Aus ii) folgt sofort, dass zg weder eine hebbare Singu-
laritdt (verwende den Riemannschen Hebbarkeitssatz) noch einen Pol (ver-
wende obiges Korollar) hat.

i) = ii)  Wir nehmen an, es existiert eine offene Umgebung U von zp mit

f(U\{z0}) # C.
Dann existieren w € C und 6 > 0 mit |f(z) —w| > 6,2 € U\{20}. Es sei
9:U\{z0} = C, 9(2) = 57—
Damit hat g eine hebbare Singularitét, also ist g : U — C holomorph.
Ist g(z0) = 0, so gilt
1

— 00 (2 — 2p),

also

|f(z)] = 0 (2 = 2),

zp ist also Pol von f. Widerspruch.

Ist g(z0) # 0, so ist f(z) = w + ﬁ beschrinkt in einer Umgebung von zp,
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also ist zg hebbare Singularitdt von f, auch ein Widerspruch. O

Verwenden wir die Transformation z — %, so ergibt sich

Satz 18.2.8 Es sei R > 0 und f : {z € C: |z| > R} — C holomorph mit
-1 00
Laurententwicklung Y, a,z¥ + > ayz”. Dann gilt

V=—00 v=0

i) limsup |f(2)| < +oo & lim f(z) eistiert,

|z| =00 |z[—o00

-1
i) lim ‘f(z)’:+oo<:> JPolynom p: C — C mit f(z) = > a,z"+

|z|—o0 V=—00

p(2),

iti) f({z:]z| > p}) = C fiir alle p > R < Es existieren unendlich viele
v e N mit a, #0.

Beispiel 18.2.9 exp, sin, cos, sinh, cosh sind alle vom Typ iii)! Ist ein belie-
biges 0 # w € C gegeben, so schreibe w = re'? mit ¢ € [0,27). und setze
zn = logr + i(p + 27n), n € N. Dann gilt |z,| — oo und z, = w fiir alle
n € N. Dies ist nicht zufillig so, der sogenannte grofie Satz von Picard sagt
némlich aus, dass im Falle iii) ein wy € C existiert mit f({z : [2] > p}) D

C\ {wo}-

18.3 Die allgemeine Cauchysche Integralformel
Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei M C X. Fiir € M heifit
Zy(z) = U{A C M : A ist zusammenhéngend und z € A}

die Zusammenhangskomponente von M beziiglich x.

Man sieht leicht, dass Zy(z) zusammenhéingend, und fiir z,y € M gilt ent-
weder Zy(x) = Zy(y) oder Zy(z) N Zy(y) = 0.

Damit ist M die disjunkte Vereinigung von Zusammenhangskomponenten.
Ist G C C offen, so hat G hiéchstens abzéhlbar viele Zusammenhangskom-
ponenten, und diese sind alle Gebiete.

Ist K C C kompakt, so hat K¢ genau eine unbeschriankte Zusammenhangs-
komponente.

Fiir alle diese Aussagen siehe Ubung 5.
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Beispiel 18.3.1 Essei K = {z € C: 1< |2/ <2}U{z € C: |z — | =
1 ) i1
stu{zeC:z- | =3}
Dann zerfillt K¢ in vier Zusammenhangskomponenten
1 1 7 1
{z:]z] > 2}, {z:‘z—§‘<§}, {z:‘z—§’<§}

und .

{Z'|Z|<1 }z—l‘>1 ’z—£‘>1}

’ ’ 2 8’ 2 8J)

Definition 18.3.2 Es seien v, : [y, 8,] — C, 1 <wv < n, stiickweise stetig
differenzierbare geschlossene Kurven.

n
Wir setzen v = (71,...,7vn), 7 heilt dann Zykel. Weiter sei |y| := | |70
v=1

und f : |y| — F stetig, wobei E ein vollsténdiger normierter Raum iiber C

sei. Dann setzen wir
n
/f(z) dz = Z/f(z) dz.
5 V:l%l
Ist v ein Zykel, so heifit ind, : C\|y| — C,

1 1
ind,(2) := 2m/ s d¢
g

der Index von +.

Bemerkung 18.3.3 i) Ist v = (y1,...,7) ein Zykel in C, so gilt
ind,(z) = Zind% (2), z € C\|vl,
v=1

und ist 7 = (9,5, ) mit v, 0 o, 8] — Cov, (1) = wlaw + By — 1),
so gilt
indy_ = —ind,.

ii) Mit der Analytizitit Cauchyscher Integrale ist der Index holomorph auf
C\[vl.

iii) Der Index von 7 an der Stelle z gibt an wie hiufig v im positiven Sinn
um z herumléuft.

Wir wollen zeigen, dass ind,(z) € Z, z € C\|y|, und dass der Index konstant
auf jeder Zusammenhangskomponente von C\ |y| ist. Dazu benétigen wir
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Lemma 18.3.4 FEs sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und
ohne Nullstelle. Dann gilt fir jede stiickweise stetig differenzierbare Kurve

v [a, B] = G mit y(a) =t z0,7(B) =: 21

e = e ([ 148

Beweis. Wir wihlen ein € > 0 und eine Unterteilung a =tg < ... < tp,, =0
von [a, ], so dass

i) U-(v(t)) C G, 1 <v<m,

i) v([tv—1,t]) € U:(7(1)),

sieche den Beweis von 16.3.15.
Dann besitzen die Funktionen g, : U-(v(t,)) — C,gu(2) = J}((ZZ)), Stamm-
funktionen f, in U, (v(t,,)), fiir die efv = f . (v(t,)) €ilt. Es folgt also

o [ FHe) e [ awa)

’Y|[ty_1,ty] 'Y|[tu_1,t,,]

efl/ ('Y(tl/))

= exp (fy(’Y(tu))) - fV(’Y(t”_l)) - m

f(v(t))
f(’Y(tufl)) .

Wir erhalten

([0 -S| G

v - 7|[tl/vtu71]

< f’z = ( tu) f(z1)
_Hep | / f(z) Vl_[1f7u1) f(z0)
Yty ¢y, 1]
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Korollar 18.3.5 Es sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und ohne
Nullstelle. Dann gilt fiir jede stiickweise stetig differenzierbare geschlossene
Kurve 7 : [, B] — G, dass

1 (1)
2mi ) f(z)

Y

dz € 7.

[z

: . : £ (3(@)
Beweis. nach dem obigen Lemma ist ex ) 42) = =1, also
& P <{ 1 > F(v(@)
ist (siehe Satz 5.4.5) [ J}((ZZ)) dz € 2mil. 0
¥

Satz 18.3.6 Es seiy = (V1,...,7Vn) €in Zykel in C.
Dann ist indy auf den Zusammenhangskomponenten von C\|v| konstant und
nimmt nur Werte aus Z an. Auf der unbeschrdankten Komponente von C\|v|

ist ind, = 0.

Beweis. Wenden wir obiges Korollar auf f(§) = ({—z) an, so folgt ind, (2) €
Z fiir alle z € C\ ||

Es sei G eine Zusammenhangskomponente von C\|vy| und zy € G. Dann ist
ind, : G — C stetig, also ist mit k := ind,(29)

A= (ind,) ™ ({k}) = (indy) ™ ({k + 22 2] < 1))

nicht leer, abgeschlossen und offen in G. Da G zusammenhéngend, gilt
A = G. Der letzte Teil folgt aus ind,(z) — 0, |2| — oo. O

f

L fl((zz)) dz spéater zuriick,

Bemerkung 18.3.7 Wir kommen auf das Integral 5— [
v

21

es zdhlt ndmlich unter gewissen Voraussetzungen die Nullstellen und Pole

von f.

Wir benétigen noch ein Lemma (vergleiche 9.4.12 fiir den reellen Fall):
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Lemma 18.3.8 FEs sei G C C ein Gebiet, E ein vollstindiger normierter
Raum tber C und f: G — E holomorph. Dann ist

OO
g:GxG—E, g(w,z)= w—==z
1 (w) Cw=2z2

stetig.

Beweis. Sei dazu z5 € G und € > 0.

Wihle R > 0 mit Ugr(z0) C G und ||f/(2) — f/(20)|| ; < &, 2 € Ur(z0). Sind
21,22 € Ur(20), so sei v(t) = (1 —t) 21 + tzo.

Dann gilt wegen

glanz) = 22 — 21 T m -

1
f(r(1)) = f(2(0)) 1 /
0

1
- ! /ﬂwmm—aw

22—z

I
O\H
S
—

)
=
=
QL
\_@#

dass
|9(21, 22) — 9(20, 20) ||
1

—|| [ r6®) - £,
0
<eE.

Also ist ¢g an allen (zp,20) € G x G stetig. Die Stetigkeit an allen anderen
Punkten von G x G ist trivial. 0

Satz 18.3.9 (Hauptsatz der Cauchyschen Funktionentheorie) FEs sei G C
C ein Gebiet, v ein Zykel in C mit |y| C G, E # {0} ein vollstindiger

normierter Raum tber C. Dann sind dquivalent:

i) Fir alle f : G — E holomorph gilt [ f(z)dz = 0.
¥
ii) Fir alle f : G — E holomorph gilt

ind,(2)f(z) = ;m./g(_g)zds, z € G\,
v

(der Fall ind.(z) = 1 ist natirlich interessant!).
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iii) Fir alle z € C\G ist ind,(z) =0

Beweis. i) = ii). Da h(§) = %ﬁ(z)holomorph in G, gilt

1 — 1

o- L Mdfzzm/gf(_g)z dz — f(z)ind, (2), =€ G\,
¥ ¥

ii) = i). Es gelte ii) fiir ein festes z € G'\|y|. Dann gilt mit h(§) = (£—2) f(§),

dass
VS Y 103
0= = 5 [ & ae= 5 [ rierae
vy vy

i) = iii) ist trivial, da fiir ap € E\{0} und z € C\G die Abbildung
ao
:G—FE =
FiG— B 10 =
holomorph ist und 5 [ f(£) dé = apind, (2) gilt.

5
Komplizierter ist ,iii) = ii)“ (nach Dixon).

Da zu bemerken wir zunéchst, dass nach obigem Lemma die Funktion

OEVCIN
g:GxG—E, g(w,z)= w==z
f(w) Dw =z
stetig in G x G ist. Alsoist h: G — E, h(z) := % [ 9(&, ) d€, definiert und
¥

mit 17.2.10 ist h holomorph.
Es sei G :={z € C\|y| : ind,(z) = 0}. Dann ist

h:G E, h : d
- " omi / E—2 $
holomorph als Cauchysches Integral und ‘ 1|im h(z) =
zZ|—00

Aufgrund der Voraussetzung ist G UG = C. Kénnen wir also zeigen, dass h
mit /4 auf GNG iibereinstimmt, so ist die anstehende Funktion mit Liouville
identisch 0 und insbesondere h = 0. In der Tat, es gilt fiir z € G N é, dass

27rz/f§ 22/5




Die allgemeine Cauchysche Integralformel 523

Aus h =0 in G folgt nun fiir z € G\|v]

_ L [ —fE) 1 [ f(E)
T omi E—2 d£_2m’/§z
gt gt

d§ — f(z)ind,(2),

und das war zu zeigen. a

Beispiel 18.3.10 Entscheidend fiir die Giiltigkeit von Cauchyschen Inte-
gralformeln ist also der Index des Zykels ~.

i) Essei 29 € C,R >0 und v : [0,27] — C,~(t) = 2 + Re®. Dann ist

0 :|lz—2|>R
ind,(z) = | o
1 :|z— 2] <R.
In der Tat, auf der unbeschréinkten Zusammenhangskomponente {z €
C : |z — 2| > R} von |y|® gilt schon mal ind, = 0 und auf der
Zusammenhangskomponente {z € C : |z — 29| < R} gilt

. . 1 1
ind,(z) = indy(20) = o / e Zodf =1.
[§—z0|=R

Somit erhalten wir unsere erste CIF fiir Kreise zuriick.

ii) Es seien a,b >0

(1—t)(a — ib) + t(a + ib) telo,1
. ~ _ (2—t)(a+ib) + (—a+ ib) ctel,2
704 =) (3—t)(—a—+ib)+ (t—2)(—a—ib) : te[2,3
(4—t)(—a—ib)+ (t—3)(a—ib) : te[3,4

Dann gilt fiir z € R :={z € C: |Rez| < a,|Imz| < b}, der beschrénk-

ten Zusammenhangskomponente von |v|¢, dass

1 1
ind,y(z) == 27‘(‘2/€d£ == 1,
ol

siehe Aufgabe 9. Auf der unbeschréinkten Zusammenhangskomponente
C\ R von |y|¢ verschwindet ind,.

Somit erhalten wir unsere Cauchysche Integralformel fiir Rechtecke
zuriick. Natiirlich gilt dann die Cauchysche Integralformel auch fiir

verschobene Rechtecke.
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iii)

iv)
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Essei R > 0,2 € C und g : [0,27] — C,0(t) = 20 + Re'.

Sind z1,...,z, € Cund €1,...,g, > 0 mit
B (z) C{z€C:|z— 2| < R} und
Bgl/(ZV) N Bap,(z,ua) = ®7 v 7é M?

so setze v, : [0,27] — C,7,(t) = 2, + &, 7.

Dann gilt
D=2 <R
indy (o) = - FT
0 : |z—z>r
-1 :|z—2z|<c¢
ind,, (2) = I
0 :lz—2z]>e.

Es folgt also mit v = (70, .- .,7n)

n

ind,(2) = Zind% (2) =

v=0

tlz—20) < Rund |z — 2z, > ¢, firallel <v<n

0 : |z—=z0| > Roder |z—2z2,|<e,, firein 1 <v<n.
Ist nun G C C ein Gebiet mit
GD{zeC:lz—2)| <R, |z—2]>¢e,, 1 <v<n}

und f : G — E holomorph, so gilt wegen ind,(z) =0,z € C\G, dass

1) =5 [ £ ae
Y

fir alle z mit |z — 20| < R, |z — 2| > €, 1 <v < n.
Wir erhalten also als Spezialfall die CIF fiir Kreisringe zuriick. Anstelle
von Kreisen hétte man natiirlich auch Rechtecke nehmen kénnen.

Fiir eine spétere Anwendung wollen wir zum Schlufl noch die Cauchy-
sche Integralformel fiir ”Halbkreise” beweisen. Es sei dazuv; : [- R, R] —
C, 71(t) = t und 7o : [0,71] — C, 72(t) = Re® sowie v die Anein-
anderhdngung von 7 und <. Um ind, zu berechnen sei zusétzlich
o1 :=7 und o3 : [-7,0] — C, o3(t) := Re", sowie o als die Aneinan-
derhdngung von o1 und oy definiert. Dann gilt fiir z € C mit |z] < R
und Im(z) > 0, dass § — f%z auf {£ € C: Im(§) < Im (z)} holo-
morph ist und daher ind,(z) = 0 nach dem CIS. Da sich die Integrale
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iiber 1 und o1 aufheben, folgt also
ind,(z) = indy(2)+ inds(2)
= 1nd,y1 )+ 1ndgl( )+ ind.,(2) + inds,(2)
= ¢ = 1.
2ri / E—2 &=

|z|=R

Da der Index auf der unbeschrinkten Komponente von |y|¢ verschwin-
det, gilt ind,(2z) = 0 fiir alle z € C mit |2| > R oder Im(z) < 0.

Wir wollen nun zeigen, dass es immer geniigend ”gute” Zykel gibt.

Satz 18.3.11 FEs sei G C C ein Gebiet und K C G kompakt. Dann existiert
ein Zykel v = (y1,...,7) in G\ K mit ind, = 0 auf C\ G und ind, =1
auf K, insbesondere gilt also fiir alle holomorphen Funktionen f : G — E

mit Werten in einem vollstindigen normierten Raum ber C, dass
1 f(€)
=— | =—2d K.
1) = 5 [ £50d6. 2 €
v

Beweis. (in Form einer Mérchenstunde) Es sei 6 := dist(K, 0G))(> 0). Legt
man iiber C = R? ein achsenparalleles Gitter aus kompakten Quadraten
der Seitenlinge d so, dass 0 < v2d < ¢ gilt, so existieren aufgrund der
Kompaktheit von K nur endlich viele Quadrate Q1, ..., Qn, welche mit K
nichtleeren Schnitt haben. Nach Definition gilt also K C Ui<,<nQ, C G,
wobei die letzte Inklusion aus @, C Us(z) C G fiir z € K N Q, folgt.

Wir betrachten nun die Strecken v, ..., y,, die zum Rand 0Q), genau eines
Quadrates @, gehoren (und also nicht zwei verschiedene Quadrate treffen).
Sind die Rénder 0Q), der Quadrate positiv orientiert parametrisiert (siehe
ii)), so ergibt sich damit eine Parametrisierung der ~;. Wir setzen v :=
(715 - -, Yn)- Nach Definition der ~; ist

Y cG\K

(wére namlich z € KN|vy;|, so hitten an diese Strecke angrenzende Quadrate
gemeinsame Punkte mit K, Widerspruch zur Definition der 71, ...,v,).

Ist z € C\ G so gilt (da jede Seite, die zum Rand zweier der Quadrate
Q1,...,QnN gehort, entgegengesetzt durchlaufen wird),

n N

indy(z) =Y indy;(2) = Y indg,(2) =0.

j=1 v=1
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Es bleibt also zu zeigen, dass ind, = 1 auf K. Sei 1 < 19y < N und es sei
zunéchst z aus dem Inneren von @,,. Dann gilt

n N

ind,(z) = Z ind,, (z) = Z indg, () = indg,, = 1.

j=1 v=1
Da ind,, auf : C\ |y| stetig ist, ergibt sich hiermit auch, dass ind,(z) = 1 fur
alle z € Qy \ |7|. Insgesamt folgt

indy(z) =1, z€ |J Q. \h DK
1<v<N

18.4 Residuensatz, Prinzip des Argumentes, Satz
von Rouché
Es sei G C C ein Gebiet, E ein vollstdndiger normierter Raum iiber C. Eine

Funktion f heifit meromorph auf G, falls eine Menge A C G mit folgenden
Eigenschaften existiert:

i) A hat keinen Haufungspunkt in G.
ii) f:G\A — E ist definiert und holomorph.
iii) f hat an jedem zy € A einen Pol.
Bemerkung 18.4.1 i) Wir haben lax geschrieben, f sei eine Funktion.

Formal korrekt miisste man von Paaren (f, A) sprechen, da ja f nicht
auf A definiert ist.

ii) Hat A C G keinen Haufungspunkt in G, so ist A hochstens abzihlbar,
und fiir alle a € A existiert ¢ > 0 mit U.(a)\{a} C G\A.

Bemerkung und Definition 18.4.2 Es sei f : U.(z) \ {20} — E holo-
o0

morph und f(z) = > ay(z — 20)” sei die Laurententwicklung von f an
29. Dann heif}t (fiir 0<r< £)
1
Res(f,2z0) :=a-1 = G / f(z)dz
|z—z0|=r

das Residuum von f an zg.
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Satz 18.4.3 (Residuensatz) FEs sei f eine auf dem Gebiet G meromorphe
Funktion mit Werten in dem vollstindigen normierten Raum E. Sei A C G
die Menge der Polstellen von f.

Ist v = (m1,...,7n) ein Zykel in G\A mit ind,(z) = 0,z € C\G, so gilt

27rz/f dz-Zlnd (a)Res(f,a).

acA

Beweis. Wir stellen zunéichst fest, dass nur endlich viele Summanden von

Null verschieden sind: Weil G := {z € C\|v] : ind,(z) = 0} und B :=

{z € C\|7| : indy(2) # 0} offen sind so folgt aus B C G, dass C\G =

BU ((C\]'y]) ein kompakte Teilmenge von G ist. Also existieren nur endlich

viele ay, .. am € A mit ind,(a,) # 0.

Es sei Z ak (z — a,)* die Laurententwicklung von f an a,,1 < v < m.
=—pv

Da z — > ozk, (z — a,)* eine Stammfunktion auf G\{a,} besitzt, ver-
k<—2
schwinden alle Integrale

/Zak (z—a,)dz, 1<1<n, 1<v<m
k<—2

also auch

/Za” z—ay) dz, 1<v<m.

7k§2

Daher gilt nach der CIF

(V) (z —ay) kdz
2%@/2 Z

v=1k<-1

m V) B m )
27”/2:104 Y P dZ—;de(a,,)Res(f,a,,).

5
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m =1
Daze— f(z)— >, > a,(:)(z—a,,)k holomorph in (G\A)U{a1,...,a,} =:
1

v= k‘prl,

G ist und ind,(2) =0,z € C\ @, liefert die CIF, dass

m —1
(v) k
2m/f ZZak (z —a,)"dz
v=1k=—p,
1 1 “ (V
:2m’/ dz—m/ZZak z—ay) kdz
5 5 v=1k=—p,

_ l/f(z) ds — Zindy(a,,)ReS(f, ay).

211
5 v=1

Satz 18.4.4 FEs sei v eine stiickweise stetig differenzierbare geschlossene
Kurve in einem Gebiet G mit indy(z) = 0,z € C\G. Weiter sei ind,(z) €
{0,1},z € G\ ||, und sei

G1:={z € G:indy(2) = 1}.

i) (Prinzip des Argumentes) Ist f eine meromorphe Funktion auf G mit
Werten in C, ohne Null- oder Polstellen auf ||,

so gilt

1 [f(z)
2 ) f(z2)

Y

Ny =Py = dz (= indfo,(0)),

wobei Ny die Zahl der Nullstellen und Py die Zahl der Polstellen von f in
G ist, jeweils mit Vielfachheiten gezdhlt.
it) (Satz von Rouché) Sind f,g: G — C holomorph mit

1£(&) +9(&)| < [FE]+|a(€)], €€,

so haben f und g dieselbe Anzahl von Nullstellen, jeweils mit Vielfachheiten
gezihlt, auf Gy.
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Beweis. i) Es sei g := fTI Dann ist g meromorph auf G. Es sei A die
Menge aller Polstellen von g. Nach Voraussetzung an den Index gilt mit
dem Residuensatz

1

27
5

g(z)dz = Z Res(g, a).

a€Gq

Ist nun zp € Gp Polstelle von f mit Ordnung p, so ist h = (z — 2z9)Pf
holomorph in der Nihe von zg und h(z) # 0, also gilt

) e ()
T r—w  h(2)

also Res(g, z9) = —p. Analog zeigt man fiir eine Nullstelle zy € G der Ord-

9(2)

nung m von f, dass Res(g, zg) = m.

ii) Es sei h := _ig. Da aufgrund der Bedingung ¢ (und auch f) nullstellenfrei
auf |y| sind, existiert eine offene Umgebung U C G von |y| mit h|y holo-
morph.

Wir zeigen zunéichst, dass h(|y]) € C_ := C\(—o0,0].

Wir nehmen an, es existiert £ € |y| mit ~(§) =: @ < 0. Dividieren wir beide

Seiten der Ungleichung durch |g(&)|, so ergibt sich
& 9§ ‘

—9(&)  9(&)

also (wegen o < 0) || +1 = | — 1| < || + 1, Widerspruch.

Da h(|y]) kompakt ist, konnen wir U (wenn notwendig) so verkleinern, dass
auch h(U) Cc C_ gilt.

Sei log der Hauptzweig des Logarithmus in C_ Dann ist log oh eine Stamm-

_ 1 F©, 9ol
= GO+ 90 <[5gl+ e

funktion von %/ auf U, also ist

_ 1 (W), 1 [ f(2) 1 [d(2)
0 dz = 27m/ dz — — dz,
¥

/
2w ) h(z) f(z) 2mi ) g(2)
v v
und damit haben f und g dieselbe Anzahl von Nullstellen (mit Vielfachhei-
ten) nach dem Teil i). O

Bemerkung 18.4.5 Wir kénnen natiirlich in der vorausgesetzten Unglei-
chung ”+4” durch ”—" ersetzen, aber man merkt sich die Ungleichung am

besten so: Es gilt auf |y| die Dreiecksungleichung |f + g| < |f]| 4+ |g| mit 7 <”
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anstelle von 7 <”.
Ublicherweise wird im Satz von Rouché die (stirkere) Ungleichung

£(€) = 9] < [f(&)], €€,

vorausgesetzt, welche fiir die Anwendungen ausreicht.

18.5 Anwendungen des Residuensatzes

Um den Residuensatz anwenden zu kénnen, bemerken wir zunéchst:

Satz 18.5.1 Es sei G C C ein Gebiet und zg € G.

i) Hat f : G — E an zy einen Pol der Ordnung p € N, so ist (nach
18.2.4) g := (z — 20)Pf auf ganz G holomorph, und es gilt

1 . _
Res(f,z0) = leLﬂgog(p 1)(2)

1 .
V] o™V (z0).

i) Sind g,h : G — C holomorph mit g(zo) # 0,h(z0) = 0,h'(29) # 0, so
gilt

Res ({120 = i/(é?y

Beweis.

[o¢]
i) Essei > a,(z—20)” die Laurententwicklung von f an zp. Dann gilt
v=—p
in der Nahe von zg, dass

[e.9]

g9(z) = Z ay (z — 20)" P = Zay_p (z — 20)",

Vv=-—p v=0

also
1

Res(f,2z0) = a—1 = H=1)

g(p—l)(zO).
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ii) Es sei f := {. Dann hat f einen Pol der Ordnung 1 an z. Somit gilt

nach i), dass

Res(f, z0)

Beispiel 18.5.2

i) Essei f:C\nZ — C, f(z) = cot z =

cos z
sinz *

Dann gilt mit g(z) = cos 2z, h(z) = sin z, dass g(kn) = (—=1)*, h(kn) =

0,1 (k) = (—1)¥ und damit

Res(cot, k) =

fir alle k € Z.

ii) Ist f: C\{i,—i} — C, f(z) =

1

1 _
1422 = (z+i)(z—i) "
Dann sieht man mit obigem Satz sofort

Res(f,i) = —%, Res(f, —1)

iii) Es sei f:C\{i,—i} — C, f(z) =

1

Dann hat f an ¢ und an —:¢ jeweils einen Pol der Ordnung 2. Es folgt

mit g: C — C,g(2) = (z —9)%f(2) =

Res(f,i) = gl(z)‘i =

Analog berechnet man das Residuum von f an —i:

Esseig:C — C,g(z) = (z+1)2f(2) =

Res(f,—1)

(1+22)2°
1
W, daSS
-2 | = -2 1 i
(z+0)3"% (20)3 40
ﬁ. ES folgt
-2
/
g = m\_i
-2 _ L
(=203 —4i 4
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Beispiel 18.5.3 Fiir 0 < r < 1 betrachten wir das Integral

2w

1 1—r?
— dt.
2 ) 1 —2rcost + r2

0

Um den Residuensatz anwenden zu kénnen, berechnen wir zuerst

1 / 1—r?
— —— dz
27i (z=r)(1—=rz)
|z|=1

1/’ 1—r?
= — . . dt
o2 | 1 —rett —re—it 4 2

1 2

T on
0

1—17r
1—2rcost+1r2

dt

|
—

und erhalten somit aus dem Residuensatz mit f : (C\{r, %} — C, f(z) =

1— 2
Gt dass
2m 9
1 1—r
— dt = R =1
27?/ 1—2rcost + r2 es f(r)
0
o
Wir wollen nun den Residuensatz einsetzen, um Integrale der Form [ f(z)dx
—o0

und [ f(z)dz zu berechnen.
0

Satz 18.5.4 (Hauptmethode) Es sei G C C ein Gebiet mit G D {z € C:
Imz > 0}. Weiter sei A C {z € C:Imz > 0} endlich und f: G\A — E
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holomorph, so dass

Jim R/||f(Re”)||Edt:O.
0

00 R
Dann ezistiert [ f(z)dz := limp_.oo | f(x)dx (d.h. das Integral exi-
— 00 _R
stiert im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes), und es gilt

oo

/ f(x)dx = 2mi Z Res(f,a).

a€A

Dies ist sicher der Fall wenn es a > 1,R,C > 0 gibt mit Hf(z)HE <

W, |z| >, R, Imz > 0. Dann existiert das Integral auch als uneigentliches
z

Regelintegral.

Beweis. Wihle Ry > 0, so dass |a| < Ry fiir alle a € A. Es sei 7{* :
[-R,R] — C, v1(t) = t, v : [0,7] — C, 72(t) = Re® und v® die Anein-
anderhéingung von ~{* und 74'. Da nach 18.3.10 ind,r(z) = 1 fir z € C
mit |z| < R und Im (2) > 0 sowie ind,r(z) = 0 fir z € C mit |z| > R
oder Im (z) < 0, kénnen wir den Residuensatz anwenden und erhalten fiir

R> Ry

/f(z)dz = 2mi Z Res(f,a).

a€A
ol

Wegen

R—o00 R—o00

_ 7 f(z) dw

lim /f(z)dz = lim /Rf(a:)dx
“R

i
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bleibt nur Rlim [ f(2)dz =0 zu zeigen.
| [ Gz,
'

s

_ H /f(Re”)iRe“ dtHE

0

2
Wir schatzen ab

< [ R|sret)|pat
0

(S/W];Sdt . 0).
0

R—o0

Beispiel 18.5.5 i) Esseia >0, b > 0und g : C\{ib, —ib} — C, g(2) :=
£ Dann gilt Reg(z) = <% und Im g(z) = ;;nfb%, x € R, also

eza
Z22+b 22452
o (o @) o .
cos ar cos ax . sin ax
ﬁ, dl’ = ﬁ de + 2 ﬁ dx
x4+ b ) x4+ b
— 00 — 00 — 00
00 )
ezam
= ——dx.
/ 2 + b2
—0o
Wegen
6iaz e—aImz 1

< <
22—|—b2‘_ |22 — % ~ |2]? — b2

fiir Im(z) > 0, ist die Hauptmethode anwendbar, und wir erhalten

oo
ﬂ.e—ab

/%dx:QWiRes(g,ib): 7

—00

oo
Insbesondere ist also [ :1:27414;2 dr = T.

—00
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ii) Essei b > 0und g: C\{ib} — C,g(z) = e

z—ib*
o0
Beim Integral [ g(z)dz funktioniert immer noch die Hauptmethode,

—0oQ
denn es gilt

™

]\ (Re'¥)|Rd / ¢« TR d
e =
) g v ) V/(Rcosp)? + (Rsin g — b)2 v

P e—Rsingp
:/ dp — 0 (R — 0)
Vi-Zsinp+ 2
0 R R?

(Beim letzten Integral konvergiert der Nenner gleichméBig gegen 1, der
Zahler ist beschrinkt und konvergiert auf jeder kompakten Teilmenge
von [0, §) U (5, 7] gleichméBig gegen 0). Somit folgt

e . . . b
= = 2 = 2 .
/ p— dx / g(x)dx = 2miRes (g, ib) mie

oo .
iii) Um das Integral [ *22Zdz zu berechnen, beachten wir, dass mit i),
—00

ii) fiir e > 0 gilt

[ele] . e}
T > al
. e COST +18SInx .
2mie ¢ = / - d;p:/w(l"f‘lﬁ)d%
Tr — 1€ x 5
—00 —OoQ

R R

. T CoST —esinx
= lim /da:+/dx
R—c0 x? + €2 x? €2

—R —-R

=0 =0
R R )
. £COS X . Tsinx
+i | 5 dr + 1 5 dx
x4+ € x4+ €
—-R —R
R R _
L CcoS T L Tsinx
= lim ie ﬁdx—i— lim 4 ﬁdx
R—00 x4 + € R—o00 xe+€
—R —-R
R

aim _, L rsinz
= —e "+ limi | 5——dz
€ R—oo xe +€
-R
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Da x +— ”CZTJS eine gerade Funktion ist, folgt hieraus die Existenz des
o
xrsinz

uneigentlichen Regelintegrals sowie f P dx = me™ 5.

Wegen
smx rsinx
5 dx
xe+ €
o0
. 2
sinz —&
= 55 dzr
x e+ €
—0oQ
® 2
€ ome
< 3 5 = — 0
x4+
—00 e—0
folgt
m . OO .
sinx . rsinz
dxr = lim -5 dr = .
T e—0 e+ €
— 00 — 00

Beispiel 18.5.6 i) Wir wollen mit dem Residuensatz noch einmal

1 o0
2
— e 2dxr =
V2
—00
oder dquivalent
o0
/ e dy = 7

zeigen. Dazu sei a = (1+1i),/7 (beachte a? = mi) und

_ .2
eZ

g: C\( +aZ) — C, g(z) = [
Dann hat g einfache Pole an den Stellen zg € § + aZ und es gilt

e e~ (zta)?
g(z) - g(z + a) = 1 4+ e—2az - 1 + e—2a(z+a)

- 2 1 e 2az—a
= € (1 + e—2az o 14+ 6—2az—2a2)

B 2 1 e—2az e
= € <1+672az+1_|_672az>_6 :
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Es sei nun
o [0,1] = C, ) = (1 - )R+ (R + a),
[-R,R] — C, v4(t) =a —t, und

R

3

R

Va4

und 77 die Aneinanderhéingung dieser vier Kurven. v parametrisiert also

das Rechteck mit den Eckpunkten —R, R, R + a,—R + a. Nach 18.3.10 ii)
ist der Residuensatz anwendbar und wir erhalten

'YR

Nun gilt wegen g(z) — g(z +a) = e %", dass

R R R
/eIQdaz = /g(az)dm— /g(:c+a)da:
R “r -R
= /g(z)dz—l—/g(z)dz
7" 78
= [az— [ g2z [ gz
7R 7 w
= f—/g(z)dz—/g(z)dz.

Da die beiden letzten Integrale mit R — oo gegen 0 konvergieren (warum?),

erhalten wir

00 R
a2 . a2
e " dr = lim e " dr = /.
R—o0
—00 _R

Wir erhalten aus dem Satz von Fubini, dass

1 z|2 1 =n_ a2

5 n/e_2d)\”(m) = /e_ > d\" ()
2

(2) 2 2
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ii) Die Fouriertransformierte einer Lebesgue-integrierbaren Funktion f ist

definiert als

fiR* > C, f(¢ /f Je AN (z) (mit 2€ =D 2,8,).

n
2
v=1

Wir wollen zeigen, dass ¢ = ¢ fiir p : R" — C,

p(r)=e 2,

gilt. Durch eine Anwendung des Satzes von Fubini (siehe i)) erhélt man

[ e = o AL [ )

Rn v=Ig

sofort
1
(2m)%

M\S

Wir sind also fertig, wenn wir

(t+ir)? (1)
/e— AN = /e—tzdx(t), rEeR,
R R
gezeigt haben. Ohne Einschrinkung sei 7 > 0 (Den Fall 7 < 0 behandelt

man analog). Wir definieren

o R,R] — C, ~{(t) =t,
g 0,1] — C, v&(t) =1 —t)R+t(R+ i),

-
[
v . [-R,R] - C, ~*(t)=ir —t, und
v 10,1 = C (1) = (L= t)(~R +i1) + {(-R),
und 7 die Aneinanderhéingung dieser vier Kurven. 4% parametrisiert also
das Rechteck mit den Eckpunkten —R, R, R + i7, —R + i7. Der Cauchysche

2
Integralsatz liefert nun f,yR e~ 2dz=0.Da

R

t2 22
/eZdt = /e2dz und
—-R

ot
R
_ (t4in)? 22
— e 2 dt = e 2dz
R 731'2

folgt die Behauptung aus

22 Z2
lim e 2dz= lim /e_2dz =

R—o0 R—o00



Anwendungen des Residuensatzes 539

Dies letzte wiederum folgt aus

_ (=R+tir)? _ (R+tir)? 2.2 R2 2  R2
2 = 2

|=e2 e 2 <eze 2,te]0,1].
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Kapitel 19

Folgen und Reihen
holomorpher Funktionen

19.1 Einfiihrung

Wir wiederholen einige Begriffe und Satze aus der Analysis 11, angepasst auf

unsere Situation.

Satz/Definition 19.1.1 Es sei U C C eine offene Menge, E ein vollsténdi-
ger normierter Raum iiber C und f,, : U — E, n € N, (holomorphe) Abbil-
dungen.
Dann heiit (f,)nen lokal gleichméBig konvergent gegen f : U — E, wenn
fiir jedes 29 € U ein p > 0 existiert, so dass es fiir alle € > 0 ein N € N gibt
mit
sup || fu(2) = f(2)]|p <¢

|z—20l<p
fir alle n > N.
Dies ist dquivalent im Folgenden:
Fiir jedes K C U kompakt und jedes € > 0 existiert ein NV € N mit

sup | fn(z) = f(2)||p < e

fir alle n > N.

Beweis. Es sei (f,)nen lokal gleichméBig konvergent gegen f, und es sei
K C U kompakt.

041
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Dann existiert zu jedem z € K ein p, > 0, so dass

swp [ fuw) = f@)]| =0 (n— oo).
lw—z|<pz

k
Da K kompakt ist , existieren z1,...,2; € K mit K C |J Up., (zj). Es folgt
j=1

sup || fu(2) = f(2)||p < sup  sup || fu(w) = f(w)||, =0 (n— o0).
zeK 1<i<k \w—z]-\<pzj

Fiir die Umkehrung wéhle zu zg € U einfach dist(0G, zo) > p > 0 und setze
K = BP(ZO). O

Bemerkung 19.1.2 Analog gilt natiirlich ein Cauchykriterium wie in 6.2.4.

Wir wissen aus Satz 6.2.5, dass die Grenzfunktion f einer lokal gleichméfig

konvergenten Folge (f,,)nen von stetigen Funktionen f, wieder stetig ist.

[ee)

Beispiel 19.1.3 Es sei ) a, (2 — 29)” eine Potenzreihe mit dem Konver-
v=0

genzradius R > 0.

Dann konvergiert (fy,)neny mit fr(2) := > a,2” lokal gleichméBig auf Ur(zo) =
v=0

oo
{z€C:|z—2)| <R} gegen [ :Ur(z20) — E, f(2) = Y a,z".

v=0
Wir wollen zeigen, dass die Grenzfunktion einer lokal gleichméflig konver-
genten Folge holomorpher Funktionen sogar wieder holomorph ist.

Satz 19.1.4 Es sei G ein Gebiet, f, : G — E,n € N, holomorph mit Wer-
ten in dem vollstindigen normierten Raum E dber C. Konvergiert (fn)nen
lokal gleichmdflig gegen f : G — E, so ist auch f holomorph, und es gilt
auch, dass fiir jedes v € N die Folge (quy))neN lokal gleichmifig gegen f)
konvergiert.

Beweis. Es seil dazu zg € G.
Wihle R > 0 mit Br(zp) C G. Dann gilt aufgrund der gleichméfigen Kon-
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vergenz von (fp)nen auf {z € C: |z — 29| = R}, dass

1) = Jim ful(2)

n—oo 271 £ —
|€—z0|=R
2
= lim Q/fn (20 + Re™)dt
0
LT 1 £©)
- = ity dt = — EACA — 2| < R.
27r/f(zo+Re ) dt o / f_zdg, |z — 20| <
0 |€—20|=R

Somit ist mit der Analytizitit Cauchyscher Integrale unser f holomorph.
Es sei nun v € Ny. Dann gilt

sup £ (2) = F2)||

|z—z0|< %
1 fal€) 1 / f(€)
S A IR g R
ol [ oemtem [ e
=2 |¢—z0|=R |€=z0|=R
2w
1 1 it it
< sup o= [ e |[falzo + Re') = f(z0 + Re')|| ; dt
_ R 2 (*)V
|z—20]|<5 0 2
— 0 (n—>oo)

Satz/Definition 19.1.5 (Siehe 6.3.1, 6.3.2.)
Es sei G C C ein Gebiet, E ein vollstindiger normierter Raum {iber C und
fv G — E v e Ny, Abbildungen.

o0

Die Reihe > f, heift normal konvergent auf G, falls zu jedem zy € G ein
v=0
p > 0 existiert mit
o

Z sup HfV(Z)HE<+OO‘

v=0 ‘Z_ZU‘S/)
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n
In diesem Fall gilt mit F,, : G — E, F,(2) := Y fu(z), dass die Folge
v=0
(Fy)nen lokal gleichméBig gegen ein f : G — E konvergiert. Sind also alle
[e.e]
fn zusétzlich holomorph, so ist auch f : G — E, f(z) = > fu(2) ho-
v=0

lomorph, und es gilt f*)(z) = 3 f,gk)(z),z € G,k € N. Aufgrund der

v=
Cauchy-Ungleichungen ist die Konvergenz auch hier normal.

19.2 Der Satz von Mittag-Leffler

Lemma 19.2.1 Es sei (z,)nen eine Folge paarweise verschiedener komple-
xer Zahlen und (|Z”‘)n€N monoton wachsend mit lim,,_ |2,| = 0. Es sei
R >0 und z1,...,2, € Br(0), zn4+1 ¢ Br(0), sowie apy1,...,a € C und
e > 0. Dann existiert ein Polynom P mit P(z,) = 0,1 < v < n,P(z,) =

ay,n+1<v<kund sup ’P(z)’ < e.
ZEBR(O)

Beweis. Ohne Einschrinkung sei z; = 0. Wir setzen zusétzlich a; := ... :=
oy = 0. Fir s € N sei

k
=Yt H —
= 75 —
) Zy ZE

I/

Dann gilt Ps(2,) = a,,1 <v <k, und wegen |zx| > ... > |zn4+1]| > R folgt

z—2z
sup ‘Ps(z)‘ = . sup ’ Z a,,—s H }
|2I<R <RS00 P LAy v T A
k
s Z€|
< (sup ‘)( Z ™ supH )
<k Zni1l /N S T <R g, o — 2

— 0 (s — 00)

Satz 19.2.2 Es sei (zn)nen eine Folge paarweise verschiedener komple-

zer Zahlen mit (|2,]) monoton wachsend sowie limy,_,o |2,| = oc0. Ist

neN
(an)nen eine beliebige Folge komplexer Zahlen, so existiert eine ganze Funk-

tion f mit f(z,) = a, fiir alle v € N.
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Beweis. Ohne Einschrénkung sei |z1| < 1.
Es sei |z, | <1, |2n, 41| > 1. Setze
= z—z
4
P = E | | .
1(2) =t v 2y — Ry

L#v
1<0<nq

Es seien nun |zp,| < 2, |zp,+1| > 2. Wahle nach dem Lemma ein Polynom
P2 mit

sup |Py(z)] <
|21<1

, Po(z,) =0, 1<v<ny,

AN

Py(2)) = ay — Pi(z), mi+1<v<ns.

Ist das Polynom Pj_; konstruiert, so sei |z, | < k, |2n,4+1] > k + 1. Wéhle
nach dem Lemma ein Polynom P, mit

1
sup |Pk(z)‘ < —

|| 2k7 Pk(zu):O, 1SV§nk)71
z|<k—1

k-1
Pi(z)) =y, — Z Py(z,), ng—1+1<v<ng.
=1

Wir setzen

[:C—C, f(z) =) Pi2).
/=1

o0
Wegen sup ‘Pk(z)| < 2% konvergiert die Reihe ) Py normal auf C, f ist
|2|<k—1 =1

also eine ganze Funktion. Ist ¥ < ny so gilt f(z,) = Pi(2,) = o, und ist
o0

np—1 + 1 <wv <ny (fiir k> 2) so gilt ebenso f(z,) = >, Pu(z)
(=1

k-1

=P(z)+...+ Pr_1(2) + (al, - ZPg(zy)) = .
=1

Satz 19.2.3 (von Mittag-Leffler fir C) Es sei (zn)nen eine Folge paar-
weise verschiedener komplexer Zahlen mit lim, .o |2,| = 00 und fiir jedes

Pn
n € N sei ein Polynom ¢, mit ¢,(z) = Y al’

v=1

z¥ vorgegeben. Dann existiert
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eine meromorphe Funktion f auf C mit Polen genau in {z, : n € N},

so dass fii?" jedes n € N die Funktion f an z, eine Laurententwicklung
o0

f(z) = Z al” (z—zn)"+ > b (z— zp)¥ besitzt. Mit anderen Worten,
v=0

V==—Pn
man kann an allen z, die Hauptteile vorschreiben.

Beweis. Die Idee besteht darin, f(z) := Z an (2 — ) — hn(z) mit so ge-

nannten konvergenzerzeugenden ganzen Funktlonen h, zu definieren.
Um die normale Konvergenz von Z qn(#) — hp(2) auf G\{z, : n € N}

zu garantieren, geniigt es, ganze Funktlonen h, mit

1 1
‘zlgsll:a_l \qn(z — zn) — hn(2)] < o

zu finden. Dann 16st

F:G\{zn:n €N} = C, f(z an — hn(2)

n

unser Problem. Da aber z — ¢, (- ) holomorph auf {z € C: |z] < |z},

) chz

entwickeln, und diese konvergiert gleichméBig auf {z € C : |z| < |zn\ —1}.

konnen wir diese Funktion um 0 in ihre Potenzreihe qn(

Also existiert ein k,, € N mit

1 i 1
_ (n) v « =
sup q ( ) c, 27| < .
l<lenl-1 | N2 Zn Z:;) ’ 2
S
Wir setzen also hy, : C — C, hy(2) = > o/ 2%. O
v=0

Bemerkung 19.2.4 Die beiden obigen Sdtze kann man auf beliebige Ge-
biete G C C anstelle von C verallgemeinern, da muss man natiirlich an die
Folge (zp)nen voraussetzen, dass {z, : n € N} keinen Haufungspunkt in G

besitzt. Wir werden diese Sétze im néchsten Semester zeigen.

19.3 Der Satz von Montel

Lemma 19.3.1 (Arzela-Ascoli)

Es sei (X,d) ein metrischer Raum und es existiere eine wachsende Folge
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kompakter Teilmengen (Kp)neny von X mit |J K, = X und K,, C oK, 4.
neN
Ist nun F' eine Menge stetiger Funktionen f : X — C mit

i) sup |f(a:)‘ < 400 fir alle z € X und
feF

i) fir alle x € X und e > 0 existiert ein 6 > 0 mit sup |f(a:) - f(y)‘ <e
feF

fir alle y € Us(x),

so besitzt jede Folge in F' eine lokal gleichmdfig konvergente Teilfolge.

Beweis. Wir bemerken, dass jede kompakte Teilmenge K von X in einem
K, enthalten ist (da ja (0K, )nen eine offene Uberdeckung von K ist).
Es sei also (fn)nen eine beliebige Folge in F. Da jedes K, kompakt ist,

existiert zu £ > 0 ein endliche Menge M,,. C K, mit K,, C | U:(y).
YEMp e
Hieraus folgt mit M, := |J M, 1, dass K, C M, also auch X C U M,.
keEN neN

Wir zeigen nun, dass eine Teilfolge (fy, )ren existiert, so dass ( frn (1:)) keN

fir jedes x € M := |J M, konvergiert. M ist abzéhlbar, schreiben wir also
neN
M = {qy : ¢ € N} mit paarweise verschiedenen g, € M. Da ( fn(ql))

C beschrénkt ist, existiert also Iy C N, |I1] = oo, mit

|fn(q1) - fm(QI)‘ <1

neN m

fiir alle n,m € I;.

Sind I, ..., Iy konstuiert, so wéhle Iy C I mit |[I;11| = co und
1
su i) — )| < —
1Sj§113+1 ‘fn(qj) fm(qj)‘ k1

fiir alle n,m € Ixy1. Wir wiahlen nun eine streng monoton wachsende Folge
(nk)keny mit ng € I, k € N. Ist I € N so gilt

1

min{k, m}

| fri (@) = frm (20)] <

fiir k,m > [, somit ist ( frn (qg)) ren €ine Cauchyfolge, und damit konvergent.
Wir zeigen nun, dass (fp, )ken lokal gleichméBig konvergiert. Dazu gentigt

es, wegen 6.2.4 folgendes zu zeigen:

Es sei g € K. Dann gibt es ein § > 0, so dass fiir alle ¢ > 0 ein K € N

existiert mit

SUP | fo () = o (v)] < €
y€Us(z0)
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fur alle k,m > K.

Wiéihle also nach ii) § > 0 mit  sup | fn, (¥) — fn,(z0)| < £ fiir alle k € N.
y€Us(wo)
Mit der Dreiecksungleichung folgt sofort  sup ‘ fre (@) = fu, (y)‘ < § fiir
z,y€Us (o)

alle k € N.

Wegen X C M gibt es ein x € M mit = € Us(xp).

Wihle nun K so groB, dass |fn, () — fn,, (z)| < § fiir alle k,m > K. Dann
gilt fiir solche &k, m, dass

sup | fr, () = Frm (¥)]

y€Us(z0)

< sup ‘fnk(y) - fnk(x)’ + |fnk(33) - fnm(gj)’ + }fnm(l') - fnm(y)’

y€Us(x0)

Definition 19.3.2 Es sei G C C ein Gebiet. Eine Menge F' C H(G) heifit
normale Familie, falls jede Folge (fy)nen in F' eine Teilfolge (fy, )ren besitzt,
welche lokal gleichméfig auf G konvergiert.

Beispiel 19.3.3 i) Essei G =D und F = {f, : n € N} mit f,(z) = 2".

Dann ist F' eine normale Famiile.

ii) Es sei G C C ein Gebiet und F = {f, : n € N} mit f, : G —
C, fn(z) =n - z. Dann ist F keine normale Familie.

Satz 19.3.4 (Montel) EsseiG C C ein Gebiet und F' C H(G) eine Menge
holomorpher Funktionen, welche gleichmdf$ig auf den kompakten Teilmengen
von G beschrinkt ist, d.h.

sup ‘f(z)‘ < 40
zeK
fEF

fir alle K C G kompakt. Dann ist F' eine normale Familie.
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Beweis. Es sei K,, := {2 € G : 2] < n,dist(2,0G) > L}.

Dann erfillt (K, )nen die im Lemma geforderte Elgenschaft.

Aus der gleichméfligen Beschrénktheit von F' folgt sofort i). Wir miissen
noch ii) zeigen.

Es sei dazu zp € G und R > 0 mit Br(z) C G.

Wihle R > p > 0 mit

c 1 1 ) < € 1

= sup — - —.

ceBpzg) 1€ =2 E—20l 1+ sup [f(E)] R
|€—20|=R \5—fz€0}=R

Dann gilt fiir alle f € F und z € Uy(2), dass

@t = o [ 16 )

-2
|é—z0|=R

IA

1 A
C%/R‘f(zo + Re')| d¢
0

= E&.

Somit sind die Voraussetzungen von Arzela-Ascoli erfiillt, und es folgt die
Behauptung. a

Satz 19.3.5 (Vitali) Es sei G C C ein Gebiet und (fn)nen eine Folge
holomorpher Funktionen f, : G — C, die auf den kompakten Teilmengen
von G gleichmdfig beschrinkt ist, d.h.

sup ’fn ‘ < 40

neN
z€EK

fir alle K C G kompakt. Ist A C G eine Teilmenge, welche einen Hdufungs-
punkt in G hat, so dass (fn(z))neN fiir alle z € A konvergiert, so konvergiert
(fn)nen schon lokal gleichmdffig auf G.

Beweis. Da ( f;,)nen eine normale Familie ist, existiert eine Teilfolge ( f, )ken
und ein holomorphes f : G — C, so dass (fp,)ken lokal gleichméBig ge-
gen f konvergiert. Wir nehmen an, dass (fy,)nen nicht gegen f konvergiert.
Dann existiert insbesondere ein zy € G und eine Teilfolge (fm, )ren mit
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fmi(20) 4= (20) (k — 00).

Da {fm, : k € N} eine normale Familie ist, existiert eine weitere Teilfolge
( frou, )een von (fm, )ken, so dass ( frou, )een lokal gleichméBig gegen ein holo-
morphes g : G — C konvergiert. Insbesondere folgt g(z0) # f(20).

Da fiir alle z € A gilt, dass

g(z) = EILIEO fmkz (Z) = nlLH;O fn(z) = kli»n;o fnk(z) = f(Z),

liefert der Identitdtssatz f = g im Widerspruch zu g(zo) # f(z0). O



Kapitel 20

Schlichte Funktionen,
Riemannscher
Abbildungssatz

Hauptziel dieses Kapitels ist es, folgenden berithmten Satz von Bernhard

Riemann zu zeigen:

Zu jedem einfach zusammenhéingenden Gebiet G C C mit G # C
existiert eine bijektive holomorphe Abbildung f : G — D.

20.1 Schlichte Funktionen und konforme Abbil-

dungen

Es sei G C C ein Gebiet. Eine holomorphe und injektive Funktion f : G — C
heifit schlichte Funktion. Offensichtlich sind Verkniipfungen schlichter Funk-

tionen wieder schlicht.

Satz 20.1.1 Es set G C C ein Gebiet und f: G — C eine schlichte Funk-

tion. Dann gilt
i) H := f(Q) ist wieder ein Gebiet.
i) f' hat keine Nullstelle auf G.
ii) f~1: H — G ist ebenfalls schlicht.

iv) G ist genau dann einfach zusammenhdngend, wenn H einfach zusam-

menhdngend.

951
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Beweis.

i) folgt sofort mit der Gebietstreue holomorpher Funktionen, da f nicht
konstant ist.

ii) Wegen Bemerkung 17.2.22 hat f — f(zo) fiir jedes zp € G aufgrund der
Injektivitéit eine einfache Nullstelle, es gilt also f'(z9) # 0.

iii) Mit ii) und 17.1.9 ist f=! : H — G holomorph, und da f : G — H
bijektiv, ist also f~' dies auch.

iv) Es sei G einfach zusammenhéngend. Dann existiert zp € G, so dass
fiir alle geschlossenen Kurven v in G mit Anfangs- und Endpunkt z
eine Homotopie zwischen v und o = zy besteht. Setze wp := f(zp).
Es sei nun p : [0,1] — H eine Kurve mit p(0) = wo = p(1). Dann
ist v := f~!op ein Kurve in G mit 7(0) = 2o = v(1). Wihle eine
Homotopie A : [0,1]> — G zwischen v und ¢ = zy und setze B :
0,12 - H,B := fo A.

Dann ist B eine Homotopie in H, welche p und § = wq verbindet.
Somit ist auch H einfach zusammenh#ngend.

Die Umkehrung folgt durch Anwendung des gerade Gezeigten auf f~!
anstelle von f.

Definition 20.1.2 Es seien G, H C C Gebiete und f : G — H schlicht und
bijektiv. Dann heifit f konforme Abbildung von G auf H.

Bemerkung 20.1.3 Nach obigem Satz ist eine schlichte Abbildung f :
G — C eine konforme Abbildung von G auf f(G). Natiirlich ist dann
f~1: f(G) — G auch konform.

Beispiel 20.1.4 1. f:C— C, f(z) = z, ist schlicht.

2. Ist G ein Gebiet mit 0 € G, soist f : G — C, f(z) = 22, nicht
schlicht (da z. B. f/(0) = 0). Ist aber H := {2 € C: Rez > 0}, so ist
f:H — C, f(z) = 2% schlicht und f(H) = C_ = C\(—o0,0].
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3. Ist G C C ein Gebiet mit z —w ¢ 2miZ\{0}, z,w € G, so ist exp : G —
C schlicht.

4. f:D —C, f(z) = ﬁ, ist schlicht, denn aus f(z1) = f(z2) folgt
21(1 — 29)% = 23(1 — 21)?, also 21 + zlzg = 29 + zfzg, somit 21 — 29 =
z129(21 — 22), was wegen |z1, 22| < 1 fiir 21,22 € D nur fiir z; = 29
moglich ist.

5. f:C\{0} — C, f(z) = 1, ist schlicht.

6. Fira,be C, a#0ist f:C— C, f(z) = az+ b, schlicht.

Bemerkung 20.1.5 i) Ist G ein einfach zusammenhingendes Gebiet g :
G — C schlicht und ohne Nullstelle, f : G — C holomorph mit e/ = g, so
ist auch f schlicht.

ii) Ist f : G — C mit f’ ohne Nullstelle auf G, so braucht f nicht schlicht
zu sein, wie das Beispiel exp : C — C schon zeigt.

Satz 20.1.6 (Noshiro-Wolff) Es sei G C C ein konvexes Gebiet und f :
G — C sei holomorph und Re(f') habe keine Nullstelle in G. Dann ist f
schlicht.

Beweis. Da Re(f’) stetig in G ist und G zusammenhiingend, ist auch
Re(f")(G) zusammenhiéngend in R, also ein Intervall. Da Re(f’) keine Null-
stelle hat, muss also entweder Re(f’) > 0 oder Re(f’) < 0 auf ganz G gelten.
Ohne Einschrinkung sei Re(f'(z)) > 0,z € G, ansonsten betrachte — f an-
stelle von f. Da f eine Stammfunktion von f” ist, folgt fiir 21, 20 € G, 21 # 22,
dass

) 1
f(z2) — f(z) = / f(2)dz = / P (21 + (22 — 21)) (22 — 21) dt,
z1 0

somit

22 — 21

1
Re <M> = /Re(f’(zl +t(z2 — zl)) dt > 0.
0

Also gilt auch f(z2) # f(21), und damit ist f injektiv. O
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20.2 Folgen schlichter Funktionen

Lemma 20.2.1 Es sei G C C ein Gebiet, und es sei (fn)nen eine Folge
holomorpher Funktionen f, : G — C, welche lokal gleichmdfiig gegen eine
Funktion f : G — C konvergiert. Haben alle f, keine Nullstelle auf G, so
hat f keine Nullstelle auf G oder f = 0.

Beweis.Es sei f #Z 0. Sei zp € G. Dann hat f eine m-fache Nullstelle (fiir

m € Np) an zp. Wahle R > 0, so dass f keine Nullstelle in Bgr(z0)\{z0}

hat. Nach dem Prinzip des Argumentes ist m = 5= [ ]}/((j)) dz. Da mit

|z—z0|=R

(fr)nen auch (f])nen gleichmiBig auf {z : |z — z9| = R} konvergiert, folgt
aus |f| > 0 auf dieser Menge, dass ebenso (%)nGN auf {z : |z — 20| = R}
1 fn(2)

gleichméaflig gegen L konvergiert. Es folgt m = lim 5— [ dz =0,
f n— fn(2)

oo 2mi

|z—z0|=R

da jedes f, keine Nullstelle in G hat, also hat f an zy eine O-fache Nullstelle,
und damit ist f(zo) # 0. O

Satz 20.2.2 (Hurwitz) Es sei G C C ein beliebiges Gebiet, und es sei
(fn)nen eine Folge schlichter Funktionen f,, : G — C, welche lokal gleichmdfig
gegen f : G — C konvergiert. Dann ist f schlicht oder konstant.

Beweis. Fiir z9 € G sei F,, : G\{20} — C, F,(2) = fn(2) — fu(20). Dann
hat F), hat keine Nullstelle auf G\{zp},n € N, und (F,,),en konvergiert lokal
gleichméBig gegen f — f(z0). Mit obigem Lemma ist also f — f(z9) = 0, also
f konstant, oder f ist nicht konstant, und es gilt f(z) # f(z0),2z € G. Da
29 € G beliebig, ist im letzeren Falle f injektiv. O

20.3 Das Schwarzsche Lemma und der Eindeutig-
keitssatz fiir konforme Abbildungen
Satz 20.3.1 (Schwarzsches Lemma) Es sei f : D — C holomorph mit

|f(2)] <1,z €D, und f(0) =0. Dann gilt schon |f(z)| <|z|,z € D.
Ezistiert zg € D\ {0} mit |f(zo)‘ = |20|, so ewistiert schon c € C, |c| =1,
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mit f(z) = cz, z € D.
Weiter ist |f'(0)| < 1 und |f'(0)] =1 genau dann, wenn f(z) = cz.

Beweis. Es sei

fz)
F:D—C, f(z)={ 2z 270
fl(z) :2=0,

dann ist F' holomorph, und es gilt daher mit dem Maximumprinzip:

sup |F(2)| < L sup |£(2)] <
|2|<p P lzl<p

=

fiir alle p < 1, also sup ‘F(z)‘ < 1. Nach Definition von F' ist also ’f(z)! <
|z]<1
2|, z € D.

Ist f nicht von der Form f(z) = cz, also F' nicht von der Form F = ¢,
fir |¢] = 1, so miissen wir zeigen, dass |[F| < 1 auf D. Dies folgt aber
sofort aus der Gebietstreue holomorpher Funktionen. In diesem Fall gilt
auch f'(0) = F(0) € D. O

Wir wollen nun den Eindeutigkeitssatz fiir konforme Abbildungen zeigen:

Satz 20.3.2 FEs sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, zg € G.
Gibt es eine konforme Abbildung f : G — D von G auf D mit f(z9) = 0 und
['(z0) > 0, so ist diese eindeutig bestimmid.

Beweis. Es seien f1, fo zwei konforme Abbildungen von G auf DD mit der
entsprechenden Normierung. Dann sei f := fiofy 1. D — D. Als Verkiipfung
konformer Abbildungen ist f wieder konform, und wegen fi(z9) = f2(20) gilt
f(0) =0.

Weiter gilt

F10) = fi(z0)-(f71)(0)

1
fi(z0) - — > 0.
1( ) fé(ZO)
Wegen des Schwarzschen Lemmas gilt aulerdem ‘ f(2)] <zl
Analog gilt fiir f~1:D — D, f~' = fyo f;!, dass ’f‘l(z)| < |z|,z € D.
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Wir erhalten zusammen |f(z)| < |z| = [f71(f(2))| < |f(2)].2z € D, also

| f(2)| = |2| fiir alle z € D, somit aus dem Schwarzschen Lemma f(z) = az
fiir ein a € C,|a| = 1. Aus 0 < f/(0) = a folgt a = 1, also f(z) = z,z € D.
Hieraus folgt f; (f{l(z)) = z, also fi(z) = fa(2),z € D. O

Satz 20.3.3 Jede konforme Abbildung f : D — D ist von der Form f(z) =
ePZ=20 mit einem o € [0,27) und zg € D. Insbesondere ist f durch f(0)

1— zoz’

/"(0)

und 7o eindeutig bestimmit.

Beweis.

i) Es seien ¢ € [0,27) und zg € D gegeben.
Wir betrachten die Funktion f : D — C, f(z) = e¥ 220

1-2zpz"°
Diese ist stetig sowie holomorph auf D, also gilt mit dem Maximum-
prinzip, dass sup !f(z)‘ = sup | f(2)]-
z€eD |z|=1
Fiir |z| =1 gilt nun

207
Foal = BEE
= }1 — foz‘,
also f(z) =1, |z| = 1. Somit gilt f(D) C D.
Es sei f := f|p.
Setzen wir g : D — C, g(w) = ¥ -» s 0 mit ¢ = —p, wp = —e%2, SO

folgt analog, dass g(D) C D. Weiter gilt

el Ww—wo_

) — 20
W — 6“’0 1— —wWwW(
f(g( )) 1 —Zpe 1uiwz%)o

w — wy — €% z(1 — wwy)

(1 — wwp) — Zpe™ (w — wp)

w — wo + wo (1 — wwy)

1 — wwp + wo(w — wo)

w — wwpl?
= T _w, weD,
T Twol? w, w
und analog g(f(z)) = 2,z € D. Damit ist ¢ = f~!, und f ist eine

konforme Abbildung von D nach D.
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ii) Es sei g : D — DD eine konforme Abbildung.
Sei zg := ¢~ 1({0}) und ¢ € [0, 27] mit '¥ = |g §ZO;| Es ist also ¢'(z0) =
|9'(20)| €"¢. Wir betrachten die Funktion b : D — D, h(z) = e *g(z).
Hierfiir gilt h(z0) = 0,%'(20) = |¢'(20)

konforme Abbildung.

,und h : D — D ist auch eine

Ist nun b : D — D, A(z) = 2, so ist I ebenfalls eine konforme
Abbildung von D nach I, und wegen h(zp) = 0, h/(z0) = T |Z = >0

ist nach dem Eindeutigkeitssatz fiir konforme Abbildungen h = h also
mit f: D — D, f(z2) = ¥ 222 gilt g = f.

1—2pz2?

Satz 20.3.4 Es seien g : G — D und h : H — D konforme Abbildungen
sowie zg € G und wg € H. Dann gilt:
i) Sind fi1, foa : G — H konforme Abbildungen mit fi(z0) = fa(z0) = wo so

ist | f1(z0)| = | f5(20)|. Gilt zusdtzlich Iﬁgzo;\ = ézgg;l so ist f1 = fa.

it) Fir alle ¢ € [0,27) existiert genau ein konformes f : G — H mit

f(z0) = wo und |§,§ °§| =¥,

Beweis. Durch eventuelles Nachschalten geeigneter konformer Abbildungen
von D nach D kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass g(zp) =0 =
f(wo) gilt.
i) Es sei ¢; := ho fj o g71. Dann sind die 1; konforme Abbildungen von D
nach D und es gilt ¢1(0) = 92(0) = 0 sowie

/ 1 hl(wo)

P3(0) = ' (wo) f; (Zo)g,(z()) = () fi(z0), 5=1,2.

Wegen 11(0) = 12(0) = 0 liefert obiger Satz sofort ¢y = €?¢); mit einem

€ [0,2m). Dies impliziert sofort |f{(z0)| = |f}(z0)]. Weiter ist fi = fo

genau dann, wenn ; = ¥y also genau dann, wenn ‘z}ggg = ﬁ;g ;‘ Und dies

|~
ist nach obigem genau dann der Fall, wenn |§{ Ez;)g' = ‘fégi ;‘
1

ii) Setze v := e“"m% und f: G — H, f(z):= h~!(vg(2)). Dann ist
f konform als Verkniipfung konformer Abbildungen und es gilt f(z9) = wy
sowie f'(zg) = mvg’(zo) = e ‘f,((j]%))", also é,gg;‘ = €. Die Eindeutig-
keit von f folgt aus i). O
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Was uns natiirlich noch fehlt um den Satz anstdndig anwenden zu kénnen
ist der Riemannsche Abbildungssatz. Wir ziehen aber schon einmal eine
konkrete Folgerung.

Satz 20.3.5 FEs sei HY := {2z € C:Imz > 0} die (offene) obere Halbebene.

i) Jede konforme Abbildung f : Ht — D ist von der Form f(z) =
ei‘p% mit 20 € HT und 0 < ¢ < 27.

ii) Jede konforme Abbildung f : HT — H™ ist von der Form f(z) = ij-_g
mit a,b,c,d € R,ad — bc = 1.

Beweis. i) Zunichst {iberpriift man leicht, dass jede Abbildung obiger Form
die obere Halbebene H™ bijektiv auf D abbildet (und natiirlich holomorph
ist) sowie die Umkehrfunktion durch f~': D — H*, f~!(w) = %20 v

l—e—w

gegeben ist. Ist g : HT — D eine konforme Abbildung, so sei z := g~1(0),
el = 20 ynq
lg’(zo)]

f CHT S D, f(Z) — eiﬁouz;fo‘
Z0 — R0 & — X0

Dann gilt f(z9) = g(z0) und |§ig§§\ = e, also ist nach obigem Satz g = f.
i) Es sei f: HT — C, f(2) = 2% mit ad — be = 1. Aus Im(%£h) =

cz+d cz+d
% folgt, dass f die obere Halbebene in sich selbst abbildet. ist

f:HT - C, f(w) = 42=t 5o gilt auch da—(—b)(—c) = 1 und also bildet f

die obere Halbebene in sicjfl selbst ab. Man iiberpriift noch fo f = f of =1id.
Somit ist f eine konforme Abbildung von H ™' auf sich selbst.

Ist f: HY — H™T eine konforme Abbildung, so ist nach dem Beweis des
obigen Satzes f = go h wobei h : H™ — D und ¢g : D — H™ konforme

Abbildungen sind. Ohne Einschrinkung kénnen wir dann g(z) = zz—ﬂ und

h(z) = ew% annehmen, wobei f(zg) = 4, siehe i). Dann rechnet man mit
etwas Miihe nach, dass g o h die geforderte Form besitzt. O

Beispiel 20.3.6 Es sei G = C, dann ldsst sich G nicht konform auf D
abbilden. In der Tat, nehmen wir an, f : C — I sei eine solche konforme
Abbildung. Dann ist f eine ganze beschrinkte Funktion, also mit Liouville
konstant, Widerspruch.

Es gilt aber der berithmte Riemannsche Abbildungssatz:
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Satz 20.3.7 Es sei G C C ein einfach zusammenhdngndes Gebiet mit G #
C. Ist zp € G, so existiert eine eindeutig bestimmte konforme Abbildung
f:G—D mit f(20) =0, f'(20) > 0.

Beweis. Die Eindeutigkeit haben wir schon gezeigt.

Wir wollen nun den Satz von Montel und den Satz von Hurwitz in Stellung
bringen. Dazu setzen wir .# als die Menge aller schlichten Funktionen f :
G — D mit f(z0) =0, f'(20) > 0 und wir zeigen

1. A #0.
2. Es gibt fy € A4 mit fl(z0) > f'(20) fiir alle f € 4.
3. fo(G) =D (Dies liefert dann die Behauptung).

Zu 1.: Da G # C, gibt es ein wy € C\G. Die schlichte Funktion g : G —
C,g(z) = 2232, hat in G keine Nullstelle (da wo ¢ &), und es gilt g(zo) = 1.
Daher gibt es nach 17.1.12 eine holomorphe Funktion F : G — C mit e’ = ¢
und F(z9) = 0. Dieses F ist nach 20.1.5 schlicht.

Waihle nach der Gebietstreue holomorpher Funktionen ein 1 > r > 0 mit
F(G) > U,(0).

Wir zeigen nun, dass F(G) N U, (2wi) = 0.

Nehmen wir an, es gébe ein z; € G mit F(z1) € U,(27i), soist F(z1) —2mi €
U, (0), es gibt also ein zp € G mit F(z9) = F(21) — 2mi.

Aufgrund der Schlichtheit von F'ist z; # 2. Andererseits gilt aber g(z1) =
ef'(21) = ¢F(22) — g(2,), was der Schlichtheit von g widerspricht.

Insgesamt ist also F(G) N U, (27i) = 0, und aufgrund der Gebietstreue gilt
auch F(G)N B,(27wi) = 0.

Nun ist die Abbildung h : C\B,(2mi) — C, h(z) = ;=5 schlicht mit
h(C\B,(2mi)) C D, somit ist also h o F eine schlichte Abbildung von G
in D. Ist nun ¢ : D — D, (z) = %% so ist auch Yo ho F : G — D
schlicht, und es gilt ¥ o h o F(z9) = ¢(h(0)) = 0.

Schliefllich sei f := %2227% pohoF. Dannist f € /.

Zu 2.: Es sei s := sup f/(20) € (0, +00].
fed
Ist R > 0 mit Bgr(z9) C G, so folgt aufgrund der Cauchyabschétzungen fiir

fen
1 1

<z |zf;iI|)§R‘f(Z)‘ <z

f'(z0) = | f'(20)|



560SCHLICHTE FUNKTIONEN UND RIEMANNSCHER ABBILDUNGSSATZ

also ist s € (0, 400).

Wir wiihlen nun eine Folge (f,,)nen in . mit f](z0) — s (n — o0). Nach
dem Satz von Montel (beachte |f,| < 1 auf ganz G) gibt es eine Teilfolge
(fny,)ken, welche auf G lokal gleichméBig gegen ein holomorphes fp : G — C
konvergiert. Fiir diese fy ist fo(z0) = 0 (da dies fiir alle f,, gilt) sowie
fo(z0) = lim_f}, (20) = s.

Wegen f(z0) = s # 0 ist fy nicht konstant, und somit nach dem Satz von
Hurwitz ist fy schlicht.
Weiter gilt ‘fo(zﬂ = kli)rgo |fnk (z)’ < 1,z € G, und mit der Gebietstreue
holomorpher Funktionen liefert dies fo(G) C D. Somit ist fy € .4, und es
gilt

fo(20) = s > f'(20) fiir alle f € .#.

Zu 3.: Wir miissen zeigen, dass fo(G) = D gilt.
Nehmen wir an, dass fo(G) eine echte Teilmenge von D ist. Dann wiihle

wo € D\ fo(G).

_ z—wg

1—woz"
Dann bildet g o fp das Gebiet G konform auf ein einfach zusam-
menhéngendes Gebiet G; C D ab, und es gilt 0 ¢ G und (g10f9)(20) =

91(0) = w.

a) Esseigr : D — D, gi(2) =

#) Waihle nach 17.1.12 eine holomorphe Funktion g2 : G; — C mit
e2(?) = z =z € Gy. ¢ ist nach Bemerkung 20.1.5 wieder schlicht. We-
gen eRe92(2) — |e923)| = |2| < 1,2 € Gy, gilt Rega(2) < 0,2 € GY,
also ist go 0 g1 o fy eine konforme Abbildung von G auf ein Gebiet
G2 C{z€C:Rez <0}

v) Es sei g3 : {z € C: Rez < 0} — D eine konforme Abbildung (siche
20.3.5), durch Nachschalten einer konformen Abbildung von D nach D
kénnen wir ohne Einschréinkung annehmen, dass g3(g2(g1(fo(20)))) =
0 gilt.

Weiter ist g30g20g1 0 fo : G — D eine konforme Abbildung von G auf
Gs = g3(G2) = g3092(G1) = g3 0 920 91(fo(G)) = g3 0 g2 0 g1 © fo(G).

9) Esseinun ¢ :=gzogs0g; : fo(G) — D. Dann ist ¢ konform von fy(G)
auf Gs.
Wir setzen ¢ : D — D, 9(z) := gfl(egi;l(z)). Dann ist v holomorph,
und fiir z € fo(G) gilt ¥ (p(z)) = 2.
Da ¢ bijektiv von fo(G) nach Gz, ist also ¥|g, : Gs — fo(G) die
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Umkehrfunktion von .
Insbesondere gilt also 1(0) = 0 (da ¢(0) = 0).
Mit dem Schwarzschen Lemma folgt |¢'(0)| < 1, also |¢’(0)] > 1.

g) Es sei ¢ = |E£jgg§| mit einem 6 € [0, 27).

Wir setzen F : G — D, F :=¢e" po fo=e g30g00g1 0 fo.
Dann ist nach ) F' schlicht und F(z9) = 0. Weiter gilt

F'(z) = €’(po fo)(20) = €& (fol=0)) fo(z0)
= |¢'(0)] fo(z0) > fo(20),

also ist F' € .4 und F'(z9) > f{(z0), im Widerspruch zur Maximalitét

von fj(zo).
Die Annahme fy(G) # D war also falsch, und es gilt fo(G) = D.

Korollar 20.3.8 Es seien G, H C C einfach zusammenhdingende Gebiete
mit G # C, H # C. Dann gilt

i) Es existiert eine konforme Abbildung f von G auf H.

ii) Sind zo € G und wo € H, dann ezistiert eine konforme Abbildung f
von G auf H mit f(zo) = wo. Fiir jedes solche f ist ‘f’(zo)‘ gleich.

iii) Sind zo € G und wo € H sowie g € [0,27) gegeben, so existiert eine
eindeutig bestimmte konforme Abbildung f von G auf H mit f(z) =

wo und f'(z0) = | f'(20)| €.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus 20.3.4 und dem Riemannschen
Abbildungssatz. a

Satz 20.3.9 (Satzvon Study) Es sei f :— G konform und G, := f(U,(0)) =
{f(z):]z] <7}, 0<r <1
Dann gilt

i) Ist G konvez, so ist jedes G, konver, 0 <r < 1.
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ii) Ist G sternférmig beziglich f(0), so ist jedes G, sternférmig beziiglich
f(0), 0<r<1.

Beweis. Sei ohne Einschrénkung f(0) = 0 (sonst betrachte z — f(z) — f(0)
anstelle von f).

Es seien wp, w; € G, (und im Falle ii) wo = f(0)). Es ist zu zeigen, dass
[wo,wl] = {(1 — t) wo +twy : t € [0, 1]} c G,.

Es seien f(z9) = wo, f(21) = wi. Ohne Einschrinkung sei |z9| < |z1| und
z1 # 0, ansonsten vertausche wy und ws.

Dann ist z zg zfl € D fiir alle z € D, also ist

9:D—Cg(z) = (1-t) f(z2021 ") +1f(2),

wohldefiniert und holomorph. Da G konvex ist, gilt g(ID) C G. Somit ist auch
h:D—Dh(z) = f! (g(z)), wohldefiniert. Wegen f(0) = 0 gilt ¢g(0) = 0,
also auch h(0) = 0. Nach dem Schwarzschen Lemma ist |h(2)| < |z],z € D,
also insbesondere }f‘l(g(zl))‘ < |z].

Da g(z1) = (1 —t) f(20) +tf(21) = (1 — t) wo + twy und |21| < 7, folgt also

f_l((l —t)wo +twy) = f_l(g(zl)) <zl <,

also (1 —t)wg + tw; € G,. O



