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1 Einleitung

1.1 Ein Sat z, vott Plackett

Den Ausgangspunkt dieser Arbeit bildet der

Satz I (Plackett) Srnd X und )' unabhringtgt urLd idenltsch uerlethr retllu,trlrye Zufolls-
t'drioblen mtt

ElXl : 6, I'ar(,Y) : 1, (1)

so isl

(2)

Gleichheit tritt genau dann auf, utenn X nn Inleruall i-yß,rßl gtercht,erteilt ist.

Es handelt sich dabei urn einen Spezialfall allgenreinerer Resullate'r,on Plackett [21], Moriguti

It9], Gumbel [1a] und Hartley und David itSl, die zusamrnen mit ihren Beweismethoden kurz
erläutert seien.

Plackett betrachtet unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen Xr, . . ., X, mit \Arer-

ten in einem Intervall [-o,r] und fragt nach dem 1\{axirnum des \/erhältnisses von mittlerer
Spannweite zur Standardabwei chung

dn:
ElX61- X6ll

lt ar(Xt)

wobei X(r) : min(X1 ,...rXn) und I(,) : max(X1,'..,-X,) sei. Er nimmt die Existenz
einer extremalen Yerteilung Fo an und setzt in der Darstellung

dn
I\"t - fl"(") - (1 - F(r)) dr

(3)

x-)'E
2

t/3

(r,, 12 dF(r)- (J:, * dF@))')'

(mit F: \'erteilungsfunktion von fr) F(r): Fo(r) - lt'(r). wobei t, eine beliebige stetige
Funktion mit t,(-a) : tr(c) - 0 und t, eine reelle Zahl bedeutet. Es wird dann behauptet,
daß F für hinreichend kleine t eine Vert,eilungsfunktion ist (das setzt offenbar voraus, daß Fo

in [-a,a] streng wächst)und die Ableitung von d, an der Stelle 0 gleich 0 gesetzt. Aus der so

erhalt,enen Bedingung wird .Fo bestimmt und mit dem Hinweis. daß d. kein X{inimurn besitzt,
geschlossen, daß bei Fs ein l\'(aximum vorliegen muf}. Für n :2 ist ,Fo Verteilungsfunktion
der Gleichverteilung auf l-a,a und es ergibt sich d, a ä Durch Grenzübergang wird
gefolgert, daß diese flngleichung (und damit die Implikalion (l) - (2) )für Verteilungen
mit beliebigem Träger gilt.
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In der Arbeit von Gumbel sollte E[X1";J, der Erwartungswert des Maximums von z un-
abhängigen und standardisierten Zufallsvariablen Xt,.. .rX,, maximiert werden. Für n = 2

ist wegen

E;Xps - Iirtl - E't2Xe) - Xl - Xzl: zElXel (4)

dieses Problem mit dern Placketlschen äquivalent,. Gurnbel schreibt

EiIi,r] : 
Io' 

,F-'(, lun-t du. (b)

11 17 , - .2
E-xj : J" r-'iu;du, El-yr)= l,'(a-,(r))' a". (6)

wendet auf das zu behandelnde Extremalproblem (,,tr{aximiere (5) als Funktional von F-1
unter den genannten Nebenbedingungen an (6)") formal die Lagrangesche tr{ultiplikaloren-
regel an und erhält im Fall n = 2 die Behauptung des Satzes 1. Über die Existenz einer
Lösung sowie über die eventuell zu berücksichtigende Nebenbedingung, daß F-l wachsend
sein muß, verliert er kein \Alort.

Den ersten strengen Beweis des Satzes I findet man wohl in der Arbeit von Moriguti (Fuß-
note 5 auf Seite 534) oder, expliziter. bei Hartley und David. tlnter Verzicht auf unnötige
Regularitätsvoraussetzungen läßt er sich wie folgt formulieren:

Beweis des Satzes 1 Wir schreiben -)1I1, X2 an Stelle von -)f , )' und bezeichnen mit F die
Verteilungsfunktion von X. Sei P-r : [0,1] -, IR, F,-'(") :: inf{z € IR : F(r) > z}, ihre
verallgemeinerte tlmkehrfunktion (Quantilfunktion). Dann gilt, wenn Ur,U, unabhängig
und jeweils gleichverteilt im Intervall [0,1] sind, die Verteilungsgleichheit

(.-'t u,), F-'(u,)) 2 (x,, x,) (?)

und daher auch
F-L(UP) ? x"Y

Aus (1) und (7) folgt

Io' 
,-r(u)du:0, fr' 1r-r{r))' au = 1

und ( ) und (8) ergeben, zusammen mit der Dichte furr,(u) - 2u,

Ellxr- xrll : zEiF-tV@))

: z 
lo' 

r-,@)Zu du

: z 
lo' 

r-'lu)(z' - 1) du

, (!,'(.-'(, ))' a,)' (1,'e, - t)'a,)+

(8)

(e)

2

a
.)



Beim dritten und beim letzten Gleichheitszeichen u'urde (9) benutzt. Nun tritt das Gleich-

heitszeichen in der Schwarzschen Ungleichung nur auf, wenn

r-'(r) : m(2u - 7) (a e io' t])

für ein positives m gilt. Das aber führt auf die behauptete Gleichverteilung. r

Ein neuer Beweis uurde von Baringhaus und Henze l.1i gegeben. Er basiert auf einern Satz

von Terrell i30i (später verallgemeinert in i29] ). rvelcher rnit der (laut Dai,id iE von Sugiura

in i2i.28] eingeführten) \le1hode der Entwicklung der inrersen Yerteilungsfunktion nach

orthogonalen Funktionen bewiesen'r'urde.

Baringhaus und Henze zeigten weiter, rnie man mit Hil{e von Sat,z 1einen Test für das

statistische Testproblem ,,Bei Vorliegen von n unabhängigen und identisch verteilten Zu-

fallsvariablen (X1,...,X") teste man die Hypothese, daß die X; in einem (unbekannten)
Intervall gleichverteilt sind, gegen die allgemeine Alternative " aufstellen kann. Der Test

basiert auf der naheliegenden Schätzung für d2 und der Berechnung ihrer asymplotischen
Verteilung mittels geeigneter Grenzwertsätze für fi-Statistiken.

L.2 flagestellungen dieser Arbeit

Die oben referierten Ergebnisse und Methoden legen nun verschiedene Fragen nahe. Zunächst
kann man nach ,,eindimensionalen" Verallgemeinerungen des Satzes 1 {ragen:

FYage L Kann man andere eindimensionale Verteilungen als die Gleichuerteilung als Lösun-
gen ähnli.cher Extremalprobleme choraklerisieren? Existiert elu,a z?t gegebener l'erleilungs-

funktion F eine Funktion Ii: IR2 - IR d.erart, dafi EiK(X,\')1 ftir unabhängige und iden-
tisch uerteilte Zufallsaariablen Xrl' unter geeigneten Nebenbedingungen an ihre trfomenle
genau dann mar,imal wird, wenn sie nach F uerteilt sind?

Diese Frage mag auf den ersten Blick künstlich erscheinen. Könnte man jedoch ein I{ wie
oben stets finden, so könnte man versuchen, die Vorgehensweise der Arbeit von Baringhaus
und Henze auf das Testen eines beliebigen vorgegebenen Typs zu übertragen.

\\;eiter ist es int,eressant., nach ,,mehrdimensionalen" Analoga des Satzes 1 zu {ragen. Faßt

man ihn als Charakterisierung der Gleichverleilung auf, so stellt sich etwa

Frage 2 Gibt es eine Funktion li : IRd x IRd --* IR, derarl, dalJ für unabhringige und
identisch aerteilte Zufallsaektoren X,Y mit Werten imIP(d der Eru,artungsuterl EIK(X,Y))
unt er den N ebenbedingungen

E[x] :s, nlx-Elx)l'] :, (10)

genau dann maximal wird, wenn X und Y gleichuerteilt in einer Kugel um den Lirsprung
sind?
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Faßt man dagegen Satz 1 als Bestimmung des l\{axirnums eines interessanten Funktionals

auf, so gelangt man zur

Flage 3 ll'ie grol3 kann Eit)i - )'ij, der Eru,artungsurerl des euklidischen Abstandes :ureier

unobhängiger und identtsch perleiher Zufallspunkte. unler dcr Nebenbcdingung (10) höch-

slens uerden ttnd bti tpelcher l'erlctlung utird er ntarunol?

Nicht z:uletzljedoch erscheint es lohnend, sich rnethodisch mit Satz 1 (oder ähnlichen Proble-
rnen) auseinanderzusetzen. da alle in der Einleitung erwähnten Beweismethoden ihre Nach-

teile haben:

o Die Yorgehensweisen von Plackett und Gumbel werden wohl in der Regel nicht zu

falschen Ergebnissen führen, können aber einen strengen Beweis nicht ersetzen.

o Ein Beu,eis wie bei X{origuti bzw. Hartley und David setzt die Kennt,nis einer mut-
maßlichen Lösung voraus sou'ie das GIück und Geschick, eine Standard-tTngleichung
anwenden zu können.

r Die N{ethode der Entu'icklung der inversen Verteilungsfunktion nach orthogonalen
Funktionen setzt die \\Iahl des,,richtigen" systems voraus (in [SO] die Legendre-
Polynome, in [29] gewisse Jacobi-Polynome).

o Allen drei I\{ethoden ist gemeinsam, daß sie stark von der Eindimensionalität des

jeweiligen Problems Gebrauch machen.

In dieser Arbeit u'ird gezeigt, daß man Extremalprobleme der geschilderlen Art, insbesondere

die Fragen 1-3, mit Methoden der allgemeinen Theorie der Extremalaufgaben (für die u'ir auf

Kapitel 1 des Buches von Tichomirov [31] verweisen) erfolgreich behandeln kann. Dabei w'ird

eine irn nächsten Kapitel anzugebende Multiplikatorenregel für glatte Extremalaufgaben in
Kegeln mit Nebenbedingungen benutzt sowie, falls möglich und hilfreich. die Konvexität des

jeweiligen Problems ausgenutzt,.

1.3 Ergebnisse dieser Arbeit

In Kapitel 2 wird zunächst eine abstrakte \'Iultiplikatorenregel (Satz 2) hergeleit,et, welche

eine naheliegende \,rerallgemeinerung eines Satzes aus [31] ist. Die durch Spezialisierung

gewonnene Multiplikatorenregel (Satz 3) ist auf ziemlich allgemeine Extremalprobleme für
\\'ahrscheinlichkeitsverteilungen anwendbar und stellt einen Forlschritt gegenüber den in [23]

behandelten Methoden dar. Für die in dieser Arbeit vorgesehenen Anwendungen wird sie in
Salz 4 gesondert formuliert. Zur Illustration wird für den Satz von Plackett mit Hilfe des

Satzes 4 und einer sich aus dem Lemma von Helly ergebenden Existenzaussage (Lemma 1)

ein neuer Beweis gegeben.
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Satz 5 in Kapitel 3 ist die ,,konvexe Variante" des Satzes 4. welche sich unabhängig von

Kapitel 2 direkt aus dem Satz von Kuhn-Tucker ergibt. wenn das betrachtet'e Extremalpro-
blem konvex ist. Ein erneuter Beweis des Satzes von Placketl illuslriert die Vorzüge des

Satzes 5 gegenüber Satz 4 im Fall konvexer Extremalprobleme. Satz (i gibt. in Verfeinerung

eines Satzes aus der Theorie der negativ definilen Funktionen, eine hlasse slreng konvexer

Funktionale von \\'ahrscheinlichkeitsvert,eilungen an.

ln hapitel .1 wird die Frage 1 dieser Einleitung auf zu'ei verschiedene \\'eisen beantu'ortet:

Satz 7 enthäh die überraschende Aussage, daß man im allgemeinerr nicht I{(t,g) : u(r -A)
mit einer geeigneten Funktion u setzen kann. u'ährend Satz 8 zu jeder hinreichend regulären

\rerteilungsfunktion einen Kern der Form K(*,y): th(r)-h(y)l mit einergewissen Funktion
ä angibt.

Kapitel5 gibt eine Ant'*'ort auf Frage 2: Die Gültigkeit des Satzes von Plackett beruht darauf,
daß die Betragsfunktion bis auf einen konst,anten Faktor Grundlösung des eindimensionalen
Laplaceschen Differentialoperatot, $ irt. Enlsprechend erhält man Charaklerisierungen
von Gleichverteilungen in höheren Dimensionen mit den Kernen K(r,y) - log lr - gl für
d:2 und K(2, g): -l* - ylr-, für d > 3 (Satz 9).

In Kapitel 6 wird Frage 3 beantwortet. Für d > 3 ergibt sich als Extremalverleilung eine

ausgeartete Verteilung, nämiich die Gleichverteilung auf der Oberfläche der Einheitskugel
(Satz 10), während frir d:2 eine aus der 3-dimensionalen Potentialtheorie bekannte absolut
stetige Verteilung extremal ist (Satz 11).

In Kapitel 7 wird eine im eindimensionalen Fall wohlbekannte Charaklerisierung der Gleich-

verteilung durch maximale Varianz innerhalb einer Klasse unimodaler \Iert,eilungen auf
höhere Dimensionen übertragen (Satz 12). Methodisch gesehen ist dieses Kapitel unabhängig
von den übrigen der vorliegenden Arbeit.

Kapitel 8 schließlich enthält einen eher didaktischen Beitrag, nämlich eine nach Ansicht des

Aut,ors besonders natürliche Herleitung der in der l(apitelüberschrift genannten Sätze. Die
Verbindung zu den anderen Kapiteln dieser Arbeit besteht darin, daß der erstgenannte Satz

von Bernstein beim Beweis des Satzes 6 aus Kapitel 3 benötigt u'ird.

'/-..4 Bezeichlrungen urld Vereinbarungen

IN : {7,2,...}, Q, IR und C bezeichnen die Nlengen der natürlichen, rationalen, reellen
und komplexen Zahlen. Für z € IR wird t.+ i: max{O,r} und t- i: max{O,-r} gesetzt.

Für r,g € Rd, dem euklidischen Raum der Dimension d, bezeichnet r'y das übliche Ska-

larprodukt und lrl:: t/r'.r die euklidische Norm. Stetigkeit von Funktionen mit \\Ierten
in [-oc,oo] : IR u {-oc,*cc} ist bezüglich der üblichen Topologie des Wertebereiches zu

verstehen und zieht somit nicht die Endlichkeit nach sich.

\&'enn keine I{ißverständnisse zu befürchten sind. wird gelegentlich von der Funktion /(r)
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anstatt von der Funktion / gesprochen.

lst M eine \{enge und ,4(c) für jedes r € Il[ eine Aussage, so bedeutet ,,A(*) (x e Il[)".
daß A(r)für jedes t € M wahr ist, und /(.4(u )) steht für 1. wenn .4(r)wahr ist und für 0.

wenn A(r) falsch ist.

Es u,erden allgernein übliche Sprech- und Schreibu'eisen der Stochastik verrvendet (siehe
etwa f6r. 111 und i13j). XIil X{aßen auf IRd (oder Teilrnengen des IRd). rneist mit p ocler z
bezeichnet. sind slets Borel-NIaße gerneint. 6, bezeichnel das Dirac-l\{aß irn Purrkt o und
speziell ä ::60 das im firsprung. Den Träger eines Xlaßes;-r bezeichnen wir mit supp,rr.
Unter einem signierten N'Iaß. meist o genannt,, r'erslehen ra'ir in dieser Arbeit eine \Iengen-
funktion, welche sich als Differenz zweier endlicher I\{aße schreiben Iäßt. I\,Iit J ...d* ist ein
Integral bezüglich des Lebesgue-l\laßes genreint. Dichten sind immer als Dichten bezüglich
des Lebesgue-N{aßes zu verslehen.

Das Ende eines Beweises wird durch das Zeichen r markiert.

Die Sätze 1 und 9-11 sind der Einfachheit halber ,.normalisiert" geschrieben. Auf die einfache
tlbersetzung in eine ,.invariante" Form (im Fall des Satzes 1 ergibt sich diese durch \\reglassen

der Nebenbedingung (1)und Ersetzung der Behauptung (2) durch EliX-)'l] < irVF'-4X)
bei entsprechender N{odifikation der Diskussion des Gleichheitszeichens) wird verzichtet.

1.5 Dank

Diese Arbeit entstand in der anregenden Atmosphäre des Instituts für N{athematische Sto-
chastik der tTniversität Hannover. Besonders danke ich Herrn Privaldozent Dr. N. Henze

und Herrn Privatdozenl Dr. L. Baringhaus für Rat und finterstützung.
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2 Eine Multiplikatorenregel für glatte Extremalauß
gaben in Kegeln rnit Nebenbedingungen

2.'j.. Motivation

\\'ir betrachten das Extremalproblenr. u,elches zu SaIz 1 führt. in der folgenden Fornt. Es

soll

i- A ,r - ui dy(x) dt,fu) (11 )

maximiert werden unt,er allen \\Iahrscheinlickeitsmaßen g, die

lur duk) : o, lu* dp(r) :1 (12)

genügen. Es handelt sich also um ein l\{aximierungsproblem unt,er Nebenbedingungen. Läßt
man in (11) signierte l\[aße r{ zu, so erhält man ein Extrernalproblem in einern Vekt,orraum
und kann mit Hiife der Diflerentialrechnung versuchen, Bedingungen für die Lösungen auf-
zustellen. Man hat dann aber die Nebenbedingungen

p(lR) : 1 (13)

pr > 0 (14)

hinzuzufügen, die gerade besagen, daß p ein normierl,es, nichtnegatives tr{aß ist. \\Iährend
(12) und (i3) ltebenbedingungen vom Gleichungstyp sind, handelt es sich bei (la) um eine

Nebenbedingung vorn Ungleichungstyp, und zwar um eine dem Wesen nach unendlichdi-
mensionalel. Gleichwohl gibt es eine Form der Lagrangeschen 1\{ultiplikatorenregel. welche
hier anwendbar ist. Für das folgende veru'eisen wir auf Kapitel 1 von 131] und übernehmen
dessen Bezeichnungen. Dort wird in Satz A' (Seite 57) ein allgemeines Extremalproblem
(A') behandelt2, in welchem endlich viele Nebenbedingungen vom f)ngleichungstyp

gi(z,u){O, i:\,...,ffi (15)

mit reellu'ertigen Funktionen pj vorkommen dürfen. Schreibt rnan (15) in der Form

p(zrw): (pr(:, u,). ...,?^(2,u,)) e -C (16)

mit C': 10,*)- : positiver Kegel in IR-, so drängt sich die im folgenden beschriebene
Verallgemeinerung der Aufgabe (A') auf.

lWas nicht heißen soll, daß man sie nicht durch endlich viele Ungleichungen pr(p) < 0 mit reellwertigen
gr ausdrücken könnte. Zum Beispiel ist ja pt(p):= p-(lR) ( 0, u'op- den negativen Teil von g bezeichnet,
äquivalent zu den unendlich vielen flngleichungen p(B) Z 0, B Borelmenge. die man üblicherweise als
Definition von ( 14) auffassen u'ürde. 91 hat jedoch den Nachteil. bezüglich keiner vernünftigen Nomierung
des Raumes der signierten Maße diflerenzierbar zu sein (weil andernfalls die reelle Funktion I - l- =
(16(R"))- auch diferenzierbar sein müßte).

2Es sei auf Druckfehler hingewiesen: Auf Seite 57 in Zeile 2 muß es heißen: ,,Es seien Z und Y ... ".
Weiter fehlen auf manchen Buchstaben Dächer: In der Voraussetzung d) des Satzes A'muß es Im 0,(!.ri')
heißen, in der Behauptung 4) desselben Satzes ir.
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2.2 Eine allgemeine Multiplikatorenregel

Es seien Z und )' normierte lineare Räume über dem Körper IR (\Ierwechselungen mit
Zufallsvariablen. die auch )' heißen können, sind aufgrund des jeweiligen Xonl,exts nicht zu
befürchten). I' eine fTmgebung in Z.lY eine beliebige \{enge. \\:eiter sei E ein normierter
linearer Raum und C ein konvexer Kegel in E. Schließlich seien

I'x II'- IR

I' x ]I'- -E

I' x l.I'' - )'

Funktionen. Es soll die Aufgabe (A")

Po(z'ut) ---, inl;
ö(2, u,) - Q, p(z,w) e -Ct, (;, u,) e V x W (17)

unt,ersucht werden

Definition Ein Paar (2,u,) hei$t zuJässig für die Aufgab, (A"), u€nn es (17) erfüllt. Ein
Paor (2,ü) liefert ein starkes lokales Minimum für (A"), u,enn es zulössig für (A") tst und
es ein e ) 0 gibt, so dafi für jedes zulti.ssige Paar (z,y) gilt:

ll, - 2ll < . =+ po(z,w) > po(2,ü). (18)

Die Funktion
E : (\/ x W') x Y' x E* x IR -+ IR

L((z,w),g',),)o) :: )sgs(2,u.,) + (), p(r,-)) * (y',iD(:,u.'))

heilJtLagrange-Funktion der Aufgabe (A"). Dabei bezeichnenY* und E* die zuY und E
dualen Räume.

In Verallgemeinerung des Satzes A' aus [31] gilt dann der

Satz 2 (Satz A") In der Aufgab, (A") sei (2,rh) zukisszg und es seien die folgenden Be-
dingun.gen erfüllt:

a) \', Z und E sind Banachrciumel

b) Die Funktionen z --- po(z,u), z - g(z,w) und z'- Q(z,w) sznd für jedes

u; € \4' im Punkt 2 streng differenzierbaf ;

c) Für jedes z € ll und beliebige :u tt'tu2 e \41 und p € [0, 1) eristiert ein u, -
-o(r,,utr.u,2) mit

Q(z.wr) : pQ(2,,u.,r) + (1 - p)§(2,u2)

3Siehe 
[31, Seite 33j. Jede in einer timgebung eines Punktes stetig Frdchet-differenzierbare Funktion ist

in diesem Punkt streng diferenzierbar.

9o
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po(z,,u,o) 1 pgo(z,rr) * (l - p)gsG,w2) (19)

p(2,,u) - pp(:,-,)- (t - p)p(r,w2) e -C1

d) Das Bild uona (p"(i,d,),O,(:,ur)) zsl in E xl" ein obgeschlossener Teilroum
endltch er K odimensi on.

Licfert dann (irü) ein siorÄ'c-s lol'ales lfinimum der Aufgab( (A"), so eristier., io € ]R,
) € E- und !' e 1" mit

0) \o, \ und !' sind nicht zugleich 0;

1 ) Stationaritritsbedtngung bezüglich z

c" (lz,ü),0.,i, io) : o;

2 ) It'linimumprinzip bezüghch u"t :

min L ({:,."), y" i, io) -- L (G,ü),ü"i, io) 
'

3 ) N i chtne g atir:itätsb e din g un g en :

)o)0, (i,") ) 0 fürc€C

/ ) K omplernenläre Schlupftedingung:

(i,p(t,d,)) : O

Beweis Wie in [Sf] ftihren wir diesen Satz auf den Satz A (Seite 19 in [31]) zurück. indem
wir letzteren auf eine geignete Aufgabe (A) anwenden.

1. Definition der Aufgabe (A): Sei

x
ir

f' :: )'

:: Z xß"
::IIXIR
xlRxE.

(20 )

(21)

(22)

Dabei denken wir uns das kartesische Produkt normierter linearer Räume jeweils etrn'a durch
die ]\faximumsnorm normiert. Die Elemente von X bezeichnen wir mit

x:(2,,€), z€2, (gIR.

\Ä/eiter sei

LI ::W x [o,oo) x C.

arp, und ([, stehen jeweils für die partiellen Fr6chet-Ab]eitungen nach der ersten Variablen
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Die Elenrente von U bezeichnen wir mit

u: (wroo,o),

\\'ir definieren

ao € [0,ro), a € C',, E \4"

lo :1' - IR;

./o(r) : .fo(r,t) ': {
so\\-1e

und betrachten die Aufgabe (A)

F,i'xLr -,Y;

F(;r, u ) F ((r, O,u,, oo, a)
(O(r, u;),9s(2,?r) - ( * oo,,p(:,ur) + o)

F(r,u) : 0, u€U,
die also ausgeschrieben lautet:

{ - inf;

i}(.z,to) : Q, qs|,ut)- 4 + oo : 0, p(r,w)* a : 0,

z€I', {e IR, weW, oo)0, a€C.

2. Angabe eines starken lokalen Minimums (ä,ä) der Aufgabe (A):

Sei (2,tir) das uns gegebene starke lokale X{inimum der Aufgab. (A").\\/ir setzen

tt
JO --+ inf

x e t,

(23)

(24)

i :^: (2,0 : G,po(2,,ri,))

ü;: (ü,,0,,_9(2,ü)).

Aus der Zulässigkeit von (i,t,) für (A") folgt offenbar (man vergleiche (23) mit (17) unter
Beachtung von (24) ) die Zulässigkeit von (i,ü) für (A).

flm zu zeigen, daß (ä,d) ein st,arkes lokales X{inimum für (A) liefert, sei e > 0 gemäß Defi-
nition 1 gewählt. Ist dann (",r) : ((r, €),L,,oo,o)zulässig für (A) mit

llr - äll< e, (25)

so ist ersl recht

O(2,tr,) - 0

p(=,u): -g e -C

; 11)(2,9o

ii:-;li<e.
\\:eiter ist das Paar (z.ur) wegen

11
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(r,.)eV xW

zulässig für (A"). Daraus folgt mit (26)

qs(z.ut) > e:o(i. d,;

und folglich

,fo(r) : ( : po(:.Tr')-L- oe ) ,ps(:.2,) l, po( ,,ü'): /o(ä).

\\Iir haben also gezeigt, daß es ein e i 0 gibt, so daß die Zulässigkeil von (r,r) zusarnrlren

mit (25) das Bestehen von

/o(") > fo(i)
zur Folge hat, d.h. (i,ü) ist starkes lokales Nlinimum von (A).

3. Nachprüfen der Voraussetzungen des Satzes A:

a) X und )-' sind Banachräume, da Produkte von solchen.

b) /s ist trivialerweise streng differenzierbar. Aufgrund der Voraussetzungen atr po: ga und
O ist auch r -- F(r,z) für jedes u e U an der Stelle i streng differenzierbar.

c) Esseienr €V,u1>uz€ Uundp€ [0,1] gegeben. Dannist,z: (2,() mit z €\/
und z; : (u,;raoi)di)) i : lr2 sowie w; e l4t. Nach Voraussetzung existiert ein tuo :
uo(r,,ut)1Dz) e W, so daß (19) erfüllt ist. Setze

mit
ooo,:paot* (1 -p)oo, *ppo(z,u,r)+ (1-p)po(z,u,z)- po(z,uro) ) 0

und
op r: pg(z,tor) + 0 - p)p(r,,uz) - 9(z,u,p) * pot+ (1 - p)az e c.

Damit ist z, € U und

pF(r,ur) + (1 - p)F{c,,u2) : p(Q(r,ut),?o(z,r,r) - ( * oor,p(z,wt) + or)
+(1 - p) (O(r, u,z), po(z,r,r) - ( * aoz, p(z,utz) 1 or)

: (Q(:. u,r), gs(z,,u,p) - ( + aop,?(z,up) * oo)

: F(rru).

Das zeigt, daß P(r, t/) für jedes r € t eine konvexe X{enge ist.

d) Es ist
(F,(i,u),*): ((O, (2,u,),r),(po,(i,ü'), r) - €,\p,(2,.), r)).

Nach Voraussetzung liefert das Paar bestehend aus der ersten und der letzten Komponente
dieses Vektors einen abgeschlossenen Teilraum endlicher Kodimension in )'x E, t'enn : den
Raum Z durchläuft. Da in der mittleren Koordinate ( unabhängig von : die reellen Zahlen

aPaoPuPu..p )
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durchläuft, folgt, daß das Bild des Operators F,(i,u) in I-'ein abgeschlossener Teilraum
endlicher Kodimension ist.

Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes A aus l31r erfüllt.

4. Konsequenzen aus Satz A

Die Lagrangefunktion der Aufgabe (A) ist

i: trofo(r) + (ü.,F(r.u))

mit ps € IR und it e )t'. Unter Benutzung von

f": ()'x IR x E)' : l" x IR x E*

schreibt sich Z in der Form

i : polo(*) + (y',§(r,-)) + )r(po(r, u) - e1 oo) * (),rp(:.to) + a)

mit ps, )s € IR, y' e Y*,, ) € Et. Nach Satz A existieren rr.o, io, f. und ), rnit po ) 0, die
nicht gleichzeitig verschwinden, so daß für die mit ihnen gebildetete Lagrangefunktion gilt:

i. : 0 (27)

und 
T:o i@,uy = i1e,a). (28)

Ausgeschrieben lautet (27)

t ot + (ü*,Q"(r,r)) + \o(po,(r,*) - {) + (i,p"(r,u)) : o

fürjedes( e IRund jedes z € Z. Diesimpliziertsofortlrr: io. DarausfolgtdieBehauptung
0) unseres Satzes sowie )o ) 0 und die Stationaritätsbedingung 1).

In (28) setzen wir to: ti uncl erhalten unter Beachtung von O(:,.i,) :0, lro: io,

..Si,I.rio (po(i,tn) + ao) + \i,eQ d') + o) : iopo(i,tü),

also, da minoo>s isos - 0 ist,

lntä(i,a) 
: -(i,,p(n, d,)). (29)

Daraus folgt die Nichtnegativität,saussage 3) für i, denn wäre (i.") < 0 für ein c € C, so

könnte man in (29) a : lc mit t > 0 setzen (hier geht ein, daß C ein Kegel ist) und u'ürde

für das Minimum den absurden Wert -oo herausbekommen.

Folglich ist die linke Seite von (29) ) 0, also oflenbar : 0. Das liefert die komplementäre
Schlup{bedingung 4).

Das noch zu zeigende N{inimumprinzip 2) erhält man, indem man in (28) as : 0 und o : 0

setzt, was wegen der bereits beu'iesenen Nichtnegativitätsbedingungen erlaubt ist. r
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2.3 Spezialisierung

I\{an macht sich leicht klar, daß unser Sat,z A" den Satz A'aus [311 irnpliziert. Wir führen
daß hier aber nicht aus, sondern formulieren rrur die Form des Sal zes A", die wir später

anrvenden werden.

Satz 3 Es sei Z ein Banachroum. m, n natürlzche Zohle,n und

po:Z-IR
g;:Z -IR, i:1,...,7n
4'i,Z-*IR, j:7,..-,)n

stetig Fröchet-differenzterbare Funkt.ionen. Weiter sei C ein konaexer Kegel in Z.

Ist dann 2 eine Lösung der Aufgabe

Po(r)--- inf ;

V;(z)<0,, i:L,,...stut {'iQ):0, i :L,...,n,, z €C,
so eristieren \sr)r,...,)-,or t...,,dn € IR mit den Eigenschaft.en

i) Dte \;, aj sind nicht alle :0.

ü) 
^o 

> 0,.. ., )- ) 0.

äi) Für die ,,aerkürzte" Lagrangefunktion

L : \oso(z) + i \;p;(z) + i a;l..1(r)
i=l j=\

silt
(L"(2),r) >0 Yz€C

und

iu) \L,(2),2) -- 0

Beweis Wir u'enden den Satz (A") auf die mit

Z:: Z
ir:: Z
f :: IR"
E:: Zx]P(^
ö :: (_c) x [o,oo)-
1fir :: beliebige einelementige I\fenge

Qo(r,*) :: po(z)

,i,Q,.) :: (r,pr(r),...,p^Q))
Q(z,u) := (['rQ),...,rb.G))

14



gebildete Aufgabe (A") an, die mit der Aufgabe des Satzes 3 identisch ist.

Die \/oraussetzungen a) bis c) des Satzes 2 sind trivialerweise erfüllt. d) gilt, weil wegen

(r,(:1:.O"1;1:) : (:,(Pr,(i)'t),...,(P-.(2),'),\4'r,(i),t),"',(Ün,(2),"))

das Bild des linearen Operat,ors (p.(:),6,(:)) gleich dern Graphen der sletigen Abbildung

: ---, ((pr,(i), "),. 
. . (f-.(:), :). (u'r,(.), t),..., (q,,,(i), tt )

und damil abgeschlossen ist und die Bedingung der endlichen Kodimension mit Hilfe des

Lemmas 0.5.5 aus [31] eingesehen werden kann,

Es gibt also

:: )o € ]R,

:: ()-,)r,...,)-) e E': Z'xR^,,
:: (or,...ror) €f*:R"

mit n

io
i

v

)o(po,(i),2) + ()-,2) *D^,1p,,(2),r) + I"i \rl,i,G),2):0
m

i=7 j=7

ltu z e Z.

Es ist somit

(\,, (i, pr(2), . . ., 
"^(2)))()-,2) + D[r \;p;(2)

()-, i)
0

m n

L: \oso,(;) + D),pr,(r) + » aitbi,G) - -)-. (30)
i=7 j=7

Wären nun )s,...r)-ro1 :...,a, alle:0, so wäre auch )- :0, was nach Satz A" nicht

der Fall sein kann. Folglich gilt i).

Weiterist nach Satz_A" (i,e) > 0 für ö e Ö. Das impliziertzumeinen )r ) 0,...,1- ) 0,

also, zusammen rnit )o ) 0, die Behauptung ii).

Zum anderen folgt ()-,r) 2 0 für z € -C, also

(-)-,2) >0 (r€C), (31)

\\'as \regen (30) die Behauptung iii) ist.

ir') schließlich folgt aus

0 :
:

.<

(Aussage 3) Satz A")

(uegen p;(2) ! 0, Ä, > 0)
(wegen 2e C und(31))

und (30).
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2.4 Konkretisierung: Definition der Aufgab. (E)

Zur Illustration des Satzes aus 2.3 wollen wir den Satz von Plircketl erneut beweisen. fim
spätere \\Iiederholungen zu vermeiden, betrachlen wir jedoch gleich eine etwas allgemeinere
Ext remalaufgabe.

Definition (Aufgabe (E)) Es seten

,a : iRd x IRd -* [-oc. oc,

und
g,: Pa --- l-oo.m], i:7,...)n

Borel-melJbare Funktionen und a;. i -- 1,... )n, reelle Zahlen. K sei symmetrisch in seinen
Argumenten:

K(',a): K(Y',t)

Dann bezeichnen uir Aufgaben der Form

,,L[inintiere
Eir(x, )')1,

wobei X undl' unabhängige und identisch aerteilte Zufallsuektoren mit EllK(X,l')l] < *,
Ellgr6)l] < -, i = 1,...ttu, seien, die den Nebenbedingungen

Eig;(X)):0,, i:7,...)n (32)

genügen sollen." mit (E). Dabei dürfen alle oder einzelne der Nebenbedingungen auch oom
Ungleichungstyp sein:

E[e;(X)] < a; (33)

Es }iegt nahe, sich zunächst mittels geeigneter Kompaktheitsschlüsse (Auswahlsatz von
Helly) der Existenz einer Lösung der Aulgabe (E) zu vergeu,'issern, zumal der oben an-
gegebene Satz 3 nur eine not'*,endige Bedingung für das \Iorliegen eines l\{inimums liefert.
Wir beweisen daher zur Orientierung das folgende Leurma (es u'ird in dieser Arbeit nur in
Kapitel 6 beim Beweis des Salzes 11 rvirklich benutzt). A- Ende des Abschnitts 4.2 ir.ird
eine harmlos aussehende Extremalaufgabe angegeben, u'elche keine Lösung besilzt.

Lenrma I In der Aufgabe (E) sei n :7 und die Nebenbedingungen (32), (33) seien durch

El -Xi'zl <a (34)

gegeben. Weiter sei
Ä : IRd x IRd -* (-oo, oo]

stetig. Es gebe ein e ) 0 und ein c e ß. so dalJ

K-(*,,y)Sc(t + lrl'-')(t +ly'-') (z,y e IRd)
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gilt. Die Menge der zulässigen Verteilungen aon (X,l') sei nrchl leer. Dann hat (E) eine

Lösung.

Ebenso hat (E) eine Lösung, uenn die Nebenbedingung

ElXl : ä

mil einem 0 e IRd hin:ugefügt u'ird.

(35)

Beweis Es sei

D :: {tt: p \Vahrscheinlichkeitsmaß im IRd, 
lUrl.l'zd1t(r) 

< a}

und p : D - (-*,-], p(p) '= h_o [yy,K(r,y)dp(r)dp,(g). Setze 7 : inf 9(D) und

u-ähle eine Folge (p,) mit p(U.) -- 1. Hat X" die Verteilung F,, so gilt P(lX.l 2 ") S

+EIlX,l'l < * für a > 0. (p,) ist folglich straff. Wir können daher annehmen, daß p,. Z
pr mit einem \Arahrscheinlichkeitsmaß p gilt. Sind X. Xr,Xz,... Zrfallsvariablen mit den

Verteilung€tr l, !t;llz;...: so folgt mit dem Lemma von Fatou [6, Satz 25.11, Seite 347]

a ) Iiminf,-- Elix.l'] > EilX 21. Folglich ist p € D.

Nun seien Yrl'rrY2,,... verteilt wie X, XtrXzr..., aber unabhängig von diesen. Wegen der

Stetigkeil von.I( gilt dann K(X^,U 3 K(X,t'). Die Folge (lX"l'-') ist gleichgradig
integrierbar (siehe [6, Seite 348]). Mit dem unten angegebenen Lemma 2 ergibt sich die
gleichgradige Integrierbarkeit der Folge ((t + lX"l'-'X1 + lY^12-')) und somit auch der
Folge (K-(X",I',)). Man erhält mit [6, Satz 25.12, Seite 348] lim,,-- EIK-(X",%;1 :
EIK-(X,y)]. Zusammen mit dem Lemma, von Fatou folgt daraus 7: limE[1((X",y")] =
- EIK -(x, Y)l + lim EIK +(x.,v" )l > - El6 -(x, v)l + E[r+ (x, Y)] : EIK (x,]')1, wegen

Y{-Dalsog(P) :1'.

Damit ist das Lemma für den Fall bewiesen, daß die Nebenbedingung (35) nicht berücksich-

tigt u'erden soll. Den noch zu beweisenden Fall behandelt man aber wie oben. N{an hat
lediglich die Nebenbedingung (35) in die Definition von D mit aufzunehmen und sich mit
Hilfe der gleichgradigen Integrierbarkeit der Folge (X") (koordinatenu'eise zu verst,ehen) und
des Satzes 25.72 aus [6] davon zu überzeugen daß das konst,ruierte p sie ebenfalls erfüllt. r

Lenrrna 2 Stnd die Folgen aon reellen Zufallsuariablen (X.), ();) gleichgradig inlegrier-
bar und sind Xn undl', für jedes n unabhängig, so ist auch d,ie Folge (X,)'.) gleichgradig

inlegrierbar.

Beu'eis Die Behauptung ergibt sich aus

f ;x,r;r2.) 
lx,I', ldP < Elix'l) Irr^,r-^lt'^ldP + Ellnll |r,*^,r*tlx^ldP'

77
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Setzt man in Lemma 1 d :1. K(x.U): -lr-y und a : 0, so erhält man wegen (-1"-gl)-
: lr - yl S (1 + lrl)(t + lyl) die Exist,enz einer Lösung der zu Beginn von 2.1 geschilderten
Aufgabe. I\tlan muß sich nur klarmachen, daß in diesem Fall die Aufgabe (E) nicht durch
eine Verteilung p mit \rarianz < 7 gelöst werden kann, u'as aber aus Homogenitätsgründen
offensichtlich ist.

Nun folgern rvir, unt,er gevrissen Zusatzbedingungen. aus Salz 3 eine N'lultiplikat,orenregelfür
die Aufgab" (E).

Satz 4 In der Aufgabe (E) gebe cs eüt c € IR rnil

t,K(*,9)i < cut(x)-(A)

mit

ur(r) ::1+»lg,(r)1.
ri=l

Ist d.ann die Wahrscheinlichkeitst,erteilung p eine Lösung uon (E), so gibt es ein ):
()0,..., ),+r) € IR'*' mit den Eigenschaflen

^+0,
)

so daJJ für die Funktion

(36 )

00

/(r) :: .\, A, K@,,y)dr,@)* ),+r + i ),g,(")

silt:
.I ro, r€IRdl(r) { _ ;' 

*.,',^)i,,^^^^,, 
(37)\ ' [:o' P-fastüberall'

Liegen einzelne Nebenbedingungen in Lingleichungsform Ltor, so sind die zu ihnen gehörenden
\; nichtnegalia.

Sind:usät:lich zu den oben gemachten \loroussetzungen die Funkltonen K,gt;...:§n slel.ig,
so ist auch I stetig und uerschu,indet. im Träger L,on p.

Beweis Für signierte Maße o im IRd setzen wir

l;oll :: lrr"r,(*)ido(x)r, (38)

wobei ldo(x,)l für die Integration bezüglich der totalen \rariation von o steht. Dann ist der
Vektorraum

Z ;: {o: a signiertes I\{aß, li"il < -}
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ein Banachraum. wenn man ihn mit der Norm (38) versieht (die Konvergenz jeder Cauchy-
Folge (o,) erhält, man aus dem wohlbekannten Spezialfall tu(r) : 1 durch Betrachtung von
(no") ).

\\'ir betrachten zunächst den Fall. daß alle Nebenbedingungen in Gleichungsform (32) vor-
liegen und definieren Funktionen ps, ...,gn: Z - IR durch

;o(a)
r;r (a )

/[t
/p

, /*, K (*,9) do(r)d"(U)
a 9t(r) dolr ) - ,,

9"@) :: Jpo 9"(u ) do(x) - a.

?^+ 1(o) :: o(R.')

für o € Z. Diese Funktionen sind stetig Fr6chet-difrerenzierbar, denn ptt. . .tgn+t sind nach
\Alahl der Norm a:uJ. Z stetige Linearformen, während ..ps wegen der für alle a, r e Z gültigen
Abschätzung

die zu einer stetigen und symmetrischen Bilinearform a:u{ Z x Z gehörige quadratische Form
ist.

\Veiter ist
C :: {o e Z : o nichtnegatives Maß }

ein konvexer Kegel h Z. Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes 3 erfüilt und es folgt,
wenn pr eine Lösung der Aufgabe (E) ist, die Existenz von nicht gleichzeitig verschwindenden

Zahlen )0,. .., ),+r € IR mit )o 2 0, so daß mit

L:\
2

po(a) + ! );,p;(o)
n*1

i=1

die Aussage (iii) des Sat,zes 3 gilt. Für alle v e C gilt somit

o < t,L"(p),v)

: foA, 
lft"K(*,y)d1t(y)dv(r) + ),*,2(lRd) * är, !U,n,r,

= Iw"\*) dv(r).

Setzt man für ru speziell jedes Dirac-I\{aß ein, so ergibt sich die tingleichung 1(r) > 0 für
alle r € IRd. Setzt man v,'eiter F: ut so folgt daraus mil der Aussage (iv) des Satzes 3 die

Behauptung (37).
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Sind nun zusätzlich die Funktionen l(, gt,...rp, stetig, so ist auch / stetig (dazu weist

man die Stetigkeit von c * /R, K(r,y)dp(g) mit Hilfe des Satzes über die majorisierte
Konvergenz unt,er Verwendung einer IUajorante der Form ö(cs)u,(g) nach). Damit kann (37)

nur gellen. \r'enn I irn Träger von 4 verschwindet.

Im Fall, daß einzelne Nebenbedingungen in tlngleichungsform r,orliegen, r,erfährt man wie
oben und erhält aus Satz 3, daß die zu ihnen gehörigen N{ultiplikatoren nichtnegativ sind.

I

2.5 Ein Beispiel: Neuer Beweis des Satzes von Plackett

\\Iir betrachten die Aufgabe (E) mit

K(*,il: -l* - yl

und den Nebenbedingungen

E[X] : o

ElX2): 1,

wobei wir die Bedingung an den Erwartungswert von X aber auch weglassen könnten.

Die Existenz einer Lösung wurde bereits im Anschluss an Lemma 1 festgestellt.

Sei nun pr eine Lösung von (E). Die Voraussel,zungen des Sat,zes 4 sind erfülIt. Es gibt also
nicht gleichzeitig verschwindende Multiplikatoren )0, . . . , )e € IR mit )o ) 0, so daß gilt:

-)ra
-).4

/(r) l, - uldp(y)* )e * \tr * )zr2

lr-uldrr@)+p(r)
>0 (u e IR)

-0 (z€suppp)

\\;äre )o : 0, so n'äre I = p, ein Polynom zweiten Grades. Dieses kann nicht identisch
verschwinden, da dann alle Nlultiplikatoren : 0 wären. Es kann nic.ht genau zwei Nullstellen
haben. da dann / auch negatir.e \\rerte annehmen müßte. Es kann r.r'eit,er nicht genau eine
Nullstelle besitzen. da dann der Träger von I einelementig und damit EiKlX,l')] = 0,
also sicherlich nicht minirnal'w-äre. Schließlich kann p nicht nullstellenfrei sein, da dann der
Träger von I leer wäre. Folglich muß )6 ) 0 sein und u'ir können annehmen, daß )s:1ist.

Bezeichnet nun P die rechtsseitig stetige \rerteilungsfunktion von li so folgt mit partieller
Integration oder Rückführung auf die bekannte Flächenformel für Erwartungsu'ertes

/(r) : - l.* t - F(y)dy - L F(v) dv + p(r)

5Lemma 4 auf Seite 33 enthält eine geringfügig allgemeinere Fassung dieses Sachverhaltes.
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Man erkennt, daß / Iinks- und rechtsseitig diferenzierbar ist mit

/'("-) - 1 - ZF(x-) + p'(r),

1'("+) : 1 - zF(r) + P'(*).

Ist r € supp tr, so isl r l\{inimalst,elle von / und es folgt l'(r-) < 0, /'(r+) } 0, also

0 < 2(F(")- F(r-)): /'(r-)- 1'(r-r) < 0.

FolglichistFstetiginganzlRund/'(r):0fürr€supppunddamitF(r): llt-f/lx))--
a * br mit a,0 e IR. .F ist deurnach \Ierteilungsfunktion einer Gleichverteilung auf einem
Intervall. welches durch die Nebenbedingungen wieim Satz von Plackett behauptet festgelegt
wird.
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3 Konvexität

S.L Anwendung des Satzes von Kuhn-Tucker

Für eine konvexe diflerenzierbare Funktion fo : IRd - IR ist das Verschwinden der Ablei-
tung nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend fiir das Yorliegen eines \{inirnums, uas
gegebenenfalls die Beweisführung bei einem Exlremalproblern sehr erleichtern kann. Atnti-
ches gilt nun für die sogenannlen konvexen Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen
(Satz von Kuhn-Tucker, [3t, Seire iij).

Betracht,en u'ir nun nochmals das beim Plackettschen Satz zu minirnierende Funktional

po(rt): - A ff f, - yldr,@) dr,@).

Ist p ein \\Iahrscheinlichkeitsmaß und F seine \rerteilungsfunktion, so ist

po(r,): po(r) - -2 ll*r*.)(1 - F(r)) tu (3e)

(dies entspricht dem Zähler der Darstellung (3)). Man schUeßt nun aus der Konvexität der
Funktion ü ---+ -t(1 - t) und der Linearität des Üb"rgangs p -+ F, daß das Funktional ,p6

jedenfalls auf der Menge der \Vahrscheinlichkeitsmaße konvex ist ( fur andere (signierte)
Maße gilt die obige Darstellung in der Regel nicht). Stellt man die Nebenbedingung an das
zweite Moment in der Form

nfu): A 12 dtt(r) ( 1,

so liegt, weil 91 linear ist, ein konvexes Optimierungsproblem vor. und der Satz von Kuhn-
Tucker ist anwendbar.

Da diese Situation für die in dieser Arbeit betrachteten Probleme typisch ist, formulieren
wir den

Satz 5 In der Aufgabe (E) mögen nur lttebenbedingungen Ltonz LtngleichungstAp (33) t,or-
kontmen. Das Funktional

ff
r, - Jß.0 Äf , 

A(". y\ dy(r) dp(u ) (40)

sei auf der Xfenge der \4lahrschetnlichkeitsmafSe ntit tprls;@)ldp(*) < xs kont,ex. Weiter
seien alle Voraussetzungen des Satzes / erfüllt, et"schtii$lich d,er Stetigkeit d"er uorkommen-
den Funktionen. Es gebe ein VllahrscheinlichkeitsmaJS, für welches dte Nebenbedtngungen mit
,,1" o, Stelle uon ,,1" erfüllt seien (,,Slater-Bedingung").

Dann ist ein WahrscheinlichkeitsmalJ p genau dann Lösung ton (E), wenn es reelle Zahlen
o,)r,...,),, gibt, für die

);)0, i:tr...rfl; (41)
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/(r) := lu, K(,,,y) dr,@)* a * ä ^,r,,", { ]
o ("€Rd)
0 (, € supp p)

(42)

(43 )

(45 )

Beweis Es sei 14'die }{enge der \\rahrscheinlichkeilsmaße. die der angegebenen Integrier-
barkeitsbedingung genügen. Dann ist trI' eine konvexe Teilnrenge des \rektorraumes der

signierten Borelmaße und wir können den Satz von Kuhn-Tucker zusalnmen mit der Slater-
Bedingung anwenden (i31], Seite 77). Das liefert die Aussage, daß 1.r genau dann Lösung von

(E) ist, wenn es reelle Zahlen )r,...,), ) 0 gibt, die (41) und (43) erfüllen, und wenn für
die mit ihnen gebildete Lagrange-Funktion

L(1t) ::', lu, lw" 
K(r.y) dr,@) dr,(y)* ä ^, lu^ s,@) dr,@)

gilt:

ftWctP) -- 
L(i)'

Nun ist L ar| 14/ ein konvexes Funktional sowie diflerenzierbar u'ie im Beweis des Satzes 4.

f nimmt daher ein Minimum im Punkt 1.r genau dann an, wenn die (einseitige) Richtungs-
ableitung in RichtunBv - g für jedes u e W im Punkt 1r nichtnegativ ist:

t-
/*.,,(r)d(v-rr)(") 20, veW (44)

und

^, 
(4, s;(x)dp(x) - o,) : o, i : 7,...,?r,

silt.

/sl (a0) sogcrr slreng kontex, sr, hal (E) höchstens eine Lösung,

mit
-fn/1'; ,: lu, *@,s)di@) + r );e;(r).

Nun sind aber die Bedingungen (44) und (42) aqri".t"ri,"

Gilt (44), so ist

-o := Io"it*) dik) s A, i14 a,g1

insbesondere wenn v ein beliebiges Dirac-Maß ist. also

l(e) =i1r!+o)0, z€lRd'

/ ist stetig (siehe den Beweis von satz 4), und nach Definition von a gih

/rr,t(") dit(x) : o

Zusammen mit (a5) folgt (42).
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Gilt umgekehrt (42), so ist wegeni : I - a

lu,ia{" - il:4,,, - a)d(v - r,) : lu,,d(, - il: Iu
für rz € II', d.h. (44) ist erfüllt.

N{it Satz 5 kann nun der Satz von Plackett erneut bewiesen werden.
Gleichverleilung im Inlerr,all l,-tß,.ß.], .o haben u.ir

,ldv)0 (46)

Ist nänrlich ;r die

I

fa {r? * s) (lr ': 1,6

lr, > vE

und darnit gelten die Bedingungen (41),(42) und (43) des obigen Satzes mit n = 1,9r(r) : *2,
o1 : 1, K(*,y): -lr - yl, o : +, ), : #. p ist also eine Lösung des Plackettschen Ex-
tremalproblems, und zwar die einzige, \{'egen der aus (39) ersichtlichen strengen Konvexität
des Funktionals 96.

Der eben gegebene Beweis ist natürlich nur deswegen so kurz, weil wir für 1r die richtige
\rerteilung eingesetzt haben. Hätten wir diese nicht schon vorher gekannt, so hätten wir zu
ihrer Auffindung ähnliche tlberlegungen wie in 2.5 anst,ellen müssen. Dennoch hat der Satz
5, falls er anwendbar ist, gegenüber dem Satz 4 zwei Vorteile: Erst,ens brauchr kein separal,er
Existenzbeweis geführt zu werden, und zweitens braucht man sich nicht mit nur theoretisch
denkbaren irregulären Lösungen zu befassen (wie et,wa in 2.5, Nachweis der Stetigkeit von
F und damit der Differenzierbarkeit von / ).

3.2 Eine Klasse strikt negativ definiter Integralkerne

Die Überlegungen des vorhergehenden Abschnittes zeigen. daß es nützlich ist. über möglichst
einfache Kriterien für die Konvexität von Funktionalen von \\'ahrscheinlichkeitsmaßen zu
verfügen. Bei den in dieser Arbeit auftretenden Funktionalen handelt es sich speziell um
quadratische Formen der Gestalt

Q(ü : ln" ln, K(,,v) dpk) dv(v).

\\'egen der für reelle Zahlen a und beliebige tr{aße g.z unter geeignet,en Inlegrierbarkeits-
voraussetzungen gültigen Identität

aQ\) +(1 -")QQ)-Q@r,+(1 -o)v):o(1 -a)Q(t,-y)
ist die Konvexität von Q auf der Menge der Wahrscheinlichkeitsmaße äquivalent zu der
Bedingung

Q0 - r)> 0 (pr,z \4/ahrscheinlichkeitsmaße).

Setzt man k ,: -K und benutzt man, daß sich jedes signierte I\Iaß als Diflerenz zweier
endlicher tr{aße darstellen läßt, so erhält man als weitere äquivalente Formulierung

lu, Iu,k@,y)do(x)do(s) 
< o (a signiertes Maß mit o(tRd): o;. (47)

ff r' - yid,b) = # !";* - oidn : 
{ I

lt,
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Schreibt man sich die letzte Beziehung speziell für molekulare signierte Maße aul6, so ergibt
sich

f "i"of 
(r;, 1L) ( 0 (rr € IN, rtt...,tn €IRd, c, ;.. . ;cn € ß.,» ci = 0) (48)

j,i.- 1 j =7

Es ist üblich. reelle svmmetrische Kerne K : X x ä' -* IR als negativ definite Kerne zu

bezeichnen. \\'enn .t eine nichtleere X4enge is1 und die Bedingung (a8) mit ä' an Stelle von

IRd erfüllt ist (siehe [5, Kapitel 3]. wo allgerneiner konrplexu'ertige I(erne betrachtet u'erden).

Ist Ä negativ definit und von der speziellen Form

k@,y):4,(z-s) (e.e e IRd)

mit einer Funktion d,' IRd --+ IR mit r/(r) : ü(-x) für z € IRd, so bezeichnet man 17, als

negativ definite FunktionT. Ein sehr einfach nachzurechnendes Beispiel ist durch

tl,@): lxl2 (c e IRd) (4e)

gegeben.

Es existiert nun eine Theorie negativ definiter Funktionen und Xerne, die insbesondere eine

große Zahl von konkret,en Beispielen hevorbringt. Diese Theorie, wie sie etwa in [5] dargelegt
ist,, vernachlässigt aber Fragen, welche die Gültigkeit von lJngleichungen wie (47) für nicht
notwendig molekulare signierte \'{aße oder das Eintreten des Gleichheitszeichens betreflen.
Die Bedeutung dieser Fragen sei kurz anhand eines prominenten Beispiels erläutert.

In der für die Funktionentheorie wichtigen Potentialtheorie der Ebene beweist man durch
spezielle Argumente und nicht ganz mühelos, daß es zu jeder kompakten Teilmenge C des

IR2 genau ein Wahrscheinlichkeitsmaß v mit Träger in C gibt, welches das sogenannt,e

Energieintegral J Jlog f7 a"1r) d"(a) minimiert, sofern es überhaupt ein Wahrscheinlich-
keitsmaß mit Träger in C gibt, für welches das Integral endlich ist. Die Existenz einer

minimierenden \rerteilung folgt dabei leicht aus dem Lemma von Helly. Probleme bereitet
dagegen der Beweis der Eindeutigkeit dieser sogenannten Gleichgewichtsverteilungs.

Aus der in 15, Kapitel 3l beschriebenen Theorie folgt nun aber mühelos, daß für jedes e > 0

der durch 
k,(r,g) : log(e + l* - yr')

6Ein signiertes I\{aß heißt molekular, wenn es sich als endliche Linearkombination von Diracnraßen schrei-

ben läßt.
TGenauel Negativ definit auf der Gruppe (IRo,+) bezüglich der Involution.r + -c. Siehe [5, Kapitel

4).
8Er u-ird in der grundlegenden Arbeit von Frostman [12] erst nach längerer Vorbereitung auf Seite 6l

gegeben. Ähnh.h muß bei der Lektüre des Standardwerkes i32] zu'ischen Behauptung (Seite 55) und Beweis

(Seite 80) einiges bewältigt werden. Einen anderen. nicht ganz vollständigen, Beweis gab Hille in [tO] (

Theorem 16.4.3, p. 282). Er läßt sich vervollständigen, indem man sein vorbereitendes, aus [12] lSeite 61]

übernommenes. Theorem 16.4.2 auf Seite 281 durch das Lemma 2-1 aus [2, Seite 26] ersetzt (die Beweise sind

im wesentlichen identisch). Dann erkennt man, daß aus der Endlichkeit von 1(p) und 1(z) die Endlichkeit
von r(p,z) folgt, womit die Zeile (16.4.12)auf seite 283 in [16] gerechtfertigt ist.

OE
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definierte Kern ,k negativ definit im Sinne der Beziehung (48) ist. Denn es ist

Ä.(*,y) : log(, - l i* - ylr) + toe,

und die negative Definitheit des ersten Summanden auf der rechten Seite folgl mit dem
Beispiel (49) aus [5. Korollar 2.10. Seite 78]. u'ährend die Konstante loge trivialerweise
negativ definit ist.

Mittels Approximation beliebiger endlicher \[aße durch rno]ekulare l\Iaße fo]g1 daraus die
Beziehung (47) rnit A'. an Stelle von Ä- {ür jedes € -) 0, was sich in der Form

; (4, ff, tog(. * l, - sl'?) dt @) dy(s) * ln ff, tog(. * l* - yl27 du(r) a"@)

schreiben Iäßt. Durch Grenzübergang {olgt mit dem Satz über die monotone Konvergenz

Ila;-nd+@d+(o
=;(l I c;-ad1';(r)d1':(s) 

* | I c;qdv(x)dvtu)), (50)

das zu minirnierende Funktional ist also konvex (insbesondere ist die Menge der Maße mit
endlicher Energie konvex). \\'enn man zeigen könnte, daß es sogar streng konvex ist, hätte
man sofort die Eindeutigkeit der minimierenden Verteilung. Aber selbst wenn man das
Gleichheitszeichen in (a8) im vorliegenden Fall ausschließen könntee , würde man mit dem
obigen Beweis von (50) aufgrund der vollzogenen Grenzübergänge nicht die strenge Konve-
xität erhalten.

\\Iie sich zeigt, kann man aber einen Satz aufstellen, welcher der oben implizit benutzten
Proposition 2.9 aus [5] entspricht, und welcher die strenge Konvexität des Energieintegrals
als Spezialfall enthält.

\\'ir erinnetn daran, daß eine auf einem Intervall.I definierte Funktion g vollständig monoton
heißt. u'enn sie beliebig oft differenzierbar ist und (-1)"9(")(t) > 0 für alle z € .I und
n : 0,1,... gilt. Nach einem Satz von Bernstein (siehe Kapitel 8 dieser Arbeit) ist jede
in (0,rc) vollständig monotone Funktion g Laplace-Transformierte eines nicht notwendig
endlichen, positiven Borelmaßes m.:

t,g(t) : e-^'d*1)1. (51)

\\:ir set,zen im folgenden g+
Funktionen p.

o)

: max(rp,0) und 9- :: -rnin(ya.0) für [--,ool-wertige

eDies kann durch Verweis auf das Theorem 3', p. 823 in i24' geschehen
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Satz 6 Die Funktion g: [0.oo) - [-oo,oo) sei stelig und habe in (0,x) eine uollsländig
monotone Ableitung. p und v seien l[ahrscheinlichkeit.smafie im Iffitd. Für Funktionen h :

[0, -) - [-oo, oo] sei zur Abkür:ung

E,,h :: lo, lu,h|, - s 
2) dtl(x) dr(y)

ge stl=1. sofern utenigslens Quostinlegrierborkeit rorliegt. Dann gellen dte folgr-ndcn .4ussa-

9€71.

a) Die folgenden drei Bedingungen sind äquiualent:

(i) Eu"ga < a
(ä) Eruga 1a und 8,,9q I x.;

(äi) Ep=! p+vp1 I x''2'2 '

b) Sind die Erwartungsuerte aus a) endlich, so gilt.

1

,(E,,c + E,,P) S E++P < Ep,P, (52)

wobei -x aorkommen kann.

c) Sind die Erwartungswerte aus a) endlich und ist zustilzltch E++p- ( oo,

so sind alle in b) uorkommenden Erwartungswerte endlich und es gilt überall <,
es sei denn, doj| g' konstant oder p : u ist.

d) Die h[enge

(,
\tt t ttWahrscheinlichkeitsma!3 imlFtd mit Erulpl. *)

ist konaer. Sofern sie nichl leer ist und g' nichl konstant ist, zst 1t ---+ Eurg
streng konkou und

P}r,u) : D^E-yvY - LyuY - LuvY - - E(r-r) (v-,)P

definiert eine Metrik auf dteser Alenge.

Zum Beweis des Satzes benötigen li'ir ein ein{aches Lemma über konkave Funktionen.

Lemma 3 Es sei p:(0,oo) - ß" eine konkaue Funktion. Dann gibt es etnC e ß. so dafi

p+(s * t) < C * p*(s) + p.(t)

für alle s,t ) 0 gtlt.
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Beweis Es sei,ra nach oben unbeschränkt (andernfalls ist nichts zu zeigen). Dann ist
,ra wachsend. Wir nehmen zunächst zusätzlich an, daß p eine Nullstelle ss besitzt. Dann
kann C : ..p(2s6) gesetzt werden: Für s ( s6 und l, ( so ist die behauptete fingleichung
oflensichtlich. In den anderen Fällen nutzt man aus, daß p(t - s) - p(s) für konkaves p
fallend in s ist. Im Fall .s ) so, t ( so ergibt sich

p+(s * t) : p(-s + 1)- p(s)+ p(s) < p(so + t) - p(ro)- p(s) < C +,p(s)

und damit die Behauplung, rrährend im Fall s ) ss. I ) so entsprechend

p+(s * Ü) 1 p(ro -:- t) * p(s) : .7(so * t) - e(t) + p(t) - P(s) < p(2ro) n- p(r) + p(s)

auf das Geu,ünschte führt.

Hat schließlich ,p keine Nullstelle, so ist ip bei 0 stetig ergänzbar und man kann das voher-
gehende auf ,p - 9r(0) mit ss : 0 anwenden. Das liefert die Behauptung mit C : -p(0).

I

Beweis des Satzes 6 a) rp ist als Funktion mit vollständig monotoner Ableitung insbe-
sondere wachsend und konkav. Mit der Ungleichung l* - gl' < 2lrl' + Zlgl' folgt aus dem
Lemma

p+lx _ slr) < p+(2trl, + zlslr) < sC .r Z(p*flrlr) + e*lyl\) (53)

{ür z,g € m-d.

Es gelte nun die Bedingung (ii) in Aussage a). Dann existiert ein gs mit / p+lr-Aolz) dp(r) <
oo. Ersetzt man in (53) r durch r - yo und g durch -go, so erhält man die Endlichkeit von

! p+(lx,l'z) dp(r). Entsprechend ist I p+(lyl') dr(y) endlich. Zusammen folgt durch nochma-
liges Anwenden von (53) die Aussage (i).

Mit der gleichen Schlußweise erkennt man, daß die Bedingung (i) die Bedingung (ii)zur Folge
hat. Daß beide Bedingungen zusammen genommen äquivalent zur Bedingung (iii) sind, ist
klar.

b) Aus der Darstellung (S1) für 9 - p' erhält man für t € [0, oo) und e > 0

",(t) 
:: 9ft + t)

: p(e)- l,'*'o,tir,
: p@ + [ ['*' ,-^' drdme)

J1o,-1./.

: p(e ) + mott 
1, _,,, - "-^';f dme), (54)

u'obei u'ir zur Abkürzung
rrls i: -(i0) )

gesetzt haben. Dabei war die vorgenommene Anderung der Integrationsreihenfolge wegen
e-)" > 0 legitim. Nach Lemma 3 hat man

p(e) < p.(r) S C +,p(e)* + p+(t)
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für ein C g IR und jedes, > 0. Mit der vorausgesetzten Endlichkeit der Erwartungswerte aus

Teil a) folgt, daß die Erwartungswerte Ep,g,, Erug,,, 8,,g, und .Erz \zpe im eigentlichen

Sinne existieren (d. h. sie sind endlich). IUit (54) ergibt sich

Ey,e, = lU, tU"p.(lr - sl')dt,1r)dv(s1

= p(e) + *o Iw,A, ," - y 2 dpb)dr(y) - I,(!,u), (55)

rnit

r,(rr,r),= A, A, .{r,_, (r - "-^,"-,,') + d,m(\)dy(r)dr(y).

wir setzen nun 
e-rr,r' dt @):, d.p»(x), e-lrvr' dr(y):, d,u»(y)

und erhalten wegen der Nichtnegativität des Integranden

I'( P'') 

:' ;*,**'",I f: ; "u u^"'l' o' 
"r' ̂'' 

!:::: ̂T r:,',;? r-, 
^,

!*,*,(, - A. A, ä ffvrtk d1,7(r)dv^{u)) } o*6v, (bG)

wobei r'y d.as Skalarprodukt bezeichnet. Wegen

A' A' ä' #t'' Y)o I d'P 
^(t)dv1(Y)

, ä#l,l*lv lk dul(r)dvv(v)

, "r(zl,l 
lvl - | 

"12 - lal2 ) d p,(r,)dv(y)

f^, s-rl";- tvD'z 7r17)dr(y)JIR" ' \

A
Iu

lu'

lu'
lu'

1

oo

für ) > 0 können nach dem Satz von Fubini die Doppelintegration und die Sumrnation in (56)

rniteinandervertauschtwerden. Dasliefert,wennwirmito:(or,...,o.a) €lNodlUultiindi-

bezeichnen, sowie xo i: acto' ' ..,' adoo setzen,

zes, mit lol : o, +. . . + a4 ihre Länge und mit ,7, , : *+ftl den l\Iultinomialkoeffizienten

1,,-, ('-ä# lu, lul''s)rdt'^@)d"^@) f '-1^1
I,(p,')
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l,o *

l,l ,rrr,r-ltr,ol
*10-,ä# p-,

ll .orot-l'o'@l'

*1,-,ä#p-,

I

,/io.-

'-ä# lu, lu,,ä,i )*ovodpl(r)duv(r,) + drn())

, - ä #,"?_, i,ff, r' dys(r) lu,r' r,uor) ] r*1^y

Setzt man diesen Ausdruck für.I.(trr,r.,) in die Forrnel (55) ein. so erhält man mit den ent-
sprechenden Ausdrücken für Eurg, rnd E,,g,

,tr' ^ _tr ^ _tro-ltvYt -lrlrYt DyvY(

it(-2 1." ou^ | so d,» + (l *"a1,)' + ( I s"d,)') | o*1^1

, (l * dp»(*) - | o" a,^(ü)' i.-" dm(\),o.

k
(5i)

und das ist offensichtlich nichtnegativ. Es folgt die Ungleichungskette

1

,(Euuv, * 8,,9,) 1 E ++"9, I Epug,'

Für e --+ 0 ergibt sich daraus die behauptete Ungleichung (S2) durch Anwendung des Satzes
über die monotone Konvergenz (auf die wachsende Folge der nichtnegativen Funktionen
?t - e1).

c) Nun werde zusätzlich zur Endlichkeit der Erwartungswerte aus a) angenommen, daß
Ey+, p+vg- endlich ist. Wegen b) ist dann auch Er,g endlich. Damit müssen wegen'2 '-r-'

E += +o :'n(Eurf + E,,p) u'ru*o (58)

auch Eur,rc und E,,g endlich sein.

Aus (57) ergibt sich mit dem Satz über die monotone Konvergenz

2Ep,g-Euug-8,,p
: lim 2E*,g, - Et,pg, - E,,?,

e*0

lf
11 

.rdrr(x)- Ito,(üll'
* /, -,ä #,.?-, [ ,(l * dt,x(*) - | ," a,^(o))' la*14- (5e)
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Tritt nun an einer Stelle in (52) eine Gleichheit auf. so muß sie wegen (58) überall auftreten.
Insbesondere muß damit der Ausdruck in (59) verschwinden. Ist nun aber p I v, so muß es

zu jedenr ) > 0 ein o geben, für u'elches I r" dps(r) I I y" dr{y) ist, da die durch

M,.(t\ tt
e

tr-)lr2 r / \€ o lt\t ).

,tv- ), vt2 dy(g),

t € IRd, gegebenen momentenerzeugenden Funktionen von g1 und z1 offenbar im ganzen
IRd endlich sind und somit die X,Iaße l) und 1,1 durch ihre l\{oment,e eindeutig festgelegt
sind. Der Integrand im drn-Integral in (59) ist also in ganz (0.oo) positiv. Ist nun,p'nicht
konstant, so ist m((0, oo)) > 0 und damit muß das dm -Integral in (59) positiv sein.

d) Daß die angegebene N{enge konvex ist, folgt aus den Aussagen a) und b). Die strenge
Konkavität folgt aus c). Die Gültigkeit der Dreiecksungleichung folgt mit der \{inkorryski-
Ungleichung aus der Darstellung (59). Die Definitheit wurde gerade in c) festgestellt. r

lll"^(t )

dp»(*):l:l:l
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4 Charakterisierung gegebener eindimensionaler Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen durch Extremalprobleme

4.L Ein negatives Resultat

Bevor wir im nächsten Abschnitt die Frage 1 durch Angabe eines geeigneten Iiernes Ä
bejahen. u'ollen rtir ein nicht uninleressantes negatives Resultal beweisen. Betrachtet man
den liern Ä (r. g) = r-U1,. so kann rnan auf die ]dee kommen. daß man zur Charakterisierung
einer gegebenen Verteilung einen Kern der Form Ä (r ,U) : u(r - y) mit einer geeigneten
Funktion z wählen kann. I,Iberraschenderweise kann man viele ,.vernünftige" \Ierteilungen,
darunter die Normalverleilung, so nicht charakterisieren, jedenfalls dann nicht, wenn man ?r

einer n aheliegenden Wachst urnsbeschränkung unt,erwirft.

Es bezeichne § den Raum der schnell fallenden Funktionen ([22], Seite 168). Für / e § sei

f ai. zugehörige Fourier-Transformierte. Die Normalverteilungsrlichte ist ein Element von
§ und erfüllt auch die übrigen Voraussetzungen des folgenden Satzes.

Satz 7 Es sei K(*,y) : u(t - y) mtt ezner geraden, Borel-mellbaren Funktion u, die der
Bedingung

l"(")l < c(1 + l"l') (r e IR) (60)

für ein c € IR genügt. Es sei weiter p ein \\'ahrscheinlichkeitsmafJ auf ß" ntit Dicht.e f . Et
gelte

supp p - IR,

"fe§,
i@)+ o (, € n).

Ist dann y eine Lösung der Aufgab, (E) mit den Nebenbeditlgungcn EiX] : 0, ElX2): l,
so ist u \1-fast überall gleich einem Polynom zuteilen Grades.

Es folgt, daß alle \ÄIahrscheinlichkeitsmaße mit )1-Dichte sorn'ie Erwartungswert 0 und Vari-
anz 7 ebenfalls das Extremalproblern (E) lösen, r.r,elches somil zur Charakterisierung von l-r

untauglich ist.

Beu'eis Ist pr eine Lösung mit den genannten Eigenschaften, so folgt ähnlich wie in Abschnitt
2.5

Jw"b-Y)l@)ds+P(x):o (r e IR)

mit einem Polynom p zweiten Grades. Man kann nun u als temperierte Distribution auffassen
und erhält durch Fourier-Transformation (Theorem 7.1g c) in i22), Seile 1Tg)

ia: -i
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Du I nach Voraussetzung keine Nullstellen hat, können wir die letzte Gleichung mit der
glatten Funktion I multiplizieren und erhalt,en

?l:- p
1

f
Nun ist p = !r?=o aiSG) mit gewissen kornplexen Zahlen o, (siehe i22, Seile 177, Beispiel
7.i6, Gleichung (5)l), wobei ftj) 6r die j-te Ableitung des Diracrraßes s1eht. Es folgt leicht

2

ä = I ai6u)
j=o

mit gern'issen ä;. Rücktransformation liefert

ein Polynom zweiten Grades, und die Behauptung folgt. I

Bezüglich der \braussetzungen des Satzes 7 sei bemerkt, daß man die Bedingung / € 5 ver-
mutlich abschwächen kann. Vielleicht braucht man nicht einmal die Existenz einer Dichte
von I zu fordern. Wir wollen hier auf diese Fragen nicht weiter eingehen, da in Zusammen-
hang mit der Prage 1 eine Abschu'ächung der \braussetzungen an pr keine wesentlich neuen
Erkenntnisse mit sich brächte.

4.2 Ein positives Resultat

Trotz des Ergebnisses des vorangegangenen Abschnittes vvird man sich in Hinblick auf eine
positive Beantrn'ortung der Frage 1 weiter nach Kernen umsehen, die dem Plackettschen
ähneln. Eine sich anbietende \\Iahl ist

K(r,a): lä(r) -h(s)l (61)

mit einer noch zu bestimmenden Funktion ä. Man kann nun die l\{ultiplikaiorenregel Sat,z

4 auch dazu benutzen, bei torgegebener Lösung ein geeignetes ä zu bestimmen.

\\'ir formulieren vorbereitend ein einfaches Lemma.

Lemma 4 Ist ä : IR ---+ IR stetig und slreng wachsend und ist F Verteilungsfunktion eines

W ahrscheinlichkeitsm atJ es, so isl

ff tat,i - h(s)idF(v): 
l^7,,r - r(ft-1( q)il + ll!' ,tn-l(t))dt,

wobei h-'(t):: *oo für t > sup ä und ä-t(t) :: -co für t < in{h gesetzt sei.

,:F
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Beweis Es ist

und

fitnr"l - ä(s))- dF(s)

ff tat"l - ä(y))* dl(s)

: /*41(o <,)/(ü < h(y) -ä(,)) dtdF(y)

: I,* lur@ > Ä-1(r + h(,)) dF(y)dt

: Ir*, -F(h-'(ä(r) + r))dr

: [* r-F(ä-'tt))dt
Jh(a)

: /* A r&@) - h(,) < t)r(t < o) dtdl(y)

: I:_ lur@ 
< h-t(h(z) + t) dF(s)dt

rtr("): 
J _* F(h-'(t) dt.

Wir betrachten nun bei gegebenem ,tls mit zugehöriger Verteilungsfunktion -Fo die Aufgabe
(E) mit K wie in (61), aber mit noch zu bestimmendem ä, und den Nebenbedingungen

IElxl: r dFs(r), EIX\ :

It(r) : lä(r) - h(y)l dFs(s) + p(,)

(t -2Fs(r))ä'(r) : -p'(r),

h'(x): ar*b
rr(r)

- L7,,t - ro(ä-'(t))dt - l::' F(h-'(t))dt*p(z) : s

I u2 dno1r1.

0 (ze IR)
0 (, € supp po)

Nehmen wir an, daß pe eine Lösung dieser Aufgabe ist, so folgt durch formales Anwenden
des Satzes 4 mit )o : 1

für ein Polynom p zweil.en Grades. Nach Lemma 2 ergibt sich formal für r € supp p

und somit, falls diflerenzieren erlaubt ist,

also

für gewisse o,ö. Daß dieses so gefundene ä tatsächlich geeignet ist, beinhaltet der folgende
Satz.
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Satz 8 Fs sei eine stetige Verleilungsfunktion mil einem eindeutig beslimmten tr[edian ms
und endlichem zueiten Moment. Die durch

4s(r) :=ffi (62)

defnierte Funktion sei in einer Limgebung uoTt rrls in',legrierbar. hs bezeichne eine Stamm-

ftrnl'tton uon qo. h sei eine streng u,ochsende sletige Funktton mit

I
i

h(r) =
= äo(r)
-- äe(r )

< äo(r)

(z € supp ,u6)
(r '< ms,)

(* > *o).

Sind dann Xn und 1'o unabhängig und jeuteils nach Fs terteilt und X und Y unabhängig und
identisch aerteilt nach einer beliebigen Verteilung mit endlichem zweiten Moment, so folgt
auE

El6 - *o)') < E[(Xo - -o)') (63)

das Bestehen l)on
Eilä(x) - h(t')ll < Ellä(xo) - Ä(%)ll, (64)

und Gleichheit tritt in der letzten Ungleichung genau dann ein, utenn X und Xs dieselbe

Verteilung besitzen.

Beweis Wir betrachten die Aufgabe (E) mit d = l,

K(*,y): -lä(z) -h(y)|,

n = 7,, g{r) : (u - mo)2, at : EI(Xo - *o)') und mit der Nebenbedingung vom Unglei-
chungstyp (33). Es soll der Satz 5 benutzt werden.

Unter Berücksichtigung der Monotonie von ä erhält man leicht

h(r): o(lär(z)l) (lcl -* oo).

Aus (62) folgt ae(z) -2lrl für lcl - - und damit

h(t): O(") (izl --* oo)'

Daher gilt für ein c € IR

lK(r,s)l S "(t + e2)1t + s') (a,y e IR). (65)

Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 4 erfüIlt.

Weiter ist das zu minimierende Funktional (40) streng konvex auf der I\Ienge der \\rahr-
scheinlichkeitsmaße mit endlicher Varianz: Es laßt sich nämlich in der Form

u - lw |ul" - yldt h(,) d,p^(y) (66)
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schreiben, wobei ph das durch ph@),= t(h-'(B)) definierte Bildmaß von I unter ä be-
zeichnet. Die Abbildung p u lh ist nun linear und injektiv (letzteres wegen der strengen
Monotonie von ä), und (66) ist als Komposition des bereits als streng konvex erkannten
Plackettschen Funktionals (39) mit dieser Abbildung folglich slreng konvex.

\\:egen a1 ) 0 (Io ist ja stetig) is1 auch die Slater-Bedingung erfüllt. Der Satz 5 ist also

anwendbar. und u'ir haben nur zu zeigen. daß es ein cr € IR und ein ) ) 0 gibt, rnit

t(u) :- t^ä(..)-tt(y):dpo1o) -o-)(r-n"I 0 (rt*l- , (67)
./l[1 ',r"I '|.\vtuto\A)- ot^(r-rt7o, 

i=0 (re suppp). \--l

Es sei zunächst h: ho. Dann ist Lernma 3 anwendbar und wir erhalten

/(a) : - IJ,o,l - rb(ä;' (t)) dt -
räo(")

J _ ft(ä;',(,)) d,tr.-+)(z -*o)',

und daraus

l'(") : (t - 2Fs(a))ryg(r) * D(r - *o)
: -2(, - mo) * 2\(u - ms).

/' verschwindet also für ) : 1 identisch, und damit ist gezeigt, daß (67) für ein .\ ) 0 und
ein a € IR, welche nicht beide : 0 sind, gilt.

Nun sei nicht notwendig h : ho. Es ist dann mit ) und a wie oben

t(*) : - I,* h(y)-h(r)dFs(y)- l:*h@)-h(y)dFs(y)+a+ )(t-ms)z

= l_*otntdFo(y) - l,* h(y)dFs(s)+ Ir(r;1r -2Fs(r))* a * )(x - rns)z

: l_*o«rl dFo(y) - l,* hs(s) d.Fs(y) + a1';1r - zFs(r))* o * )(, - *o)'.

Dies ist nun im Träger von ps gleich, und ansonsten größer oder gleich, dem \\Iert von /(z),
den wir mit ä6 an Stelle von ä erhalten haben. Folglich gilt u'iederum (67), womit Satz 8

bewiesen ist. r

\Vir hätten in der Formulierung des Satzes h : ho setzen können, urn zu einer übersichtli-
cheren Formulierung zu gelangen. Es w-urde die allgemeinere Fassung gewählt, um den Satz
von Plackett mit ä(r) : 21ßr,

(, < -Js)
(-r/z<"<Js)
(" > Ji)

I
I

-r2 -3
2,/i"
rz +B

äs(z) :

als Spezialfall zu erhalten

Es sei noch bemerkt, daß eine leichte Anderung der im obigen Beweis betrachteten Aufgabe
(E) zur Nichtlösbarkeit führen kann: -Fs erfülle die \braussetzungen des Satzes 8 und sei
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zusätzlich streng ll'achsend in IR (also supp I : IR). Dann hat die Aufgabe (E) mit d :
1, Ä(r,y) : -iäo(") - äo(y)I,, : 1 und St@) : (x - rns)2 keine Lösung, wenn die

Nebenbedingung in Clleichungsform (32) mit einem at > El(Xo-*o)2) gestellt wird. Zum

Berveis nirnmt man die Exist,enz einer Lösung F beziehungsweise p an und überiegt sich,

ähnlich u'ie in Abschnitt 2.5. daß die auf Seite 35 zur N{otivation des Satzes 8 durchgeführten

,.{ormalen Schlüsse" mit F an Stelle von ,F6 korrekt sind und auf

11
F('") - i : o( Fr(*) - ,\ (z € suPP P)

führen. Aus dieser Beziehung leitet man leicht

[* @-*o)'dF(x)s [* @-ror)'dFs(x)
J-a J-o

her, u'as die Nichtzulässigkeit von .F zeigt.
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5 Charakterisierung mehrdimensionaler Gleichvertei-
lungen

In diesem Kapitel soll die Frage 2 der Einleitung ireantu'ortef iverden. \Vir suchen also eine
Funktion Ii:lRd x IRd - IR. so daß die Aufgabe (E)etwa niit cler Nebenbedingung

riix;2 : o.

a eine positive I{onstant,e. als Lösung nur die Gleichvertei}ung in einer Iiugel urn den t,r-
sprung besitzt.

tlm eine Idee zu erhalt,en, wie eine geeignete Funktion l( aussehen könnte, betrachten wir
erneut den in Abschnitt 2.5 gegebenen Beweis des Satzes von Plackett. Dort wurde im
wesentlichen aus der für r € supp p gültigen Gleichung

I lr-yldp(y):-p(x), (68 )

wobei p ein Po}l'nom zweiten Grades bezeichnet. geschlossen, daß p eine Gleichverteilungist.
Dies geschah durch einmaliges Differenzieren von (68), welches aufgrund einer vorherigen
tlmformung des Integrals auf elementare \\Ieise möglich war. N{an sieht aber deutlicher,
warum dies auf die Gleichr-erleilungführen mußte. wenn man beide Seiten von (68) ,,direkt"
zweimal diflerenziert: Im Sinne der Distributionentheorie ist

d2

-i 
.' = 26 (09)

und damit ergibt sich im Inneren des Gültigkeitsbereiches von (68), wenn * das Faltungs-
produkt von Distributionen bedeutetl0

1
tl : 

,2ö"p
t/d2

t

, \dr
I d2 tt
2 dx2 ''
7,,: iP,

*lt

*p)

d. h. p hat, zumindest im Inneren seines Trägers, eine konstante Dichte

1oDa diese Rechnung nur zur Motivation des folgenden durchgeführt wird. kann der Leser sie als Heuristik
ansehen. Sie läßt sich aber streng rechtfertigen: Die ersten beiden Gleichheiten sind ofensichtlich. Zur
Begründung der dritten Gleichheit nehmen u'ir der Einfachheit halber an. daß p kompakten ]\äger hat.
Dann folgt sie aus Theoreme IX in [25, Seite 160] oder Theorem 6.37 in [22, Seite 160]. Die letzte Gleichheit
schließlich gilt mindestens im Inneren des Gültigkeitsbereiches von (68). da Gleichheit von Distributionen
eine lokale Eigenschaft ist. die sich aufihre Ableitungen überträgt.
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Von technischen Feinheiten einmal abgesehen kann man also die Beziehung (69) und die
Tat,sache, d,aß p" konstant ist, als entscheidende Ursache für die Gültigkeit des Satzes von
Plackett ansehen. Im Fall beliebiger Raumdimension d > 1 erhielte man für jede Lösung p
der betrachteten Extremalaufgabe (E) aus der l\{ultiplikatorenregel Satz 4 formal

I K(r,y)dp(r): a+blxl2 (r € supp p)

(d: 1)

(d :2)
(d > 3),

(i0)

(i1)

(i2)

(73)

nrit reellen Iionslanten o.b. \\'ende1 nlan nun den Laplace-Operator J: !i=, $ auf (70)

an. so'il,ird clie rechte Seile konstant. und n)an \\'ünscht sich in Analogie zu (OS)

AK(', y) : ,a|o

mit 6, : Diracmaß im Punkt y und einer reellen Konstanten c2. Bekanntlich (siehe [2s, Seite
44-45)) leistet dies der durch

K(*,y) = Ka(x,y):

definierte Kern, u'obei wir
K(z,a) : 6s

setzen wollen, und zwar mit den Konstanten

-1" - sl
los #a

1t: :ie-

(d: 1)

(d :2)
(d>3)

(d>2)

Tatsächlich gilt in Verallgemeinerung des Satzes von Plackett der folgende

I
I

(d=1)
(d :2)
(d>3)

d

rt$-(d - 2)

2

2trcd

Satz 9 Es sei d eine natürliche Zahl und Ka wie in (71) d,efiniert. Sind dann X und Y
unabhringige und identisch aerteilte Zufallsuektoren mit lVerten im Rd und gilt

Eilxl'l

ElKd(X,)',)l >

d

- d+2'

so tst

I
I

-?JI,
2d

d+2

und Gleichheit trztt genau dann ein, utenn X undl' in der Einheitskugel {x € IRd: lzl < 1}
gleichuerteilt sind.

Beweis Wir können uns auf den Fall d ) 2 beschränken.
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Wir betrachten die Aufgabe (E) mit K : Ka und der einen Nebenbedingung (72). Obwohl
wir in der Folge keinen Gebrauch davon machen werden, sei bemerkt. daß die Existenz einer
Lösung sofort aus dem Lemma 1 folgt.

Da die durch p(t) : ]logt beziehungsweise p(t): -7-@-2)lz, d > 3. gegebenen Funktionen
offenbar in (0.oo) vollständig rnonotone Ableitungen besitzen, ist der Salz 6 anwendbar.
\\rir haben also ein slreng konvexes Funklional auf der konvexen N{enge

14' := {r,, tr\\:ahrsclieiniichkeilsmaß, .[ ,'dt,k) S * I I lKaidpdp < oo]

zu minimieren. Daraus folgt schon, daß die Aufgabe (E) höchstens eine Lösung hat.

Nun ist der Satz 5 scheinbar nicht anwendbar, da die dort verlangten Regularit,ätsvoraus-
setzungen von Ka nicht erfüllt werden. Dennoch überträgt sich der damalige Beweis dafür,
daß die Analoga der dortigen Bedingungen (41), (42) und (43) hinreichend für das Vorliegen
eines Minimums sind, fast wörtlich auf den hier vorliegenden Fall:

Nach dem Sat,z von Kuhn-Tucker ist die Gleichverteilungin {c € IRd : lzl < 1}, die wir mit
1-r bezeichnen wollen, sicher dann eine Lösung unserer Aufgabe (E), wenn es eine reelle Zahl
)>0gibtmit

^(4, @t,d1,(r)_#):, 04)

derart, daß für die durch

L(p),-- ; I I Kaapdlt * 
^ I lzlz dp(r) (u e w1

definierte Lagrangefunktion gilt :

[!#c(r) = L(t). (75)

Die Bedingung (74) ist frir jedes ) erfüllt, da der Ausdruck in der Klammer verschwin-
det. \\regen der Konvexität des Funktionals 4 gilt (75) genau dann, wenn die hier oflenbar
existierende einseitige Richtungsableitung

1

_li1n ; (L(i + t(u - i» - L(i))
r.*u+ I

:,[ei (i t I * ot, - ild(,- /,) +, I I K6d1td(u-r)+ ts I t.t' d(, -rx,))
: I I *,dpd.(v- i) + 

^ I t"i, d\, -r,)(,)
: I U Ka(*,v)di +ri"l') d@ - il@)

von L an der Stellep in Richtung/-p für jedes z e W'nichtnegativist. Dafürreichtes
hin, daß für ein a € IR

>0 z€lRd
-0 r€supppI Äa(*, y)difu) 1 )lr'2 1 6I(r) ::
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gilt (Beweis wie in (a6)).

Es bezeichne nun ua = 2n* lfG) den Oberflächeninhalt der Einheitssphäre in IRd. Damit
istfürd>3

lu, *otr,a) di@) dy

(ii )

dr_t
,';a .l 11y <t1

al+t
;1 *;:
[ | - ;,:
1 Ei'-'

1

r
atd-2

t6

lr-

r L--"

,i_ o
,)

1

1/
(i" s 1)
(iz )t) ) (i8)

r,r'obei man eine Herleitung der bei (77) benutzt,en Formel etwa in [tO, Seite 40] findet.
Damit gilt (76) mit ) : * ) 0 und o: -f. fUr d> 3 ist demnach die Gleichverteilung
g tatsächlich ext,remal, und wir erhalten den Wert der rechten Seite von (73) aus (78):

/u, lu" Kddildil : * Io,,ru,:.'+@tz) dx

= !*z-ao[1 ,zra-t7,22Jo
2d

Nun sei d :2. Mit

d+2'

!o'" 
,o*lr - r(cos t, sin t)l ,, : 

{ i:l::,

(siehe [16, Lemma74.4.7, Seite 214]) erhält man für r € IR2

: !t -l ,0,nJ1,y..t1loglr-gl o

T

Z

<r)
>r)

r
Z

(

(

tur, 
K,(*.y) di(y)

-: fr' lo'" rorlz - r(cosr,sinr)l d.trdr

-z A'l r log lr I d, - 2 [l,trlogrdr (l

-2log lzl !] r dr (l

L - irl' (l"l S t)
- log lrl (lrl 2 t).

N{anerkennt,daß(76) mit ):1> 0und a: -1 gilt. Alsoistauchfiir d:2die
Gleichverteilurrg extremal, und mit

lu, lu, 
Kz didi = * Ir,,r,.(1 - ir i') d* :;

ist der Satz 9 r'ollständig bewiesen. r

<1)
>1)

r
x

:{

:t
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6 Maximierung des erwarteten Abstandes bei gege-
bener mittlerer Varianz

In diesem Kapitel soll die Frage 3 der Einleitung behandelt werden. \\'ir betrachten also im

Eil)f t'?l 1t. (7e)

\\rir können uns auf den Fall d ) 2 beschränken. da der Fall d : I durch den Satz von
Plackett geklärt ist.

Nach Lemma 1 (Seite 15) existiert jedenfalls eine Lösung der Aufgabe (E). Aus Hornoge-
nitätsgründen muß für jede Lösung in der Nebenbedingung (79) das Gleichheitszeichen ein-
treten. Weiter ist Satz 6 anwendbar, da die Funktioo \f , [0, -) ---+ ]R stetig ist und in (0, m)
eine vollständig monotone Ableitung besitzt. Das zu minimierende Funktional ist also sicher-
lich streng konvex auf der Menge der Wahrscheinlichkeitsmaße p mit h., lrl'dp(r) < oo.
Zusammen mit der bereits festgestellten Existenz einer Lösung erhalten wir die eindeutige
Lösbarkeit von (E).

\Veiter folgt, daß die Lösung p invariant unter orthogonalen Transformationen ist. Denn für
jede derartige Transformation ? gilt

Iu"@l' d,r,@) = Iw,lrl'z 
dur (x)

und

I I t. - yldlt(r)dp(ü : I I l. - uldur(*)dp'(a)

und somit ist 1tr auch Lösung von (E), also mit p identisch.

Mit Satz 5, dessen Voraussetzungen hier erfüllt sind, erhält man zusammenfassend das fol-
gende Zwischenergebnis:

Die Aufgaäe (E) hat für jedes d ) 2 genau eine Lösung p. Diese ist rotationssymmetrisch
und erfüllt d.ie Gleichung

Iu,l'12 dp(r):1' (80)

Ein beliebiges \r\rahrscheinltchkeitsmalJ p ist genau dann Lösung uon(E), utenn (80) gilt und
es ein a € IR und ein ) e [0, a) gibt, so dalJ

!u,@ - ytdr,@)- o - 
^r,1, { :3 [; E *r] ,, (81)

silt.

l\{an kann nun, ähnlich wie in Kapitel 5, den Distributionenkalkiil heranziehen, um zu einer
Vermut,ung zu gelangen, wie p aussehen muß. Für ungerade Raumdimensionen d ist nämlich
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(siehe [2s, Seite 47, Formel (II,3;16)])

A+l.l:ra6
mit einer gewissen Konstanten c7 ) 0.

Ist nun d e {3.5,...} und g eine Lösung von (E), so ergibt sich durch formale Anwendung

des Operators A? auf die Gleichung

IW-vldp(v):o])rl2 (82)I
im Inneren ihres Gültigkeilsbereiches die Beziehung

cdy: A4+t(l . l* s) : o,

wegen ff e {2,3,. ..}. p verschwindet demnach im Inneren seines Trägers, was nur dann der

Fall sein kann, wenn das Innere des Trägers leer ist. Bedenkt man die Rotationssvmmetrie
von p, so drängt sich für d : 3,5,... die Vermutung auf, daß p die Gleichverteilung auf
der Kugeloberfläche {r e IRd: lcl = 1} sein muß. Der folgende Satz besagt, daß diese

\rermutung sogar für jede Dimension d > 3 richtig ist.

Satz 10 Es sei d eine natürliche Zahl> 3. Sind d,ann X undl' unabhcingige und identisch

aerteilte Zufallsuektoren im Rd mit

Efixl2l < t,

so ist r2rd
Eilx - vil < J' *T t:2--

r(z-;rrrf*])
und Gleichheit tritt genau dann auf, wenn X und Y auf der Oberflriche der Einheitskugel

{c e IRd : lcl : L} gleichaerteilt sind.

Für d : 2 ergibt sich eine andersartige Extremalverteilung, die zwischen den beiden ge-

gensätzlichen Fällen d> 3 (Verteilungvon lXlist ein Diracmaß) und d:1 (Verteilung von

f-X! hat eine konsl,ante Dichte in [0, 161; vermitte]t. \Vir u'erden wieder durch Diflerenzieren

der Beziehung (82) auf sie geführt. Im IRz gilt nämlich im Distributionensinne (siehe i25.
Seite 45, Formel (II,3;8)])

1

^l.l 
: 

! l.

Die Anwendung des Laplace-Operators im Inneren von (82) sollte demnach so etu'as wie

t dP(u) 
-, (z€supppclR')/n' l" - yl

liefern. Diese Beziehung kann man nun auch ,,dreidimensional" lesen: Unter der plausiblen

Annahme, daß der täger von p eine Kreisscheibe ist, besagt sie gerade. daß das räumliche
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Potential von p auf ihr konst,ant und somit p die elektrostatische Gleichgewichtsverteilung
auf der Kreisscheibe sein muß. Diese hat, für den Fall, daß der Radius gleich 1 ist, bekanntlich
die Dichte (siehe lZO. Seite 35, Hilfssatz V mit ): -1])

1
( 83)/o(*) : l

zlt
(irl < t) (r e IR2)

1-lr:
bezüglich des zweidimensionaien Lebesguenraßes

Tatsächlich gilt der

Satz 11 Sind X und 1' unabhängige und identisch t,erteilte Zufallsuektoren im TR2 mit
E[lXl'] --1, so ist

Eltx -vil < aL, ,_ 
JA

und Gleichheit tritt genau dann auf, wenn die llerteilung uon X die durch

f@=* Il,l. ß) (r e IR2)
2

1- 'zur1z

gegebene Dichte f bezüglich des zweidimensionalen Lebesgue-lVa$es hat.

Zum Beweis dieser Sätze benötigen wir Eigenschaften der für d : 2,3, . . . durch

ga|xl),: A, l, - sld,(y)

definierten Funktion ga : l0,oo) * IR (. bezeichnet lrieder die Gleichverleilung auf {z €
IRd : lz] : t)). Das Integral hängt oflenbar wirklich nur von ,,: l*l ab und es ergibt sich
für d > 2 (siehe etwa [18, Seite 8, Formel (1,2)], wo c.; gleich c,.,4 mal dem hier verwendeten
c.,, ist )

go(') /n" I * rz * 2ry dr(y)

'1 +rr+2rt(1 -t') * at (r € io, oo)),
7[,

B(+,Il l-,
u'obei B die Beta-Funktion bezeichnet

Lemnra 5 Für d:2,3r... ist die oben def.nt,erte Funktion ga t[0,oo) - ß- stetig differen-
zierbar. Ihre Ableitung g'd ist beschränkt und in [t, oo) positiu und streng konkoi^. Für d > 3

ist zusätzlich g'a in [0, *) konkau.

Beweis Es sei zunächst de {2,3,...}. Für -1 <, < 1,0 ( r ( cc und

1*12*2rtg(r,t)::
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ist

a
- g(r,f)
OT

(r-tf)(l*r2+Zrt)-\
la I

! - s(r,t)llor i

:

1 1

(84)

(85 )

(86 )

( 8i)

(88 )

a2 = (1-t'xt*12+2rt)-*
^3^2r3: (t r r' )-r(1 - l')(1 + I _, rrt)-,

: (1 + lrl)*(1 - t')-*

: -3(1 - t2)(r + rxl + ,' + zrt)-* .

g(r,t)
0r?

03

6rs9?'t)

Dabei ergibt sich (85) durch Quadrieren von (84) mittels * < l.

Nun ist an jeder Stelle r e [0, *) \ {1}

Il,nO,ü)(1- 
*)? at

dreimal diflerenzierbar und die Ableitungen können unter dem Integralzeichen ausgeführt

werden (denn für lr - 1l > 6 > 0 und ltl < 1 ist 0 < (1 + 12 + 2rt)-t < (t + r2 -
2r)-' I 6-', womit die benötigten partiellen Ableitungen von 9(r,t) dem Betrage nach

durch Konstant,en abgeschätzt werden können (siehe (84), (86) und (88)), was wegen der

Integrierbarkeit von (t - t'1a-! < (1 - t')-i di. Anwendung des Satzes über die majorisierte
Konvergenz errnöglicht ) :

gr')(,) :
it l-,finr',') (r € [0, -) \ {1}, I : 7,2,3) (89)

1:-
B(+,+)ea(r)

1

,)
(, -r')T a,

B(

N{an erkennt, daß g7 in [0, oo) stetig differenzierbar ist, denn 94 ist stetig und die fir r I I
existierende Ableitung ist stetig und bei r : I stetig ergänzbar (Satz über die majorisierte

Konvergenz angewandt auf die rechte Seite von (89) für I : l, nach (85) kann (1- t')? ul.
integrierbare Majorante gewählt werden).

Die behauptete Beschränktheit von 9| ergibt sich mit (89) unmittelbar aus (85), während

die Positivität in lt,oo) aus (84) folgt. Schließlich ist g'd streng konkav in [t,oo), weil 9]
an der Stelle 1 stetig ist und nach (88) und (89) mit / : 3 in (t, oo) eine negative zweite

Ableitung besitzt.

Nun sei d > 3. Dann ist g'o stetig differenzierbar (Schlußweise wie oben, Majorante jetzt

nach (87) 2JrO - *)-i(r - f)+ 
= 

2Jr(t - *)- l;. Ein" stetig diflerenzierbare Funktion
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auf [0.m) ist dort gena,u dann konkal', wenn sie in (0,1) und in [t,oo) konkav ist. Zum
Nachweis der Konkavität von g| in [0, m) braucht a]so nur noch

g'J'O) < 0 (0 < , -: 7. d: 3,4,...) (90)

gezeigt zu werden

\\'egen

ssO)
1 rt

I

B(t.l) .l-, ).-12*2rtdt

ist

i # t,l- r)3 - ir -,t')
t t+lr'z (o<r<1)
I #+r (r>1)

s';'(r) : 0 0(r< 1)

-;T r)1),
(

(

was die Gültigkeit von (90) für d : 3 zeigt.

Es sei nun d > 3 und r € (0,1) fest gewählt. Die durch

h(t) :: #n4,q+ frsi,,-t) (e1)

= -3(1 -t') ((r+tX1 +12 +2rt)-i +(r-rxt +r2 -zrq-?)
definierte Funktion besitzt in (0,1) genaü eine Nullstellets: to(r) und lz ist in (0,ts) negativ
und in (t0,1) positiv. Denn es ist ä(0) ( 0 und die Funktion

rl4)=t-r -(t+r2 
_ zrt)*

t+r (t+rz+zrfi*
hat in (0,1) dieselben Nullstellen wie ä und ist wegen

n(t):r-# ( ,.#;*)r
dort streng wachsend mit 7(0) - -2< 0 und ry(1) : # - (#)u, 0.

Mit diesem üs ist nach (89) mit I : 3 und ä rn'ie in (91) unter Ausnutzung des gerade
behandelten Falles d :3

q+AI"'ou)o-n)? at

q+-»(/" 41t11r - t'i* dt + l',fr(tx1 - t31'; at)

1 ^a-
ffitt-t'o)Tg;'(,)

s'J',o)

0
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Damit gilt (90) auch für d > 3 und das Lemma ist vollständig bewiesen. !

Beweis des Satzes 10 Da die gleich herzuleitende Formel (92) auch irn Beu'eis des Satzes
11 \'erwendung findet. werde zunächst nur d ) 2 angenommen. p bezeichne die nach dem
Zu.ischenergebnis existierende Lösung. \\tegen der sphärischen Svmmetrie von p existiert ein
\Vahrscheinlichkeitsmaß v auf [0, *), so daß sich 7.r (bis auf ein eventuel] r,orhandenes At,om
irn Nullpunkt) als Produktrnaß von z mit * schreiben läßt. Im Fall d > 3 ist zu zeigen,
daß r, im Punkt 1 konzentrierl isl.

Jedenfalls ist für 7 : lrl )- 0

/o(r) :: lu,V - yldr,fu)

= z({o})r * /r,-, 
p 
tr,r*.o,o,=rrl), - uldo(v) d,(p).

: 
"({o} ), * I,o,*resd(;) 

d',(p)

mit gl wie im Lemma 5. Damit ergibt sich die Diferenzierbarkeit von /s mit der Ableitung

t'ol): 
"({0}) * 1,,-, ,rq)d,(p) (r ) 0, d > z) (e2)

mit Hilfe des Satzes über die majorisierte Konvergenz, da nach Lemma 5 die Funktion 96
differenzierbar und ihre Ableitung und damit auch der Integrand in

U-+-!O :,({o}) * I.,*,
sr(f) - sa(i)

p d"(p)

dem Betrage nach durch eine Konst,ante beschränkt ist.

Von nun an nutzen wir aus, daß d ) 3 ist. D" gL nach Lemma 5 konkav in [0, oo) und st,reng

konkav in [t,oo) ist, ist für jedes p> 0 die Funktion r ---+ gic) konkav in [0,oo) und streng
konkav io [p,m). Damit folgt aus (92): Ist für ein a € (0,*) u((0,a +.]) > 0 für jedes

e ) 0, so ist li streng konkav in [4, oo).

flm einen Widerspruch zu erhalten nehmen wir nun an, daß es Zahlen 11,r2 e supp z mit
0 ( rr 1- 12 l oo gibt. Dann gilt nach dem Vorhergehenden für die Funktion

l(r) :: lo(r) - a - \rz (r e [0, rc)),

daß ihre Ableitung
l'(r) : l'oQ) - 2\r (r e fo, oo)) (93)

in [r1, oo) streng konkav ist.

Andererseits ist /(r) die linke Seite von (81), für r : lzl und gewisse o,). Damit ist
/(r1) : l(r2):0, was die Existenz eines { € (rr,12) mit /'(€) :0 zur Folge hat. Zusammen
mit /'(r1) : l'(rz) (r1 und 12 sind nach (81) Maximalstellen von /) ergibt sich daraus der
gewünschte Widerspruch zur strengen Konkavität.
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y kann also nur noch von der Form z({O})66 +(1- z({0}))6, mit einem r > 0 sein. Nimmt
man rz({0}) > 0 an, so folgt aus (81) /'(0) ( 0. Andererseits ist nach (92), (93) und Lemma
5 /'(0) : "({0}) 

+ (1 - "({o}))gl(t) 
> z({o}). Also muß doch "({0}) 

:0 sein und damit
tatsächlich (wegen (80)) z : 6r und somit c.-, exlremal.

Es bleibt der Extremalu'ert zu berechnen;

./*,./*, l' - Yid*(Y)d""(r) t*,so(ritd"'ir;
ga(1)

B( 11
n ),

1

"/,

)

11 ^ d-3

J_r{, + 2t(r - t')-r dt

1l d-2 d-3

J_,G + t)-z-11-,)-a- dt
B 1\i)d-t

2

/;
\/l

B(+,;) 2d
d. . d-ttr-'(1 - t)--',dt

r(i)f(?)
tEzd-* f(?)f lt
vez2G-it-'

(*)

"ir1z1l -
f2(4)

./, '?',"'FG=)tC=
Dabei ergibt sich das letzte Gleichheitszeichen aus der Legendreschen Verdopplungsformel
22'-11(z)l(r+il:n*l2r) mit::i-i. r
Zum Beweis des Satzes 11 wird ein weiteres Lemma benötigt.

Lerrrma 6 Für lede komplere Zahl z ist

1

T
f(* )

f(d -(;)
l2

)
1
4

/6(:) :: * l,' !o'" e - ,,)-11, - ,";,1, d,dc : 
{ 1. g.

u) r)
1

;--;-
l: l'

t t r1-12
i -r Ell
l,)F(-i,

( <1)
> 1),)

u,obei F die Hypergeomelrische Funktion be:eichnetll .

Beweis Aus Stetigkeitsgründen braucht der Fall lrl : t nicht betrachtet zu werden.

Es sei zunächst lri < t. Wie in lZO. Seite 35] schreiben wir ( : r"'o und wenden die
Substitution

( \ -r-
7+z(', (e4)

11Ftir1t1 <IistF(-;,-ä,1t1) =f(r-r)i+f,lt-ztlt-äarcsinli,wasjedochfürdasfolgendekeine
Vereinfachung mit sich bringt.
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an, welche das Innere des Einheitskreises auf sich abbildet, womit sich

/6(:) = |o-Et)7 lo'lo'"f:#rdrde
ergibt.

\1ir
i

2ir

angewandt auf a : !r erhalten wir

lo(r)

f2" d9, 

--

lo l1 * ae;r1r -

f t,-r(r - t)b-, dt:Jo (1 - et)'+o

1 + lal2
3

(aeC,iollt) (e5 )2a1

1

2

Wendet man nun die Formel

(1 - lzt,)i I,' 
,,r,'_;li)-,lr(1 + tz l2'r2)dr

0 - vnz 1,"t1*!.A!irlu(1 + lz t'zt1at

l,' - l,r')3 
{ !,' i'l'- e?;q: 

dt + 2tzt2 l,' 't|- ri!;r; r,}

B(a,b
(o ) 0,ä ) 0,.. 1),

(1 -.)"
lr,elche sich ergibt, wenn man in B(a,,b): # ,"-'(1 - r;u-t dc die Substitutio, , : (i*
vornimmt, auf die beiden Integrale in den geschweiften Klammern an (mit ä = ] und , : lrl'
sowie a: X im erst,en und a: I im zweiten Integral), so folgt schließlich rrie behauptet

h(, ) : i,, - t, t' )i 
t . *1ffi 

+ 2l z lz,,_p$ )
3z' ,
8

+2-l
1l_l
gl

7f: -(l4'
7t

I

4'
2

Nun sei lrl > 1. \Vir wenden vrieder die Substitution (94) an, welche jetzt aber das /s(z)
definierende Integral in ein Integral über das Außere des Einheitskreises überführt:

ts(z) = *u^'- 1); I,* I,* ;TF*r itrits.

NIit (95) erhalten wir

ln(z) = (lrl' -1)i /* " , "L * lzl2r2 ')' J, Gtr lF (14zrz -rya''
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Durch die Substitution 72 : I wird

1

2

1:
2

(lrl' - ,)Z l,
r 1 lrlr+tIo(r) dt(1- r)i (l:l'?- l)3

(l,i'- ,)i {/ (1- r)-}(1, t' *t)-'dt +2 I,' ,,, - /)-}'(i,l' - ü-'at}.

\\Iir setzen noch zur Abkürzung
7 1- lzt.

und erhalten rnit einer Integraldarstellung Hypergeometrischer Funktionen [1, Seite 558,
Formel 15.3.1]

to(r) : (";i')* 
{I': l'" -i" {

: ,(1 - jl* {r

,r-r(1 - r;,s-,-r,t - Lq-r r, * 4 t -r(t- r)3-r-r,r - 1,t;
)f(

-3 dt
)

f(1)f(; - 1) f(r, r, 1, 1zr' F(3,2;Z,irf2 f(1
,

i - tl
f(;)
31. _. _ \ _r

'2'T2) t

+
T

1

"

f(;)
12

4l
i7

l,lF(-;,-;,;,

F

...(a*n- 1) ist für l"l < 1

(

2

a

i
,t =0

6

»
n=0

@t
n=0

F

5,. _.,2

Mit der Bezeichnung (a)" :-- a(a + 1) .

F(2, L;],,1 + f,* 
rp,z,f,, *) (2)"(1)" r" S-ct-a * !-

(z)"(t)" r" S-Tr;i* k
(2)"(2)" x"

(2)"+t(2)^ x'+1

(

2

(i)"*' n!

(2)"(1)" z"
Tl-- (i)" n!

r

3r
i)"
3

,;

n!

: (r - u;-ä p1

(für die letzte Urnformung siehe [1, Formel 15.3.3]).

Sornit erhalten wir schließlich wie behauptet

1 13
z', 2',2',

lo(r)
1" 1-*o,-1 

-1.1. 
1,(1 - ;)r(1 - ;)-t F(-;, -;;;;;)2' 2'2' r2

1

)2

Beweis des Satzes 11 Zur Vereinfachung der folgenden Rechnungen betracht,en wir an
Stelle von EIXl'] < 1 die Nebenbedingung

Ellxt'zl < ?.
rr r J - 3
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Eine leichte Rechnung zeigl nämlich, daß

E[|xl'?l : 2
,
.J

(e6 )

gilt, u'enn -\ die Dichte /e aus (83) besitzt.

Aus Hornogenitätsgründen ist die Extremalität der in Satz 11 genannten Dichle f(*) =

i.f"(ßr) daher nachgeu'iesen. \\'enn gezeigt ist, daß das zu /6 gehörige \\:ahrscheinlich-
keitsmaß p die hinreichende Bedingung (81)mil geeigneten o und ) erfüllt.

Nun ist für r: izimit r € IR2 nach Lemma 6

l(r) lu,i" - vldr,fu)

ro(,) - I-är
lo (o<r<1): 
t ,.t -i,-i,|;i) - T - ä,' (, > 1). (ei)

Es ist also nur noch zu zeigen, daß der für r ) 1 erhaltene Ausdruck kleiner oder gleich 0

ist.

Nach (92) existiert l' in [0, -) und ist in [1, oo) konkav. Explizit erhält man aus (97) unter
Benutzung von [1, Formel 15.2.1]

ll lt

----T48

l'(r): I *rt
(o<1s1)
(, 2 t).

0

F )
1
2

_1.9 11 i)-T,

;ry+frd,,X,,,rt-I
1 r(l)It]) r

- Gr(21r(2) - A

1) n) 1)

Es wird behaupt,et, daß /' in [0, oo) konkav ist. Dann muß nämlich /' < 0 in [0, m) sein,

$'oraus die gewünschte Ungleichung / < 0 in [f , oo) folgt.

Da nun /'in [0,1] und [t,*) jeweils konkav ist, braucht nur die Diflerenzierbarkeit an der

Stelle L nachgewiesen zu werden, welche sich aber aus der stetigen Ergänzbarkeit von

(g1 :[o' ']\ 7 arss.z. 
(o<r<1)

- I #rtl,i;i,ä)+ #rG,i;i;i) - ] (r > r)

an der Stelle l ergibt: Nach [1, Formel 15.1.20] ist nämlich

,lif* r"(r)

Damit ist die Extremalität der angegebenen Dichte / bewiesen.

1 r(1.1.1
'z', 2', 2

f(;)r(;)
r(2)f(2)

7l 1fr___'8 4

,
i:
a

=
8
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Es bleibt der Extremalu'ert zu berechnen. Wenn X und )' unabhängig sind und jeweils die
Dichte /6 besitzen. so is1 uegen Lernma 6 und (96)

Eli,\ - )'l *1,,):+rdrd.2
8 '2r t/l - rz

Für die bezüglich der Nebenbedingung ELf -Xi'j ( 1 extrernale Dichte /6 ergibt sich somit als

Extremalwert wie behauptet ,ß;: t". r

11 r2t *: J,J,i
1Tn2
4 83
T

J
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7 EineCharakterisierungmehrdimensionalerGleich-
verteilungen mittels Varianzabschätzungen für uni-
rnodale Verteilungen

Es soll eine im eindirnensionalen Fall rvohlbekannle \:arianzabschätzung für gewisse uni-
rnodale Verteilungen 1t7j auf höhere Dinrensioner: überlragen n'erden. Dabei wird ein von
Anderson [3] eingeführter finimodalitätsbegrifl veru'endet.

Definition Eine !4'ahrscheinlichkeitsuerteilung ?n7IFtd he;1lt unintodal, wenn sie eine Dichte

f besitzt, so da!3 für jedes 7 > 0 die X[enge

{r e IRd , f(*)>-q}
konuer ist. Sie heifit unimodal mit lVodalutert 0, wenn zusrilzlich die oben angegebene Menge

für jedes 11 den Lrrsprung enthält od,er leer isl. Entsprechend heilSt dann die Dichte J unimodal
beziehungsuteise unimodal mit Modaluerl 0.

Für eine Diskussion verschiedener tTnimodalitätsbegriffe verweisen wir auf [9].

Im folgenden bezeichnet tr(,4), det(A) und ,4' die Spur, Determinant,e und Transponierte
der \{atrix A und

B,:{z€lRd:lrl <1}
die abgeschlossene euklidische Einheitskugel.

Satz 12 Der Zufallst,ektor X habe imRd eine unimodale Vert.eilung mit Modalwert 0, deren

Träger in B enthalten sei.

Dann ist 11
)tr(Cot,(X)) S7*2, (e8)

wobei Gleichheit genau dann eintritt, uenn X in B gleichuerteilt ist.

Mit der tlngleichung (det(Cot,()t)))i . Itr(Cor,(X)),u,elche sich nach Diagonalisierung aus

der Llngleichung vorn geomet,rischen und arithmetischen N{ittel ergibt, erhalten wir das

Korollar Sat: 12 bteibl gültig, utr.nn die mittlere lrarian: )tr(Cot,(X)) durch die aerallge-

nteinerte Varianz (det(C ot'(X)))ä ttt.ttt u'ird.

Im Beweis des Satzes 12 wird klar, daß die Ungleichung (98) auch unt,er einer schwächeren

Unimodalitätsannahme gültig ist, u'obei aber die Charakterisierung der der Gleichverteilung
verloren geht. Siehe dazu die Bemerkungen nach dem Beweis des Satzes 12.

Es sei darauf hingewiesen. daß man bereits irn eindimensionalen Fall die Voraussetzung

,,mit I\{odalwert 0" des Satzes 12 nicht ersatzlos streichen kann. Dies wird in [t7l und 126]

diskutiert. In der letzt,genannten Arbeit u,erden auch Irrtümer anderer Arbeiten korrigiert.

:,
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Der Beweis des Satzes 12 stützt sich auf vier Lemmata, von denen die ersten beiden die
naheliegende Beweisidee enthalt,en, während die letzten beiden nur zum Beweis der Eindeu-
tigkeitsaussage verwendet werden.

Lemma 7 Es sei f eine sphärisch symmetrische unimodalc Dichte eines Zufallsrektors X,
deren Trtiger in B enthalten zst. Dann isl

Elixi'l s +,o+z
und Gleichheit tritt genou für dre Dlchte der Gleicht,erteilung ezn.

Beweis Es ist /(r) : ä(l"l) mit einer fallenden Funktion ä, welche als rechtsseitig stetig
in (0, co) angenommen werden kann und somit in [t, oo) verschwindet. Wir bezeichnen mit
u.,or den Oberflächeninhalt der Einheitssphäre und erhalten

E[lXl'] : r, I rd+lh(r)dr
(0,11

: -wd I iTiu+2 dh1r1

(0,11

d

d+2
(0,11 )

Nun entspicht 'frdd(-ä(")) der Integration bezüglich eines \4rahrscheinlichkeitsmaßes auf
(0,1], was man durch eine partielle Integration einsieht, und wir erhalten ofensichtlich genau
dann den Maximalwert von E[iXi'], wenn diese Wahrscheinlichkeitsmaß an der Stelle 1

konzenlriert ist, u'as der Funktion h(r): *t(, < 1) entspricht. r

irbrig"nt erhält man in der gleichen Weise entsprechende Abschätzungen für E[p(lXl)], wenn
p eine wachsende und etwa nichtnegative Funktion ist.

Lernrrra 8 /st X ein Zufallsueklor mit endlichen zuteilen Ar[omenten und hat X. die Verlei-
lung uclche man aus der t,on X durch sphärische Syntmetrtslerung erhält, so ist

I zad
Jd ,da1-t 1111.

c ou(x. ) : )tr,lcor,(-f, )) + llL;l rl, )r d

u,obei Ia die d-dimensionale Einheitsmatrb bezeichnet.

Beweis X'isl verteilt wieUX, wobei U eine zufällige und von X stochstisch unabhängige
I\{alrixist,welcheinderOrthogonalenGruppegleichverteiltist(damitistgemeint: Fürjede
feste orthogonale tr{atrix [/s haben die zufälligen Matrizen U und UoU dieselbe Verteilung).
Daraus folgt ELLr Xl : 0 und somit

Cot,( X' ) : E lLr X QrX )'] : EIU X X' U') -_ Li o E IU X X, LI,](Jy,
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für jedes feste [/e. Die symmetrische Matrix Cou(X') ist daher ree]les Vielfaches von.I7, und
Berechnug der Spur liefert

C ou (X' 1 = )tr1 
e',xx'l )/,,.

Die Behauptung des Lernmas folgt nun aus .E|X-X'] = C'ou(X )+ ElflEi.)f']. I

Lernnra 9 Es ser g €111€ lliahrscheinlichkeitsdichlt tnt IRd nrll ertslierendent Eru,qrt,ungs-
u'ert,uektor a. l4'enn dann K - {r , g(r) > 0} Ä'orilcr isl. so isl a etn innerer Punkt aon

Ii.

Beweis Es sei 1'ein Zufallsvektor mit der oben genannten Dichteg. Es werde angenommen,

daß a kein innerer Punkt von K ist. Dann gibt es ein von 0 verschiedens / € IRd und ein

c€lRmitl'a(cundI'a)cfürz€K(sieheetwadieKorollarez:uSatz2.2.lin[7]).Aus
EIY X) : l'p 1c folgt dann aber l'X : c fast sicher, was der vorausgesetzten Existenz einer
Dichte von X widerspricht. r

Lemnra lO Zu jeder unimodalen Wahrscheinlichkeitsdichte f gibt es eine nach unten halb-

stetige und unimodale Version f .

Beweis Wir setzen l@):: liminfr-" l(y),: lim.-oinf1,-r1...f(u). Dann ist / oflenbar
nach unten halbstetig und wegen

{r : f(r) > h} : )int{r' /(") > h - r}
e)o

auch unimodal. Um einzusehen, daß / nur auf einer Nullmenge von / verschieden is1, schreibt

man

{L+ f}: {tiprpf f(y) < f (,)}: U{liminf 
( r ( /(")} c U {f >,} \ int{f > r}

und benutzt die ,",.".n., daß der ;:: .*., uor,,,exen I\{eng.'*l. no"o 0 hat (siehe i13,
Satz 3.1.20 ]). r

Im folgenden benutzen u'ir die Bezeichnung ,,Radius" für jede N{enge der Form

{tc:0<t<1}

mit einem e € IRd mit lcl : t.

Beweis des Satzes 12 Zu gegebenem X mit unimodaler Dichte / mit l\{odalwert 0 ist
mit I/ und X* wie im Beweis des Lemmas 8

/'(r) : Elf @t)l (ee)
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eine Dichte von X'. / ist nach Voraussetzung fallend auf jedem Radius. \Vegen (99) hat
auch /' diese Eigenschaft. Folglich ist Lemma 7 auf /' und X' anwendbar, und wir erhallen
durch Bildung der Spur in Lemma 8

tr(Cot'(X)) : tr(Co.,(X')) - iElIl l' < tr(C'ot'(-\')) i +.' - d-2
rvomit (98) bewiesen ist.

Nun rverde angenommen. daß Gleichheit in (98) eintritt. Dann rnuß

,ixl : o (1oo)

gelten, und wegen der Eindeutigkeitsaussage des Lemmas 7 muß /- Dichte der Gleichvertei-
lung sein. Mit der radialen Monotonie von / und der Beziehung (99) folgt daraus

/ ist konst,ant auf fast jedem Radius. (101)

Es bleibt z'o zeigen, daß die Konstanten in (101) nicht von den Radien abhängen. Dazu
dürfen wir nach Lemma 10 annehmen, daß / eine Dichte von X ist, welche nach unl,en
halbstetig und unimodal ist und für die (100) und (101) gelten (eventuell ist aber 0 im Sinne
unserer Definition kein Modalwert für diese Version der Dichte von -f,).

Wir führen einen indirekten Beweis und nehmen also an, daß

m :: ess inf {/(g) : y e B} < fk)
auf einer Menge positiven Maßes gilt (,,ess inf" steht für das ,.essentielle Infimum", siehe [6,
Seite 77]). Wir betra,chten die durch

s(r)::=;J; (f(,)-*)

definierte \\Iahrscheinlichkeitsdichte. Nach Lemma 9 ist der zu g gehörige Erwartungswert-
vektor a ein innerer Punkt von {r € IRd : f @) > m}. Nun ist wegen (100) und [prdr:0

0 _ Ef,x)

xf(r)dr

,6@) - m) dz

-m

:1,
:1,
: (1 f, a')o,

also o :0 und damit 0 innerer Punkt von {r € IRd , f@) > m}. Das hat zur Folge, daß es

keinen Radius gibt, auf dem / kleiner oder gleich m ist. Im Widerspruch dazu läßt sich aber
ein solcher Radius wegen (101), der Bedeutung von m und der Halbstetigkeit von / durch
ein oflensichtliches Folgenkompaktheitsargument konstruieren. I
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Bemerkungen (i) Der obige Beweis der flngleichung (98) benut,zt außer der Beschränkt-
heit des Trägers nur, daß eine Dichte von X auf jedem Radius fallend ist. Diese Eigenschaft
bezeichnet man als Stern-tlnirnodalität (engl. star unimodalitl,). Allerdings wird in der
Klasse der Stern-unirnodalen Verteilungen mit Träger in B die Gleichverleilung nicht durch
l\Iaximierung der mittleren \Iarianz charakt,erisiert. da für jede derartige Dichte mit Erwar-
tungswertveklor 0, die auf jedem Radius konslanl ist, das Gleichheitszeichen in (98) eintritt.

(ii)\\'ir hätten uns t,echnische Details im Beu'eis der Eindeutigkeitsaussage ersparen können.
u'enn wir von vornherein die Stetigkeit von / angenornmen hätten. Dann {olgt nämlich aus
(101) sofort die Konstanz von f in B. Durch diese Schlußu'eise u'äre jedoch die Bedeutung
der Konvexität nicht klar gervorden und man wäre darauf geführt worden, die Unirnoda-
Iitätsvorausset,zung des Satzes 12 durch Stern-Linimodalität und Stetigkeit zu ersetzen, was
aber nach der vorhergehenden Bernerkung unnatürlich erscheint.

(iii) Wie eingangs erwähnt, erhält man im Fall d : 1 eine von der Gleichverteilung ver-
schiedene Extretnalvert,eilung. wenn man die Varianz innerhalb der Klasse aller wimodalen
Verteilungen mit Träger i" l-1,1] uraxirnieren möchte. Es wäre interessant, das entspre-
chende Extremalproblem für höhere Dimensionen zu lösen.

D/



8 Satz von Bernstein, Urnkehrformel von Post-
Widder und Eindeutigkeitssatz für die Laplace-
Transformation

Ist p ein \\'ahrscheinlichkeitsmaß auf 10,*), so bezeichnet man die durch

p@: I e-" dylr) (r02)
J[0,o)

definierte Funktion p : [0, oo) * IR als Laplace-Transformierte von p. Es gilt dann:

(i) rp ist stetig in [0, oo) mit p(0) : 1.

(ii) tp ist in (0, *) beliebig oft differenzierbar mit (- 7)"9@(t) > 0 (t ) 0,n: 0, 1, . . .).

Satz 1,3 (Bernstein) Jede Funktion p : [0, oo) - R, uelche dre obigen Bedingungen (t.)

und (ti) erfüllt, isl Laplace-Transformierte eines Wahrscheinlichkeitsma$es.

Beweis: Es kann zusätzlich zu (i) und (ii) das Bestehen von

(iii) tp(oo) :: Iimt** p(t) : 0

angenommen werden (andernfalls betrachte man =t#3 an Stelle von ,p). Dabei existiert
der Limes, weil ,p fallend und nichtnegativ ist.

Wir fixieren ein t > 0. Die Taylor-Entwicklung von (p um einen Punkt A > 0 mit Restglied
in Integralform ergibt für jede natürliche Zahl n

p(t) :_?. -H1, (A - t)o * I,n E#,- 1;(,)r(,)1s) ds

Läßt man bei festem n € IN in dieser Formel A gegen unendlich streben, so konvergiert das

Integral gegen einen endlichen Grenzwert,, da der Integrand nach Voraussetzung nichtnegativ
ist und die Integrale durch,p(t) beschränkt sind. Folglich konvergiert für jedes n die Summe,
was zur Folge hat, daß die einzelnen Surnmanden konvergieren. Deren Grenzwerte können
aber u'egen lim,a-- + :1 nicht von t abhängen. Es gibt also Konstanten c,, so dall

pe) : ".* !, E#,-r;,p(,)(s)ds
= "- - [* (t - 1)n-r (-1)n

'n - Jo \ s/a (, - ,I," 
tr(")1s)ds (103)

für jedes t > 0 und z e IN gilt, wobei in (103) und im folgenden c1 für das N{aximum von u
und 0 steht. Läßt man bei festem n) 2 nun t gegen unendlich streben, so konvergiert das
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Integral in (103) nach dem Satz über die majorisierte Konvergenz gegen 0. Die c, müssen
\Megen (iii) also alle verschwinden.

Mit der Substitution s : 1 ergibt sich demnach

fx / lr\"-1
cU): Jo (, -;,)_ f"(x)dx (104)

fürt>0.wobei

( i05)

gesetzt wurde.

Mit Hiife des Satzes über die monotone Konvergenz erkennt man, daß (104) auch für t:0
gilt. Die /" sind somit Wahrscheinlichkeitsdichten. Nach dem Auswahlsatz von Helly gibt
es eine Teilfolge (/".) von (/.) derart, daß die Folge der zugehörigen l\{aße vag gegen ein
nichtnegatives \Iaß p auf [0,-) mit a([0,-)) ( l konvergiert. Zusammen mit der ]eicht
einzusehenden Tatsache, daß (1 - *)i-' in [0, o) gleichmäflig gegen e-e konvergiert, folgt
daraus das Bestehen von (102). Für t : 0 ergibt sich nachträglich, daß pr tatsächlich ein
\\'ahrscheinlichkeitsmaß ist. r

\\'enn man nun den Eindeutigkeitssatz für Laplace-Transformierte heranzieht, wird im nach-
hinein klar, daß der Übergang zu einer Teilfolge im obigen Beweis unnötig war. Wir erhalten
somit als Korollar den

Satz'J..4 (Umkehrformel von Post-Widder) Istg die Laplace-Transformierte des Wahr-
scheinlichkeitsmatJes p, so ist die durch (105) definierte Funktion für jede natürliche Zahl
n eine lAahrscheinlichkeitsdichte auf 10, *), und die Folge der zugehörigen V\rahrscheznlich-
keitsma$e konuergiert nach Verleilung gegen p.

Andererseits kann man, ähnlich wie in [6, Seite 29], die Post-Widdersche l-lmkehrformel
direkt nachweisen (siehe hierzu auch [11, Kapitel 7.6]), um damit den hier sonst nicht ver-
wendelen Eindeutigkeit,ssatz zu gewinnen: Bei Gültigkeit von (102) ist ja

f.\*): #,?)"*, Ir* et)nyn"-?o dp(y),

wornit sich die z\ f n gehörige Verteilungsfunktion f| in der Form

F.(A) : 
loo f*1*1d, : lo* l; t%*n-t,-naz h d1t(y)

darstellen läßt. I\{an erkennt nun, daß das innere Integral in der obigen Formel die Wahr-
scheinlichkeit dafür ist, daß eine Gamma-verteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert ] und

\'-arianz l, einen \[7ert ) ] annimmt (siehe Itt, Seite 47]). Diese Wahrscheinlichkeitkonver-

giert für A * y bei n --, cc gegen I(y <,4). Damit ergibt sich, wenn A eine Stetigkeitsstelle
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der Verteilungsfunktion F von p ist, die Konvergenz von F"(A) gegen F(A), und das ist die

Behauptung des Satzes 14.

Mit Hilfe des Eindeutigkeitssatzes erhält man nun in bekannter Weise (siehe 15. Korollar
6.14, Seite 135j) das folgende I(orollar zr Salz 14,'*'elches beim Beweis des Satzes 6 dieser

Arbeit verwendet u'urde:

Korollar Er.fülll p:(0.oc,) - IR dir Rtclingunq (tt). sc, isl 9 die Laplace-Tronsforntierle
eines nichtneqalt.r,en lIafles aul [0, oc ).

Bemerkung Der oben ausgeführte Beweis des Satzes von Bernstein ist nicht wirklich neu.

Er findet sich im wesentlichen in i33. Seite 139-1471. In der hier aufgeschriebenen Weise hat
er aber den Yorzug, leicht motir.ierbar zu sein und zugleich einen bequemen Zugang zum
Eindeutigkeit,ssatz und zu einer der vielen tlmkehrformeln für die Laplace-Transformation
zu eröffnen.

f'
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