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1 Mengen, Abbildungen und Ringe

Mathematik ist einfach — bzw. zweifach. Im Grunde genommen befasst man sich mit
lediglich zwei Arten von Objekten, ndmlich Mengen und Abbildungen. Unsere Dar-
stellung griindet auf dem von Georg Cantor geprégten (sogenannten naiven) Mengen-

begriff:

Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem

Gangzen.

Ein solches Objekt x heift Element der Menge M (Schreibweise: x € M; ist x nicht
Element von M, so schreiben wir x ¢ M). Die Menge ohne Elemente heifit die leere
Menge (Schreibweise: @ oder {}).

Es gibt verschiedene Moglichkeiten der Darstellung von Mengen, etwa die aufzéhlende
Schreibweise oder auch die beschreibende, also eine Charakterisierung der Elemente.

Die beschreibende Variante hat allgemein die Form!
M := {z : z hat die Eigenschaft £} := {x | « hat die Eigenschaft E},

wobei FE eine gegebene Eigenschaft ist. Wir stellen uns auf den Standpunkt, dass
natiirliche, ganze und rationale Zahlen bekannt sind, werden aber in der Plus-Vorlesung
auf eine konstruktive Einfithrung eingehen.? Man schreibt

N := {z: 2 natiirliche Zahl},

Ny := {z: 2z natiirliche Zahl oder x = 0},
Z := {z:x ganze Zahl},
Q := {z:x rationale Zahl}.

Definition 1.1 Es seien A, B Mengen.

'Das Symbol := nennt man ein definierendes Gleichheitszeichen. Es bedeutet, dass das auf der
linken Seite Stehende durch das auf der rechten Stehende bezeichnet wird. Manchmal schreibt man
auch =:, wenn das links Stehende bekannt ist.

2Das Gleiche werden wir spiter fiir reelle Zahlen tun.
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1. A heiit Teilmenge von B (Schreibweise: A C B oder auch A C B), falls aus x € A
auch x € B folgt. Man nennt dann B auch eine Obermenge von A und schreibt dafiir
B> A
2. A und B heiflen gleich (Schreibweise A = B), falls A C B und B C A gilt. Sind
dabei speziell A := {z} und B := {y} einelementig, so nennen wir x und y gleich
(Schreibweise: x = y; sind x und y ungleich, so schreibt man = # y).
3. Die Menge

AUB :={z:x € Aoder z € B}

heifit Vereinigung von A und B und die Menge
ANB:={zr:zx € Aund z € B}
Schnitt von A und B. Weiter nennt man
B\A:={zx:x€ Bundx ¢ A}
Differenz von B und A. Ist A C B, so heif3t
A°:=Cpg(A): =B\ A

Komplement von A (beziiglich B).

Beispiel 1.2 Sind A := {2k : k € Z} und B := {3k : k € Z}, so gilt

ANB={6k:keZ}.

Ahnlich wie bei der obigen Einfithrung von Mengen wollen wir auf eine eher informelle
Definition des zweiten grundlegenden Begriffes der Mathematik zuriickgreifen:
Es seien X und Y nichtleere Mengen.

Eine Funktion oder Abbildung f von X nach Y ist eine Vorschrift, die
jedem x € X genau ein Element f(x) € Y zuordnet. Alternativ schreibt
man auch f,.

Dabei heiflen X der Definitionsbereich und Y der Zielbereich von f. Auflerdem
nennt man

W(f)={f(x):xe X}={yeY:y= f(x) fir ein x € X}
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den Wertebereich von f. Man schreibt f : X — Y beziehungsweise (f,).cx (oder
auch X > z — f(x) € Y oder kiirzer x — f(z)). Im Fall der Schreibweise (f;)zex
spricht man auch von einer Familie in ¥ und nennt dann X die Indexmenge. Im
Fall X = {1,...,n} schreibt man meist (fi,..., f,).> Ist X C Z, so nennt man (f,)nex
auch eine Folge in Y. Die f,, heilen dann Folgenglieder.

Ist @ # A C X, so heifit die Funktion f|4 : A — Y, definiert durch f|s(z) := f(z)
fiir alle x € A, die Einschriankung von f auf A. Die Menge

f(A) = W(fla) = {f(x) : x € A}

nennt man Bild von A unter f. Ergédnzend setzt man noch f(2) := @.

Beispiel 1.3 1. Ist X # &, so nennt man idy : X — X, definiert durch idx(z) := x
fiir x € X, die identische Abbildung auf X.
2. Es seien X :=Y :=7Z, und es sei f : Z — Z definiert durch?

f(z) = 2? (x €Z).

Dann ist W(f) = f(Np) (und zwar die Menge der Quadratzahlen).

Definition 1.4 Es seien X, Y Mengen und f: X — Y.

1. f heifit surjektiv (oder Abbildung von X auf Y'), falls W(f) =Y gilt, d. h. zu
jedem y € Y existiert ein x € X mit f(z) =y.°

2. f heiit injektiv, falls aus z1,x2 € X und f(x1) = f(x2) schon x; = x5 folgt.

3. f heiit bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Beispiel 1.5 Fiir jeden Mnege X ist die identische Abbildung idx bijektiv. Ist f wie
im Beispiel 1.3.2, so ist f weder surjektiv noch injektiv, dagegen ist f|y, injektiv.

3Man spricht dann auch von einem n-Tupel und im Fall n = 2 von einen geordneten Paar sowie
im Fall n = 3 von einem Tripel.

“Die Schreibweise (z € X) ist im Weiteren als Kurzform von , fiir alle x € X“ zu lesen.

>An dieser Stelle eine kleine Anmerkung zur Frage, ob Abbildung und Funktion unterschiedliche
Begriffe sind: Gemif} obiger (informeller) Definition ist dies nicht der Fall. Man verwendet den Begriff
Abbildung allerdings oft dann, wenn auch der Zielbereich eine wesentliche Rolle spielt, wie etwa im
Fall der Surjektivitdt. Man spricht selten von einer surjektiven Funktion und so gut wie gar nicht von
einer Funktion von X auf Y.
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Definition 1.6 Es seien X,Y,Z Mengen und f : X — Y sowie g : Y — Z Abbildun-
gen. Dann heifit die Funktion go f : X — Z, definiert durch

(go f)(x):=g(f(z))  (ze€X),

Komposition (oder Hintereinanderausfiihrung oder Verkettung) von f und g.

Definition 1.7 Man setzt
Y* .= Abb(X,Y) := {f : f Abbildung von X nach Y}

fiir Menge der Abbildungen von X nach Y. Sind f,¢g € Y, so heiBlen f und ¢ gleich,
falls f(x) = g(x) fiir alle x € X gilt.°

Beispiel 1.8 Ist f wie im Beispiel 1.3.2 und ¢ : Z — Z definiert durch g(y) :=y + 1
fiir y € Z, soist go f : Z — 7Z gegeben durch
(gof)(x)=a*+1 (v €Z).
Man beachte: Hier ist auch f o g : Z — Z definiert und es gilt
(fog)(x) =(z+1)* (z€N).
Dabei ist go f # fog (daetwa (go f)(1) =2#4=(fog)(1)).

Satz 1.9 FEs seien X,Y,Z, U Mengen und f : X - Y, g:Y - Zund h : Z — U
Abbildungen. Dann gilt

ho(gof)=(hog)of.

Beweis. Es gilt ho (go f): X — U sowie (hog)o f: X — U und fiir alle z € X ist

(ho(ge f))(x) =h((go f)(x)) = h(g(f(2))) = (heg)(f(x)) = ((hog)o f)(z).

Damit sind die beiden Funktionen gleich. O

5Wir werden uns gelegentlich — so wie iiblich und sehr praktisch — die Freiheit nehmen, zwei
Funktionen f: X — Y und g : X — Z schon dann zu identifizieren, wenn f(z) = g() fiir alle x € X
gilt und der Zielbereich keine Rolle spielt.
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Bemerkung und Definition 1.10 Sind XY nichtleere Mengen und ist f: X — Y
bijektiv, so existiert zu jedem y € Y genau ein x € X mit f(x) = y. Dann ist durch

gly) =z  (yeY),

wobei y = f(z) eine Funktion g : ¥ — X definiert. Mann nennt g die Umkehr-

funktion von f. Es gilt dann g o f = idx sowie f o g = idy und aulerdem ist auch
g Y — X bijektiv.

Definition 1.11 1. Es seien X, ..., X,, Mengen. Dann nennt man
Xl X oo, XXn = {(l’l,...,.fﬂn):xl GXl,,anXn}

kartesisches Produkt der Mengen.

2. Es sei M eine nichtleere Menge. Fine Funktion f : M x M — M heifit Verkniipfung
auf M. Man schreibt in diesem Kontext xfy statt f((z,y)) fir (z,y) € M x M.
Gewohnt aus der Schule sind Verkniipfungen auf Zahlenmengen, etwa die Addition +
und die Multiplikation -. Wir werden diese Symbole auch in allgemeineren Situationen

verwenden. Im Fall des Multiplikationszeichens - schreibt man meist kurz zy statt z-y.

Wir betrachten nun Mengen und Verkniipfungen, die ein rudimentéres Rechnen zulas-

Sen.

Definition 1.12 Es seien M eine nichtleere Menge und - eine Verkniipfung auf M.
1. Die Verkniipfung - heifit assoziativ, falls = (yz) = (zy) z fir z,y,z € M gilt. In
diesem Fall heifit (M, -) eine Halbgruppe. Bei assoziativen Verkniipfungen ldsst man
die Klammern meist weg, setzt also zum Beispiel zyz := (zy)z = z(yz).

2. Die Verkniipfung heifit kommutativ, falls xy = yz fiir z,y € M gilt. In diesem
Fall heifit nennt man eine Halbgruppe abelsch oder auch kommutativ.

3. Ein e € M heiit neutral (beziiglich -), falls

er =xe==c (x e M)

gilt. Existiert in einer Halbgruppe (M, -) ein neutrales Element e, so heifit das Tripel
(M,-,e) ein Monoid.” Neutrale Elemente sind stets eindeutig, denn sind e und €

neutral, so ist ¢/ = ee’ = e.

"Man schreibt oft auch kurz M statt (M,-) im Falle einer Halbgruppe und M statt (M, -, e) im
Falle eines Monoids.



1 MENGEN, ABBILDUNGEN UND RINGE 8

Bemerkung und Definition 1.13 1. Das Paar (N, +) ist eine abelsche Halbgruppe,
(No, +,0), (N,-,1) und (Z, -, 1) sind abelsche Monoide.
2. Es sei X # @ ein Menge. Nach Satz 1.9 ist

Abb(X) := Abb(X, X)

mit der Komposition o von Funktionen als Verkniipfung ein Monoid mit neutralem
Element id .
3. Ist X eine Menge, so heifit die Menge

P(X)={A: AC X}

aller Teilmengen von X die Potenzmenge von X.* Damit sind (£?(X),U, o) und

(Z(X),N, X) kommutative Monoide ([U]).

Bemerkung und Definition 1.14 Es sei (M, -, e) ein Monoid. Ist = € M, so heifit
ein y € M invers zu x, falls
yr =xy =e

gilt.” Existiert ein Inverses, so nennt man x invertierbar. Ist jedes x € M invertierbar,
so heifit M eine Gruppe.
Inverse Elemente sind im Falle der Existenz eindeutig, denn sind y, %’ invers zu x, so
gilt

=ye=y(zy) = (yz)y = ey =y’

Man bezeichnet das inverse Element zu z mit 27! Bei Verwendung des Verkniipfungs-
zeichens + schreibt man meist —z und dann auch kurz z — y statt = + (—y).

Ist a € M invertierbar, so ist die Funktion f, : M — M bijektiv mit Umkehrfunktion
Ga : M — M gegeben durch g,(y) = a~'y, also mit anderen Worten: Fiir jedes y € M
hat die Gleichung ax = y genau ein Losung, ndmlich a~'y. Entsprechendes gilt fiir die
Gleichung za = y.

Beispiel 1.15 Die Tripel (Z, +,0), (Q,+,0) und (Q\ {0}, -, 1) sind abelsche Gruppen.
Im Monoid (Z, -, 1) sind nur £1 invertierbar.

8Stets ist @ € 2(X).
9 Allgemeiner heifit y linksinvers zu z, falls yx = e gilt, und rechtsinvers zu z, falls zy = e gilt.
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Bemerkung 1.16 Essei (M, -, e) ein Monoid. Sind z,y € M invertierbar, so ist wegen

1 -1

zyy T =aaT =e=y Ty =y~

x_lxy

auch xy invertierbar mit
(zy)™ = y a7
und damit die Menge U der invertierbaren Elemente ein Monoid. Wegen x 'z =

1 1

_ . _1 - . . _1\—1 . .
zz~! = e ist auch 7! invertierbar mit (z7')”" = z, also insbesondere damit (U, -, ¢)

eine Gruppe.*’

Bemerkung und Definition 1.17 Nach Bemerkung 1.16 ist
S(X) := {f € Abb(X): f invertierbar}

eine Gruppe, genannt symmetrische Gruppe von X. Ein Element f € S(X) heifit
Permutation auf X. Fiir n € N heiit speziell S,, := S({1,...,n}) die n-te symme-
trische Gruppe. Fiir n > 3 ist S, nicht abelsch ([U]).

Jede bijektive Funktion f : X — X ist invertierbar und umgekehrt kann leicht sehen
([U]]), dass jedes f € S(X) bijektiv ist, und dass dann f~! die Umkehrfunktion von f

ist. Man schreibt daher iiblicherweise auch f~! fiir die Umkehrfunktion im Allgemei-

nen.

Wir wollen nun Produkte und Summen von mehr als zwei Faktoren beziehungsweise

Summanden definieren.

Bemerkung und Definition 1.18 Es seien (M, -, e) ein Monoid, m, N € Z mit m <

m—1
N und z,,,...,2x € M. Dann setzt man [][ zj := e und definiert rekursiv
k=m
n n—1
k=m k=m
fir n =m, ..., N. Aulerdem schreibt man im Falle ;1 = ... = z,, = x kurz

n
" = H z.
k=1

Omit - eingeschriinkt auf U x U und Zielbereich U
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Insbesondere ist damit 2° = e. Ist x invertierbar, so setzt man auch =" := (z =)™ fiir
n € N.
Im Falle des Pluszeichens als Verkniipfung schreibt man statt [ [ jeweils ) . Aulerdem

schreibt man dann nz statt z”. !

Eng verbunden mit dem eben verwendeten Prinzip der rekursiven Definition ist ein
wichtiges Beweisverfahren: die vollstindige Induktion.

Fiir ein m € Z und alle Z > n > m sei eine Aussage A(n) gegeben. Zum Beweis der
Behauptung

fir alle n € Z mit n > m gilt A(n)
geht man oft folgendermaflen vor:

1. Man zeigt, dass A(m) richtig ist (Induktionsanfang).

2. Man nimmt an, dass A(n) oder auch A(m),..., A(n) fiir ein beliebiges n > m
richtig ist (Induktionsannahme) und zeigt, dass aus der Induktionsannahme die
Richtigkeit der Aussage A(n + 1) folgt (Induktionsschritt).

Aus 1. und 2. ergibt sich, dass A(n) fiir alle n > m richtig ist. '?

Beispiel 1.19 Wir illustrieren die Beweistechnik anhand eines Beispieles. Wir zeigen:
Fir alle n € N gilt

S |
p k(k+1) n
Induktionsanfang: Fiir n = 1 sind rechte und linke Seite 0.

Induktionsannahme: Fiir ein n € N gelte

-1

3

—1
— k( k: +1) n
Induktionsschritt: Nach Induktionsannahme gilt
= 1 < 1 n—1 n? n
> B -
k(k + ) n+1 k(k n(n+1) n nn+1) n+1

k=1 k=1

und damit die Behauptung fiir n 4 1.

HMan beachte, dass die Abbildung (n,z) — nx im Allgemeinen keine Verkniipfung auf M ist.
2Denn es gilt ja dann A(m) = A(m+1) = A(m +2)....
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Bemerkung und Definition 1.20 Es sei (M, -, e) ein Monoid. Induktiv kann man
zeigen, dass fiir z,y € M und m,n € Ny folgende Potenzgesetze gelten:

Ist M abelsch, so gilt auch
z"y" = (zy)".

Allgemeiner kann man dann (induktiv und nicht leicht) zeigen, dass fiir ¢ € S,, und

X1y oy Ty € M
n n
[Leew =]
k=1 k=1

gilt, d. h. die Reihenfolge der Faktoren kann beliebig vertauscht werden. Damit werden

Schreibweisen wie [[ z; und ) x;, wobei I eine beliebige endliche Menge ist und
jel jel

x; € M fir j € I gilt, sinnvoll.

Im Fall invertierbarer x bzw. y gelten die Potenzgesetze auch fiir m,n € Z.

Wir kommen jetzt zu algebraischen Strukturen mit zwei Verkniipfungen.

Bemerkung und Definition 1.21 Es sei R eine Menge und es seien + und - Ver-
kniipfungen auf R. Dann heifit - distributiv iiber +, falls fiir z,y, 2 € R gilt

r(y +2) = (xy) + (22) und (x+y)z = (z2) + (y2).

Gilt

(R1) (R, +,0) ist eine abelsche Gruppe,

(R2) (R,-,1) ist ein Monoid,

(R3) - ist distributiv iiber +,
so heiflen (R, +,-) Ring, das neutrale Element 0 zu + Nullelement oder kurz Null
und das neutrale Element 1 zu - Einselement oder Eins.'? Ist (R, -, 1) abelsch, so
heifit der Ring kommutativ.
Standardbeispiele kommutativer Ringe sind (Z, +, -) und (Q, +, -). Man verwendet wie

dort auch in allgemeinen Ringen Punkt-vor-Strich-Schreibweisen, also zum Beispiel
T+ yz:=x+ (yz2).

13Manchmal schreibt man deutlicher 0z und 15 fiir die neutralen Elemente eines Ringes. Anderer-
seits schreibt man oft kurz R statt (R, +,-).
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Bemerkung 1.22 Es seien R ein Ring und X eine nichtleere Menge. Wir definieren
fir f,g € RX die Funktionen f £ ¢ € RX und f - g € R* argumentweise durch

(f £9)(x) = flx) £g(x) und (f-g)(x):= f(z) g(z) (e X).

Damit ist RX = (RX,+,-) ein Ring mit Nullelement 0zx und Einselement 1px, defi-
niert durch Ogx(z) := Og und 1zx(x) := 1g fir x € X. Ist R kommutativ, so ist auch

R¥X kommutativ.

Bemerkung und Definition 1.23 Es sei R ein Ring. Induktiv ergeben sich fiir x €
R und endliche Familien (z;);c; in R die allgemeinen Distributivgesetze

xixj = Zxxj und (ZxJI = ijx.

jel jel jel jel
Weiter ist 0 absorbierend, d. h. fiir x € R gilt
Oz =20 = 0.

Denn: Wegen 0x = (04-0)z = 0z+0x ist 0 = 0z —0x = (0z+0x)—0z = Oz.
Entsprechend sieht man, dass 20 = 0 gilt.

Damit gilt fiir z,y, 2z € R ([U])

x(y—z)=ay—xz, (x—y)z=zz—yz und (—z)(—y)=uay.

In der Schule lernt man die binomischen Formeln fiir reelle Zahlen in folgender Form
kennen:

(a+£b)*=a*+2ab+b* und (a+b)(a—0b)=a®— b

Wir werden jetzt allgemeinere Formeln in Ringen herleiten, wobei er Exponent 2 durch
ein beliebiges n € N ersetzt wird.

Satz 1.24 Fs sei (R,+,-) ein kommutativer Ring. Dann gilt fir alle a,b € R und alle
neN

n—1

a" =" =(a—b)Y dvrh (1.1)

k=0
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Beweis. Es gilt

n—1 n—1 n—1
(CL o b) E akbn—l—k — E aakbn—l—k . E bakbn—l—k
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
_ E ak—l—lbn—(k—l—l) . E akbn—k
k=0 k=0
n n—1
= g b7 — g a"' Tk =g — .
7j=1 k=0

Bemerkung 1.25 Als Spezialfall b = 1 ergibt sich die wichtige geometrische Sum-
menformel: Fiir a € R und n € N gilt

a"—1=(a-1)Y d=(@-1)1+a+...+a""), (1.2)

3
I

b
Il

die unter anderem eine zentrale Rolle im Zusammenhang mit der Binér-, Dezimal-
bzw. Hexadezimaldarstellung natiirlicher Zahlen spielt (siche Anhang B).

Wir steuern nun auf eine Darstellung fiir Ausdriicke der Form (a + b)™.

Bemerkung und Definition 1.26 Fiir n € Ny und £ € N setzen wir

(o)1t ()

Damit sind die Binomialkoeffizienten (Z
n definiert durch

(n;—l) . (kﬁl)Jr(Z) (n € No, k € N),

Aus der Defintion folgt, dass alle Binomialkoeffizienten nichtnegative ganze Zahlen

(Z) =0 (k> n).

) (gesprochen n iiber k) rekursiv beziiglich

sind mit
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Ordnet man die Binomialkoeffizienten (2) in einem dreieckigen Schema an, wobei in
der n-ten Zeile (mit Zeile 0 beginnend) die Koeffizienten (g’), . (Z) stehen, so entsteht
das Pascalsche Dreieck:

1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Binomialkoeffizienten lassen sich geschlossen darstellen, jedenfalls unter Verwendung

von Fakultaten.

Definition 1.27 Fiir n € Nj definiert man n-Fakultit durch

- 1, falls n =0
n!::Hk‘: " .
1-2-.. falls n € N

n,

Soistetwa 6! =1-2---6 = 720.

Satz 1.28 Firn,k € Ny mit k < n gilt
k-1
n n! 1 ,
(k;) T K-k & 11n =)
J=0

Beweis. Wir zeigen die Darstellung per Induktion nach n.
Fiir n = 0 (und dann & = 0) sind nach den jeweiligen Definitionen beide Seiten 1. Gilt
die Behauptung fiir n € Ny, so folgt fiir k£ € {1,...,n}

(nzl) - (kﬁl) * (Z) e 1)!(2!_ T /g!(nni B

n! n+1)!
Hin 1 it (e l=h) = k!(7g+1zk)!'
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AuBerdem ist (1) = (1) + (1)) = (1) +0=1. 0

Mit der Darstellung sieht man insbesondere die Symmetrie der Binomialkoeffizienten:

(Z> N k:!(nni O (n— <n_7f>>!<n_ ik (nﬁk) - (1.3)

Satz 1.29 (binomischer Satz)
Es sei (R,+,+) ein kommutativer Ring. Dann gilt fir alle a,b € R und alle n € Ny

w3 (e

k=0

0
Beweis. 1. Fiir n =0 gilt (a+0)°=1= 3" (})a*t"*.
k=0

2. Fiir ein n € Ny gelte (a +b)" = Y (})a*b" . Dann folgt mit Satz 1.28

(a+b)" = (a+b)(a+b)"=(a+b) i (Z) Sk
— Z ( ) aF gk 4 Z (Z) !
(g e

J=1

— anJrl 4 i (( ) (Z)) kbn+1fk 4 bn+1
k=1

n+1
_ Z n+1 akpnti—k
i .

k=0

o

Beispiel 1.30 Fiir n = 6 gilt (siehe Pascalesches Dreieck)

(a+b)°=1-0+6-ab®+ 15a*b* + 20ab* + 15a*b*> + 6a°b + 1 - a° .
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Bemerkung 1.31 Als Spezialfiille aus Satz 1.29 ergeben sich interessante Beziehun-
gen fiir das Pascalsche Dreieck: Fiir R =7 und a = 1, b = 1 ergibt sich

"= (14+1)" = i (Z) 1k = i (Z) ,

k=0 k=0
das heifit die Summe der Binomialkoeflizienten in der n-ten Zeile des Pascalschen
Dreiecks ergibt stets 2™. Fiir a = —1, b =1 und n € N ergibt sich

0= = (=1 =3 (7)i-vr

k=0
das heifit, versieht man die Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile jeweils abwechselnd
mit dem Vorzeichen + und —, so erhélt man als Summe den Wert 0. Fiir n = 6 gilt

etwa

1+64+154+204+154+6+1=64=2° und 1-6+15-20+15—-6+1=0.

Bemerkung und Definition 1.32 Ist R = (R, +, -) ein Ring mit Nullelement 0 und
Einselement 1 # 0, so setzen wir

R*:= R\ {0}.

Dann heifit R ein Kérper, falls R kommutativ ist und jedes x € R* invertierbar ist.'*
Nach Bemerkung 1.16 ist (R*,-, 1) eine eine abelsche Gruppe und damit sind Koérper
nullteilerfrei, d. h. sind x,y € R mit xy = 0, so ist z = 0 oder y = 0. Man schreibt
y/x = yx~! fiir  # 0 und wegen der Kommutativitit auch % =vy/x.

Beispiel 1.33 1. Der Ring (Q, +, -) ist ein Korper, der Ring (Z, +, -) nicht.
2. Es sei Fy := {Q©, &}, wobei die Addition und die Multiplikation durch die folgenden
Verkniipfungstafeln (kommutativ) definiert sind:

+ 10| & VA 3
IVERVER 1 VERVERV)
& & O & O &

~

Man kann leicht nachrechnen, daf§ (Fy, +, -) ein Korper ist, genannt der Binérkoérper.
Dabei gilt © = 0 = O, und & = 1 = 1p,, also ist in der Bindrarithmetik 1+ 1 = 0.

14Verzichtet man auf die Forderung der Kommutativitiit, so spricht man von einem Schiefkérper.
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2 Reelle und komplexe Zahlen

Bemerkung und Definition 2.1 Es sei X # @ eine Menge. Man nennt eine Teil-
menge R von X X X auch eine Relation auf X und schreibt xRy falls (z,y) € R."®
Eine Relation < auf X heifit (strenge) Ordnung auf X, falls gilt

(O1) Fiir alle z,y € X gilt entweder x = y oder z < y oder y < x (Tricho-
tomie).
(02) Fiir z,y,z € X gilt: aus ¢ < y und y < z folgt z < z (Transitivitit).
Das Paar (X, <) heifit dann eine geordnete Menge. Aufierdem bedeutet x < y, dass

entweder x < y oder x = y gilt.!® Wenig iiberraschend schreibt man auch y > x statt
r <yund y > x statt x < y.

Bemerkung und Definition 2.2 Es sei R ein kommutativer Ring mit 1 # 0. Ist <
eine Ordnung auf R, so heifit R = (R, +, -, <) ein geordneter Ring, falls fir z,y € R
folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(03) Aus z < y folgt x + 2z < y + z fiir alle z € R (1. Monotoniegesetz).

(0O4) Aus z < y und z > 0 folgt 2z < yz (2. Monotoniegesetz).
(Z,+,-,<) ist ein geordneter Ring und (Q, +, -, <) ist ein geordneter Korper.

Ist R geordnet, nennt man x € R positiv, falls z > 0 gilt und negativ, falls z < 0
gilt. Aus (O3) folgt, dass x genau dann positiv ist, wenn —x negativ ist.!”

Denn: Aus 0 < z folgt —x = 0+ (—z) < x + (—x) = 0. Entsprechend folgt
aus —zr < Qauch 0 =2+ (—z) <z +0 = z.

Wir setzen noch Ry :={r € R: 2 >0} und R_:={x € R:z < 0}.

Satz 2.3 Es seien R = (R,+,+, <) ein geordneter Ring, x,y € R und n € N. Dann
gilt:

15Sind M eine Menge und f : M — X eine Funktion, so ist der Graph {(z, f(z)) : 2 € M} C Mx X

von f im Fall M C X eine Relation auf X.
16Die Relation < ist dann eine sogenannte schwache Ordnung auf X.
1"Tnsbesondere existiert damit im Binsirkorper Fy keine Ordnungsrelation mit der Eigenschaft (O3).



2 REELLE UND KOMPLEXE ZAHLEN 18

1. Aus z,y > 0 oder x,y < 0 folgt xy > 0 und aus x > 0, y < 0 folgt xy < O.
Speziell sind x* > 0 fiir x # 0 und 1 > 0.

2. Ist x <y, so gilt nx < ny und im Falle x > 0 auch 0 < 2™ < y™.

3. Sind x > 0 und m € N mit m > n, so ist mx > nx > 0.1

Beweis. 1. Sind z,y > 0, so folgt mit (O4) sofort 0 = Oy < xy. Sind andererseits
z,y <0, so sind —y, —x > 0 und damit zy = (—z)(—y) > 0. Sind z, —y > 0, so gilt
—(zy) = x(—y) > 0. Ist x # 0, so ist * > 0 oder x < 0 nach (O1), also z* > 0. Wegen
140ist 1=12> 0.

2. und 3. als [U]. O

Satz 2.4 (Bernoulli-Ungleichung)
Sind R ein geordneter Ring und n € Ny, so gilt (14 z)" > 1+ nx fir x > —1.

Beweis. Denn: Fiir n = 0 sind beide Seiten 1. Gilt die Behauptung fiir ein n € Ny, so
folgt wegen x 4+ 1 > 0 mit (O4) und Satz 2.3

I+2)"'=00+2)1+2)">1+2)1+nz)=1+x+nz+nz”>>1+ (n+ 1)z

O

Satz 2.5 FEs seien K ein geordneter Korper und x,y € K. Gilt 0 < x < y, so ist
0<1/y<1/zx. Auferdem ist die Menge {z € K : © < z < y} unendlich.

Beweis. Zunéchst folgt 1/x > 0 aus Satz 2.3.1 (wére 1/x < 0, so wire 1 = z/x < 0).
Genauso ist 1/y > 0. Aus x < y ergibt sich also z/y < y/y = 1 mit (O4) und wieder
mit (04)

Vy=(z/y)-(1/z) <1-(1/z) =1/z.
Nach Satz 2.3 ist m1 > nl > 0 fiir alle n,m € Nmit m > n, also 0 < 1/(ml) < 1/(nl)
und folglich x <z + (y —x)/(ml) <z + (y —z)/(nl) <. O

18Damit ist R, unendlich. Genauer enthilt R, die natiirlichen Zahlen in dem Sinne, dass man nl
mit n identifiziert.
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Bemerkung und Definition 2.6 Ist K ein Koérper und sind a,b,c € K mit a # 0,

so hat die Gleichung ax+b = 0 genau eine Losung, ndmlich x = —b/a. Im Allgemeinen
sind quadratische Gleichungen der Form!’

b \2 b?

O:a$2+bm+c:a<x+—> +c——

2a

nicht mehr l6sbar (hier setzen wir 141 # 0 und damit 2"a # 0 voraus). Ist K geordnet,

so folgt aus Satz 2.3, dass notwendig die Diskriminante
A = b* — dac

nicht-negativ ist. Aber auch in diesem Fall ist nicht stets Losbarkeit garantiert. So
haben etwa die Gleichungen 22 + 2 — 1 = 0 und 2> — 2 = 0 keine Losung in Q ([U])
obwohl die Diskriminate in beiden Féllen positiv ist.

Wir erweitern nun (Q, +, -, <) zu einem geordneten Korper (R, +,-, <) so, dass qua-
dratische Gleichungen mit nichtnegativer Diskriminante l6sbar sind. Anschlieffend er-
weitern wir (R, +, -) zu einem Korper (C, +, -) so, dass alle quadratischen Gleichungen
losbar sind.

Bemerkung und Definition 2.7 Es seien (X, <) geordnet und M C X.

1. M heiit nach oben beschrinkt, wenn ein s € X existiert mit x < s fiir alle
x € M. Ein solches s heifit dann eine obere Schranke von M. Ist dabei s € M, so
heif}t s Maximum von M. Man schreibt dann

max M = s.

Eine obere Schranke s* € X von M heifit kleinste obere Schranke oder Supremum
von M, falls s > s* fiir jede obere Schranke s von M gilt. Hieraus ergibt sich sofort,
dass fiir jedes M hochstens ein Supremum und ein Infimum existieren. Wir schreiben
im Falle der Existenz

sup M = s*

2. M heifit nach unten beschrinkt, wenn ein s € X existiert mit x > s fiir alle
x € M. Ein solches s heifit dann untere Schranke von M. Ist dabei s € M, so heif3t
s Minimum von M. Man schreibt dann

min M := s.

9die zweite Darstellung, die sich durch quadratische Ergéinzung ergibt, nennt man Scheitelpunkt-

form.
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Eine untere Schranke s, € X von M heifit grofte untere Schranke oder Infimum
von M, falls s < s, fiir jede untere Schranke s von M gilt. Wieder gibt es héchstens
ein Infimum, bezeichnet mit

inf M :=s,.

3. M heifit beschriankt, wenn M nach oben und nach unten beschrankt ist.

Bemerkung 2.8 Existiert max M, so gilt sup M = max M und im Falle der Existenz
von min M ist inf M = min M. Auflerdem existieren fiir endliche Mengen stets Maxi-
mum und Minimum. Weiter kann man zeigen ([U]), dass jede nach oben (bzw. unten)
beschriankte Teilmenge von Z ein Maximum (bzw. Minimum) hat. In Q ist dies im

Allgemeinen nicht der Fall: Fiir M := Q, etwa gilt inf M = 0.

Denn: Zunéchst ist 0 eine untere Schranke von M. Ist s > 0, so existieren
nach Satz 2.5 Punkte 2 € Q; mit z < s. Also ist s keine untere Schranke
von M. Damit ist jede untere Schranke s < 0.

Wegen 0 ¢ M hat M kein Minimum.

Bemerkung und Definition 2.9 Eine geordnete Menge (X, <) heifit ordnungs-
vollstandig oder kurz vollsténdig, falls jede nichtleere, nach oben beschrénkte Teil-
menge M von X ein Supremum hat. Ein geordneter Korper (K, +, -, <) heifit voll-
stiandig (geordnet), falls (K, <) ordnungsvollstdndig ist.

Von fundamentaler Bedeutung fiir die Mathematik ist das folgende Ergebnis:

FEs existiert ein vollstindig geordneter Korper (R, 4+, -, <) so, dass Q in R

eingebettet ist.

Man kann zeigen, dass in gewissem Sinne nur ein vollstdndig geordneter Korper exi-
stiert. Die Elemente von R heiflen reelle Zahlen. Wir werden in der Vorlesung plus
(im Anhang B) genauer auf eine mogliche Konstruktion der reellen Zahlen und einen

Beweis zur obigen Aussage eingehen.

Bemerkung und Definition 2.10 Manchmal ist es praktisch und sinnvoll, die ge-
ordnete Menge (R, <) um zwei Punkte +o00 (oder kurz co) und —oo so zu erweitern,
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dass definitionsgemédfl —oco < x < oo fiir alle x € R gilt. Fiir M C R ist damit
sup M = oo, falls M nach oben unbeschrankt ist, und inf M = —oo, falls M nach
unten unbeschénkt ist. Eine nichtleere Menge I C R heifit Intervall, falls z € I fiir
alle z € R mit inf I < x < sup I gilt. Fiir a,b € RU {+o0} setzt man

(a,b) :=]a,b[:={r eR:a<z<b}, falls —oo <a<b< o0,
la,0) :==]a,b :={xr € R:a <z <b}, falls —oco<a<b< o0,
(a,b] :=]a,b] :=={z €R:a <z <b}, falls —oo <a <b< 0.

[a,b] :=={z eR:a <z <b}, falls —oco<a<b< oo

Jedes Intervall hat eine solche Form, wobei stets a = inf I und b = sup [ gilt.

Satz 2.11 (Quadratwurzeln) Die Abbildung f : [0,00) — [0,00) mit f(x) := x* ist
byektiv. Fiir y > 0 schreibt man \/y = f~Yy). Die Lésungen der Gleichung x* =y
sind damit gegeben durch £,/y.

Beweis. Aus Satz 2.3 folgt, dass f injektiv ist. Zum Nachweis der Surjektivitéit sei
y > 0 gegeben. Wir betrachten die Menge M := {z € [0,00) : 2* < y}. Ist * € R mit
r > 1+, so gilt 22 > (1 + y)? > y. Damit ist 1 + y obere Schranke vom M. Da R
vollstindig ist, existiert s := sup M. Wir zeigen, dass weder s? > y noch s? < y gelten
kann. Damit ist s* = y nach (O1) und +,/y die Losungen von x* = y.*

Angenommen, es ist s> > y. Dann ist § := (s> — y)/(2s) > 0 und wegen 20s = s? — y

(s —6)*> 5% —20s =y.

Ist z € M, so folgt 22 <y < (s — (5)2 und damit auch z < s — §. Also ist s — § obere
Schranke von M im Widerspruch dazu, dass s kleinste obere Schranke ist.
Angenommen, es ist s* < y. Dann ist ¢ := min{1, (y* — s)/(2s + 1)} > 0 und wegen
2s+6 <2s+1 gilt

(s+0)2—s>=6(25+06) <0(25s+1) <y — s

also (s + 0)* < y. Damit ist s + 6 € M und folglich s keine obere Schranke von M.
Also ergibt sich auch hier ein Widerspruch. O

20Der Beweis zeigt auch, dass Q kein vollstéindig geordneter Korper ist, da ansonsten etwa die
Gleichung 2 = 2 eine Losung in Q hiitte.
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Bemerkung 2.12 (a-b-c-Formel) Es seien a, b, ¢, A wie in Bemerkung und Definition
2.6, also a # 0 und A > 0. Nach Satz 2.11 ist dann die quadratische Gleichung
ax?® + bx + ¢ = 0 16sbar und die Lésungen x1, x5 sind gegeben durch

T1g = i(—b:l:\/b2 —4@0).

Satz 2.13 (Dichtheit von Q)
N ist unbeschrinkt in R 2! und fiir jedes nicht einpunktige Intervall I gilt I N Q # .

Beweis. 1. Angenommen, N sei nach oben beschréinkt in R. Dann existiert s :=
supN € R. Da s kleinste obere Schranke von N ist, ist s — 1/2 keine obere Schranke
von N. Also existiert ein n € N mit n > s — 1/2. Dann ist aber s +1/2 <n+1 € N.
Widerspruch zu s obere Schranke von N.

2. Es seien z,y € I mit x < y. Zu zeigen ist, dass ein r € Q existiert mit x < r < y.
Ist § := y — x, so existiert nach 1. ein ¢ € N mit ¢ > 1/4, also 1/q < 4. Ist ohne
Einschriankung y > 0 und p := max{k € N: k < qy}, soist p/qg < y und (p+1)/q > v,
also auch r:=p/q>y—1/g>y—0 =z. O

Unser Ziel ist es nun, den Korper der reellen Zahlen so zu erweitern, dass die quadra-
tische Gleichung 2? = y auch fiir y < 0 16sbar ist.

Bemerkung und Definition 2.14 Wir betrachten die abelsche Gruppe
(R27 +, (07 O)) = (R{LQ}’ +, O)

aus Bemerkung 1.22. Mit der dort allgemein definierten argumentweisen Multiplikation
ist R? zwar ein kommutativer Ring, aber nicht nullteilerfrei und damit insbesondere
kein Korper. Wir definieren alternativ fiir = (s,¢) und y = (u,v) in R?

r-y=(s,1) (u,v) := (su—tv, sv+tu).

Man rechnet nach ([U]), dass damit (R?, +, ) ein Kérper ist mit 1ge = (1,0) und

= (s ars) Ao

x s2 4127 52 4 2

2LGeordnete Korper mit dieser Eigenschaft nennt man archimedisch geordnet.
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Legt man diese Multiplikation zugrunde, so schreibt man C statt R? und nennt die
Elemente von C komplexe Zahlen.?? Traditionell verwendet man meist z oder w als
Bezeichnung fiir eine komplexe Zahl.

Aus der Definition der Addition und der Multiplikation ergibt sich

(s,0) + (u,0) = (s +u,0) und (s,0)(u,0) = (su,0),

das heift, Addition und Multiplikation der komplexen Zahlen (s,0) und (u, 0) entspre-
chen der Addition und der Multiplikation von s und » in R. Indem wir die komplexe
Zahl (s,0) mit der reellen s identifizieren, konnen wir den Kérper C damit als Erweite-
rung des Korpers R auffassen. Wir schreiben dann auch kurz s statt (s,0). Man nennt

weiterhin

i:=(0,1)eC

die imaginire Einheit in C. Fiir i gilt
i?=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.

Fiir reelle y < 0 sind damit +i\/—y die Losungen von 2% = y. Nach Satz 2.3 gibt es
keine Ordnung auf C so, dass C zu einem geordneten Korper wird.

Bemerkung und Definition 2.15 Unter Verwendung der imaginiren Einheit kann
man jedes z = (s,t) € C in der Form

z=(s,t) =(5,0)+(0,1)(¢,0) = s+ ti

schreiben. Diese Darstellung heift Normalform (oder kartesische Form) von z. So
ist etwa z = (3,1) = 3 +1 und fiir w =1 —2i gilt

z-w=(3+1)(1—-2i)=5-"5i.
Weiter nennt man Re z := s Realteil von z und Im 2 := ¢ Imaginérteil von z sowie
Zi=s5—1i

konjugiert komplex zu 2.? So ist etwa 3 +i=3 —i.

22Damit ist C nichts anderes als der R-Vektorraum R? mit dem Bonus der Multiplikation -, die bei
erstem Faktor in R nichts anderes als die Skalarmultiplikation in R? ist.
23Geometrisch entsteht Z durch Spiegelung von z an der reellen Achse.
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/N

Abbildung 1: z und z

Fiir z,w € C ergibt sich leicht

z+w=ZzZ+w, ZW = Z - W, (Z) ==

sowie 2Re(z) = 2+ Z und 2ilm(z) = z — Z.

Bemerkung und Definition 2.16 Es sei z = (s,t) = s + ti € C. Die nichtnegative
reelle Zahl
|z| :=Vs? + 12

heifit Betrag von z.2* Insbesondere ist damit |z| > 0 falls z # 0 und |s| = V/s2. Aus
der Definition ergibt sich sofort |z| = [Z] = | — z|, |Rez| < |z| und |[Im z| < |z| sowie

([0])
2> =22 und 1/z =7%/|z|*, falls z # 0.

Fiir 2 =3 +ietwagilt 22=3+1)(3—i)=9+1=|2>und |z| = V9 + 1 = V10.

Satz 2.17 Es seien z,w € C und (z,w) := Re(2w).?® Dann gilt
L. |zw| = |z||w| und |(z,w)| < |z| |w]|.
2. |zt w]? = |22 £ 2 (z,w) + |w|%.

3. (Dreiecksungleichung) |z + w| < |z| + |w].

Beweis. 1. Nach Bemerkung und Definition 2.16 gilt

zwl* = (2w)(7W) = (22)(w) = |2*|w]* = (|2] - Jw])®.

24Der Betrag |z| beschreibt nach dem Satz von Pythagoras anschaulich die Linge der Strecke von
0 nach z in der euklidschen Ebene.
25das kanonische Skalarprodukt in R2.
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Durch Wurzelziehen ergibt sich die erste Behauptung und die zweite folgt daraus mit

|Re(2w)| < |2w| und |w| = |w|.

2. Wieder mit Bemerkung und Definition 2.16 gilt wegen wz = zw
lz+w)® = (+w)(Z+W) =27+ 20 £ wz +ww = |z|* £ 2Re (2w0) + |w|?.

3. Nach 1. und 2. ist |z £ w|* < |2]? +2|2||w| + |w|? = (]z| + |w|)?. Durch Wurzelziehen
folgt die Behauptung. O

Bemerkung und Definition 2.18 Wir schreiben
S:={ze€C:|z| =1}

fir den Einheitskreis in C. Ist z € C*, so gilt z = r{ mit 7 = |z| > 0 und ¢ = z/|2| €
S. Sind ¥ > 0 und ¢’ € S mit z =7'{’, so ist ¥’ = r und ¢’ = (. Also hat jedes z € C*
genau eine multiplikative Zerlegung z = r{ mit » > 0 und ( € S. Diese Darstellung
von z nennt man die Polarform von z.

N

Abbildung 2: Polarform z = r(.
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3 Grenzwerte und Stetigkeit

Analysis kann man als die Mathematik von Grenzwerten ansehen. Dabei spielt die
Vollstédndigkeit der reellen Zahlen eine entscheidende Rolle. Im Weiteren sei stets

K e {R,C},

also K der Korper der reellen oder der komplexen Zahlen.

Definition 3.1 Eine Menge B C C heifit beschriankt, falls ein R > 0 existiert mit
|z| < R fiir alle z € B.

Sind X eine Menge und f : X — C. so heiit f beschrénkt falls W (f) C C beschiankt
ist. Weiter schreiben wir Z(f) fiir die Menge der Nullstellen von f, also

Z(f) ={zr e X : f(x) =0}.

In Ergénzung zu Bemerkung und Definition 1.22 definieren wir fiir nullstellenfreies
g : X — C die Funktion 1/g : X — C durch

(1/g)(x) :==1/g(x) (v € X)

und damit auch f/g:= f-(1/g).

Definition 3.2 Ist X C K, so heifit ein Punkt a € K ein Haufungspunkt von X,
falls fiir alle § > 0 ein @ € X existiert mit 0 < |z — a| < §.%6 Wir schreiben X' fiir
die Menge aller Haufungspunkte von X. Ist ¢ € X und kein Haufungspunkt von X,
so heifit a ein isolierter Punkt von X.

Wir denken uns K um einen Punkt w erweitert und schreiben im Fall unbeschréankter

X C K auch w € X', sprechen dabei aber nicht von einem Haufungspunkt.

Beispiel 3.3 Fiir X = N ist w € X’ (archimedische Eigenschaft von R). Zudem ist
jedes a € N ein isolierter Punkt von N. Fir X = {1/k, k € N} ist 0 € X',

Definition 3.4 Es seien X C K, a € X’ und p > 0. Fiir a # w setzen wir

Uya):=U,x(a):={z€X:|x—a| <p} und U,la):=U,x(a):=U,(a)\ {a}.

26Man beachte, dass a nicht in X liegen muss.
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Die Menge U,(a) heifit p-Umgebung von a (beziiglich X). Im Falle X =R ist U,(a)
das Intervall (a — p,a+ p), und im Falle X = C ist U,(a) die Kreisscheibe mit Mittel-
punkt a und Radius p. AuBerdem setzen wir

Uy(w) :=U,x(w):={z € X :|z|>1/p}.

Mit diesen Bezeichnungen ist a € X’ genau dann, wenn Up7 x(a) # @ fir jedes p > 0
gilt.

Bemerkung und Definition 3.5 Ist X C K und ist a € X', so heifit f: X — C
abklingend an a, falls zu jedem € > 0 ein 0 = d. > 0 existiert mit |f(z)| < e fiir alle
z € Us(a). Ist f abklingend an a und ist ¢ : X — C mit |g(z)| < R|f(x)| fiir eine
Konstante R > 0, so ist auch ¢g abklingend an a. Auflerdem sind mit f und g auch
f £+ g abklingend an a.

Denn: Es sei € > 0 gegeben. Dann existieren 6,7 > 0 mit |f(z)| < /2 fiir
x € Us(a) und |g(z)| < /2 fiir « € U,(a). Also gilt fiir p = min{d,n} und
z € U,(a) nach der Dreiecksungleichung

1f(x) £ g(z)| < |f(@)| + |g(x)| <e/24+¢/2=c¢.

Existiert eine Konstante ¢ € C so, dass f—c abklingend an a ist, so heifit f konvergent
an der Stelle ¢ und ¢ dann Grenzwert von f an der Stelle a. Man schreibt in diesem
Fall kurz

f(z) — ¢ (x = a).
Aus a € X' folgt, dass hochstens ein Grenzwert ¢ von f an a existiert, denn ist ¢’ ein
weiterer, so ist ¢ —c = (f(x) —¢) — (f(x) — ¢) abklingend an a und damit ¢ = ¢’. Wir
schreiben im Falle der Existenz des Grenzwertes auch

glcl_rg flz):=c.

Ist speziell X C R und nach oben unbeschrénkt, so schreibt man

flx) = c (z— +0) sowie 1_131 f(z) :=c,

(oder kurz  — oo) falls f|xnp,00)(z) = ¢ fiir # — w gilt. Entsprechend schreibt man
in Fall nach unten unbeschrankter X C R

flz) > ¢ (v — —0) sowie lim f(z):= ¢,

T—r—00

falls f|xn(—oo,0(z) = ¢ fiir  — w gilt.
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Bemerkung und Definition 3.6 Es sei (z,),en eine Folge reeller oder komplexer
Zahlen. Wir setzen im Weiteren stets voraus, dass N C Z nach unten beschrinkt und
unendlich ist. Im Falle N = {n € Z : n > m} schreiben wir auch (x,,)22  oder (x,)n>m
oder kurz (z,), wenn m klar oder irrelevant ist.

Da Folgen in C spezielle C-wertige Funktionen mit Definitionsbereich N C K sind,
stehen die Begriffe von vorher zur Verfiigung. Man betrachtet dabei stets Grenzwerte
n — 400. Ist (x,)nen abklingend an +oo, so spricht man auch von einer Nullfolge.
AuBlerdem sagt man kurz (x,) sei konvergent gegen ¢, wenn (z,) — ¢ fir n — 400
gilt. Wir schreiben dann auch

limz,, := lim z,, = c.
neN

Eine Folge, die nicht konvergent ist, heifit divergent. Ist (x,) konvergent, so ist (x,,)
auch beschrankt.

Beispiel 3.7 Ist f(z) = 1/z fiir z € C*, so ist f abklingend an w. Insbesondere ist
(1/n) eine Nullfolge

Abbildung 3: C* 3 z — 1/|z|.

Bemerkung und Definition 3.8 Fiir ¢ € K nennt man eine Folge der Form (¢")
geometrische Folge. Fiir |¢| < 1 ist (¢") eine Nullfolge.

Denn: Ist r := 1/|q| — 1, so ist |¢| = 1/(1 + r), also nach der Bernoulli-
Ungleichung |¢|" < 1/(1 +rn) < r~'/n. Da (1/n) eine Nullfolge ist, ist
auch (¢") abklingend.

Bemerkung 3.9 Es seien f,g: X — C und f abklingend an a. Existiert ein p > 0
so, dass 9|U,,(a) beschrankt ist, so ist auch fg abklingend an a.
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Denn: Es seien R,p > 0 so, dass |g(x)| < R fiir alle z € Up,(a), so ist
|f(x)g(x)| < R|f(z)| fir x € Uy(a). Daher ist auch fg abklingend an a.

Der folgende Satz zeigt, dass die Grenzwertbildung mit den algebraischen Operationen
in C vertréglich ist.

Satz 3.10 Es seien X C K und f,g: X — C. Weiter sei a € X' mit
flx) =b und g(z)—>c (xr—a).
Dann gilt
1. (ftg)(x) = btec (x—a).
2. (f-g)(x) = b-c (z—a).

3. Ist g nullstellenfrei und ist ¢ # 0, so folgt (f/g)(x) — b/c (x — a).

Beweis. 1. Mit f — b und g — ¢ ist auch f + g — (b+ ¢) ablingend an a.
2. Zuniichst existiert ein p > 0 mit |g(z) — ¢| < 1 fiir # € U,(a) und somit auch

l9(x)] = lg(x) —c+c| <1+l
Damit ist g beschrinkt auf U,(a). Weiter ist

f(@)g(x) —be = fx)g(x) —bg(x) +bg(x) — be = (f(x) —b)g(x) + b(g(x) — ¢).

Nach Bemerkung 3.9 ist die rechte Seite abklingend an a, also auch die linke.
3. Nach 2. reicht es, zu zeigen:

(1/g)(x) — 1/c (r — a).

Da ¢ # 0 ist, existiert ein p > 0 mit |g(z) — ¢| < |¢|/2 fiir € U,(a). Also gilt mit der

umgekehrten Dreiecksungleichung ([U])
l9(x)| = le+g(x) —c| = |c| = |g(x) =] > [e] —[e]/2 = [e]/2> 0

und damit |1/g(z)| < 2/|¢| fiir 2 € U,(a). Folglich ist 1/g beschriinkt auf U,(a). Nach

Bemerkung 3.9 ist
1
— = c—g(x
@ e ) I
abklingend an a, also gilt 1/g(x) — 1/c fir z — a. O

1 1
c



3 GRENZWERTE UND STETIGKEIT 30

Bemerkung 3.11 Sind X # @ eine Menge und f,g : X — R, so schreiben wir kurz
f < g, falls f(z) < g(x) fir alle z € X gilt. Sind unter den Voraussetzungen des

vorherigen Satzes f, g reellwertig und f < g, so gilt b < ¢ ([U]).

Bemerkung und Definition 3.12 Eine Polynomfunktion oder kurz Polynom
ist eine Funktion p : C — C der Form

d
p(z) = cdzd + Cd—lzd_l +idy = chzk
k=0

mit den Koeffizienten c,...,cq € C. Im Falle ¢; # 0 nennt man deg(p) := d den
Grad von p und cg2¢ den Fiithrungsterm. Polynome verhalten sich fiir grofie || wie
der Fiihrungsterm, d. h.

d—1
P(Z) Ck

—= =1 — 1 — w). 3.1
it =P e L (o) (3.1)

Schieflich haben Polynome vom Grad d € N hochstens d Nullstellen ([U]).

Sind p, ¢ # 0 Polynome, so ist auch p - ¢ ein Polynom, und zwar vom Grad deg(p) +
deg(q). AuBerdem ist C\ Z(q) endlich. Funktionen der Form p/q heilen rational. Sind
p vom Grad d und ¢ vom Grad m mit Fiihrungsterm cy2z¢ bzw. b,,2™, so verhilt sich
p/q nach (3.1) fiir grofe |z| wie der Quotient der Fiihrungsterme, d. h.

(p/q)(2)

(Ca/bm)zd—m —1 (2 = w). (3.2)

,4-2024

4

Abbildung 4: C\ {£i} 3 z — |22/(1 + 2?)|.
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Definition 3.13 Sind X C K, a € X' und f : X — R, so schreiben wir
f(z) = 400 (x — a),

falls fiir alle e > 0 ein § = 6. > 0 so existiert, dass f(z) > 1/e fiir alle z € Us(a).
Entsprechend schreiben wir f(z) — —oo fiir « — a, falls —f(z) — +oo fir z — a
gilt.?”

Beispiel 3.14 1. Es gilt |24| = |2|? — +oo fiir 2 — w und 1/|2]? — +o0 fiir z — 0.
Fiir beliebige Polynome p vom Grad d > 0 folgt auch (3.1) auch |p(z)| — +oo fiir
Z = w.

Abbildung 5: z + |2?| = 2Z.

Fiir reelle z gilt ¢ — +oo fiir * — 400 und 2¢ — 400 fiir z — —oo je nach dem ob
d gerade oder ungerade ist.

2. Ist |g| > 1 so gilt fiir die geometrische Folge (¢") mit r := |¢g| — 1 > 0 nach der
Bernoullischen Ungleichung |¢"| = |¢|" = (1 +7)" > 1+ rn > rn — +oo und damit
auch |¢"| — +o0.

Definition 3.15 Es seien X C R und f : X — R. Dann heifit f
e wachsend, falls f(x) < f(xy) fur alle z1, 29 € X mit x; < 2,
e streng wachsend, falls f(z1) < f(x2) fiir alle z1, 20 € X mit 21 < 29,

e fallend beziehungsweise streng fallend, falls —f wachsend beziehungsweise

streng wachsend ist.

Ist f wachsend oder fallend, so sagen wir, f sei monoton.

2"TMan spricht dann auch von bestimmter Divergenz. Wir sprechen nicht vom Grenzwert +oo.
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Der folgende Satz zeigt, dass monotone Funktionen stets Grenzwerte an sup X und
inf X besitzen. Der Beweis beruht wesentlich der Vollstandigkeit der reellen Zahlen.
Wir schreiben fiir f: X — R und M C X

sup f := sup f(z) :=sup f(M) und inf f := inf f(z) :=inf f(M).

M M reEM

zeM

Satz 3.16 Es seien X C R und a :=inf X, b := sup X.?® Ist f wachsend, so gilt

f(z) = sup f (x — b)
X\{o}

falls b € X" und

f@) = it [ @)

fallsa € X'. Ist [ fallend, so gelten die entsprechenden Aussagen mit sup statt inf und
inf statt sup.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage. Die weiteren ergeben sich in analoger Weise.
Ist f(X) nach oben beschriinkt, so ist ¢ := supy, gy f < +00. Ist £ > 0 gegeben, so
existiert ein x < b mit f(z) > ¢ — . Da f wachsend ist, gilt auch

c> f(@') 2 fz) > c—e

fiir alle 2’ mit z < 2’ <b. Ist f(X) nach oben unbeschrénkt, so ist sup x\ 1y f = +o0.
Dann existiert zu jedem ¢ > 0 ein z < b mit f(z) > 1/e. Wie vorher ist dann
f(@") > f(z) > 1/e fir alle 2/ mit z < 2’ <. O

Bemerkung 3.17 Als Spezialfall des Satzs 3.16 erhdlt man: Ist (x,),cn eine wach-
sende Folge in R, so gilt

Ty — SUP Ty
neN

und ist (z,)nen fallend | so gilt
x, — inf z,.
nenN
AuBlerdem gilt folgende einfache und wichtige hinreichende Bedingung fiir die Kon-

vergenz von Folgen in R, der Hauptsatz iiber monotone Folgen: Ist (x,),en be-

schrankt und monoton, so ist (2, ),en konvergent.
28

a = —oo und b = +o0 sind zugelassen.



3 GRENZWERTE UND STETIGKEIT 33

Bemerkung und Definition 3.18 Die Folge =, := (1 + 1/n)" ist wachsend, denn
fiir n € N gilt mit der Bernoulli-Ungleichung

n — n—1 2 _ n
Tn :<n—|—1> (n 1) :(n 1) n 2<1_1) n _q
Tyl n n n? n—1 n/n—1

Ahnlich kann man zeigen, dass die Folge 3, := (1 4+ 1/n)"*! fallend ist (U]). Nach

den Hauptsatz iiber monotone Folgen sind wegen 2 = z; < z, < y, < y; = 4 beide

Folgen konvergent und wegen z,/y, =1+ 1/n — 1 gilt 2 < limz, = limy, < 4. Man
definiert die Eulersche Zahl e als den gemeinsamen Grenzwert, also

e:=lim(1+1/n)".

Ist (x,) eine konvergente Folge, so ist (z,,) beschrinkt. Wir betrachten nun allgemeine

beschrénkte Folgen.

Bemerkung und Definition 3.19 Es sei (z,,)nen ein beschrankte Folge in R. Ist

by, 1= sup ; (n € N),

jzn

so ist (b,) fallend mit b, > inf,cy z,, also konvergent nach dem Hauptsatz iiber

monotone Folgen gegen inf, ey b,. Den Grenzwert bezeichnet man auch als lim sup ,,.2

Beispiel 3.20 Die Folge (z,,)neny mit z,, := (—=1)"(1 4+ 1/n) ist beschrinkt (wegen
|z,| < 2). Hier ist b, = 1+ 1/n fiir gerade n und 1+ 1/(n + 1) fiir ungerade. Es gilt
also b, — 1 und damit limsup z,, = 1.

Definition 3.21 Ist (x,)neny eine Folge in X und ist J C N unendlich, so nennt
man (z,),cs eine Teilfolge von (x,)nen. Ist (2,)nes konvergent mit Grenzwert ¢, so
schreiben wir x,, — ¢ fiir n € J. Aus der Definition ergibt sich auch sofort: Ist eine Folge
konvergent, so ist auch jede Teilfolge konvergent, und zwar mit gleichem Grenzwert.
Die Folge (z,) aus Beispiel 3.20 ist divergent, hat aber die konvergenten Teilfolgen
(€n)nes und (z,,)ner, wobei J die geraden und I die ungeraden Zahlen bezeichnet, mit

Grenzwert 1 im ersten und —1 in zweiten Fall.

2Entsprechend bezeichnet man den Grenzwert der (wachsenden und beschrinkten) Folge a,, :=

inf;>, x; als liminf z,,.
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Der folgende Satz ist von zentraler Bedeutung fiir die Analysis.

Satz 3.22 (Bolzano-Weierstraf)
Jede beschrinkte Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. 1. Es sei (z,) eine Folge in R. Wir zeigen, dass eine Teilfolge gegen ¢ :=
lim sup x,, konvergiert. Dazu setzen wir ny := min N und definieren eine Folge (ng)72,
in N induktiv: Sind ny, ..., n definiert, so existiert ein m > ng mit ¢ < b, < c+ 1/k
(wobei b, wie in Bemerkung und Definition 3.19). Aufgrund der Definition von by,
existiert weiter ein N 3 j > m mit b,, — 1/k < z; < by,. Mit ng4; = j gilt dann

c—1/k <z, <c+1/k.

Ist J:={ny: k€ Ny}, so gilt z,, — c fiir n € J.

2. Es sei (2, )nen eine Folge in C und z,, = (s,,t,). Dann sind die Folgen (s, ),en und
(tn)nen in R beschrankt (es gilt |s,| < |z,| und |t,| < |z,]). Nach 1. existieren eine
Teilfolge (Sp)ner von (Sp)nen und ein b € R mit s,, — b fiir n € I. Wieder nach 1.
existieren auch eine Teilfolge (t,,)nes von (t,)ne; und ein ¢ € R mit ¢, — ¢ fiir n € J.
Mit Satz 3.10 folgt z, = s, +t,i = b+ ci fiirn € J. O

Bemerkung und Definition 3.23 Es sei X C K.

1. X heifit kompakt®’, falls jede Folge in X eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert
in X besitzt. Jede kompakte Menge ist beschrénkt (sonst wiirde eine Folge (z,,) in X
mit |z,| — +oo existieren, die aber keine konvergente Teilfolge hat).

2. X heifit abgeschlossen, falls jeder Haufungspunkt zu X gehort, also X'\ {w} € X
gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir jede konvergente Folge in X der Grenzwert

in X liegt ([U]). Mit Bemerkung 3.11 sieht man, dass insbesondere etwa Intervalle der
Form [a, b], [a,00) und (—o0,b] und Kreisscheiben

By(a) = {z € C: |z~ < p},

wobei p > 0 und a € K, abgeschlossen sind.

30genauer eigentlich folgenkompakt
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Satz 3.24 (Heine-Borel)
X C K ist genau dann kompakt, wenn X beschrinkt und abgeschlossen ist.>!

Beweis. Ist X kompakt, so ist X beschrankt nach Bemerkung und Definition 3.23,
und fiir jede Folge in X, die konvergiert, liegt der Grenzwert in X (da dies fiir eine
Teilfolge gilt). Ist umgekehrt X beschrankt und abgeschlossen, so hat nach den Satz
von Bolzano-Weierstrafl jede Folge in X eine konvergente Teilfolge und aufgrund der

Abgeschlossenheit liegt jeder Grenzwert einer in X konvergenten Folge in X. O

Bemerkung und Definition 3.25 X C Kundist f: X - Cund a € X' N X, so
heifit f stetig an der Stelle a, falls f(z) — f(a) fir z — a gilt. Weiter heiit f kurz
stetig, falls f stetig an jedem a € X' N X ist. Mit C'(X) bezeichnen wir die Menge
aller stetigen Funktionen f: X — C.

Konstante Funktionen f : C — C und die identische Abbildung f = id¢ sind stetig.
Die Funktion f: R — R mit f(z) = 0 fiir  # 0 und f(0) = 1 ist nicht stetig an der
Stelle 0, aber stetig an allen a # 0.

Bemerkung 3.26 Aus Satz 3.10 erhélt man: Ist X C K und sind f,g stetig an
a € X, sosind f+g, f-g und fiir nullstellenfreies g auch f/g stetig an der Stelle
a. In Verbindung mit Bemerkung und Definition 3.25 sieht man, dass Polynome und

rationale Funktionen stetig sind.

Satz 3.27 FEs seien X CK, a € X' und f: X — C mit f(z) — ¢ fir x — a. Weiter
seien U CK, v e U und ¢ : U — X mit o(u) — a firu— v.

1. Ista & p(U), so gilt (f op)(u) = ¢ firu—v.

2. Ist a € o(U) und ist f stetig an a, so gilt (f o ¢)(u) — f(a) firu — v.

Beweis. Ist € > 0 gegeben, so existiert ein n > 0 mit

|f(x) —c| <e (x € Uy(a)). (3.3)

31 Aquivalent ist iibrigens auch X’ C X.
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Weiter existiert ein § > 0 so, dass p(u) € Uy(a) fiir u € Us(v). Ist a & o(U), so ergibt
sich |f(g(u)) — ¢ < ¢ fiir u € Us(v). Ist f stetig an a, so ist (3.3) mit ¢ = f(a) und
fiir z = a erfiillt, also | f(¢(u)) — f(a)| < ¢ fiir u € Us(v). O

Bemerkung 3.28 Insbesondere ergibt sich aus Satz 3.27, dass die Komposition fop
stetiger Funktionen ¢ : U — X und f : X — C stetig ist. Falls f stetig an a
oder a & (U) ist, ergibt sich durch Anwendung auf Folgen ¢ = (z,)nen, dass mit
f(z) — ¢ fir x — a auch f(z,) — c fir alle Folgen (x,) mit =, — a gilt. Damit
impliziert Stetigkeit von f an einer Stelle a Folgenstetigkeit an a, d. h. f(z,) — f(a)
fiir alle (x,) mit x,, — a. Umgekehrt folgt aus Folgenstetigkeit schon Stetigkeit an a.

Denn: Angenommen. f ist nicht stetig an a. Dann existieren ein € > 0 und
zu jedem n € N ein z, € X mit |f(x,)— f(a)] > € und |z, —a| < 1/n. Fiir
die so gefundene Folge (z,,) gilt x, — a, aber die Folge (f(z,)) konvergiert
nicht gegen f(a).

Ein hohes Gut sind Aussagen iiber Bildmengen stetiger Funktionen.

Satz 3.29 FEs seien X C K kompakt und f : X — C stetig. Dann ist f(X) ebenfalls
kompakt.

Beweis. Es sei (y,) eine Folge in f(X). Wir wihlen z, € X mit y, = f(z,). Da X
kompakt ist, existieren ein a € X und eine Teilfolge (x,,)ner von (z,,) mit z,, — a fur
n € I. Da f stetig ist, folgt y, = f(z,) = f(a) € f(X) firn € I. O

Wir betrachten reellwertige Funktionen und kommen zu einer weiteren Aussage iiber
Bildmengen, die die Losbarkeit von Gleichungen in R nach sich zieht. Fiir kompakte
und nichtleere X C R ist wegen sup X € X U X’ und inf X € X U X’ ([U]) stets

sup X = max X und inf X' = min X. (3.4)

Satz 3.30 (Zwischenwertsatz)
FEs seien I C R ein Intervall und f : I — R stetig. Dann ist W(f) = f(I) ein Intervall,
d. h. zu jedem y € R mit inf; f <y <sup; f existiert ein & € I mit f(&) =y.
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Beweis. Zunichst existieren nach Definition des Supremums und des Infimums u, v €
f(I) mit u < y < v. Wir wihlen a,b € I mit f(a) = u und f(b) = v, wobei wir ohne
Einschrankung a < b annehmen. Da [ ein Intervall ist, ist [a,b] C I. Wir setzen

M :={z €la,b]: f(x) <y} Cla,b).

Dann ist M # @ beschrankt und wegen der Folgenstetigkeit von f nach Bemerkung
3.11 auch abgeschlossen (also kompakt). Nach (3.4) ist

& :=supM = max M,

also f(&§) < y. Andererseits gilt wegen { < b und der Stetigkeit von f auch f|¢(x) —
f(&) fir x — & und mit f(z) > y fir x € (§,b] daher auch f(§) > y, wieder mit
Bemerkung 3.11. Also ist f(§) = y. O

Satz 3.31 (k-te Wurzeln)
Ist k € N, so ist die Funktion f : [0,00) — [0,00) mit f(z) = x* bijektiv. Man schreibt
Wy =" y) firy = 0.

Beweis. Mit I := [0,00) gilt 0 = f(0) € f(I) und aus f(z) = 2% — +oo fiir z — +oo
folgt sup; f = oco. Da f stetig ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz zu jedem y > 0
ein £ € I mit f(§) = y. Nach Satz 2.3 ist f zudem injektiv und damit bijektiv. a

Streng wachsende (bzw. fallende) Funktionen f : X — R sind bijektive Abbildungen
f:X = W(f) und f~1: W(f) — X ist ebenfalls streng wachsend (bzw. fallend).
Obwohl solche f im Allgemeinen nicht stetig sind, gilt

Satz 3.32 FEs sei I C R ein Intervall und es sei f : I — R streng wachsend. Dann ist
L W(f) — I stetig.®

Beweis. Es seien u € W (f) N W(f) und € > 0 gegeben. Wir setzen t := f~!(u). Ist
t # sup I, so existiert ein h = h, € (0,&) mit ¢t + h € I. Mit

6T i=0r=f(t+h)—u>0

32¢ine entsprechende Aussage gilt natiirlich fiir fallende f.
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gilt fiir alle v € Jmit u <v <u+0" = f(t+h)
0<f ) —ftuw)<fut+dé")—fru)=t+h—t=h<e.
Ist ¢t # inf I, so sieht man entsprechend: Es existiert ein 6~ > 0 so, dass

0< fH(u)—f () <e

fiir alle v € J mit u — 6~ < v < w. Damit ergibt sich |f~'(v) — f~'(u)| < e fiir alle
v e Jmit v —ul <§:=min{o",0 }. O

Bemerkung 3.33 Aus Satz 3.32 folgt, dass die Funktion [0,00) 3 z +— ¥z fiir jedes
k € N stetig ist. Allgemeiner ergibt sich: Ist I ein Intervall und ist f : I — R injektiv
und stetig, so ist nach dem Zwischenwertsatz J := W(f) ein Intervall und f streng

wachsend oder fallend ([U]). Nach Satz 3.32 ist die Umkehrfunktion f=': J — I stetig
(und ebenfalls streng wachsend oder fallend).

Definition 3.34 Es seien X # () eine Menge und f : X — R. Man sagt, f wird
maximal oder f hat ein globales Maximum, falls

m)z(ixf = rggch(w) := max f(X)

existiert, d. h. falls ein a € X existiert mit f(a) > f(z) fiir alle z € X. Dann sagt
man auch, dass f an a maximal wird oder dass f an a das Maximum annimmt.
Entsprechend sagt man, f wird minimal oder f hat ein globales Minimum, falls

n}}nf :=min f(x) := min f(X)

zeX

existiert, d. h. falls ein @ € X existiert mit f(a) < f(x) fir alle 2 € X. Dann sagt man
auch, dass f an a minimal wird oder dass f an a das Minimum annimmt.

Ist M C X, so sagt man, dass f maximal auf M wird, falls f|;; maximal wird und
dass f minimal auf M wird, falls f|;; minimal wird.

Beispiel 3.35 Die stetige Funktion C 3 z — 2% (siehe Abbildung 3.14) wird an 0
minimal aber nicht maximal. Die beschrinkte und stetige Funktion R > z + 1/(1+2?)
wird maximal an 0, aber nicht minimal und R 3 x — z/(1+4|z|) ist ebenfalls beschrénkt

und stetig, wird aber weder maximal noch minimal
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Abbildung 6: z + /(1 + |z|), x — 1/(1 + 2?).

Mit Satz 3.29 und (3.4) erhélt man

Satz 3.36 Es seien X C K kompakt und f : X — R stetig. Dann wird f sowohl

maximal als auch minimal.

Bemerkung und Definition 3.37 Ist X C K und ist f : X — C, so heifit f
gleichmiBig stetig, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit |f(z) — f(2)] < ¢
fiir |z — 2'| < §. GleichméBig stetige Funktionen sind stetig, es gibt aber stetige Funk-
tionen, die nicht gleichméBig stetig sind, wie etwa R 5 x +— 2% oder (0,1] 3 = — 1/z.

Satz 3.38 Ist X C K kompakt und ist f : X — C stetig, so ist f gleichmdjffig stetig.

Beweis. Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann gibt es ein € > 0 so, dass zu
jedem n € N Punkte z,, 2/, € X existieren mit | f(z,)— f(z],)] > € und |z, —2!,| < 1/n.
Die Folge (x,) hat eine konvergente Teilfolge (x,)ne; mit Grenzwert ¢ € X. Wegen
|z, — | <z, — 2| + |2}, — c| < 1/n+ |z, — c| konvergiert auch (z]),e; gegen c. Da
f (folgen-)stetig ist, erhélt man die widerspriichliche Aussage

e < [f(@) = flaa)l < [f(25) = ()| + [f(e) = fan)] = 0

firnel. O
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4 Reihen und elementare Funktionen

Bemerkung und Definition 4.1 Es sei (ax)r>nm eine Folge in K. Fiir n > m heift
Sp = Zak =!Gyt Fay
k=m

die n-te Partialsumme oder Teilsumme der Folge (ay). Die Folge (s,)n>m nennt
man die mit der Folge (a;) gebildete Reihe.?* Die a;, heilen dann Reihenglieder.

Ist die Folge (s,) konvergent, so heifit lim s, der Reihenwert und man schreibt
n—oo

oo
g ar ;= lim s,
n—oo

k=m

oo
Traditionell wird neben dem Reihenwert auch die Teilsummenfolge (s,) mit > ay
k=m
bezeichnet. Das ist ganz praktisch, weil man dann kurz von Konvergenz oder Divergenz
oo
von Y. ay sprechen kann.?!
k=m

oo oo
Ist n > m,soist > a; genau dann konvergent, wenn Y a; konvergiert, und in diesem

. k=n k=m
Fall ist
00 00 n—1
E ap = E Q. — E ag.
k=n k=m k=m
Fiir Konvergenzuntersuchungen ist es also unwichtig, wie die untere Summationsgrenze

aussieht. Auflerdem folgt daraus, dass im Falle der Konvergenz die Reihenreste ) ay
k=n

eine Nullfolge bilden. Durch Anwendung von Satz 3.10 ergibt sich zudem: Sind > ag

k=m

und > by konvergent und A € K| so sind auch )’ (ax + b;) und > Aay konvergent
k=m k=m k=m
mit

Z(ak—kbk):z:ak—l—Zbk und Z)\ak:)\Zak
k=m k=m k=m

k;:m k=m

33In der Schule und in vielen Foren spricht man auch von Zahlenreihen, wenn man Zahlenfolgen
meint. Bitte lassen Sie sich dadurch nicht verwirren. Die Folge (ax) ist etwas ganz anderes als die
Folge (s,,).
o0
34Man beachte aber, dass das Symbol " aj damit zwei Bedeutungen hat: Erstens steht es fiir die

k=m
Folge (s,) der Teilsummen und zweitens (im Falle der Konvergenz) fiir ihren Grenzwert.
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Bemerkung 4.2 Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe ist, dass
die Reihenglieder eine Nullfolge bilden, denn mit s, := > a; und s:= > a; gilt
k=m k=m
Ap = Sp — Sp—1 — s — s = 0.

Wir betrachten daher im Weiteren nur noch Nullfolgen (ay) in K.

Bemerkung und Definition 4.3 Fiir |¢| < 1 heiBt > ¢* eine geometrische Rei-
k=0
he. Wegen ¢"™! — 0 gilt nach der geometrischen Summenformel

- 1— g™t 1
qu: 1_q _>1_ )
0 q q

oo
Also ist die geometrische Reihe >~ ¢* konvergent mit
k=0

> 1
k _

Fiir ¢ = 1/2 ergibt sich > 1/2¥ = 2 und damit auch Y~ 1/2* = 1. Abbildung 7 ver-
k=0 k=1
anschaulicht die letzte Reihe als Grenzwert der Teilsummenfolge in Form von Recht-

eckflichen. Die grau unterlegte Fliche entspricht der Teilsumme s5.%°

Abbildung 7: ss.

35Das bekannte Paradoxon von Achilles und der Schildkréte deutet auf die Problematik, dass
ein endliches Zeitintervall in unendlich viele Zeitintervalle zerlegt werden kann; siehe https://www.
geogebra.org/m/zgnwhppe


https://www.geogebra.org/m/zqnwhppe
https://www.geogebra.org/m/zqnwhppe
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Bemerkung und Definition 4.4 Die Reihe ) 1/k nennt man harmonische Rei-

k=1
he. Wegen
27
ti= > 1/k>27/Y=1/2
k=27—-141

2m m
gilt som = > 1/k =1+ > t; > 1+ m/2 — oo. Also ist (s,) unbeschrénkt, d. h

k=1 Jj=1

die harmonische Reihe ist divergent. Insbesondere gibt es also Nullfolgen, fiir die die

entsprechende Reihe divergiert.
Wir betrachten Nullfolgen in R, die abwechselndes Vorzeichen haben.

Satz 4.5 (Leibniz-Kriterium) FEs seien (bg)r>0 eine fallende Nullfolge nichtnega-

tiver Zahlen und ay := (—1)*by. Dann ist die Reihe > aj konvergent mit fallender
k=0
Teilfolge (Sy)nean, 2° der Partialsummen und wachsender Teilfolge (Sy,)neany+1-

Beweis. 1. Wir zeigen zunéchst die Monotonieaussagen: Fiir ungerades n € N ist
Sn = Z(_l)kbk = (bo —b1) +(by —b3) + -+ (b1 —by) >0
k=0

und damit auch s, 1 = s, + b,r1 > 0. Weiter gilt fiir n > 2

<0, fall d
6 s = (—1)”_1(bn_1 RYE alls n gerade ‘
>0, falls n ungerade

Damit ist (s;,)necan, fallend und (s,)neon,+1 Wachsend.

2. Nach 1. und dem Hauptsatz tiber monotone Folgen existiert ein s € [0,00) mit
Sp, — s fiir n € 2N. Dann gilt auch s,,.1 = s, — b1 — s fiir n € 2N. Zusammen ergibt
sich s,, — s. O

Bemerkung und Definition 4.6 Nach Satz 4.5 ist die alternierende harmoni-

sche Reihe Y (—1)%/k konvergent, wihrend die harmonische Reihe nach Bemerkung
k=1
4.4 divergent ist.

36Fiir eine Teilmenge M eines Rings R und a,b € R schreiben wir aM + ¢ := {ax +b: 2z € M}.
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Von fundamentaler Bedeutung fiir die Analysis ist

Satz 4.7 Es sei (ag)k>m eine Nullfolge. Ist Y |ay| konvergent, so ist auch » ag
k=m k=m
konvergent und es gilt

k=m k=m

Beweis. Zunéchst gilt fiir die Teilsummen s, mit der Dreiecksungleichung

n oo
sl €Yl <Yl e,
k=m k=m

Also ist (s,,) beschrinkt und es gilt (4.1) wenn die Konvergenz nachgewiesen ist.
Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf} existieren ein s € K und eine Teilfolge (s, )ner
mit s, — s fiir n € I. Nun sei ¢ > 0 gegeben. Da Reihenreste eine Nullfolge bilden

(Bemerkung und Definition 4.1), existiert ein R > 0 mit »_ |ay| < € fiir n > R. Wéhlt
k=n

man N € [ mit |s — sy| <eund N > R, so erhélt man fir n > N

o0
|5 — sl < |s = sn| 4 [s0 = sv| < ls —sw|+ D Jax| < 2e.
k=N+1
Also gilt s, — s. O

o
Reihen fur die ) |ax| konvergiert, nennt man auch absolut konvergent. Wir betrach-
k=m
ten nun Reihen mit nichtnegativen Gliedern.

Bemerkung und Definition 4.8 (Majorantenkriterium) Ist (ay)r>nm eine Folge
in [0, 00), so ist die Teilsummenfolge (s,,) wachsend. Damit ist entweder (s,,) beschrinkt
und dann konvergent nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen mit

o0

g ar = sup s, < 00
neN
k=m

oder (s,) unbeschriankt mit s,, — oco. Man schreibt im zweiten Fall auch

)
E Qp — OQ.
k=m
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o
Ist (bg)k>n eine weitere Folge so, dass ax < by fiir K > N, so nennt man ) by eine

k=N
Majorante von ) aj. Ist Y by < 0o, so ist auch ) a; < 0o, denn aus
k=m k=N k=m
YSLED TS SN
k=N k=N k=N
n N—-1 n
folgt die Beschrianktheit der Teilsummen s, = Y ax = > ax + > ag.
k=m k=m k=N
Bemerkung 4.9 Mit Beispiel 1.19 ergibt sich
SE.
p—s (k—1)k
Ist 1 <deN,sogilt k4 > k* > (k — 1)k fiir K > 2. Nach dem Majorantenkriterium
gilt daher
— 1
k=1

Bemerkung 4.10 (Quotientenkriterium) Es sei (ax)r>nm eine Nullfolge nichtnega-
tiver Zahlen. Existieren ein ¢ < 1 und ein N € N mit a5 > 0 und agy;/ax < g fiir
k> N,soist Y ap < 0.

k=m

Denn: Induktiv ergibt sich a, < ¢* Nay = ang VN¢* fiir k& > N. Wegen

o
S ¢* < oo folgt die Behauptung aus dem Majoratenkriterium.
k=N

Bemerkung und Definition 4.11 Es seien ¢, := 1/k! fir £ € Ny und 2z € C*.
Wegen
ce|zM |z

= — 0
il 2|k k+1

ist die Reihe Y |2|*/k! nach dem Quotientenkriterium konvergent. Nach Satz 4.7 ist
k=0
damit auch die Reihe ohne Betrag konvergent. Dies gilt natiirlich auch fiir z = 0. Die

Funktion exp : C — C, gegeben durch

©  k
exp(z) := Z % (z€C),
k=0 "

heifit Exponentialfunktion. Nach Definition ist exp(0) = 1 und zudem exp(R) C R.



4 REIHEN UND ELEMENTARE FUNKTIONEN 45

Wir wollen Eigenschaften der Exponentialfunktion herleiten, die von fundamentaler
Bedeutung fiir die Mathematik sind.

Satz 4.12 Fiir alle z,w € C gilt
exp(z + w) = exp(z) - exp(w).

Beweis. Wir setzen s, (z) := ) 2*/k! fur z € C und n € N. Es reicht zu zeigen: Fiir
k=0
z,w € C gilt s,(2)sp(w) — $,(2 +w) — 0. Mit dem binomischen Satz ist

i J

sn(2)sn(w) = Z Zkf;); Z Z : ‘7;}| +sz' (m—k)!
kj<n m=0 k+j=m m=0 k=0
2n

also

s ()80 (w) = su(z +w)[ < ) %(!ZIHUJDT"

m=n+1

Wegen der Konvergenz von Y (|z| + |w|)™/m! ist die rechte Seite nach Bemerkung
m=0
und Definition 4.1 eine Nullfolge. Damit gilt s,,(2)s,(w) — s,(z +w) — 0. O

Bemerkung 4.13 Wegen
1 =exp(0) = exp(z — z) = exp(z) - exp(—=2)

gilt
exp(—2) = 1/ exp()
fiir z € C. Insbesondere ist exp(z) # 0. Induktiv ergibt sich aus Satz 4.12 damit auch

exp(mz) = (exp(2))™ (meZ). (4.2)
Fiir 0 < |z| <1 gilt weiterhin

exp(z)

-1 1 = 1
- _1):’23, ‘—"ka'—'z';(mzn_w (2= 0).
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also
(exp(z) —1)/z = 1 (z —0). (4.3)
Insbesondere ist exp stetig an 0. Fiir allgemeines a € C gilt damit

exp(z) = exp(a) - exp(z —a) = exp(a) (z — a)

Damit ist exp stetig. Wegen exp(]z]) > [2]?*1/(d + 1)! gilt schlieflich fiir beliebige
Polynome p mit (3.1)
p(z)/exp(lz]) =0 (z = w), (4.4)

d. h. exp(|z|) wachst fiir |z| — oo schneller als jedes Polynom.

- »

Abbildung 8: z — |22|/ exp(|z]).

Bemerkung und Definition 4.14 Wir betrachten die reelle Exponentialfunktion,
also exp |g. Fiir ¢ > s gilt

exp(t)/exp(s) =exp(t —s) > 1+ (t—s)>1

und damit exp(tf) > exp(s). Also ist exp streng wachsend auf R. Aus (4.4) folgt
exp(t) — oo fiir ¢ — oo und dann exp(t) = 1/exp(—t) — 0 fir t - —oo. Aus
dem Zwischenwertsatz ergibt sich

exp(R) = (0, )

und nach Satz 3.32 existiert die Umkehrfunktion von exp |g auf (0,00) und ist dort
stetig und streng wachsend. Diese Funktion nennt man die (natiirliche) Logarith-
musfunktion und schreibt dafiir In oder auch log. Aus Satz 4.12 folgt

In(st) = In(s) + In(t) (s,t>0)
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und aus (4.2)
In(t"™) = mln(t) (mezZ, t>0).

Mit (4.3) erhélt man

1 _exp(In(1+1/n))) —1
am(+1/n) - Wmi+im) "

also auch In((1 + 1/n)") — 1. Wegen der Stetigkeit von In ist damit In(e) = 1 bzw.
exp(1l) =e.

Definition 4.15 Nach (4.2) gilt fir a > 0 und m € Z
a™ = (exp(lna))™ = exp(m - Ina).
Man definiert fiir allgemeines z € C
a® :=exp(z-Ina) .

Insbesondere ist exp(z) = e?.

Satz 4.16 (allgemeine Potenzgesetze)

Es seien a,b > 0 und z,w € C. Dann gilt a*a® = a**" sowie a*b* = (ab)* und
insbesondere a™* = 1/a*. Auflerden gilt (a®)* = a** fiir ¢ € R und insbesondere /a =
a'’* fiir k € N.

Beweis. Es gilt

aca¥ = ezlnaewlna _ ezlna—i—wlna _ e(z+w) Ina _ a*tw

und

a*b* = ezlnaezlnb — ez(lnaJrlnb) — ezln(ab) — (ab)z.

Insbesondere ist a=?a* = a® = 1 und damit = = 1/a?.
Fiir ¢ € R ist weiter a° = ™% > 0 und damit (a®)* = e*!( = e®lna = g2,
Insbesondere ist (a'/*)* = @ und damit ¢/a = a'/*. ]

clna)
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Bemerkung und Definition 4.17 Die Funktion cos : C — C, gegeben durch
1 . B
cos z := cos(z) 1= §(e"z +e77) (z€C),
heifit Kosinusfunktion und die Funktion sin : C — C, gegeben durch

1
sin z := sin(z) :

':i(e —e ) (z€C),

Sinusfunktion. Damit gilt die Eulersche Formel
e = cosz +isinz. (4.5)

Aus der Stetigkeit von exp ergibt sich unmittelbar die Stetigkeit von cos und sin.

Weiter folgt aus der jeweiligen Definition sofort cosO =1, sin0 = 0 und

cos(—z) = cos z, sin(—z) = —sin 2. (4.6)

Satz 4.18 (Additionstheoreme) Fliir alle z,w € C gilt
cos(z + w) = cos z cos w — sin z sin w

und

sin(z 4+ w) = sin 2z cos w + cos z sin w

sowie
cos? z 4+ sin? 2z = 1.

Beweis. Wegen
(u+1/u)(v+1/v) + (u— 1/u)(v — 1/v) = 2(uv 4+ 1/(uv))
fiir u,v € C* ergibt sich mit u = e** und v = e
(eiz + efiz>(eiw + efiw> + (eiz . efiz)(eiw N efiw) _ 2(ei(z+w) + e—i(z+w)).

Nach Division durch 4 ergibt ich die erste Aussage. Die zweite erhélt man entsprechend
mit (u—1/u)(v+1/v)+(u+1/u)(v—1/v) = 2(uv—1/(uv)). Setzt man speziell w = —z
in der ersten, so ergibt sich cos? z + sin? z = 1 mit (4.6). O
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Bemerkung 4.19 Fiir z € C gilt ¢* = ¢# ([U]). Ist speziell t € R, so ergibt sich damit
wegen it = —it

P | 1. — |
cost = - (e +¢) =Re(e") R, sint = (e" —e) =Im(e") €R.
1

Folglich ist
lel*] = (cos®t +sin? )2 =1,

d. h. exp(iR) C S und damit auch |e?| = |e®e| = e fiir z = (s,t) € C.

Abbildung 9: s + it — Re(e*) = e® cost

Abbildung 9 zeigt den Realteil der komplexen Exponentialfunktion. Das Schwingungs-
verhalten der reellen Kosinusfunktion spiegelt sich wider im Verhalten des Realteils
der Exponentialfunktion entlang der imaginéren Achse.

Bemerkung 4.20 Man kann zeigen ([U]): Fiir z € C gilt

— (=DF : — (DF an
cos(z) = Z ((2133! 2z und  sin(z) = ; %z :

k=0 0

Fiir t € (0,/6) gilt damit 0 < t(1 — #2/6) < sint < t.
Denn: Wir setzen by, := t*1/(2k + 1)!. Wegen
br/br_1 = t2/(2k(2k + 1)) < t?/6 < 1
fiir k € N ist (bg) fallend. Also folgt aus Satz 4.5

0<t(l1—1t2/6) =5, <sint < sy ="t
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Abbildung 10: ¢ + sint (blau), t — ¢t und ¢ — (1 — t2/6).

Wir nutzen nun den Zwischenwertsatz und damit einmal mehr die Vollstandigkeit von

R, um die Kreiszahl 7 zu definieren. Dazu beweisen wir
Satz 4.21 Es existiert ein & € (0,2) mit e =i, also cos(§) = 0 und sin(€) = 1,

Beweis. Nach Bemerkung 4.20 ist sin1 > 5/6 > 1/1/2. Also ist
lcos1| = /1 —sin’1 < 1/V2.

Da cos stetig ist mit cos(0) = 1, existiert nach dem Zwischenwertsatz ein 7 € (0,1)
mit cos 7 = 1/v/2. Damit ist wegen sin7 > 0 auch sin7 = 1//2, also fiir £ := 27

e = (e)? = (cosT +isinT)? = (1 +1)?/2 =1i.

Bemerkung und Definition 4.22 Wir definieren die Kreiszahl 7 als
7m:=2inf{{ > 0: cos(§) = 0} < 4.
Da cos stetig ist mit cos(0) = 1 gilt 7 > 0 und
cos(m/2) =0.

Nach dem Zwischenwertsatz sowie cost = cos(—t) ist cost > 0 fir t € (—n/2,7/2).
Aus 1 = sin®*(7/2) und sin(r/2) > 0 ergibt sich sin(7/2) = 1 und damit

e17r/2 _ i,
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also auch —1 = e™ = cos 7 37 und 1 = *™ = cos(2n). Nach dem Zwischenwertsatz ist
cos([0,7]) = [—1,1]
und wegen sin(—n/2) = —1 auch
sin([—m/2,7/2]) = [-1,1].
Schlieflich ist damit
exp(i(—m,7]) =S.

Denn: Es sei w = (u,v) = u +iv € S. Dann existiert ein ¢ € [0, 7] mit
u = cost. Daher ist v2 = 1 — 4?2 = 1 — cos?t = sin®t. Im Fall v > 0 ist
v =sint und in Fall v < 0 ist v = sin(—t) und dann auch u = cos(—t).

Wie bereits angedeutet, sind im Kérper C Gleichungen der Form 2" = ¢ stets, also fiir

alle ¢ € C und n € N, lésbar. Jetzt konnen wir die Aussage auch beweisen:

Satz 4.23 Zu jedem n € N und jedem ¢ € C* existiert ein z € exp(R x i(—7/n, 7 /n))
mit 2" = c.

Beweis. Es sei ¢ € C*. Nach Bemerkung 2.18 existieren » > 0, ( € S mit ¢ = r(.
Nach Bemerkung und Definition 4.14 ist r = e° fiir ein s € R und nach Bemerkung
und Definition 4.22 ist { = €' fiir ein ¢ € (—7,7]. Mit w := s/n + it/n und z := e
ergibt sich 2" = (e¥/"H/m)" = e+t = %l = ., 0

Bemerkung und Definition 4.24 Sind (X, +) eine Halbgruppe, a € X und f :
X — Y so definieren wir o, f : X — Y durch

(0of)(x) := f(x +a) (x € X).

Fiir die Exponentialfunktion gilt o, exp = e®exp fiir alle a € C. Man nennt f pe-
riodisch mit Periode a (oder kurz a-periodisch), falls o,f = f gilt, d. h. falls
f(z +a) = f(z) fir alle x € X erfiillt ist. Nach Bemerkung und Definition 4.22
ist exp periodisch mit Periode 2i.

37Die Formel e™ + 1 = 0 kombiniert iiber die imaginire Einheit i in eleganter Weise die reellen
Zahlen 0,1, e und 7.
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Satz 4.25 Es gqilt
Opj2CO8 = —sin, 0,C08 = —cos und 09, COS = COS (4.7)

sowre
Or/28in = cos, Orsin= —sin  und oo, sin = sin. (4.8)

Auperdem ist sin ||_r2.5/9) streng wachsend und cos |[077T] streng fallend.

Beweis. Die Additionstheoreme besagen, dass fiir a € C
0, cos = cos(a) cos — sin(a) sin und 0, 8in = cos(a) sin + sin(a) cos

gilt. Mit cos(m/2) = 0, cosm = —1 und cos(27) = 1 sowie sin(7/2) = 1 und sin7 =
sin(27) = 0 (siche Bemerkung und Definition 4.22) ergeben sich (4.7) und (4.8). Wei-
terhin folgt fiir z,w € C aus dem zweiten Additionstheorem

sin(z + w) — sin(z — w) = 2 cos(z) sin(w) .
Also ergibt sich fiir s,t € R
sin(2t) —sin(2s) = sin(t + s+t —s) —sin(t + s — (t — s)) = 2cos(t + s) sin(t — s) .

Ist —m/4 < s <t <m7/4, sogiltt+s e (—n/2,7/2) und t — s € (0,7/2]. Nach
Bemerkung und Definition 4.22 sind sin(t — s) und cos(t + s) positiv. Also ist sin(2s) <
sin(2t). Damit ist sin |[_,/2,x/2] streng wachsend. Die Aussage fiir cos folgt mit (4.7) O

X 2 -1 t 1 2 3
!
~05F
£
I

Abbildung 11: sin und cos.

Bemerkung und Definition 4.26 Die nach Satz 3.32, Bemerkung und Definition
4.22 und Satz 4.25 auf [—1, 1] existierende, streng wachsende und stetige Umkehrfunk-
tion von sin|_./2x/2 heiBt Arkussinus (kurz arcsin). Entsprechend bezeichnet man
die auf [—1, 1] existierende und dort streng fallende und stetige Umkehrfunktion von

cos |jo,n mit Arkuskosinus (kurz arccos).
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Abbildung 12: arcsin und arccos.

Hinsichtlich der Eins-Stellen von exp und der Nullstellen der trigonometrischen Funk-

tionen hat man
Satz 4.27 Es gilt Z(exp —1) = 2miZ sowie Z(sin) = nZ und Z(cos) = nZ + 7/2.

Beweis. 1. Aus der 27i-Periodizitéit von exp und e® = 1 folgt Z(exp —1) D 27iZ.

Da cos streng fallend auf [0, 7] ist und cos(2m —t) = cos(—t) = cost fiir alle ¢ € R gilt,
ist cos(t) < 1 fiir alle t € R\ 27Z, also e # 1 fiir t € R\ 27Z. Ist nun z = s + it mit
e = 1, so gilt 1 = |e*| = e° und folglich s = 0. Damit ist e’ = 1, also t € 27Z, das
heifit z = it € 27iZ.

2. Es gilt 0 = 2isin z = e* — ¢7* genau dann, wenn e?* — 1 = 0 ist. Aus 1. ergibt sich
damit Z(sin) = 7Z und mit (4.7) dann auch Z(cos) = nZ + 7 /2. O

Bemerkung und Definition 4.28 Die Tangensfunktion tan : C\ (7Z+7/2) — C
und die Kotangensfunktion cot : C\ 7Z — C sind definiert durch

sin 2 CoS 2
tan z 1= , cotz ;= — .
Cos 2 sin z

Da Quotienten stetiger Funktionen stetig sind, sind die Funktionen tan und cot stetig
auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen. Weiterhin kann man zeigen, dass tan streng
wachsend in (—7/2,7/2) und cot streng fallend in (0, 7) sind mit W (tan |(_r/2.x/2)) =
W (cot |(0.) = R ([U]). Also existieren auf R die — dort stetigen — Umkehrfunktio-
nen, genannt Arkustangens (kurz arctan) beziehungsweise Arkuskotangens (kurz

arccot), mit entsprechenden Monotonieeigenschaften.
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Abbildung 13: z — Re(cot 2)

Bemerkung und Definition 4.29 Ist z € C*, so existieren nach Satz 4.23 mit n = 1
Punkte s € R und 6 € (—m, 7] mit 2z = e’ = e%?. Dabei ist 7 := ¢* = |z|. Nach
Satz 4.27 ist 6 durch z eindeutig festgelegt (ist ¢ = ¢, so ist €@~ = 1, also
0" = 0+ 2kr fiir ein k € Z). Man nennt arg z := 6 das Argument von z und das Paar
(r,0) = (|z|,arg z) die Polarkoordinaten von z. Damit ist

2 = |z]e!®8% = 1l = (rcosh, rsinb).

Unter Verwendung von Polarkoordinaten wird die Multiplikation komplexer Zahlen

sehr natiirlich: Sind z = re' und w = pe'?, so ist 2w = rpel®+¥).
\J1

Abbildung 14: Zehnte Einheitswurzeln.

Bemerkung und Definition 4.30 Es seien n € N und ¢ € C*. Nach Satz 4.23
existiert ein z € C mit 2" = c und arg z € (—n/n, 7/n]. Aufgrund der 27i-Periodizitét

von exp ist auch (ze*™/")" = ¢ fiir k € Z, wobei die n Zahlen
2, 1= ze?mik/n (k=0,...,n—1)

nach Satz 4.27 paarweise verschieden sind und alle Losungen der Gleichung darstellen.

Man nennt zy, ..., z,_1 die n-ten Wurzeln aus c. Im Fall ¢ = 1 spricht man auch von
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den n-ten Einheitswurzeln. So sind etwa +1 die zweiten Einheitswurzeln und +7, +1
die vierten Einheitswurzeln. Allgemein sind die n-ten Einheitswurzeln gegeben durch
2 = e¥™F/ fiir k = 0,...,n — 1. Abbildung 14 zeigt die zehnten Einheitswurzeln. 3

Die Existenz von Wurzeln bedeutet, dass Polynome p : C — C der Form p(z) = 2" —¢
stets Nullstellen besitzen. Wir zeigen nun ganz allgemein:

Satz 4.31 (Fundamentalsatz der Algebra)
Jedes nichtkonstante Polynom p: C — C hat eine Nullstelle.

Beweis. Angenommen Z(p) = @. Dann ist die rationale Funktion f := 1/p eine
stetige Funktion auf C. Nach Bemerkung und Definition 3.12 gilt f(z) — 0 fiir 2 — w.
Also existiert ein R > 0 mit |f(z)| < |f(0)] fir |z| > R. Nach Satz 3.36 wird |f|
maximal auf der kompakten Kreisscheibe Bg(0). Ist | f(a)| = maxp, () | f|, so ist wegen

|f(a)| > |f(0)] auch |f(a)| = maxc |f| und damit
[p(a)] = min |p|.

Wir kénnen ohne Einschrénkung a = 0 und p(0) = 1 annehmen (sonst betrachte man
p(z + a)/p(a)). Dann existieren ein m € {1,...,deg(p)}, ein ¢,, # 0 und ein Polynom
g mit ¢(0) = 0 und

p(z) =1+ 2™+ 2"q(2) .

Nach Bemerkung 4.30 existiert eine m-te Wurzel ¢ aus —|c,,|/¢y,. Damit ist
Lt em(rQ)™ =1 —r"[cn]
fir » > 0. Wahlt man r > 0 so, dass ™ < |¢,,,| und |[("q(r()| < |em|, so folgt
POl <1 —r"em| + 1" |em| =1,

im Widerspruch zu |p| > 1. O

38Geometrisch interpretiert sind die n-ten Einheitswurzeln die Ecken des dem Einheitskreis einbe-
schriebenen reguléren n-Ecks.
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5 Differenzierbarkeit und Extremstellen

Wir betrachten wieder Funktionen f : X — C, wobei X C K. Um das Verdnde-
rungsverhalten solcher Funktionen untersuchen zu konnen, brauchen wir einen iiber
die Stetigkeit hinausgehenden Glattheitsbegriff.

Bemerkung und Definition 5.1 Es seien X C K und f : X — C. Die Funktion f
ist stetig an der Stelle a € X’NX genau dann, wenn fiir die Funktion 7, f : (X —a) — C,
definiert durch

Taf(h) = (1af)(h) := fla+h) = f(a)  (heX —a),

abklingend ist an 0 ist.?” f heifit differenzierbar an der Stelle a, falls ein ¢ € C so
existiert, dass h +— (7,f(h) — ch)/|h| an 0 abklingend ist. Die Zahl

f'(a) == c = lim Taf(h) _ i, L@ = fla)

h—0 r—a Tr—a

(oder auch die Abbildung i + ch) nennt man Ableitung von f an der Stelle a.*°
Damit ist f genau dann differenzierbar an a, wenn 7,f an 0 differenzierbar ist, und
dann gilt f'(a) = (7.f)'(0). Ist g : X — C differenzierbar an a € X, so ist fiir A € C

auch \f + ¢ differenzierbar an a mit

(Af +9)(a) =Af'(a) + ¢'(a) .

Denn: fiir h € X —a gilt 7,(Af + g)(h) = A f(h) + 7ag(h). Damit ergibt
sich die Aussage nach Division durch A und Grenzwertbildung fiir A — 0.

f heiBt differenzierbar (auf X), falls f in jedem Punkt = € X differenzierbar ist. In
diesem Fall heifit die Funktion f’: X — C Ableitung von f. Ist a Nullstelle von f,
so nennt man a eine kritische Stelle von f.

Bemerkung 5.2 Ist f konstant, so ist f/ = 0. Sind n € N und f(z) = 2" fir z € C,
so gilt nach Satz 1.24

n—1

f(h) _ (2 + h n2—1 k n—1—k -1 -1
= z+h) 2" —>Zz” =nz""" (h—0).
h k=0 k=0
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Abbildung 15: b+ 71/2f (k) und h +— f'(1/2)h = h fiir f(z) = 22

Also ist f differenzierbar auf C mit f’(2) = k2*~!. Nach Bemerkung und Definition

d
5.1 sind beliebige Polynome p(z) = 3 ¢;2" differenzierbar auf C mit
k=0

d
P (z) = Z kepzt1 (z € C).
k=1

Ist etwa p(z) = 22% + 322, so gilt
P(2) =62+ 62 =62(z + 1).

Hier sind —1 und 0 die kritischen Stellen.

Bemerkung 5.3 Ist f differenzierbar an a, so ist wegen

7af(h)
h

f auch stetig an a. Die Wurzelfunktion = — +/z ist stetig auf [0, 00), aber wegen

Taf(h) =h

—0-f'(a)=0 (h—0)

Vh/h=1/Vh = +co (b —0)

nicht differenzierbar an der Stelle ¢ = 0.

Satz 5.4 Fiir A € C ist die Funktion fy : C — C mit f\(z) = e differenzierbar mit

Kz =A(z) (€0,

kurz (z = ) = (2 — Xe™?). Insbesondere ist exp’ = exp.

39Man nennt 7, f das Inkrement von f beziiglich a.
19Die Funktion h +— f(a) + ch nennt man auch Linearisierung von f an a.
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Beweis. Fiir A = 0 ist die Behauptung klar. Ist A # 0, so gilt fiir z € C mit (4.3)

T.fa(h)  Ta.exp(Ah) exp(Ah) — 1
N Y = Aexp(Az) v

— Aexp(Az) (h—0).

Beispiel 5.5 Die Funktionen sin und cos sind differenzierbar auf C mit
sin=cos und cos’ = —sin.

Denn: Mit A := +i folgt aus Satz 5.4
1

sin’(z) = 5(1 e — (—i)e ) = cos(z) (z € C).

Die Aussage fiir cos ergibt sich entsprechend.

Ist b > 0, so folgt wegen b* = e*'"® aus Satz 5.4

(z — bz)/ = (z — bzlnb).

Differenzialrechnung kann man sehr gut nutzen, um das lokale Verhalten differenzier-
barer Funktionen zu untersuchen. Eine erste Aussage ist

Definition 5.6 Es seien X C K und f: X — R. Ein Punkt a € X heifit Minimal-
stelle von f, falls ein 6 > 0 existiert mit

fl2)= fla)  (z€Us(a),

falls also f|u,(.) an der Stelle a minimal wird. Gilt > statt >, so spricht man von einer
strikten Minimalstelle. Der Punkt a heifit (strikte) Maximalstelle, falls a (strikte)
Minimalstelle von — f ist. Ist a eine Maximal- oder eine Minimalstelle von f, so nennt

man a auch eine Extremstelle von f.

Beispiel 5.7 Wir betrachten wieder das Polynom
p(z) = 2*(22 + 3) (x € R)

aus Bemerkung 5.2 mit den kritischen Stellen —1 und 0. Hier ist p(x) > 0 fiir x > —3/2.
Wegen p(0) = 0 ist 0 Minimalstelle. Aulerdem ist p(z) — 1 = (1 + z)?(2x — 1), also
p(z) <1 fir v < 1/2. Wegen p(—1) = 1 ist also —1 eine Maximalstelle von p. Man
beachte aber, dass p weder ein globales Maximum noch ein globales Minimum hat.
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Satz 5.8 Es sei f : (a, ) — R differenzierbar an a € («, 5). Ist a Extremstelle von

f, so ist a eine kritische Stelle.

Beweis. Ohne Einschrankung sei a eine Minimalstelle (sonst betrachte man —f).
Dann existiert ein ¢ > 0 mit 7, f(h) > 0 fiir |h| < 6. Wegen

Tof(h) | >0, falls 0 <h <§
h <0, falls —§<h <0

ist notwendig f'(a) = }llir% 1.f(h)/h = 0. O
—

Bemerkung 5.9 Kritische Stellen a sind nach Satz 5.8 die einzig mdglichen Extrem-
stellen differenzierbarer Funktionen auf (u,v). Das Verschwinden von f’ an a ist al-
lerdings lediglich eine notwendige Bedingung dafiir, dass a eine Extremstelle ist. So
ist etwa fiir f: R — R mit f(x) = 2 der Nullpunkt eine kritische Stelle, aber keine
Extremstelle.

Wir ergédnzen diesen Abschnitt und starten gleichzeitig die Vorlesung Analysis einer
und mehrerer Veranderlicher mit (weiteren) Rechenregeln fiir Ableitungen.

Satz 5.10 (Kettenregel)
Es seien X, U CK, f: X — C und ¢ : U — X. Ist ¢ differenzierbar an v und ist f

differenzierbar an a := ¢(v), so ist f o ¢ differenzierbar an v mit

(fow)(v) = f(a)g'(v) .

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Spezialfall v = 0 und f(0) = ¢(0) = 0. Ist
d(z) :== f(z)/x fir z € X \ {0} und §(0) := f/(0), so ist § : X — C stetig an 0, da
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f differenzierbar an 0 ist. Da ¢ stetig an 0 ist, gilt (d o ¢)(u) — f/(0) fir u — 0 mit
Satz 3.27, angewandt auf 0 statt f. Aus p(u)/u — ¢'(0) fir u — 0 ergibt sich

Yoo = A Gog)w) - ¢0)/0) (@ —0)

und damit (f o ¢)'(0) = ¢'(0)f"(0). Nun seinen v sowie a = ¢(v) und f(a) beliebig.
Dann gilt 7,(f o p) = 7,f o 1, (fiir w € U — v sind beide Seiten = f(¢o(u+v)) — f(v)
an der Stelle ) und damit nach dem Spezialfall

(To(f ©9))(0) = (7af) (0) (7o) (0) = f'(a) ' (v).
Also ist f o ¢ differenzierbar an v mit (f o ¢)'(v) = f'(a)¢'(v). O

Beispiel 5.11 Fiir g : C — C mit g(u) = sin(u?) gilt ¢’(u) = 2u cos(u?) nach Beispiel

5.5 und der Kettenregel, angewandt mit f(z) = sinz und ¢(u) = u?.

Satz 5.12 (Produktregel und Quotientenregel)
Es seien X C K und f,g: X — C differenzierbar an der Stelle a € X. Dann ist auch
f g differenzierbar an a mit

(f-9)'(a) = f(a) - gla) + f(a) - g'(a) .

Ist g nullstellenfrei, so ist f/g differenzierbar an a mit

(f/9)'(a) = f'(a)/g(a) — f(a)g'(a)/g"(a).

Beweis. Es gilt

Ta(f - 9)(h) = gla+h) - Taf(h) + fa) - Tag(h) ~ (h € X —a).

Nach Bemerkung 5.3 ist g stetig an a. Damit ergibt sich die erste Aussage nach Division
durch A und Grenzwertbildung fiir A — 0.

Es sei nun ¢ nullstellenfrei. Ist h(w) := 1/w, so gilt &' (w) = —1/w? fiir w € C* ([U]),
also mit der Kettenregel

(1/9)'(a) = (ko g)'(a) = W(g(a))g'(a) = —¢'(a)/¢*(a).
Aus der Produktregel folgt (f/g) (a) = f'(a)/g(a) — f(a)d'(a)/g*(a). O
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Beispiel 5.13 Aus Beispiel 5.5 und der Quotientenregel folgt
tan’ = sin’ / cos — sin cos’ / cos? = 1 + sin? / cos® = 1 + tan?

auf C \ (7Z + m/2) und entsprechend cot’ = —(1 + cot?) auf C \ 7Z

Satz 5.14 (Umkehrregel)

Es seien X C K und f : X — Y C C bigektiv. Ist f differenzierbar an der Stelle
a € X mit f'(a) # 0 und ist die Umkehrfunktion f~1 stetig an c := f(a), so ist f~!
differenzierbar an ¢ mit

(f) () =1/f(a) = 1/(f'(f(c)) -

Beweis. Ist (z,,) eine Folge in X mit a # z, — a (n — o0), so gilt aufgrund der
Stetigkeit von f an a und der Injektivitat auch f(a) # f(z,) — f(a). Also ist ¢ ein
Haufungspunkt von Y.

Es sei zunéchst a = ¢ = 0. Dann ist f~! stetig an 0. Also gilt f~*(u) — 0 (u — 0) und
folglich wegen f~!(u) # 0 fiir u # 0 mit Satz 3.27

) fNu 1

— (u—0).

u fU=H ) f(0)

Sind a, ¢ beliebig, so gilt 7.f ™! o 7,f = 7T4id;_, = id; und damit 7.f~! = (7, f) 7!, also

(f7) () = (7 71)'(0) = 1/(7a ) (0) = 1/ '(0).

~—

Bemerkung 5.15 Es seien X C Kund f: X — Y C C so, dass f' = go f mit einer
nullstellenfreien Funktion g : Y — C.* Ist f bijektiv mit stetiger Umkehrfunktion, so
gilt nach der Umkehrregel

(=1 o f)=1/g

41Gleichungen der Form f’ = g o f nennt man autonome Differenzialgleichungen.
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Beispiel 5.16 1. Mit f(s) := €® fiir s € R und g(¢) := ¢ fir ¢ > 0 und folgt aus
Bemerkung 5.15
In'(t) =1/t (t>0).

Damit ergibt sich fiir festes @ € C mit der Kettenregel auch die Differenzierbarkeit
von t 1% = et auf (0, 00) mit Ableitung

t— at®h

2. Mit f(s) = tan(s) fiir s € (—7/2,7/2) und g(t) := 1+ fiir ¢t € R gilt nach Beispiel
5.13 und Bemerkung 5.15

arctan’(t) (t € R).

1t

Entsprechend erhiilt man arccot/(t) = —1/(1 + t?) fiir t € R.

3. Bs gilt ([0])

arcsin’(t) = ! arccos'(t) = — = (t e (—1,1)).

VI—t2’ V112

Bemerkung 5.17 Ist f: R — R mit f(z) = 23, so ist f differenzierbar und bijektiv
mit stetiger Umkekrfunktion f~'. An der kritischen Stelle 0 von f gilt f(0) = 0, aber
f~!ist nicht differenzierbar an 0 (es gilt v/h/h — oo fiir h — 0).

Ist X ein Intervall und ist f : X — Y bijektiv, stetig und reellwertig, also Y C R, so ist
die Umkehrfunktion f~! nach Bemerkung 3.33 ebenfalls stetig. Sind X = (—m, 7] und
f: X — Smit f(z) = e, so ist f bijektiv und differenzierbar mit f'(z) = ie'® # 0
fiir alle z. Die Umkehrfunktion ist allerdings an der Stelle 1 nicht stetig ([U]) und
damit auch nicht differenzierbar. Man sieht also, dass man im Allgemeinen auf die

Stetigkeitsvoraussetzung an f~! in Satz 5.14 nicht verzichten kann.

Wir betrachten nun differenzierbare reellwertige Funktionen auf Intervallen.

Satz 5.18 (Rolle)

Es sei I = (o, B). Ist f : I — R stetig und ezistiert ein ¢ € RU {£oc} mit f(z) — ¢
fir x — a und x — B, so wird f maximal oder minimal. Ist f differenzierbar, so hat
f eine kritische Stelle.
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Beweis. Denn: Ohne Einschréankung sei f nicht konstant und u € I mit f(u) # c. Ist
f(u) > ¢, so existiert ein kompaktes Intervall K C I mit v € K und f(u) > f(z) fur
x € I\ K. Nach Satz 3.36 wird f maximal auf K. Ist a € K so, dass f(a) > f(x) fur
x € K, so ist auch f(a) > f(z) fiir x € I. Damit wird f maximal auf I. Ist f(u) < ¢,
so wird entsprechend f minimal. Insbesondere hat f stets eine Extremstelle. Ist f

differenzierbar, so ist jede Extremstelle nach Satz 5.8 eine kritische Stelle. O

Es sei f : (o, 8) — C. Gilt f(z) — ¢ € C fir x — « so schreiben wir f(a™) fiir den
(rechtsseitigen) Grenzwert c. Entsprechend schreiben wir f(57) = ¢, falls f(z) — ¢
fir v — B.

Satz 5.19 (Mittelwertsatz und erweiterter Mittelwertsatz)
Es seien I = (o, B) und f : I — R differenzierbar und so, dass f(a™) und f(57)
existieren. Ist I beschrdnkt, so existiert ein T € I mit

FB7) = fla®) = f(7)(B - a).

Ist g : I — R differenzierbar und so, dass g(a™) und g(8~) existieren, so existiert ein
Tel mit

Beweis. Wir zeigen zunéchst die zweite Aussage. Dazu betrachten wir die Funktion
¢ : 1 — R mit

e(t) == (f(B7) = flah)g(t) — fF(t)(g(B7) — gla™))  (te ).

Da p(87) = p(a™) = f(aT)g(B7)— f(57)g(a™) gilt, folgt die zweite Aussage aus Satz
5.18 mit ¢ statt f. Die erste ergibt sich aus der zweiten indem man g = id; setzt. O

Satz 5.20 Es seien I ein Intervall und f : I — R stetig auf I und differenzierbar im
Inneren I° von 1.2 Ist f' > 0 auf I°, so ist f wachsend auf I. Ist dabei f' > 0, so
ist f streng wachsend. Eine entsprechende Aussage gilt mit fallend statt wachsend und
mit < bzw. < statt > bzw. >. Insbesondere ist f konstant falls f' = 0 ist.

42Das Innere I° von I ist I ohne Randpunkte.
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Beweis. Es sei f/ > 0. Sind s,t € I mit s < ¢, so existiert nach dem Mittelwertsatz
(Satz 5.19) ein 7 € (s,t) mit f(t) — f(s) = f'(7)(t —s) > 0. Also ist f(s) < f(t). Ist
dabei f'(7) > 0, so ist f(s) < f(t). Durch Anwendung auf —f ergibt sich die zweite
Aussage. Ist f wachsend und fallend, so ist f konstant. O

Beispiel 5.21 1. Es sei f : R — R mit
f(z) = 22° + 322 (r € R)
(vgl. Bemerkung 5.2 und Beispiel 5.7). Dann gilt
>0, fiirze (—oo,—1)

fl(x) =6x(x+1)< <0, firaze (—1,0)
>0, firz € (0,00)

Nach Satz 5.20 ist f streng wachsend auf (—oo, —1], streng fallend auf [—1,0] und
streng wachsend auf [0, co).
2. Die hyperbolischen Funktionen cosh und sinh sind definiert durch

cosh(z) := (e + e %)/2, sinh(z) := (e — e %) /2 (z € C).

Wegen sinh’ = cosh > 0 auf R ist die Funktion sinh |g nach Satz 5.20 streng wachsend.
Mit sinh(0) = 0 ist insbesondere sinh > 0 auf (0, 00) und sinh < 0 auf (—o0,0). Wegen

Abbildung 16: cosh auf dem Intervall [—2,2].

cosh’ = sinh ist cosh |z nach Satz 5.20 streng wachsend auf [0, 00) und streng fallend
auf (—oo, 0].43

43Sind @ < 0 < b, so ist der Graph von cosh \[a,b] eine sogenannte Kettenlinie. Sie beschreibt den

Durchhang einer an ihren Enden (a,cosh(a)) und (b, cosh(b)) aufgehiingten Kette unter Einfluss der
Schwerkraft.
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Bemerkung 5.22 (Vorzeichenwechsel-Kriterium) Es seien [ ein Intervall, f : [ — R
stetig und a € I. Existiert ein 6 > 0 so, dass f differenzierbar auf U(;(CL) ist mit /' <0
auf I N (a—d,a) und " > 0 auf I N (a,a+ J), so ist a eine Minimalstelle von f. Gilt
f'>0auf IN(a—0d,a) und f' <0 auf I N (a,a+ ), so ist a eine Maximalstelle von
f. Ist hierbei f’ < 0 beziehungsweise f’ > 0, so ist das Extremum strikt.

Denn: Es reicht, den ersten Fall zu betrachten. Der zweite ergibt sich wieder
durch Anwendung des ersten. auf — f. Nach Satz 5.20 ist f wachsend auf
I'Nfa,a+¢) und fallend auf I N (a — ¢, a]. Damit ist a eine Minimalstelle.
Gilt dabei jeweils die strikte Ungleichung, so ist das Minimum strikt.

Beispiel 5.23 Fiir f : R — R mit f(z) = 22° + 32? sind nach Beispiel 5.21 und
Bemerkung 5.22 der Nullpunkt eine strikte Minimalstelle und —1 eine strikte Maxi-
malstelle. Fiir cosh | ist 0 eine strikte Minimalstelle. Hier wird cosh |z sogar minimal
an 0, d. h. die Funktion nimmt an 0 das Minimum an.

Bemerkung und Definition 5.24 Es seien X € K mit X € X' und f : X —
C. Mit f© := f definiert man hohere Ableitungen rekursiv: Ist n € N und f*~1
differenzierbar, so heifit f n-mal differenzierbar und die Funktion

fO = (VY. X 5 C

die n-te Ableitung von f. Dabei schreibt man meist f” := f® und " := f®. Ist
f) stetig, so sagt man, f sei n-mal stetig differenzierbar und existiert f fiir
alle n € N, so sagt man, f sei beliebig oft differenzierbar. Im Fall X C R schreiben
wir C"(X) fiir die Menge aller n-mal stetig diffenzierbaren Funktion f : X — C und
C®(X) = N,eny C"(X). Damit haben wir fiir n € N die Inklusionskette

C®(X) € C™H(X) € C"(X) € CV(X) = O(X),

wobei samtliche Inklusionen strikt sind ([U]).

Nach Satz 5.8 sind Extremstellen bei differenzierbaren Funktionen auf (a, ) stets

kritische Stellen. Eine hinreichende Bedingung ergibt sich unter Zuhilfenahme von f”:

Satz 5.25 FEsseienl = («, 8), f: I — R zweimal stetig differenzierbar und a € I eine
kritische Stelle. Gilt f"(a) > 0, so ist a eine strikte Minimalstelle und gilt f"(a) < 0,
s0 st a eine strikte Mazimalstelle.



5 DIFFERENZIERBARKEIT UND EXTREMSTELLEN 66

Beweis. Es sei f”(a) > 0. Da f” stetig an a ist, existiert ein § > 0 mit f”(z) > 0 fur
alle x € Us(a). Damit ist f’ nach Satz 5.20 streng wachsend auf Us(a). Aus f'(a) =0
folgt f' > 0 auf IN(a,a+0) und f* < 0 auf IN(a—4,a). Nach dem Vorzeichenwechsel-
Kriterium (Bemerkung 5.22) hat f an a ein striktes lokales Minimum. Der Fall f”(a) <
0 ergibt sich durch Anwendung auf —f. O

Beispiel 5.26 Wir betrachten noch einmal die Funktionen aus Beispiel 5.21 und Bei-
spiel 5.23. Fiir f(z) = 22® + 32% gilt f”(z) = 12z + 6, also f”(0) = 6 > 0 an der
kritischen Stelle 0 und f”(—1) = —6 < 0 an der kritischen Stelle —1. Nach Satz 5.25
ist 0 eine strikte Minimalstelle und —1 eine strikte Maximalstelle.

Da cosh” = cosh > 0 auf R gilt, ist die kritische Stelle 0 von cosh |z eine strikte
Mimimalstelle.

Als Anwendung des erweiterten Mittelwertsatzes erhélt man eine Methode fiir die
mogliche Berechnung von Grenzwerten:

Satz 5.27 (Regeln von de ’Hospital)
FEs seien I = (o, ) und f,g: 1 — R differenzierbar mit

fla™)=gla™)=0 oder g(z)— +oo (z— a).
Hat g keine kritischen Punkte und gilt
(f'/g)(t) = ce RU{£o0}  (t = a),

so folgt
(f/9)(x) ¢  (z—a).

Fine entsprechende Aussage gilt fiir Grenzwerte x — 3.

Beweis. 1. Es gelte f(at) = g(a™) = 0. Ist € I, so ist nach dem Satz von Rolle
g(x) = g(x) — g(a™) # 0, da g keine kritischen Punkte hat. Nach dem erweiterten
Mittelwertsatz (Satz 5.19) existiert ein 7(x) € (o, x) mit

(@) _ flz) = fla®) _ flx)
g(r(x)  glx) —gla*t)  glx)
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Dabei gilt a < 7(z) = «a (x — «). Mit Satz 3.27 folgt

(f/9)(x) = (f'/g)(r(z)) = ¢ (z—a)

2. Es gelte g(x) — oo. Ist € > 0 gegeben, so existiert ein 6 > 0 mit g(t) > 0 und
(f'/g)(t) € Uc) fiir t € Us(a).* Wir withlen ein a € Us(a). Ist a < = < a, so
existiert wieder nach dem erweitertem Mittelwertsatz ein 7(x) € (x,a) mit

also

und folglich
@) S
gx)  glz)  g'(r(z))
Nach Voraussetzung gilt f(a)/g(z) — 0 und g(a)/g(z) — 0 fir x — at. Wegen
(f'/d")(1(x)) € Uc(c) existiert ein n > 0 mit (f/g)(x) € Us(c) fir v € Uy, (a). Dae >0
beliebig war, folgt die Behauptung. O

Beispiel 5.28 Fiir alle 9 > 0 gilt

lim — =0 und lim2°lnz =0,
r—00 $5 x—0

das heit, die Logarithmusfunktion wichst langsamer als jede Potenzfunktion z +— 2°
mit positivem ¢§. Dies ist eine Variante der Aussage, dass exponentielles Wachstum
stérker ist als polynomiales.

Denn: Mit f(z) = Inz und g(x) = 2° fiir x > 0 gilt 2° — 400 fiir + — +o0

" flay a1
T x”
g'(z) Tl o 0 (&= oo).

Also folgt die erste Behauptung mit Satz 5.27. Die zweite ergibt sich aus

der ersten durch Ersetzen von « durch 1/z.

Y“Dabei ist U,(£o0) := {z € R: 2 > 1/p}.
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6 Integrale und der Fundamentalsatz der Analysis

Die Integralrechnung entstand urspriinglich aus der Frage nach der Definition und
der Berechnung von Flicheninhalten. Ahnlich wie bei der Differenzialrechnung wer-
den wir Integrale iiber einen gewissen Grenzprozess einfiihren. Dazu betrachten wir
zunéchst besonders einfache Funktionen, fiir die wir eine Art orientierte Flache unter
den Graphen in sehr natiirlicher Weise definieren konnen.

Bemerkung und Definition 6.1 Es seien a,b € R mit a < b. Eine endliche Menge
E nichtleerer Intervalle I C [a, b] heifit eine Intervallzerlegung oder kurz Zerlegung
von [a, b], falls die Intervalle paarweise disjunkt sind (also I NJ = & fir I, J € E mit
I# J)und [a,b] = |J;cp I gilt. Eine Funktion ¢ : [a,b] — C heiit Treppenfunktion
(auf [a,b]), falls eine Zerlegung E von [a,b] so existiert, dass ¢ konstant auf jedem
Intervall I € E ist, d. h. falls fiir I € E Konstanten ¢(/) = ¢,(/) € C existieren mit

@ch(I)JI.

IeE

Eine Zerlegung, zu der entsprechende Konstanten ¢(I) existieren, nennen wir zuléssig
fiir die Funktion . Wir schreiben T'la,b] fiir die Menge der Treppenfunktionen auf
la,b].

Beispiel 6.2 Wir betrachten [a,b] = [0, 1] und die Funktion ¢ = 1¢/2]. Dann ist ¢
eine Treppenfunktion und etwa

E :={[0,1/2],(1/2,1]}

eine zuléssige Zerlegung fiir ¢, wobei hier ¢([0,1/2]) = 0 und ¢((1/2,1]) = 1 gilt. Eine
weitere ist etwa
F={[0,1/2],(1/2,3/4], (3/4,1]},

wobei dann ¢([0,1/2]) = 0 und ¢((1/2,3/4]) = ¢((3/4,1]) = 1 gilt. Ubrigens ist auch
{[0,1/2],(1/2,1),{1}} zuléssig, da einpunktige Intervalle nicht ausgeschlossen sind.

Bemerkung und Definition 6.3 Es seien E und F Zerlegungen von [a,b]. Dann
heift
ENF:={InJ:1€E JeF InJ+o),
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die gemeinsame Verfeinerung von F und F'. Die gemeinsame Verfeinerung ist eben-
falls eine Zerlegung von |a, b].

Sind ¢ und ¥ Treppenfunktion und ist E zuléssig fiir ¢ sowie F' zuléssig fiir ¥, so ist die
gemeinsame Verfeinerung £ A F zuléssig fiir ¢ und ¢. Sind ¢,(K) € C beziehungsweise
cy(K) € C fir K € EAF wie in Bemerkung und Definition 6.1, so ist ¢ + ¢ konstant
= c,(K)+cy(K) auf K. Also ist ¢ 41 eine Treppenfunktion. Klar ist, dass fiir A € C
auch Ay eine Treppenfunktion ist. Damit ist T'[a, b] ein Teilraum des linearen Raumes
Abb([a, ], C)."

Bemerkung und Definition 6.4 Ist X C K, so nennt man
diam(X) :=sup{|r — 2| : x,2’ € X}

Durchmesser von X. Ist [ ein Intervall, so heifit |I| := diam(/) die Linge von I.
Sind E eine Zerlegung von [a,b] und J C [a,b] ein weiteres Intervall, so gilt
7] =>"|In1|. (6.1)
I€E

Ist ¢ : [a,b] — C eine Treppenfunktion und sind F und F' zuléssig fiir ¢, so gilt
Oling=c(I)=c(J) fur I € Eund J € F mit I NJ # &. Wegen (6.1) ergibt sich

Yo=Y eK)Kl= el

JeF KeENF IeE

Damit ist die Zahl
/@—/ = e(l) |11,

I€E
genannt Integral von ¢ (auf [a, b]), unabhéngig von der Wahl der zuléssigen Zerlegung
auf der rechten Seite.

Beispiel 6.5 In der Situation von Beispiel 6.2 gilt fol o=> c) |I|=1/2.

Iek

Definition 6.6 Es seien X # @ eine Menge und L ein Teilraum des linearen Raumes
Abb(X,K). Ist £ : L — K linear, so sagen wir ¢ sei nichtnegativ falls ¢(f) > 0 fur
alle f mit f > 0 gilt. Aufgrund der Linearitét ist in diesem Fall ¢ auch monoton in
dem Sinne, dass ¢(g) < ¢(f) fiir alle reellwertigen f,g mit g < f gilt.

45Wir gehen ab nun davon aus, dass die Begriffe linearer Raum, Teilraum sowie lineare Abbildung
bekannt sind.
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Satz 6.7 Die Abbildung fab : Tla,b] — C ist linear und monoton. Auferdem ist fir
¢ € Tla,b] auch || eine Treppenfunktion und es gilt

b b
o] < [ el < 0 - apmaxol. (6.2)

Zudem gilt fabcp =[To+ ffgo fir T € [a,b].

Beweis. Es seien ¢, € Ta,b] und A € C. Sind E bzw. F' zuldssig fir ¢ bzw. 1, so
gilt

b
/ Co+1) = 3 Qepl) + co(K))K|

KeENF
b b
“ A Y wmIE Y Cw(K)|K|=>\/ ¢+/w.
KeEAF KeEAF a a

Folglich ist fab linear. Ist ¢ > 0, so ist ¢(/) > 0 fiir alle I € E und damit f:<p > 0.
Also ist fab nichtnegativ und damit auch monoton.

Weiterhin ist |p| = > |e(I)|1; und insbesondere || € Tla,b]. Mit der Dreiecksun-
I€E
gleichung ergibt sich die erste Abschitzung von (6.2) und mit || < maxj,y |¢| und

der Monotonie die zweite. Die letzte Aussage folgt mit ¢ = ¢ - 17 + ¢ - 17 und
[Te= f; @ - 1j4,,) sowie ff 0= f; ¢ - 1(rp) aus der Linearitét. ]

Wir werden nun allgemeinere Funktionen betrachten, die sich in geeigneter Weise durch
Treppenfunktionen anndhern lassen. Fiir diese Funktionen kénnen wir dann das Inte-
gral iiber die Integrale der entsprechenden Treppenfunktionen definieren.

Bemerkung und Definition 6.8 Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — C heifit
Regelfunktion (auf [a,b]), falls zu jedem ¢ > 0 eine Treppenfunktion ¢ existiert
mit supy, |f — | < e. Wir schreiben Rla, b] fiir die Menge der Regelfunktionen. Ist
(¢n) eine Folge in T'[a, b] mit supy, s |f — @nl — 0,%° so sprechen wir von einer Folge
approximierender Treppenfunktionen fiir f. Solche Folgen existieren genau dann, wenn
f Regelfunktion ist.

46

man sagt dann auch, dass die Folge (¢,,) gleichmifig gegen f konvergiert; siche Bemerkung und
Definition D.3.
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Satz 6.9 Firn e N undje€ {0,...,n—1} seien 7, € j/n+[0,1/n]. Ist f € C[0,1]
und p, € T00,1] definiert durch ¢, (1) := f(1) und

on(t) == f(Tjn) (tej/m+1[0,1/n),j=0,...,n—1),

so ist (yp,) eine Folge approximierender Treppenfunktionen fir f.

Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Nach Satz 3.38 existiert ein 6 > 0 mit |f(t) — f(s)| < e
fir |t —s| < 0.Ist n > 1/6 und ist t € [0,1), so existiert ein j € {0,...,n — 1} mit
t€j/n+100,1/n). Wegen |t — 7;,| < J ist damit

[f (@) = on(®)] = |f(t) = f(Tm)] <€

und mit f(1) = ¢,(1) folglich supy 1) |f — wn| < e. O

Abbildung 17: Treppenfunktion ;9 und fol ©10-

Beispiel 6.10 Wir betrachten f(t) = ¢ auf [0, 1]. Dann ist durch (p,) wie in Satz 6.9
mit 7;,, = j/n fir j = 0,...,n — 1 eine Folge approximierender Treppenfunktionen

auf [0, 1] gegeben. Hier gilt

/% ij/n 5/ +0,1/n)] Z%Z n_l)zé—%.

Bemerkung 6.11 Nach Satz 6.9 ist insbesondere jede Funktion in C[0, 1] eine Re-
gelfunktion. Ist [a, b] beliebig und f € Cla, b, so ergibt ich durch Anwendung auf die
Funktion g € C]0, 1], definiert durch g(t) := f(a + (b — a)t) fiir t € [0, 1], dass auch
f eine Regelfunktion ist. Man kann zeigen, dass auch monotone Funktionen auf [a, b]
stets Regelfunktionen sind ([U]).
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Satz 6.12 Es sei f eine Regelfunktion. Dann existiert ein ¢ € C so, dass fir alle Fol-
gen (Yn) approzimierender Treppenfunktionen die Folge (fab Un)n gegen ¢ konvergiert.
Beweis. Zu jedem n € N existiert zunéchst ein ¢,, € T'[a, b] mit

sup [f = ¢al £1/(n+1)%

Mit ¢ := 0 und a;, := f;(wk —pp_1) fiir k € Ngilt Y a = fab v, wegen der Linearitét
k=1
des Integrals und mit (6.2)

lak| < (b—a)sup |or — or—1] < (b—a)(sup|px — f| +sup |f — gr-1]) < 2(b—a)/k>.
[a,b] [a,b] [a,b]

Wegen der Konvergenz von Y 1/k? konvergiert auch 3 |ax| und nach Satz 4.7 damit
k=1 k=1

auch > ag, d. h. ( fab ¢n). Den Grenzwert nennen wir c. Ist nun (¢,) eine beliebige
k=1

Folge approximierender Treppenfunktionen fiir f, so gilt

‘/abson—/ab@bn

) b . b
also ¢ = lim = lim . O
n—00 fa ¥n n—00 fa wn

< (b—a)?uglwn — | < (b—a)(?uglson—fl +Tu5|f—wnl) — 0,

Bemerkung und Definition 6.13 Es seien f € Rla,b] und und (¢,) eine Folge
approximierender Treppenfunktionen fiir f. Man setzt

/abfrz /abf(t)dt = lim :son

und nennt f(f f das Regelintegral oder auch kurz Integral von f auf [a, b]. Dabei ist
der Wert unabhéngig von der speziellen Wahl der approximierenden Folge (¢,,). Nach
Beispiel 6.10 ist damit etwa

1 1
1 1 1
/id[01]:/ tdt = lim - — — = —.
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Satz 6.14 Die Abbildung f; : Rla,b] — C ist linear und monoton. Auflerdem ist fir
f € Rla,b] auch |f| eine Regelfunktion und es gilt

’/:f‘ﬁ/ab|f|ﬁ(b—a)s[£|f!- (6.3)

Fiir T € [a,b] ist zudem flo € Rla, 7] und f|ry € R[7,b] mit

/abfz/an+/be.

Schlieflich gilt: Aus f, € Rla,b] und supy,  |f — ful — 0 folgt f € Rla,b] sowie

[of

Beweis. Sind f,g € Rla,b] und A € C, so existieren approximierende Folgen von
Treppenfunktionen (¢,) bzw. (¢,) zu f bzw. g, so gilt

S[ug I+ 9 — (Apn + )] < || -S[ug |f — ¢l +s[u§]> lg — ¥n] = 0.

Also ist Af + ¢ € R[a,b] und mit Satz 6.7 gilt

/CLbAf+9=JLf20/ab<wn+wn>=A/abf+/a”g.

Aus | |f| = lenl | < |f — @nl folgt, dass auch |f| eine Regelfunktion ist und dass (|¢n|)
eine approximierende Folge fiir | f| ist. Mit Satz 6.7 ergibt sich

b b b b
[ =t | [ <t el = [
a n—oo a n—o0 a a

Ist nun f > 0, so gilt f;f = ff |f| > 0. Damit ist ff : R[a,b] — C nichtnegativ, also
wegen der Linaratitdt auch monoton. Aus [f| < supy,, |f] folgt wiederum f: If] <
supy |f1(b — a). Also gilt (6.3). Die Additivitdt bzgl. Teilintervallen ergibt sich in
dhnlicher Weise aus Satz 6.7, angewandt auf ¢,,.

Gilt supy, 4 [ fn — f| — 0 und sind ,, Treppenfunktionen mit supy, ; [ fn — ul < 1/n,
so folgt supy, [f — wul — 0, also f € Rla,b], und mit (6.3) auch |f:f - fab fol <

supg |.f — ful(b—a) — 0. O

Wir kommen zu zentralen Sétzen der eindimensionalen Analysis, die die Beziehung

zwischen der Differenzial- und der Integralrechnung herstellen.
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Bemerkung und Definition 6.15 Fiir f € Rla,b] setzt man [ f := —f: f. Au-
Berdem schreiben wir fiir allgemeine Intervalle I

R(I):={f:1—=C: flay € Rla,b] fir alle [a,b] C I}.
Sind f € R(I) und u,v,w € I, so gilt mit Satz 6.14

[o=fo]

Ist u € I fest, so nennen wir die Funktion Vf =V, f : I — C, definiert durch

/f (x €1),

die Integralfunktion von f (beziiglich u). Ist w € I, so unterscheiden sich die
Funktionen V, f und V,, f lediglich durch eine additive Konstante (genauer ist V, f =

Vol + [ f).

Beispiel 6.16 Sind I = R und f = 1jp ), so gilt

fow ldt =z, fallsz>0

Vof)(x) = ,
W) [E0dt =0, falls z < 0

also Vo f =1id - 1j9,»c). Man sieht: Anders als f ist 1 f stetig.

Satz 6.17 (Hauptsatz iiber Integralfunktionen)

FEs seien I ein Intervall, f € R(I) und u € I. Dann ist die Integralfunktion V f =V, f
stetig auf 1.27 Auflerdem gilt: Ist f stetig an der Stelle x € I, so ist V f differenzierbar
an x mit

V) (x) = f(z).

Beweis. Es sei « € [ beliebig. Dann existiert ein § > 0 so, dass J := IN[z—4, z+0] ein
kompaktes Intervall ist. Als Regelfunktion ist damit f beschréinkt auf J. Fiir h € J—x
gilt [z,z +h] C J *® und fz+hf (z)dt = f(z)h sowie

= [ [ o= [

4Die lineare Abbildung V : R(I) — C(I) nennt man Volterra-Operator auf R(I); daher das V.
BWir schreiben [u,v] := {u +t(v —u) : t € [0,1]} bzw. (u,v) == {u+t(v —u) : t € (0,1)} fiir die
Stecke zwischen w und v (mit bzw. ohne Anfangs- und Endpunkt), ganz allgemein fiir u, v in einem

Vektorraum.
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also

wvom -nrwi=| [ 00 - sy < ol s 17 - 71

[x,z+h]

Die rechte Seite ist abklingend fir A — 0 und damit gilt (7,V f)(z) — 0. Ist nun
[ stetig an , so ist sogar supy, .4 [f — f(x)| abklingend fiir h — 0 und damit f
differenzierbar an x mit (V f)'(z) = f(z). O

Wir haben bisher nur Integrale auf kompakten Intervallen definiert. Wir wollen jetzt
beliebige Intervalle betrachten — eine nicht zu unterschéitzende Erweiterung.

Bemerkung und Definition 6.18 Es seien [ ein Intervall, f € R(/) und a := inf I,
b:=supl. Ist I =[a,b] und ist u € I, so gilt wegen der Stetigkeit von V,, f

(V) 7) = Vala™) = (Vuf) (b) /f

Ist I beliebig, so nennt man f integrierbar auf I, falls (V,f)(a™) und (V,f)(b7)
existieren. In diesem Fall existieren nach Bemerkung 6.15 die beiden Grenzwerte fiir
jedes u € I, und die Differenz (V,f)(b~) — (Vo.f)(a™) ist unabhéngig von u. Die Zahl

t/f—i/f — (Vuf)(b7) = (Vaf)(a™)

heifit Integral von f auf 1.* Aus Satz 6.14 folgt, dass durch f fab f eine lineare
und monotone Abbildung auf dem linearen Raum der auf I integrierbaren Funktionen
definiert ist. Ist f > 0, so ist V,, f wachsend. Nach Satz 3.16 ist in diesem Fall f genau

dann integrierbar, wenn V, f beschrankt ist.

Bemerkung 6.19 Ist I beschrinkt und ist f : I — C differenzierbar, so ist auch Ref
differenzierbar mit (Ref)" = Re(f’). Sind a = inf I, b := sup I, so ergibt sich durch
Anwendung des Mittelwertsatzes auf Ref: Existieren f(a™) und f(b7), so gibt es ein
€ (a,b) mit
Re(f(b) — f(a")) = Re(f)()(b — a).

Damit erhélt man die Mittelwertungleichung: Es existiert ein 7 € (a, b) mit

[f(07) = f@)] < [F' (Db — a).

49Man spricht auch von einem uneigentlichen Integral und schreibt oft ff; ft)dt
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Denn: Ohne Einschréankung sei ¢ := f(b”) — f(a®) # 0. Ist g := (¢/||) f,
so ist |f'| = |¢| und es existiert ein 7 mit

el = ce/|c| = g(b7) — g(a™) = Re(g")(7)(b — a) < |¢'(7)|(b — a).

Insbesondere sieht man, dass aus f/ = 0 schon folgt, dass f konstant ist.

Bemerkung und Definition 6.20 Es seien X C K und f : X — C. Eine Funktion
F : X — C heiBt Stammfunktion zu f (auf X), falls F' differenzierbar ist mit F’ = f
auf X.

Ist I C R ein Intervall und sind F' und G Stammfunktionen zu f auf I, so ist
(F— G) = 0 auf I, und damit ist F' — G nach Bemerkung 6.19 konstant auf I,
mit anderen Worten, F' und G unterscheiden sich lediglich durch eine additive Kon-
stante. Ist f stetig, so sind nach dem Hauptsatz iiber Integralfunktionen (Satz 6.17)
die Integralfunktionen V, f auch Stammfunktionen zu f auf I. Insbesondere existieren
also in diesem Fall Stammfunktionen. Fiir (unstetige) Regelfunktionen sind Integral-

funktionen im Allgemeinen keine Stammfunktionen, wie etwa Beispiel 6.16 zeigt.

Der folgende Satz, der auch als Fundamentalsatz der Analysis bezeichnet wird, bein-

haltet das zentrale Ergebnis zur Berechnung von Integralen.

Satz 6.21 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung)
Es seien I ein Intervall, a := inf I, b := supl und f € C(I). Ist F' eine beliebige
Stammfunktion zu f auf I, so ist f genau dann integrierbar, wenn F(b™) und F(a™)

existieren, und dann gilt
b
| 1=F07) - Flat) = Pl

Beweis. Es sei u € I. Nach Bemerkung 6.20 ist auch V, f eine Stammfunktion zu f
auf I. Also ist F' — V, f konstant auf I und damit existiert fab f genau dann, wenn
F(a™) und F(b™) existieren, und in diesem Fall ist

/ = Vu)B7) = (Vuf)(a®) = F(b) — F(a*).
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Beispiel 6.22 Es seien a € C und f(t) = ¢t~ fiir £ > 0. Dann ist durch

tlfa
1
R@={1-a 7
Int, a=1

eine Stammfunktion F, zu f, auf (0,00) definiert. Es gilt [t!7%| = t!"%¢* und damit
fiir t — 0F
0, fallsRea<1

|Fa(t)] —
oo, falls Rea>1odera=1

und fir t = oo
0, falls Rea>1

| Fa(t)] — -
oo, falls Rea<1odera=1

Fiir Rea = 1 und o # 1 ist F, zwar beschrénkt, aber an 0 und oo existieren keine
Grenzwerte. Also ist f, nach Satz 6.21 genau dann integrierbar auf (0, 1], wenn Re a <

1 ist, und dann gilt
1

l—a

1
/ todt = Fu(t)|, =
0

Entsprechend ist f, genau dann integrierbar auf [1,00), wenn Rea > 1 ist, und in

00 o 1
/ T dt = Fo(t)|] =

diesem Falle ist

Hieraus folgt auch, dass f, fiir kein a auf (0, 00) integrierbar ist.

Satz 6.23 (partielle Integration)

Es seien I C R ein Intervall, a :=inf I, b:=sup I und f € C(I) sowie g € C'(I). Ist
F eine Stammfunktion zu f auf I und existieren (Fg)(b™) sowie (Fg)(a™), so gilt: fg
ist genau dann integrierbar auf I, wenn Fq' integrierbar auf I ist, und in diesem Fall

b b b
/fngg\a—/ Fy.

Beweis. Fg ist eine Stammfunktion zur (stetigen) Funktion fg+ F¢’. Nach Satz 6.21

18t

ist fg+ F¢' integrierbar mit

b
/ (fg+Fg') = Fgl..
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Ist nun etwa F'¢’ integrierbar, so ist auch fg = (fg+ F¢') — F'¢' integrierbar und es

b b b
/fngg\a—/ Fg'.

Entsprechendes gilt, falls fg integrierbar ist. O

gilt

Beispiel 6.24 (Fliche der Einheitskreisscheibe) Wir betrachten h(t) = 1/v/1 — t? auf
I = (—1,1). Dann gilt arcsin’ = h auf (—1,1). Da arcsin stetig auf [—1,1] ist, ist h
nach Satz 6.21 integrierbar und es gilt

1
= arcsin =T.
V1= -1

Dann existiert das Integral f_ll fg. Mit F(t) ;== t auf [-1,1] und ¢'(¢t) = —t/v/1 —t2
fiir t € (—1,1) ergibt sich mit Satz 6.23 und t* =1 — (1 — t?)

1 1 t2 1 dt 1
VI—2dt =tv1 - +/ dt:/ — | Vi—2a,
/_1 = V1 =12 V1= ),

also

2 \/1—t2dt:/ =
/1 1 V1—t2 "

Bemerkung 6.25 (Substitution) Es seien I ein Intervall und v : I — C differen-
zierbar. Ist f : y(I) — C und ist F' eine Stammfunktion zu f auf «(I), so ist F o~
nach der Kettenregel eine Stammfunktion zu (f o)y’ auf I. Sind f und 4 stetig, so
gilt nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung fiir u,v €

[ tewnwd = [ (o =P (6.4)

Ist 7 reellwertig, so ist (1) nach dem Zwischenwertsatz ein Intervall und wieder mit
dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung auch

/7:::)f=/uv(fov)v’-

Fiir I = [u,v] definiert man das Wegintegral von f lings v durch

/Vf:—/:wow.
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Bemerkung 6.26 (Mittelwertformel) Es seien a,b € K und f : [a,b] — C stetig.
Ist F eine Stammfunktion f, so ist mit y(t) := a+t(b—a) fiir t € [0, 1] wegen v(0) = a
und (1) = b sowie 7/(t) = b — a nach (6.4)

F(b)—F(a):(b—a)/o fla+t(b—a))dt.

Satz 6.27 (Taylor)
Es seien X C K, n € Ny und f : X — C eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion. Sind a,h € K mit [a,a + h] C X, so gilt
B - f(k)(a) k
f(a+h)—kz oh
=0

hn+1

/1(1 — )" f D (g + th) dt.
0

n!

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion. Fiir n = 0 gilt die Formel nach
Bemerkung 6.26 mit f" statt f und f statt F' sowie b := a + h. Gilt die Behauptung
fiir n — 1 und ist f (n+ 1)-mal stetig differenzierbar, so folgt mit partieller Integration

n—1 (k) n 1
fla+h) — / k"(a)hk:—(n}il)'/o (1—t)"" ™ (a + th)dt
Kl !
h" (I=)" PO
- (n—l)!<_ ¢ >(a+th)\;+h/0 e +1>(a+th)dt)
hn hn+1

= P [y i

Bemerkung und Definition 6.28 In der Situation von Satz 6.27 wird f*)(a)/k! fiir
k=0,...,n+1 der k-te Taylor-Koeffizient von f beziiglich a genannt. Das Polynom
T.(f,a), definiert durch

k) (g
Tam =3 T nee)
k=0 '

heifit das n-te Taylor-Polynom von f beziiglich a und
R.(f,a)(h) = fla+h) —T.(f,a)(h) (he X —a)

das n-te Restglied.
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Bemerkung 6.29 Sind g, w : [0,1] — R stetig und w > 0 mit ¢ := fol w > 0, so gilt
nach Satz 6.14

1
cmin g < w < cmaxgqg.
[0,1] 7= /0 9= [0,1] g

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein 7 € [0, 1] mit fol gw = cg(7). Fir w(t) =
(1—t)"ist c=1/(n+1). Sind X C R und ist f € C""(X) reellwertig, so ergibt sich
mit g(t) := f™*Y(a + th) die Existenz eines 7 € [0, 1] so, dass

1 1
/0 (1= )" F" ) (a + th) dt — /0 wg = i ~o(r) = %Hf(”“)(cwr h),
also mit £ := a + 7h und dem Taylorsatz
Ro(f.a)(h) = o b )
’ (n+1)!

Diese Darstellung des Restgliedes nennt man Lagrange-Form. Fiir n = 0 ergibt sich
die Aussage des Mittelwertsatzes.

Abbildung 18: cos h und T3(cos,0)(h) =1 — h?/2 auf (—m, 7).

Beispiel 6.30 Wegen cos®*) = (—1)* cos und cos®*~1 = (—1)Fsin gilt

Toni1(cos,0)(h) = Z %

fiir n € Ny (vgl. Bemerkung 4.20) und mit Bemerkung 6.29
|22

| cos h = Tonya(cos, 0)(h)| = [Ranta(cos, 0)(h)] < (2n +2)!

(h € R).

Der folgende Satz kann als Analogon zum Satz 4.7 in Verbindung mit dem Majoran-

tenkriterium gesehen werden.
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Satz 6.31 (Majorantenkriterium fiir Integrale)
Es sei I ein Intervall und a :=inf I, b := supl. Ist f € R(I) und ist g integrierbar
auf I mit |f| < g, so ist auch f integrierbar auf I mit

[l< ]

Beweis. Es seien ' :=V, f und G := V, g fiir ein u € . Sind s,t € [ mit s < t, so gilt

ko -rol=| [ 1< < [s=c0-cm <6 -66. 69

Insbesondere ist |F'(t)] < G(t) < G(b™) fiir beliebige ¢t > u (man wihle s = u). Ist (¢,)
eine Folge in I mit b > t,, — b, so hat (F'(¢,)) nach dem Satz von Bolzano-Weierstra8
eine konvergente Teilfolge (F'(t,))nen. Der Grenzwert sei c. Ist nun € > 0, so existiert
ein 0 > 0 mit G(b~) — G(t) < ¢ fiir t € Us(b). Wahlt man n € N mit |F(t,) —c| < ¢
und ¢, € Us(b), so folgt mit (6.5)

[F(t) = ] < [F(t) = Fta)| + |[F(tn) = ¢f SG(b7) = G(tn) + [F(tn) — cf < 2e

fir ¢t > t,. Damit ist ¢ = F(b~). Genauso sicht man, dass F(a™) existiert. Aus (6.5)
folgt dann auch | [7 f| = [F(b™) — F(a™)| < G(b™) — G(a*) = [ g. O

Bemerkung und Definition 6.32 Insbesondere ergibt sich aus Satz 6.31: Ist f €
R(I) (und damit auch |f]) und ist |f| integrierbar, so ist auch f integrierbar. Ist |f]
integrierbar, so sagen wir f sei absolut integrierbar. Wie bei Reihen gilt also: Ist f
absolut integrierbar, so ist f integrierbar. Auflerdem gilt dann nach Satz 6.31

\/abf(g/abm-

Man kann zeigen, dass die Funktion ¢ + sin(¢)/t integrierbar auf [1,00), aber nicht

absolut integrierbar ist ([U]). Also: Absolute Integrierbarkeit ist eine echt stérkere
Eigenschaft als Integrierbarkeit.
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Bemerkung und Definition 6.33 Es seien z € C mit Rez > —1 und f, : (0,00) —
C definiert durch f.(t) := e '*~1 Aus

|[frra(2)] = TR = 0

fir t — oo und fiir ¢ — 0 folgt mit Satz 5.18, dass |f,12| maximal auf (0, 00) wird.
Also existiert eine Konstante ¢ > 0 mit |f,(t)| < ¢/t fiir alle ¢ € [1,00). Aus Beispiel
6.22 und dem Majorantenkriterium, angewandt mit g(t) = c/t?, folgt die absolute
Integrierbarkeit von f auf [1,00). Weiter gilt

(O] < [#71] = el

Aus Beispiel 6.22 und dem Majorantenkriterium ergibt sich fiir Re(z) > 0 auch abso-
lute Integrierbarkeit von f auf (0, 1] und damit auf (0, 0o).

0 5 20 25 30

Abbildung 19: t — e~'/2 und t — e~t1/2,
Wir setzen C, := {z € C: Re(z) > 0}. Dann heifit die Funktion I' : C; — C mit
[(z) = / e 't*ldt (Re(z) > 0)
0

(Eulersche) Gammafunktion.

Abbildung 20: z — |I'(2)].

Mit partieller Integration erhilt man wegen t* — 0 fiir t — 0 und e~*¢* — 0 fiir t — oo

/ et dt = —e | — / —e N dt = 2 / e tt* L dt,
0 0 0 0
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also

F(z+1)=2-T(z) (Re(z) > 0) . (6.6)
Speziell gilt [(1) = [;%e~'dt = —e™*|* = 1, woraus sich wiederum mit (6.6) induktiv
I(n)=(n—1)!

fiir alle n € N ergibt. Die Gammafunktion ,interpoliert” also die Fakultiten; man
kann die Werte I'(z) als verallgemeinerte Fakultidten auffassen.

Bemerkung 6.34 Reihen kann man als Integrale auffassen. Ist (a)ren eine Folge
in C und definiert man f : [1,00) — C durch f(t) := a fir t € [k, k+ 1), so gilt

n—1

/ f= Z a, und Konvergenz der Reihe entspricht der Integrierbarkeit von f, mit

/mf:gak

1

im Fall der Konvergenz. Umgekehrt sei f : [1,00) — [0, 00) fallend und ay := f(k). Ist

so ist (d,) wachsend mit 0 < d,, < a;.

Denn: Aus ay, > f(t) > agyq fir t € [k, k+ 1] folgt aj > f:ﬂ f > apy1 und

damit
k+1
0<a — f<ap—ags-
k
Also ist
n-l1 k+1
=S [ =5 )
1 k=1
n—1
wachsend mit 0 < d,, < > (ax — axs1) = a1 — a, < ag.
k=1

Nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen existiert ein ¢ € [0, f(1)] mit d, — ¢
Insbesondere ergibt sich das Integralkriterium fiir Reihen: Ist f > 0 fallend, so ist

die Reihe ) f(k) genau dann konvergent, wenn f integrierbar ist.
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Beispiel 6.35 Es seien o > 0 und f(¢) := ¢~ fiir t > 1. Dann ist f fallend auf [1, c0)
und f > 0. Nach Bemerkung 6.34 existiert fiir o # 1 wegen

n l—a_l
/t‘o‘dt:—n
1 1 -«

nl= —1
1/ — —— — ¢,
1/ 11—« ¢

ein ¢, € [0, 1] so, dass

i
L

i

Nach Beispiel 6.22 und dem Integralkriterium ist die Reihe )  1/k* genau dann kon-
k=1
vergent, wenn « > 1 ist und in diesem Fall gilt wegen floo t=*dt =1/(a — 1) fiir

o0

((a) := Zl/k‘“

k=1

zudem 0 < ((a) — 1/(@—1) < 159 Im Fall & = 1 ist [["¢"'dt = Inn und damit
existiert ein ¢ € [0, 1] so, dass

i
L

—lnn —c.

e

e
Il

1

Der Grenzwert ¢ heifit Euler-Mascheroni Konstante.?!

50¢ ist die Riemannsche Zetafunktion, sieche D.11
51Giehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Euler-Mascheroni-Konstante.
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7 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

Wesentliches Ziel in diesem Abschnitt ist, Glattheitsbegriffe fiir Funktionen mehrerer
Variablen zu entwickeln. Wir starten allgemeiner

Bemerkung und Definition 7.1 Es sei (V,|-]|) ein normierter Raum iiber K (siche
Anhang E). Wir schreiben

Sy :={veV:|v|=1}

fiir die Einheitssphére in V. Einen Vektor v € Sy nennt man eine Richtung in V.
Fir a € V ist dann a + Kv = {a + Av : A € K} die Gerade bzw. Ebene durch den
Punkt a in Richtung des Vektors v. Weiter schreiben wir fiir a € V und p > 0

Uya):={z eV :|r—a| <p} und U,(a):=U,a)\ {a}.

Es sei nun M C V. Ein Punkt z € M heifit innerer Punkt von M, falls ein § > 0 mit
Us(a) C M existiert. Auerdem nennt man M offen, falls jeder Punkt in M innerer
Punkt von M ist.

Ist (x,) eine Folge in V, so heifit (x,) konvergent, falls ein ¢ € V so existiert, dass
die Folge (|z, — c|) abklingend ist. Man schreibt dann wieder kurz x, — c¢. Das
eindeutig bestimmte ¢ nennt man den Grenzwert der Folge. Wir sagen M C V
sei abgeschlossen, wenn fiir jede Folge (z,) in M mit z,, — ¢ auch ¢ € M gilt.5

Insbesondere ist Sy abgeschlossen.

Denn: Ist (v,) eine Folge in Sy mit v, — ¢ € V, so gilt auch |v,| — |¢]|
nach der umgekehrten Dreiecksungleichung. Also ist |c| = 1.

Schlielich heifit M kompakt, falls jede Folge in M eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in M hat. Kompakte Mengen sind stets abgeschlossen.

Bemerkung und Definition 7.2 Ist (F,|-|) ein normierter Raum, so heifit B C E
beschrinkt, falls ein R > 0 existiert mit B C Ug(0). Kompakte Mengen B sind
insbesondere beschrénkt.

52Man kann sich iiberlegen, dass dies genau dann der Fall ist, wenn E \ M offen ist.
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Ist X # @ eine Menge, so heifit f : X — E beschrinkt, falls die Bildmenge f(X)
beschrankt ist. Wir schreiben B(X, E) fiir die Menge der beschriankten Funktionen
von X nach E. Dann ist B(X, E) ein linearer Raum und durch

[fllx :=sup[f[  (f € B)
X

eine Norm auf B(X, F) definiert ([U]), genannt Supremumsnorm.

Im Weiteren seien V = (V|- |y) und E = (E, | -|) stets normierte Rdume iiber (dem
gleichen) K, wenn nichts anderes gesagt ist.

Bemerkung und Definition 7.3 Eine lineare Abbildung 7" : V' — FE nennt man
beschrinkt, falls T'(Sy ) beschrankt in E ist, mit anderen Worten, falls die Abbildung
T|s, beschrinkt ist.>® Wir schreiben L(V, E) fiir den (linearen) Raum der beschréinkten
linearen Abbildungen von V nach E. Sind T',S € L(V, E) und ist T'|s,, = Ss,,, so gilt
fiir b # 0 wegen v := h/|h| € Sy*

Th = |h|Tv = |h|Sv = Sh. (7.1)

Also ist T' durch die Werte auf Sy schon festgelegt. Indem man 7" mit T'|s,, identifiziert,

kann man L(V, E) als Unterraum von B(Sy, E') auffassen und dann ist durch

IT|| = [T [lv.e == sup |Tv] = [|Tls,
vesy

eine Norm auf L(V, E) gegeben. Man nennt || - || die Operatornorm auf L(V, E). Mit
(7.1) ergibt sich |Th| < ||T - |h| fir h € V.
Sind (U, |- |y) ein weiterer normierter Raum und S € L(U, V'), so folgt mit T'S := T oS
wegen |T'Suly < [T - |Suly < ||T - ||S]] fir u € Sy die Submultiplikativitéit der
Operatornormen, d. h.

ITs| < |7 - 11S]) (72)

53Man beachte, dass dies keinesfalls bedeutet, dass T beschriankt auf V ist!
54Meist schreibt man bei linearen Abbildungen kurz Th := T(h).
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Bemerkung 7.4 Wir betrachten V = K¢ und £ = K™, jeweils mit der euklidschen
Norm. Ist €4 = (0, 4)j=1.._a der k-te Einheitsvektor in K? und ist 7' : K¢ — K™ linear
sowie A := (Tey,...,Tey) € K™*4 % so gilt Th = Ah fiir h € K¢ Mit

11 ... Q14
A= (ajk) =
Am,1 -+ Qmgd
ergibt sich ([U])
max |a; x| < sup |Tv| < dy/'mmax|a; . (7.3)
j7k VESV j?k

Insbesondere ist T € L(K9 K™). Ist umgekehrt A € K™*4, so ist K¢ > h +— Ah € K™
linear. In dieser Weise entspricht K™*? dem Raum L(K? K™)% und man kann K™*4
mit der Operatornorm versehen. Insbesondere entspricht K¢ = K¢ dem Raum der

linearen Funktionale L(K? K) und dabei die Operatornorm der euklidschen.

Denn: Zu ¢ € K% ist h — ¢"h =: Th das entsprechende Funktional. Nach
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist |¢"v| < |c| fiir alle v € Sy, also
IT|| < |e|, und fiir v :=¢/|c| € Sy gilt T'v = (c¢"¢)/|c| = |c|, also ||T|| > |c|.

Aus (7.3) ergibt sich: Eine Folge (z,) = ((Z1n,---,%an))n in K¢ ist genau dann kon-
vergent, wenn die d Komponentenfolgen (z,,), in K konvergieren. Aus dem Satz von
Bolzano-Weierstraf3 folgt damit, dass Mengen M C K¢, die beschrinkt und abge-

schlossen sind, kompakt sind ([U]), d. h. der Satz von Heine-Borel gilt auch in K%.57
Insbesondere ist Sga kompakt.

Bemerkung und Definition 7.5 Es seien X C V und a € V so, dass Us(a) # @
fiir jedes 6 > 0. Man nennt dann a einen Haufungspunkt von X. Ist f : X — FE,
so sagt man f sei abklingend an a, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit
|f(x)| < e fiir alle 2 € Us(a). Ist ¢ € E, so schreiben wir wieder f(z) — ¢ fiir 2 — a,
falls f — ¢ abklingend an a ist, und nennen (das dadurch eindeutig bestimmte) ¢ € E
den Grenzwert von f an a, geschrieben ¢ =: lim,_,, f(z). Ist a € X, so heiit zudem
f stetig an q, falls f(x) — f(a) fiir x — a gilt. SchlieBlich heiit f kurz stetig, falls f
an allen Haufungspunkten stetig ist.

S%also eine (m x d)-Matrix mit Eintrigen in K
S6genauer: A — (h + Ah) ist ein Isomorphismus zwischen den linearen Riumen
5TMan kann zeigen, dass dies nur in endlich-dimensionalen Riumen der Fall ist.
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Definition 7.6 Es seien X C V offen, a € X und v eine Richtung. Ist f : X — E so,

dass
O f(a) = lim fla+uv) — f(a)

u—0 u

existiert, so heifit f v-differenzierbar an der Stelle a und 9, f(a) € E*® die Rich-
tungsableitung von f an der Stelle a in Richtung v. Im Fall V = K und v = 1
schreiben wir wieder kurz f'(a). Existiert 0, f(a) fir alle v, so heit f Gateaux-
differenzierbar an a.

Bemerkung 7.7 (affin-lineare und quadratische Funktionen) Es seien A € K™*¢ und
be K™ Ist f(z) := Ax + b, so gilt fiir jede Richtung v und v € K

fle+uv)— f(z) =A@ +uv) +b— Ar — b = uAv.

Also ist 0, f(x) = Av. Sind m = d und f : K¢ — K mit f(z) := 2" Az, so gilt fiir jede
Richtung v und v € K

flz+uv)— f(x) = (x+uv) Alz +uv) -2 Az
= uv' Ax +uz Av +u*v' Av

= ur' (A+ AT v +uiv Av

und daher 9, f(z) =z"(A+ AT)v.

Bemerkung und Definition 7.8 Ist V = K? und v = e;, der k-te Einheitsvektor
in der Situation von Bemerkung und Definition 7.6, so sagt man auch, f sei partiell
differenzierbar an a nach der k-ten Variablen. Dann schreiben wir auch 0 f(a) statt
Oe,, f (a) und sprechen von der partiellen Ableitung von f an a nach der k-ten Va-
riablen. Man sieht also: 0 f ist die Ableitung der Funktion xy — f(z1,..., 2k, ..., 2q)

bei festgehaltenen Variablen w1, ..., 25— und xp4q, ..., 24.%°

S8Weitere giingige Schreibweise sind (9f/0v)(a) und Dy f(a).

59Tm Falle d = 2 schreibt man fiir die Variablen traditionell oft (z,y) statt (21, x2). In diesem Falle
spricht man von den partiellen Ableitungen nach 2 bzw. y und schreibt auch df/dz oder f, sowie
0f/0y oder f,. Entsprechend schreibt man im Falle d = 3 oft (x,y, ) statt (21,2, 23) und 0f/0x,
0f /0y sowie Of /0z bezichungsweise fy, fy, f--
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Beispiel 7.9 Ist f(z,y) = 2 + y fiir (z,y) € R?, so gilt
O f(x,y) =2z und Oof(x,y)=1.
Ist f:R?®— R definiert durch f(z,y, z) = 23?23 , so gilt fiir (z,y,2) € R?

o f(z,y,2) = y*2°, Oof(z,y,2) = 2xy2* und Osf(z,y,2) = 3zy*2> .

Definition 7.10 Es seien X C R und @ € X. Ist f : X — R an a partiell differen-
zierbar nach allen Variablen, so heifit

o1 f(a)
Vf(a):=gradf(a) := : € R?
daf(a)

der Gradient von f an a. Ist Vf(a) = 0, so nennt man «a kritische Stelle von f.

Beispiel 7.11 Es seien A € R4 b€ R und c € R. Ist f(z) :==a Az +b"z + ¢, so
folgt Vf(x) = (A+ A")z + b aus Bemerkung 7.7 und im Fall A = AT damit

Vfi(x)=2Ax+0b (z € RY).

Hier sind die kritischen Stellen also die Losungen der linearen Gleichung Az = —b/2.

Bemerkung und Definition 7.12 Esseien a € V und v eine Richtung. Weiter seien
X Cc Voffen, f: X - E und U C K offen mit a + Uv C X. Ist g(u) := f(a + uv) fiir
uw € U und ist A € U, so existiert wegen

g(r+u) — g(N) = fla+ Av +uv) - fla+ Av).

fir u € U — X die Richtungsableitung 0, f(a + Av) genau dann, wenn ¢'(\) existiert
und dann ist

gd(\) =0y f(a+ Av).

Dies zeigt, dass im Falle und F = C (als K-Vektorraum) Richtungsableitungen nichts
anderes als Ableitungen von Funktionen einer reellen oder komplexen Variable sind.

Damit stehen die Ergebnisse der eindimensionalen Differenzialrechnung zur Verfiigung.
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Im Fall K = R und £ = R erhilt man aus Satz 5.8 etwa: Ist a + \v eine Extremstelle
von f, so ist
Ovf(a+ Av) =0.

Insbesondere ergibt sich fiir V = R? und A = 0 im Fall der Existenz des Gradienten
V f(a): Ist a eine Extremstelle von f, so ist V f(a) = 0, also a eine kritische Stelle.

d
Beispiel 7.13 Es sei f: R? - R mit f(z) =2"2z =Y 22 = |22 An 0 wird f strikt
k=1

minimal. Also ist O eine kritische Stelle. Genauer giltiv f(z) = 2x. Damit ist 0 die
einzige kritische Stelle.

Abbildung 21: f(z) = f(z,y) = 2 + 3y fiir |(z,y)| < 1 (Rotationsparaboloid)

Ist f(z,y) = 2° — ¢ fiir 2,y € R, so ist Vf(z.y) = 2(z,—y)", also wieder (0,0)
die einzige kritische Stelle. Allerdings ist (0,0) keine Extremstelle von f, sondern ein

sogenannter Sattelpunkt.

Abbildung 22: f(z,y) = 22 — ¢ fiir ||, |y| < 1

Im skalaren Fall impliziert Differenzierbarkeit von f die Stetigkeit. Wir wollen zeigen,

dass die Existenz der partiellen Ableitungen im Allgemeinen noch nicht die Stetigkeit



7 MEHRDIMENSIONALE DIFFERENZIERBARKEIT 91

von f impliziert und nutzen zunéchst die Gelegenheit, weitere Aussagen zu stetigen

Funktionen zu machen.

Bemerkung 7.14 Esseien X C V und f: X — FE stetig an a € X. Wie im skalaren
Fall gilt ([U]): Sind U ein normierter Raum, M C U sowie ¢ : M — X mit p(u) = a
fiir u — v, so gilt (fop)(u) — f(a) fir u — v. Durch Anwendung auf Folgen ¢ = (x,,)
in X sieht man: Ist f stetig und ist X kompakt, so ist f(X) kompakt. Ist V = K¢
und schreibt man ¢ = (p1,...,¢aq), so folgt aus (7.3), dass p(u) — a = (a1,...,aq)

dquivalent ist zu g (u) — ap fir k=1,...,d.

Beispiel 7.15 Es sei f : R?> — R definiert durch
LY
“9 . o T,y 7é 070
flx,y) = ¥+ w7 )-
0, (z,y) = (0,0)

Dann gilt fiir (z,y) # (0,0)
1 Y3 — 2y
Vi(z,y) = (22 + y?)? <x3 —azy?)
Aus f(t,0) = f(0,t) = 0 fur alle t € R folgt Vf(0,0) = (0,0). Also existiert der
Gradient in allen Punkten (x,y) € R2 Ist o(t) = (£,t), so gilt (f o p)(t) = f(t,t) =
1/2 —-1/2#0= f(0,0) fir t — 0. Damit ist f ist nicht stetig an der Stelle (0, 0).

Bemerkung und Definition 7.16 Esseien X C V offenund f: X — E. Ista € X,
so heifit f differenzierbar an der Stelle a, falls ein T' = T}, € L(V, E) so existiert,
dass mit 7,f(h) :== f(a+ h) — f(a)

1

1]
gilt, also die Funktion |- | (7.f —T) : (X —a) \ {0} — E abklingend an 0 ist. Man
sieht leicht, dass T im Falle der Differenzierbarkeit von f an a eindeutig bestimmt ist,
und nennt f'(a) := df(a) := T die Fréchetableitung oder kurz Ableitung von f
an a. Dabei ist zu beachten, dass man im schon betrachteten skalaren Fall V' = K die
Ableitung f’(a) € E mit der linearen Abbildung f’(a) = (h — hf'(a)) identifiziert.
Sind ¢ : X — FE differenzierbar an a und A € K, so ist wegen

[T N +9) = Af'(@) = g'(a) = Al [T (7af = f/(a) + |- |7 (rag — ¢'(a))

(tof(h) —=Th) =0 (h —0)
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auch Af + g differenzierbar an a mit (Af + g)'(a) = Af'(a) + ¢'(a).

Ist f differenzierbar an allen Stellen a € X, so heifit f kurz differenzierbar (auf X).
Die dann definierte Abbildung f" : X — L(V, E) heifit Ableitung von f (auf X). Ist
' X — L(V, E)% stetig, so sagen wir, f sei stetig differenzierbar. Wir setzen

CHX,E):={f: X — E: f stetig differenzierbar}.

Ist f/: X — L(V,E) differenzierbar an der Stelle a, so sagen wir, f sei zweimal
differenzierbar an a und schreiben f”(a) € L(V, L(V, E)) fiir die Ableitung von f’ an
a. Damit heifit f zweimal stetig differenzierbar, falls f’ an jeder Stelle differenzierbar
ist und die Abbildung f”: X — L(V, L(V, E))% stetig ist. Wir schreiben

C*X,E):={f: X = E: f zweimal stetig differenzierbar}.

Bemerkung 7.17 (affin-lineare Funktionen) Es seien T" € L(V,E) und ¢ € E. Ist
f 'V — E definiert durch f(x) := Tx + ¢, so ist 7,f(h) — Th = 0 fur alle x,h € V
und damit f'(z) =T fur alle x € V. Hier ist f” = 0.

Bemerkung 7.18 Sind f differenzierbar an a und v eine Richtung, so gilt fiir u # 0
mit a +uv € X

7 Y) ey = L — F@) )| =0 (u—0).

u |ul
Damit ist f Gateaux- differenzierbar an a und es gilt
O f(a) = f(a)(v) . (7.4)

AuBlerdem existiert zu jedem € > 0 ein § > 0 mit |7, f(h) — f'(a)(h)| < g|h| fiir |h] < 9.
Wegen |f'(a)(h)| < ||f'(a)|||h| folgt mit der Dreiecksungleichung

raf ()] < (e + [ (@))[h] - ([h] < 9).

Insbesondere ist 7, f abklingend an 0 und damit f stetig an a.

%Owobei L(V, E) mit der Operatornorm versehen ist
6lwieder versehen mit der entsprechenden Operatornorm
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Bemerkung 7.19 Unter den Bedingungen von Bemerkung und Definition 7.12 sei
K = R und f reellwertig. Ist [a,a+ Av] C X und existiert 0, f(a+uv) fiir u € [0, \], so
existiert nach dem Mittelwertsatz, angewandt auf [0, 1] 3 ¢ +— g(tA), ein & € (a,a+Av)
mit

fla+2v) = fla) = A0y (). (7.5)

Satz 7.20 Es seien X C R? offen und f : X — R so, dass Vf(z) fir alle v € X
existiert. Sind o1 f,...,04f stetig an a, so ist f differenzierbar an a mit

f'(a) = (h = (V) (a)h).
Sind alle O f : X — R stetig, so ist f € C'(X,R).

Beweis. Ohne Einschrankung kénnen wir ¢ = 0 und f(0) = 0 annehmen (der all-
gemeine Fall ergibt sich mit 7,f statt f). Ist ¢ > 0, so existiert ein 6 > 0 mit
|0k f(z) — Ouf(0)| < e/d fiir alle # € Us(0) und k = 1,...,d. Fiir 0 < |h| < 6

setzen wir h(®) := 0 und
R = B* =D e = (hy, ..., hi,0,...,0)  (k=1,...,d).
Dann ist A*) = h und wegen f(0) = 0 (Teleskopsumme)

=D (J(P) = f(rE)).

k=1
Wegen |h®)| < |h| < 6 existiert nach (7.5), angewandt mit v = e, und A = hy, zu
jedem k ein £®) € (R h(#R)) mit

Sy = f(WED) = hpop f(€™),

also .
F(B) = (VAT =D 0k f(§W) — O£ (0)) b,
k=1
Wegen ¢*) € Us(0) gilt
d
[f(h) = (V)T Oh] <Y [(@kf(EW) = 0rf(0 hk|< Z|hk|<s|h|
k=1

Damit ist f differenzierbar an 0 mit f’'(a) = (h — (Vf)T(0)h).
Ist o — O f(x) fiir jedes k stetig, so ist nach (7.3) damit auch z — f'(x) stetig. O



7 MEHRDIMENSIONALE DIFFERENZIERBARKEIT 94

Bemerkung 7.21 In der eindimensionalem Analysis spielt die Ableitung eine zentra-
le Rolle, wenn man Monotoniefragen untersucht. Wenn man Richtungen betrachtet,
lassen sich die Uberlegungen verallgemeinern. Sind X € R? offen und f : X — R mit
an a stetigen partiellen Ableitungen, so gilt nach (7.4) und Satz 7.20

Ovf(a) = (V) (a)v (7.6)
fiir alle Richtungen v. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist |(Vf) T (a)v| <
|V f(a)|, also

—|Vf(a)] < 0vf(a) < |Vf(a)l.
Ist dabei V f(a) # 0, so nennt man

V' =V f(a)/[V[(a)|
Gradientenrichtung von f an a. Wegen =(Vf)"(a)Vf(a)/|Vf(a)| = £|V f(a)| gilt
Oy« f(a) = ax Ovf(a) und O_y«f(a) = mind, f(a).

Ivl= |v|=1

Sind die partiellen Ableitungen 0 f stetig, so existiert nach (7.5) fiir jede Richtung v
und A geniigend klein ein &,(\) € (a,a + Av) mit f(a + Av) — f(a) = A0y f(&(N)).
Wegen 0, f(&(N)) — Ovf(a) fir X — 0 und Oy« f(a) > Oyf(a) fir v # v* kann
man die Gradientenrichtung als Richtung des steilsten Anstiegs von f an a ansehen.
Entsprechend ist die negative Gradientenrichtung die Richtung des steilsten Abstiegs
von f an a. Aulerdem ist 0y f(a) = 0 fiir v L v*, d. h. die Richtungsableitungen der
zur Gradientenrichtung senkrechten Richtungen verschwinden.5?

Beispiel 7.22 Es sei f : R? - R mit f(z) = "2 = |z|? fiir z € R? (siche Beispiel
7.13). Dann gilt Vf(z) = 2z fiir z € R Ist 2 # 0, so ist v* = x/|z| Richtung des
steilsten Anstiegs von f an x.

Bemerkung 7.23 Es seien X C R? offen und f : X — R™. Wir schreiben f =
(fi,..., fm) mit f; : X — R. Ist f an a partiell differenzierbar nach allen Variablen,
so heifit
(Vi)' (a) Ofi -+ Gahi
Jf(a) = : =1 : L | e R

(Vm)' (a) Ofm -+ Oafm

52Der Gradient steht senkrecht auf der entsprechenden Héhenlinie; siehe [U].
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die Jacobi-Matrix von f an a. Ist 9i.f; : X — R? fiir jedes Paar (j, k) stetig, so ist
f € CY(X,R™) nach Satz 7.20 mit

f'(@) = (h = Jf(x)h).

Umgekehrt folgt aus f € C*(X,R™) auch die Stetigkeit von i f; : X — R? fiir alle
(..

Ist f: X — R, so ergibt sich durch Anwendung auf Vf : X — R?% Sind 9;0;f :
X — R fiir j,k=1,...,d stetig, so ist V.f € C*(X,R?), also f € C?(X,R), und mit

.....

Man nennt H f(x) € R¥™? die Hesse-Matrix von f an der Stelle z.

Beispiel 7.24 Essei f : R? — R definiert durch f(z,y) = 22y fiir 7,y € R. Dann gilt

Of(z,y)=2zy,  Oof(z,y) =2’

und 63

a%f<x’y) = 2y 8281f(x,y)(x,y)) =2z = ala2f(x7 y) ’ 822f(x, y) = 07

2y 2x
Hf(ﬂf,y)=<2i/j 0)'

In Beispiel 7.24 ist es so, dass die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen gebildet

also

werden, vertauscht werden kann. Allgemein gilt

Satz 7.25 (Schwarz)
Es seien X C RY offen und j, k € {1,...,d}. Weiter sei f: X — R so, dass Opf, 0;f
und O0x0; f existieren. Ist Oy0;f stetig an der Stelle a € X, so existiert auch 0,0, f(a)
und es gilt
0,0, f(a) = 0;0,f(a) .
63Man schreibt kurz 02 f := 00k f.
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Beweis. Ohne Einschrankung kénnen wir d = 2, j = 1, £k = 2 sowie a = (0,0)
annehmen. Zunéchst existiert ein r > 0 mit (—r,7)? C X. Fiir (z,y) € (—r,7)? sei

Az, y) == f(z,y) — f(2,0) = f(0,y) + £(0,0) = g(x,y) — 9(0,y)

mit g(z,y) := f(x,y) — f(x,0). Zwei Anwendungen des Mittelwertsatzes zeigen, dass
ein £ = ¢(z,y) € (0,x) und ein n = n(z,y) € (0,y) existieren mit

Az, y) = 01g(&,y) - w = [0uf(§y) = nf(&0)] - x =00 f(§n) - x-y.

Nun sei € > 0 gegeben. Da 0,0, f stetig an (0,0) ist, existiert ein 0 < § < r so, dass
fiir alle (u,v) € (—4,0)?

|8281f(u,v) — 8281f(0, 0>| <€

gilt. Also erhalten wir |A(z,y)/(z - y) — 0201f(0,0)] < € fiir 0 < |z, |y| < d. Beachtet

man, dass bei festem =

f(x,y) B f(ZL‘,O) i [ f(oay) B f(O, 0) = lim A(l‘,y)
Yy y—0 Yy y—0 Yy

0 (z,0) = 02£(0,0) = lim

gilt, so erhélt man auch

0, f(x,0) — 9,/(0,0)

X

— 0281f(0, 0) S £

fir alle  mit 0 < |z| < §. Da ¢ > 0 beliebig war, existiert 0,0 f(0,0) und es gilt
@182f(0, O) = 8261f(0, 0) O

Bemerkung 7.26 Die Aussage des Satzes 7.25 wird im Allgemeinen falsch, wenn man
auf die Voraussetzung der Stetigkeit der partiellen Ableitung 0;0;f an a verzichtet.
Ist etwa f : R? — R definiert durch

f(:L‘ y> — 1-21_.53/2 (y2 - 552), ($’ y) 7é (07 0)

0, (J:a y) = (07 0)

(vgl. Beispiel 7.15), so kann man zeigen ([U]): 0,0, f und 9,0, f existieren auf R?, aber
€S gllt 6281f(0,0) =1 und 8182f(0,0) = —1.
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Abbildung 23: f(z,y) fir |z|, |y| <1

Bemerkung und Definition 7.27 Nach dem Satz von Schwarz (Satz 7.25) ist fiir
f € C*(X,R) die Hesse-Matrix H f(z) fiir alle z € X symmetrisch.5* Ist A € Ré*4
symmetrisch, so heifit A positiv (semi-)definit, falls v' Av > 0 (> 0) fiir alle Rich-
tungen v gilt. A heifit negativ (semi-)definit, falls —A positiv (semi-)definit ist.
Weiter heifl A indefinit, falls A weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Fiir symmetrische A = (a;4)jr=12 € R**? gilt ([U]): A ist genau dann positiv (bzw.
negativ) definit, wenn det(A) > 0 und a;; > 0 (bzw. a1, < 0) gilt. Entsprechend ist
A genau dann positiv (bzw. negativ) semidefinit, wenn det(A) > 0 und ay,1,a22 > 0

(bzw. < 0) gilt.

Beispiel 7.28 Wir betrachten noch einmal Beispiel 7.13. Ist f(z,y) = x® 4+ y? fiir
2 0
x,y € R, sogilt Hf(x,y) = (O i2> . Im Plus-Fall ist H f(z,y) fir alle (z,y) positiv

definit und im Minus-Fall indefinit.6®

Bemerkung und Definition 7.29 Es seien X C V offen und f € C*(X, E). Ist v
eine Richtung, so ist 0y f = f(-)v differenzierbar in Richtung v und

Ol f :=0,(0vf): X = E

stetig. Ist [a,a + Av] C X und ist g : [0,\] — E definiert durch g(u) := f(a + uv),
so gilt ¢'(u) = Oy f(a+ uv) und ¢"(u) = 92f(a + uv) (vgl. Bemerkung 7.12). Im Fall

64 A € R4 heiBlt symmetrisch, falls A = AT gilt.
65 Allgemein spricht man im Fall einer indefiniten Hesse-Matrix H f(a) von einem Sattelpunkt a.
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E = C und ergibt sich aus dem Taylor-Satz (Satz 6.27)
1
flatav) = gO) = g0) +Ag'(0) + X [ (1= 0)g"(03)dt =
0
1
= f(a)+ \f'(a)v + )\2/ (1 —1)0%f(a+ tAv)dt.
0

Sind K = R und f reellwertig, so gilt in Verbindung mit Bemerkung 6.29: Es existiert
ein € € [a,a + Av| mit

1
/ (1—=1)02f(a+tAv)dt = %aﬁf(g).
0
In Fall V = R% und f € C?*(X,R) gilt zudem
d d d
021 () = O (D2 03 @)y ) = 30 D 0k (w)gon = v H ()
j=1 k=1 j=1

fir x € X . Also existiert dann ein £ € [a,a + Av] mit

Fla+Av) = f(a) + AV )T (a)v + %/\QVTH FE)v . (7.7)

Als Anwendung der Taylorformel (7.7) werden wir ein hinreichendes Kriterium fiir
lokale Extrema herleiten. Es handelt sich um eine Verallgemeinerung des hinreichenden
Kriteriums fiir Extremstellen iiber die zweiten Ableitungen aus der eindimensionalen

Differenzialrechnung.

Bemerkung 7.30 Ist A € R¥9 so nennt man ¢ := g4 : R — R mit
q(h) :=h"AhL  (h€R?

die quadratische Form von A.% Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt
lga(h)| < ||A]l - |h]? fiir h € RY. Wir schreiben S := Sga. Dann ist S kompakt und ¢
stetig auf S. Damit ist auch ¢(S) kompakt. Nach (3.4) wird ¢ maximal und minimal
auf S. Wegen qa(h) = |h|2qa(h/|h]) fiir 0 # h € R gilt

|h|? msinqA < qa(h) < |h|2msaqu (h € RY).

660ft wird Symmetrie von A vorausgesetzt. In diesem Fall ist g4(h) = (Ah)Th. Ist A beliebig, so
ist (A + AT)/2 symmetrisch mit gleicher quadratischer Form wie A.
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Satz 7.31 Es seien X C R? offen, f € C*(X,R) und a € X eine kritische Stelle
von f. Ist Hf(a) positiv definit, so ist a eine strikte Minimalstelle und ist a eine
Minimalstelle, so ist H f(a) positiv semidefinit. Entsprechende Aussagen gelten mit
negativ definit statt positiv definit und Mazimalstelle statt Minimalstelle.

Beweis. 1. Es sei A := H f(a) positiv definit. Dann ist ¢ := ming g4 > 0. Wir zeigen:
Zu jedem e > 0 existiert ein 6 > 0 mit

2(f(a+h) = f(a)) > (c=e)|R?*|  (|h] <0)

(mit ¢ = ¢ gilt dann f(a + h) > f(a) fir |h] < §). Denn: Wegen f € C*(X,R) ist
Hf : X — (R™4 || -||) stetig. Daher existiert ein § > 0 mit ||H f(x) — Al| < ¢ fiir
x € Us(a). Ist |h| < 6, so existiert nach (7.7) mit v = h/|h| im Fall A # 0 wegen
Vf(a) =0ein € € [a,a + h] C Us(a) mit

2(fla+h) = f(a)) = quse)(h) = qa(h) + qupe-a(h) > qa(h) — lqmse-a(h)|.

Mit Bemerkung 7.30 ist ga(h) — |quse)—a(h)| > (c —e)|R?|.

2. Es seien v eine Richtung, I ein offenes Intervall mit 0 € 7 und a + Iv C X, und
g : I — R definiert durch ¢(t) := f(a + tv) fiir ¢ € I. Dann ist 0 Minimalstelle von ¢
und g € C?(I,R) nach Bemerkung und Definition 7.29 mit ¢”(0) = 82f(a) = v Av.
Da 0 keine strikte Maximalstelle von g ist, gilt ¢”(0) > 0 nach Satz 5.25.

3. Die Aussagen fiir Maximalstellen ergeben sich durch Betrachtung von — f. O

Beispiel 7.32 Es sei f : R? — R definiert durch f(z,y) = 223 — 322 + 2y® + 3y? fiir
x,y € R. Dann gilt

V/(z,y) = (6(z* —z), 6(y* +y)) = (0,0)
genau dann, wenn x € {0,1} und y € {0, —1}. Also haben wir die kritischen Stellen

(0,0), (0,—1), (1,0), (1,—1).

122 — 6 0 —6 0
Weiter gilt H f(x,y) = g . Also sind H f(0,—1) = ne-
0  12y+6 0 -6

6 0 —6 0
gativ definit, Hf(1,0) = (O 6) positiv definit und H f(0,0) = (0 6) sowie
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R

stelle sowie (1, 0) eine strikte Minimalstelle und ansonsten gibt es keine Extremstellen.

0
) indefinit. Nach Satz 7.31 sind (0, —1) eine strikte Maximal-

In Abbildung 24 kann man die vier kritischen Stellen, von denen zwei Sattelpunkte

sind, erkennen.

Abbildung 24: f(z,y) fir |z —1/2], |y +1/2| <1

Neben kritischen Punkten sind Fixpunkte von Abbildungen von zentraler Bedeutung.
Wir stellen nun die Frage nach der Existenz von Fixpunkten und starten mit weiter-

gehenden Aussagen iiber differenzierbare Funktionen.

Satz 7.33 (Kettenregel)

Es seien X CV und f: X — FE differenzierbar an a. Sind U ein weiterer normierter
Raum, M C U und ¢ : M — Xdifferenzierbar an v mit p(v) = a, so ist g o f
differenzierbar an v mit

(f o @) (v) = f(e(v)¢'(v).

Beweis. Es sei zuéchst speziell v = 0, ¢p(0) = 0 und f(0) = 0. Dann gilt

1
e(h) == Tl

Nach Bemerkung 7.18 ist | - |~'¢ beschréinkt auf Us;(0) fiir ein & > 0 und nach Be-
merkung 7.14 ist € o ¢ abklingend an 0. Mit |u|~(¢(u) — ¢'(0)u) — 0 fiir « — 0 und
[F(O)A] < [[(O)]] - |A] ergibt sich

(7o 9w = O = H o ) + 0

(f(h) — f'(0)h) = 0 =:2(0) (h—0).

(e(u) = ' (0)u) = 0
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fir u — 0. Also ist (f o ¢)'(0) = f'(0)¢’(0). Der allgemeine Fall ergibt sich wegen
To(f 0 ) = Tpw) f © Twp aus dem Spezialfall mit 7, f statt f und 7,¢ statt . O

Satz 7.34 (Mittelwertungleichung)
Es seien E ein unitirer Raum und |-| die vom Skalarprodukt induzierte Norm.5" Weiter
seien X C V offen und f € CYX,E). Sind a € X, v eine Richtung und A\ € K mit
la,a 4+ \v] C X, so gilt

[fla+Av) = fla)| < [A] _max [f(z)v]

z€[a,a+AV]

Beweis. Wir betrachten wieder g : [0, \] = F mit g(u) := f(a+ uv) fir u € U. Ohne
Einschrankung sei ¢ := f(a+ Av) — f(a) # 0. Ist Tw := (w, ¢) fir w € E, so ist nach
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 7' € L(FE,K) mit ||T]] < |c[.®® Wegen T" =T
ist nach der Kettenregel T" o g stetig differenzierbar mit (7o g)'(u) = T(0y f(a + uv)).
Nach der Mittelwertformel (Bemerkung 6.26) gilt damit

1
e = (e.¢) = (T o g)(A) — (T 0 g)(0) = A / (00 f(a + 1)) dt,
also
1
e < | / 171180 Fla+ tAv) dt < N[ |e] sup [0, f].

[a,a+Av]
Wegen 0, f(z) = f'(x)v folgt nach Division durch |c| die Behauptung mit sup statt

max, aber wegen der Kompaktheit von [a, a + Av| dann auch mit max. O

Bemerkung und Definition 7.35 Es seien X C V und f : X — E. Dann heifit f
Lipschitz-stetig, falls eine Konstante « existiert mit

[f(z) = f@) <alz -2 (22" € X).

Insbesondere ist f dann stetig. Ist dabei @ < 1, so sagt man f sei kontraktiv oder

genauer a-kontraktiv. Sind E ein unitirer Raum, X C V offen und konvex® und

f e CHX,E) mit
a:=sup||f(z)]| <1,
zeX

67siehe Definition E.1 und Bemerkung und Definition E.3
68tatsichlich gilt sogar Gleichheit; vgl. Bemerkung 7.4
%9Tst V ein linearer Raum, so heit X C V konvex, falls [a,b] C X fiir alle a,b € X gilt.
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so folgt wegen | f'(z)v| < || f'(z)|| aus der Mittelwertungleichung, dass f a-kontraktiv
ist.

Bemerkung 7.36 Es sei X C E und ¢ : X — E. Ist ¢ kontraktiv und sind a, da’
Fixpunkte von ¢, so gilt |a — d'| = |p(a) — ¢(d)] < ala —d'|, also |a — a’| = 0. Damit
hat ¢ hochstens einen Fixpunkt.

Bemerkung und Definition 7.37 Ein normierter Raum (F,| - |) heift Banach-

raum, falls fiir jede Folge (zx)r>0 in E mit ) |zx| < oo die Reihe ) x4, konvergiert,

k=0 k=0
n

d. h. falls ein ¢ € F existiert mit |s, — ¢| — 0, wobei s,, := > x) die n-te Teilsumme
k=0

o0

der Reihe bezeichnet. Man schreibt dann auch wieder ) zj fir den Grenzwert c. Ist
k=0

E = (E,(-,)) ein unitdrer Raum und F mit der induzierten Norm ein Banachraum,

so nennt man F einen Hilbertraum. Aus Satz 4.7 ergibt sich in Verbindung mit (7.3),
dass K? ein Hilbertraum ist.

Satz 7.38 (Banachscher Fixpunktsatz)

Es seien (E,|-|) ein Banachraum, A C E abgeschlossen und ¢ : A — E a-kontraktiv.
Ist p(A) C A, so existiert genau ein Fizpunkt a von ¢ und fir jedes v € A konvergiert
die Folge (x,,) mit o := x und x, := o(x,_1) gegen a mit

an

|xn—a\§ l—«

p(x) =2 (neN).

Beweis. Nach Bemerkung 7.36 gibt es hochstens einen Fixpunkt. Wegen p(A) C A
ist (z,) definiert. Induktiv ergibt sich |z — 21| < o7 t|z; — 2] fiir k& € N. Nach

dem Majorantenkriterium ist > |z — xp_1| < oo. Wir setzen z_; := 0. Da E ein
k=1

Banachraum ist, konvergiert »_ (xp — xx_1), also die Folge (x,,). Ist a der Grenzwert,
k=0
so gilt

n

o0 o0 o
|a—xn|:‘ Z (xk—xk_l)‘ < |z — 0| Z ak_1:|x1—:p0|1_ .
k=n+1 k=n+1 a

Da A abgeschlossen ist, gilt a € A und aus der Stetigkeit von ¢ folgt a < x,,1 =
o(x,) = (a), also a = p(a). g
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8 Hauptsitze der mehrdimensionalen Analysis

Wir beschéftigen uns mit der lokalen Umkehrbarkeit stetig differenzierbarer Funktio-

nen. Vorbereitend gehen wir kurz auf invertierbare lineare ein.

Bemerkung und Definition 8.1 Es seien E ein normierter Raum und
L(E):=L(E,E).

Aufgrund der Submultiplikativitédt der Operatornorm sind fiir S € L(F) die Links-
und die Rechtsmultiplikation 7'+ ST und T +— T'S stetig.”™® Durch

Aut(E) := {T € L(E) : T bijektiv und 7' € L(E)}

ist eine Gruppe definiert, die Automorphismengruppe von E. Das neutrale Element
ist I :=idg. Ist T € L(F) mit ||T|| < 1, so konvergiert wegen || T%|| < ||T||* die Reihe
STIT¥|. Ist L(E) ein Banachraum, so konvergiert daher auch >~ T* und man sieht
k=0

k=0
wie bei der skalaren geometrischen Reihe: Es ist [ — T € Aut(E) mit

(I-T)"'= iT’f.

AuBlerdem gilt dann ||(I — T)7Y|| < 1/(1 — ||T]]). Im Fall E = K% ist wegen (7.3)
jede lineare Abbildung beschrankt und L(K?) ein Banachraum. Fiir T € L(K¢) sind
zudem Surjektivitit, Injektivitat und Bijektivitdt dquivalent (Dimensionsformel) und

Aut(K?) entspricht der Gruppe der invertierbaren Matrizen, also der A € K% mit
det A # 0.

Satz 8.2 Es seien L(E) ein Banachraum und T € Aut(FE). Ist S € L(E) mit

1S =TI < /|7,

so0 ist auch S € Aut(E).™ Auferdem ist die Abbildung Aut(E) > T — T € Aut(E)
stetig.

OL(E) mit der Komposition ist o eine normierte Algebra.
"nsbesondere ist Aut(E) offen in L(FE).
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Beweis. Es sei zuniichst R € L(F) mit ||R|| < 1/||T7!||. Dann gilt |[|RT7!|| <
I|R|| - ||T7|| < 1. Mit Bemerkung 8.1 ergibt sich I — RT~' € Aut(F) und

(I —RTH™' =) (RTH* = p(R).

Wegen ¢(R) — I = RT'p(R) ist

I
TR

le(R) = I < IRINT (R < |IR]

Insbesondere ist ¢ stetig an 0 mit ¢(0) = I. Ist nun S € L(E) mit ||[S—T|| < 1/[|T|
und R := R(S) :=T — S, s0 folgt S =T — R= (I — RT")T € Aut(E) und wegen
R(S) = 0fir S — T auch S'=T"1p(R) - T ' T=T""'fir S—>T. 0

Bemerkung und Definition 8.3 Es seien X C E offen, f : X — F und a € X.
Wir sagen f sei lokal umkehrbar and a, falls eine offene Umgebung U von a so
existiert, dass fy : U — f(U) mit fy(z) := f(x) fir « € U bijektiv ist. Wir schreiben
gu = (fu) ' Ist f € CHX,E) und ist f(U) offen sowie gy € C'(f(U), E), so sagt
man f sei lokal C''-umkehrbar an a.” Im Fall E = R gilt: Ist f’(a) # 0, so existiert
ein 6 > 0 so, dass f’ entweder > 0 auf U := (a — d,a + 0) ist oder < 0. Also ist f
streng monoton auf U. Zudem ist f(U) ein offenes Intervall und nach der Umkehrregel
gu € CH(f(U),R) mit (g)" = 1/(f' 0 gu). Insbesondere ist f lokal C'-umkehrbar an a.

Im Weiteren sei stets £ # {0} ein unitérer Raum so, dass L(E) ein Banachraum ist.™

Satz 8.4 (Hauptsatz iiber lokale Umkehrbarkeit)
Es seien X C E offen, f € CY(X,FE) und a € X mit f'(a) € Aut(E). Dann ist [ lokal
Cl-umkehrbar an a mit f'(x) € Auwt(E) fir v € U und (gv) = (f' o guv) .

Beweis. Wir setzen T := f'(a). Fiir z € E sei ¢ = ¢, : X — E definiert durch

o(x) =2 — T f(z) - 2) (x € X).

72Sind X C C offen und f : X — C stetig komplex differenzierbar, so nennt man f holomorph. In
diesem Fall spricht man auch von lokal holomorpher Umkehrbarbarkeit.
"Man kann sich iiberlegen, dass dies genau dann der Fall ist, wenn E ein Hilbertraum ist.
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Dann ist  Fixpunkt von ¢, genau dann, wenn f(x) = z gilt. Weiter ergibt sich mit

Beispiel 7.17 und der Kettenregel
Pl(r)=idp =T f(x) =TT - f'(x)) (2 €X).
Da f’ stetig ist, existiert ein § > 0 so, dass mit U := Us(a)
1f' (@) =Tl < = s
gilt. Nach Satz 8.2 ist dann f'(z) € Aut(FE) fiir z € U. Wegen
1" @I < 177 (1 (=) = T < 1/2

fir x € U ist |y 1/2-kontraktiv nach Bemerkung und Definition 7.35 und daher hat
¢, hochstens einem Fixpunkt in U. Folglich ist f|; injektiv, d. h. die Umkehrfunktion
g:=gv: f(U) = U von fy existiert. Wir zeigen:

1. f(U) ist offen.
2. ¢ = (f og)! und ¢ ist stetig.

Dazu seien z € U und y := f(x).
1. Da U offen ist, existiert ein p > 0 mit A := {u: |u —z| < p} C U. Ist z € Ugp(y)
und ¢ = @,, so gilt fiir u € A

o(u) —a] < p(u) = p(2)] + |p(z) — 2]
< Ju—zl/2+[T7(f(2) = 2)]
< Ju—al/24+ [T ly =2l < p/2+ T[T ep=p,

also p(u) € A und damit p(A) C A. Da A abgschlossen ist, folgt aus dem Banachschen
Fixpunktsatz die Existenz eines u € A mit p(u) = wu, also f(u) = z. Damit ist
Uny) © (U).

2. Wir zeigen: ¢'(y) = (f'(x))™' = (f'(g(y))~*. Dabei kénnen wir ohne Einschriinkung
x =1y = 0(= f(0) = ¢g(0)) annehmen. Der allgemeine Fall ergibt sich dann wieder
durch Anwendung des Spezialfalles auf 7, f.

Ist ¢ = o, also p(u) = u—T71f(u), so ist ¢(0) = 0 und ¢ eine 1/2-Kontraktion, also

ul/2 = lp(w)]  (ue ).
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Nach der umgekehrten Dreiecksungleichung ist [p(u)| > |u|—||T -] f(u)| und folglich
\f(w)] > |ul/IT7Y]) = clul, also |h| > c|g(h)| fiix h € f(U). Insbesondere gilt
g(h) = 0 = ¢(0) fiir h — 0. Aus der Differenzierbarkeit von f an 0 folgt mit S := f’(0)

T IS ISe() — B ST L) — Se(h)]
o) =SS = T T e 9(h)]

fir b — 0. Also ist auch g differenzierbar an 0 mit ¢'(0) = S™' = f’(¢(0))~!. Da g
stetig an 0 ist und f’ nach Voraussetzung sowie 7'+~ T~! nach Satz 8.2 stetig sind,

ist ¢’ stetig an 0. O

Beispiel 8.5 (Polarkoordinaten) Wir betrachten f : (0,00) x R — R? mit

cos

f(?“ﬁ):zr( ):reie (r>0,0eR).

sin ¢
Dann ist f stetig differenzierbar mit det JJf(r,0) = r > 0, also h — Jf(r,0)h €
Aut(R?). Nach Satz 8.4 ist f lokal C'-umkehrbar an allen Stellen (r,6). Da etwa
f(r,2km) = f(r,0) fiir alle k € Z gilt, ist f jedoch nicht injektiv. Man kann zeigen

([U]): Fiir 6 € (0,7/2) ist die lokale Umkehrfunktion g = gy gegeben durch

sto) = ( m) (e, > 0)

arctan(y/x)

In enger Beziehung zum Hauptsatz iiber Umkehrfunktionen steht ein weiterer Haupt-
satz: der iiber implizite Funktionen. Worum geht es dabei?
Es sei V := K™ = K@ K™ fiir d,m € N7 Sind Q Cc K@ K™ und F : Q — K™,
so betrachten wir die Gleichung

F(z,y) =0.

Ist a = (b, c) € Q) eine Losung, so stellt sich die Frage, ob die Gleichung lokal, also in
einer Umgebung von a, nach y auflosbar ist, also die Frage, ob die Losungsmenge lokal
der Graph einer Funktion f der Variablen x ist.

7 Allgemeiner kann man, wenn man mochte, die orthogonale Summe zweier Hilbertriume betrach-

ten.
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Beispiel 8.6 1. (Lineare Gleichungen) Es seien A € K™ und B € K™™. Wir
betrachten das unterbestimmte lineare Gleichungssystem

Pl = (4.5)(

x
)
Ist B invertierbar, so gilt F'(z,y) = 0 genau dann, wenn y = —B~'Az, d. h.

):Ax—i-By:O.

{(z,y) : F(z,y) =0} = {(z, -B'Az) : 2 € R%}.
2. (Einheitskreis) Wir betrachten die Kreisgleichung
F(z,y) =2>+4*—1=0 (z,y €R).

Fiir a = (b, ¢) mit b* + ¢ = 1 sowie ¢ > 0 und die Umgebung U := (—1,1) x (0, 00)
von a gilt

{(x,y) e U: F(z,y) =0} ={(z,V1—2?): 2z € (-1,1)}

Entsprechend ist
{(z,y) € (—1,1) x (—00,0) : F(z,y) =0} = {(x,—V1—22) 2z € (-1,1)}.

Fiir die Losungspunkte (£1,0) existiert keine Umgebung U auf der die Losungsmenge
der Graph einer Funktion von z ist.

Die Beispiele deuten an, dass die Ableitung von F' nach y entscheidend ist. Fiir
Q C Voffen F € CY(Q, E) schreiben wir D1 F(z,y) := F(-,y)'(x) und DyF (z,y) :=
F(z,)(y). Im Fall d = m = 1 ist DyF = Oy F fir k = 1,2. Aus der Definition der
Differenzierbarkeit ergibt sich mit (h, k) = (h,0) + (0,k) = h + k

F(a,y)(h, k) = DiF(r,)h + DoF(x,p)k (k) € E). (5.5)
Fiir F' aus Beispiel 8.6.1 gilt D1 F(z,y) = A und Dy F(z,y) = B.

Satz 8.7 (Hauptsatz iiber implizite Funktionen)

Es seien Q C K¢ @ K™ offen und F € CY(Q,K™). Weiter sei a = (b,c) € Q mit
F(a) =0 und so, dass 02F (a) bijektiv ist. Dann existieren offene Umgebungen X von
b und U von a sowie eine Funktion f € C'Y(X,R™) so, dass

{(z,y) €U Flr,y) = 0} = {(z, f(z)) : 2 € X}.

Dabei gilt
f'(x) = —(D2F(z, f(2)) ' DiF (2, f(z)) (v €X).
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Beweis. Es sei F, : 2 — E definiert durch

X

Fen=(pl ) (@nen.

Dann gilt F,(a) = (b,0) und F, € C'(Q, F). Weiterhin ist

, h
Fileh )= (DlF<x7 y)h+ DoF (z, y)k)'
Ist F% (a)(h,k) = 0, so ist h = 0 und DyF(a)k = 0. Wegen der Injektivitdt von
Dy F(a) ist auch k = 0 und damit F'| (a) injektiv, also F (a) € Aut(E). Nach Satz 8.4
existieren offene Umgebungen R (ohne Einschrénkung von der Form R = Us(b) x U;(0))
von (b,0) und U von a so, dass F : U — R bijektiv ist mit F'| (z,y) € Aut(E) und
stetig differenzierbarer Umkehrfunktion G = Gi. Mit ¢ : E — R™, definiert durch
q(u, z) := z, gilt
FoG=qoF; oG =q|g.

Dabei ist auch G von der Form
T

G(z,2) = (H(M)) ((z,2) € R)

mit einer Funktion H € C'(R,R™). Wir setzen X := Us(b).
Ist (z,y) € U, soist z € X und y = H(x, z) fiir ein z € Us(0), also

F(:L‘,y) = F_,_(l‘,H(JZ,Z)) = F+(x,q(G(x,z))) = (F © G)(m,z) = z.

Folglich ist F'(z,y) = 0 genau dann wenn y = H(x,0) =: f(z). Mit H ist auch f stetig
differenzierbar und wegen () := F(x, f(z)) = 0 fir z € X folgt aus (8.8) und der
Kettenregel

0=¢'(x) = DiF(x, f(z)) + Do F(x, f(x)) [ (2).

Die Bijektivitat von F' (x,y) fiir alle (x,y) € U impliziert die von DyF(z,y). Also
ergibt sich die Zusatzbehauptung durch Auflésen der letzten Gleichung nach f/(z). O

Beispiel 8.8 (Lemniskate) Es sei F': R x R — R definiert durch

F(z,y) = (2*+y*)? 22> -y?)  (z,yeR).
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Dann gilt 0 = 02 F(z,y) und 0 = F(z,y) genau dann, wenn

(z,y) = (0,0) oder (z,y)= (£V?2,0)

([U]). Nach Satz 8.7 ist fiir alle a = (b,c) mit F(a) = 0 und a &€ {(0,0), (£v2,0)}
die Gleichung F(z,y) = 0 auf einer Umgebung U von a auflésbar nach y. AuBerdem
ergibt sich fiir die Funktion f = f,

COF(z f(x)  w(@?+ ) - 1)

OoF (x, f(x))  fla)(a?+ f2(2) + 1)

auf einer Umgebung X von b. Damit hat f Extremstellen hochstens in Punkten z mit

f'(x) =

v’ + f) =1,

also in den Schnittpunkten mit dem Einheitskreis. Um eine Vorstellung von der Lo-
sungsmenge zu bekommen, betrachten wir Polarkoordinaten: Fiur (z,y) # (0,0) und
(x,y) = (rcosf,rsinf) gilt

0= F(z,y) = F(rcos,rsinf) = r* — 2r?(cos® § — sin® ) = r*(r? — 2 cos 26)
genau dann, wenn r = r(#) = v/2 cos 26 mit 0 so, dass cos(260) > 0.

e

/

Abbildung 25: Lemniskate mit Einheitskreis und Winkelhalbierenden

Eine wichtige Anwendung des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen ergibt sich im

Bereich der Optimierung unter Nebenbedingungen.

Definition 8.9 Esseien V ein normierter Raum, 2 C V sowie f :  — Rund g : 2 —
E. Dann heifit a € Z(g) eine Extremstelle von f unter der Nebenbedingung
g = 0, falls a Extremstelle von f|z(,) ist. Man spricht dann auch wieder von Maximal-

bzw. Minimalstelle, je nach dem ob a Maximal- oder Minimalstelle fiir f|, ist.
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Satz 8.10 (Lagrange)
Es seien Q C RE™ offen, f € CY(Q,R) und g € C1Q,R™). Ist a eine Extremstelle von

75

f unter der Nebenbedingung g = 0 und ist ¢'(a) surjektiv,”™ so existiert eine lineares

Funktional A : R™ — R mut
f'(a) = Ag'(a) .

Beweis. Da ¢'(a) € L(R™ R™) surjektiv ist, hat ¢’(a) den Rang m. Also existiert
eine m-elementige Menge M C {1,...,d + m} so, dass schon ¢'(a)(RM) = R™ gilt.
Nach Vertauschung der Variablen kann man M = {d+ 1,...,d + m} annehmen und
R? @ R™ betrachten. Dann ist Dog(a) bijektiv. Definiert man

A = Dyf(a)(Dyg(a))~' € L(R™,R),

so ist
Dy f(a) = ADsg(a).

Nach dem Hauptsatz iiber implizite Funktionen ist die Gleichung g(z) = g(z,y) =0
an a = (b, ¢) lokal nach y auflosbar. Insbesondere existieren eine offene Umgebung X
von b sowie eine Funktion ¢ € C'(X,R™) mit ¢(b) = ¢ und

g(z,p(x)) =0 (z e X).

Ist h € C'(X,R) definiert durch h(z) := f(x, p(x)) fiir x € X, so ist b eine Extremstelle
von h (ohne Nebenbedingung) und daher ein kritischer Punkt von h. Also gilt mit (8.8)
und der Kettenregel

0= h'(b) = Dif(a) + Daf(a)¢'(b) .
Da die Ableitung von x — g(z, p(z)) verschwindet, gilt entsprechend
0 = Dig(a) + D2g(a)¢'(b).
Hieraus ergibt sich wiederum
Dy f(a) = =Dsf(a)¢'(b) = —=ADsg(a)¢'(b) = AD1g(a)

und damit insgesamt f'(a) = Ag'(a). O

“>Man spricht dann von einer reguliren Stelle a von g.
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Bemerkung 8.11 Da jede lineare Abbildung A : R™ — R von der Form h + \Th fiir
ein A = (Aq,...,\n) " € RY ist, besagt der Satz von Lagrange, dass an Extremstellen
a von f unter der Nebenbedingung g = 0 mit Jacobi-Matrix Jg(a) von vollem Rang

notwendigerweise
Vf(a)=A"Jgla) =Y A;Vgi(a)
j=1

gilt, also der Gradient von f eine Linearkombination der Gradienten von g1, ..., gm
ist. Ist m = 1, so ist die Regularitdtbedingung schon dann erfiillt, wenn Vg(a) # 0 ist.
Um die entsprechenden kritischen Punkte a zu bestimmen, hat man die Gleichungen

6?kf(:1:1, R ,QZder) = Z)\jﬁkgj(:cl, C.. aderm) (k‘ = 1, c ,d—l—m)
j=1

und
gj(x1, ..., Tasm) =0 (j=1,...,m)

zu losen (also (d + 2m) Gleichungen fiir die (d + 2m) Unbekannten 1, ..., Zgym, und
Ay« Am). Die Zahlen Ay, ..., A, nennt man Lagrange-Multiplikatoren.

Beispiel 8.12 Bei einfachen Modellen in der Okomonie wird die Produktion eines
Unternehmens in Abhéngigkeit der Produktionsfaktoren z,y oft beschrieben durch
eine (Cobb-Douglas-)Funktion der Form

P(z,y) =a%y'~*  (x,y>0).

Wir betrachten den Fall @ = 1 — o = 1/2. Weiter nehmen wir an, dass die Produkti-
onskosten gegeben durch eine lineare Funktion K der Form

K(z,y)=pzr+qy  (z,y>0)

mit Konstanten p,q > 0. Gesucht ist eine kostenminimale Faktorkombination (z,y)
zu einem vorgegebenen Produktionsniveau ¢ > 0, d. h. wir wollen K(z,y) unter
der Nebenbedingung P(z,y) — ¢ = 0 minimieren. Nach Bemerkung 8.11 ist wegen
VP(x,y) # 0 fur alle (x,y) eine notwendige Bedingung gegeben durch

VE(z,y) = A VP(z,y)
fiir ein A € R, d. h. wir haben die drei Gleichungen

2p = My/z, 2¢=M\zly, zy=c’
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fiir die Unbekannten x, y, A. Division der ersten durch die zweite Gleichung ergibt y =
px/q und mit der dritten Gleichung erhalten wir z = c\/m und damit y = c\/]%.
Also kann nur an C(W , \/]%) ein Minimum unter der Nebenbedingung vorliegen.
Man kann sich iiberlegen, dass dies tatséchlich der Fall ist. Fiir ¢ = v/2,p = 1 und ¢ = 2
ergibt sich (z,y) = (2,1) (vgl. Abbildung 26). Man sieht, dass an der Minimalstelle

4F

0 1 2 3 4

Abbildung 26: Niveaulinie P(z,y) = v/2 und Niveaulinien zu K (z,y) = = + 2y

die Hohenlinien von P und K tangential liegen. Dies liegt daran, dass die Gradienten

linear abhéngig sind und beide jeweils senkrecht auf den entsprechenden Hohenlinien

stehen ([U]).

Eine Matrix A € K% mit AT = A nennt man hermitesch. Fiir hermitesche A
ist die quadratische Form h — ga(h) := 7' Ah eine reellwertige Funktion ([U]). Als
Anwendung des Satzes von Lagrange erhélt man

Satz 8.13 Ist A € K™ hermitesch, so existieren Eigenwerte Amin Und Amax V0T
Re(A) mit

mSin gAa = Amin  und mSax dA = Amax-

Beweis. Wir betrachten f, g : R — Rmit f(z) := qa(z) = 2" Av und g(z) := 2 2 —1.
Nach Bemerkung 7.7 gilt V f(z) = (A+A)z = 2Re(A)z und Vg(x) = 22. Da Z(g) =S
kompakt ist, existiert ein v € S so, dass f|s an v minimal wird und nach Bemerkung
8.11 existiert ein A € R mit Re(A)v = Av. Also ist A, := A passend. Entsprechend
sieht man, dass ein passendes A, existiert. O

Bemerkung 8.14 Fiir symmetrische A € R¥? ergibt sich wegen A = Re(A) aus
Satz 8.13, dass A genau dann positiv (semi-)definit ist, wenn Ay, > 0 (> 0) gilt, und
genau dann negativ (semi-)definit ist, wenn Ay < 0 (< 0) gilt.
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A Weiteres zu Mengen und Abbildungen

Definition A.1 Es seien I # @& eine Menge, X eine Menge und (A, )qes eine Familie
von Teilmengen von X. Dann heiflen

UAQI:{ZEZZEEAafﬂl”eiDOéEI}

acl

Vereinigung von (A,) und

mAa::{x:xeAafﬁralleozEI}

ael

Durchschnitt von (A4,). Insbesondere sind damit fiir eine Menge von Mengen (einem
sogenannten Mengensystem) F auch

UM und ﬂM

MeF MeF

definiert (hier ist speziell I = F und Ay = M). Man schreibt dann auch kurz |JF
beziehungsweise [ F.

Nach Definition sind zwei Mengen gleich, wenn die erste Teilmenge der zweiten und
die zweite Teilmenge der ersten ist. Daher beweist man iiblicherweise die Gleichheit,
indem man die beiden Inklusionen getrennt nachweist. Wir deuten dies im Weiteren

durch die Schreibweise C: und D: in den entsprechenden Beweisen an.

Satz A.2 Es seien X eine Menge, (Ay)acs €ine Familie von Mengen in X und B C
X. Dann gilt

Bn(|JA) =JBnAy) und BU(()4a)=()(BUA).
und (De Morgansche Regeln)
B\(JA) =B \A) wd B\ ()4 =B\ A0

acl acl acl acl

Beweis. Wir werden exemplarisch die Beweise der links stehenden Aussage fiihren.

Die rechten ergeben sich in &hnlicher Weise. Wir schreiben dabei kurz | J statt (.
a€cl
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C: Esseiz € BN (|JA,). Dann ist x € B und = € |J A,, also 2 € B und x € A fiir
ein § € 1. Damit ist x € BN Ag, also auch z € [J(BN A,).

D: Es sel x € |J(B N A,). Dann existiert ein § € I mit x € BN Ag. Damit ist x € B
und z € Ag, also auch z € B und = € |J A,, das heiBt 2 € BN (| Aa)-

C: Esseix € B\ (|JAs). Dann ist € B und = ¢ |J A,, also z € B und = ¢ A, fiir
alle o € 1. Damit ist x € B\ A, fiir alle a € I, also z € (B \ Aa).

D: Esseiz € (B\ A,). Dannist x € B\ A, fur alle o € I, also x € Bund = ¢ A,
fir alle a € I. Damit ist x € B und = ¢ |J A,, das heiBt 2 € B\ (| Aa)- O

Definition A.3 Sind X,Y Mengen und ist f: X — Y, so heifit fiir B CY
f'(B):={reX: f(x) € B}

Urbildmenge von B unter f.

Satz A.4 Es seien X,Y Mengen und f : X — Y.

1. Ist (By)aer eine Familie von Mengen in'Y , so gilt

U Ba) =U 7Ba) wnd () Ba) = (1 F7(Ba):

acl a€cl a€cl a€el

2. Ist (Aa)acr €ine Familie von Mengen in X, so gilt

F(UA) = A und f(() Aa) € () f(Aa).

acl acl acl acl

Beweis.

1. Wir beschrianken uns wieder auf die links stehende Aussage.

C: Essei z € f7'(|UBa). Dann ist f(z) € |J Ba, das heifit, es existiert ein § € I mit
f(z) € Bs. Also ist z € f~(Bg) und damit auch z € |J f~(Ba,).

D: Ist B € I, s0 ist Bg C |J Ba, also auch f~(Bg) C f‘l(UBa). Da (8 € I beliebig
war, gilt [J f71(Ba) C f7H(U Ba).

2. Zur linken Aussage:

C: Es sei y € f(JAs). Dann existiert ein z € |JA, mit f(z) = y. Ist § € I mit
x € Ag, so ist also y = f(z) € f(Ap). Damit ist y € |J f(Aa).
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D:Ist B €1, s0ist Ag C |JAa, also auch f(Az) C f(UAa). Da g € I beliebig war,
gilt D.

Zur rechten Aussage: Es sei y € f((0 Aa). Dann existiert ein z € () A, mit f(z) = y.
Damit ist y = f(z) € f(Aq) fiir jedes o € I, d. h. y € () f(Aa)- O

Bemerkung A.5 Man beachte, dass in der letzten Aussage des zweiten Teils von
Satz A.4 kein Gleichheitszeichen steht. Ist etwa f : Z — Z definiert durch f(z) := z*
fiir x € Z, so gilt

fyn{=1}) = f(@) =2 uwnd f{1})Nnf{-1}) ={1}.
Damit gilt hier keine Gleichheit. Tatséchlich liegt Gleichheit fiir alle Familien (A,)

genau dann vor, wenn f injektiv ist ([U]).

Definition A.6 Es seien A, B beliebige Mengen.

1. A und B heiflen gleichméichtig, falls eine bijektive Abbildung ¢ : A — B exi-
stiert.”®

2. Ist A gleichmiéchtig zu {1,...,n} fiir ein n € N, so sagt man, dass A die Méchtig-
keit n hat (man kann zeigen, dass n eindeutig ist). Der leeren Menge wird die Méachtig-
keit 0 zugeordnet. Wir schreiben dann #A := n. Damit heiflit A endlich, falls A eine
Méchtigkeit n € Ny hat und unendlich, falls dies nicht der Fall ist.””

3. Eine Menge A heifit abzdhlbar, falls A gleichméchtig zu N oder endlich ist. Ist A
nicht abzahlbar, so sagt man A sei iiberabzahlbar.

Beispiel A.7 Man kann zeigen ([U]), dass etwa Ny, Z, N x N gleichméchtig zu N, also
insbesondere abzédhlbar sind.

Bemerkung und Definition A.8 Es sei X eine Menge. Eine Familie (A,)qes von
Mengen in X heifit disjunkt, falls A, N Az = @ fiir o, 8 € I, o # 3 gilt. Ist A eine

A
acl s
so nennt man (A, ).c; eine Zerlegung von A. Ist A endlich und (A4;,...,A,) eine

Menge und ist (A, )aes eine disjunkte Familie nichtleerer Mengen mit A = J

Zerlegung von A, so gilt
HA=H#A1+ ...+ #A,.

764, h. es existiert eine eins-zu-eins Zuordnung zwischen den Elementen aus A und denen aus B.
""Ist A unendlich, so schreibt man auch #A = oco.
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B Von den natiirlichen zu den reellen Zahlen

In diesem Anhang werden wir auf die axiomatische Einfithrung der natiirlichen Zahlen
eingehen und einen darauf basierenden konstruktiven Zugang iiber die ganzen und die
rationalen Zahlen zu den reellen skizzieren.

Die natiirlichen Zahlen koénnen axiomatisch beschrieben werden als Tripel (N, 1, v)
mit den drei Eigenschaften (Peano-Axiome):

(N1) N ist eine Menge mit 1 € N.
(N2) v: N — N ist eine injektive Funktion mit 1 ¢ v(N).™

(N3) (Prinzip der vollstindigen Induktion) Ist A € N mit 1 € A und
v(A) C A, soist A=N.

Damit definiert man die arabischen Ziffern durch 2 := v(1), 3 := v(2), 4 := v(3),
5:=wv(4), 6:=v(5), 7:=v(6), 8 :=v(7) und 9 := v(8). Weiter kann man — mit viel
Aufwand — zeigen:

Auf N ist durch n+ 1 :=v(n) und n+v(m) := v(n+m) fir n,m € N eine assoziative
und kommutative Verkniipfung + rekursiv definiert. Unter Verwendung der Addition
ist durch n < m falls m = n + k fiir ein £ € N zudem eine Ordnungsrelation <
auf N gegeben. Damit kann man wiederum zeigen: Auf N ist durch n -1 := 1 und
n(m + 1) := nm + n fiir n,m € N eine assoziative und kommutative Verkniipfung -
rekursiv definiert. So wird (N, -, 1) zu einem abelschen Monoid.

Erweitert man N um ein Element 0 zu Ny mit 0 < n fiir alle n € N und so, dass
n+0:=0+n:=nundn-0:=0-n:=0 fir alle n € Ny, so ist auch (N, +,0) ein
abelsches Monoid.

Bemerkung B.1 Aus dem Prinzip der vollstindigen Induktion folgt die wichtige
Wohlordnungseigenschaft von Ny ([U]):

Jede nichtleere Menge M C Ny hat ein minimales Element.
Hiermit kann man leicht zeigen: Zu jedem Paar (n,p) € N x N existiert genau ein Paar

(a,7) € Ny x Ng mit r < p und n = ap + r (Division mit Rest).

Ist A C Ny, so heiit ein Tupel (a;) = (a;);en, € A™ eine abbrechende Folge in A,
falls ein d € Ny existiert mit a; = 0 fiir 7 > d. Man nennt das kleinste solche d die

"®Die Zahl v(n) nennt man Nachfolger von n. (N2) besagt, dass 1 kein Nachfolger eines n € N ist.
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Lange von (a;). Damit gilt folgende wichtige Aussage iiber die Darstellung natiirlicher
Zahlen:

Satz B.2 Es seien ¢ € N mit ¢ > 2 und A :={a € Ny:a < q¢—1}.7 Dann existiert

zu jedem n € Ny genau ein abbrechende Folge (aj(n)) in A mit

wobei d(n) die Lange von (a;(n)) ist.

Beweis. 1. Eindeutigkeit: Es seien (b;), (a;) abbrechende Folgen in A mit

n = Zajqj = ijqj~
=0 =0

Angenommen es ist (a;) # (b;), also J := {j : a; # b;} # @ (und endlich). Ohne

Einschrankung sei by > ay, wobei N das maximale j € J ist. Es gilt ([U])

N-—1

j N
>0t <4
=0

und damit wegen a; = b; fiir j > N und ay +1 < by

m N-1 N-1 m
D aid =D a;d +ang” + ) a; < (an+1)gN + ) b <D big
J=0 J=0 J>N >N j=0

Widerspruch!

2. Wir zeigen die Existenz per Induktion nach n.

Induktionsanfang n = 0: Man setze a;(0) := 0 fiir j € Ny.

Induktionsschritt » < n — n: Es sei k € Ny mit ¢* < n < ¢**'. Nach Division mit
Rest existieren 0 < a < g und 0 < r < ¢* mit

n:aqk—l—r,

™ A kann als Menge der Ziffern interpretiert werden, eine Art Alphabet der Zahlen.
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also insbesondere r < n. Nach Induktionsvoraussetzung (die Behauptung gilt fiir jedes

r < n) existiert eine Folge (a;(r)) mit

Wegen r < ¢* ist d(r) < k. Setzt man a;(n) := a;(r) fiir j # k und a(n) := a, so ist

d(n) '
n= >y a;j(n)¢ mit d(n) = k. O
=0

Man nennt (aqen)(n)aam)—1(n) ... ao(n)), die g-adische Darstellung von n. Im Falle
q = 2 spricht man dann von der Bindrdarstellung, im Falle ¢ = 2-5 von der Dezimal-
darstellung und im Falle ¢ = 2* von der Hexadezimaldarstellung.®’ Schliellich
schreibt man im Dezimalfall auch kurz agm)(n) . .. ag(n) statt (aqmy(n) ... ao(n))s.s. So
ist etwa firn =8+8+7

n=1-240-29+1-22+1-2"+1-2°=(10111),

und
n=2-(2-5"+3-(2-5) = (23)y5 = 23 .

Definition B.3 Eine Relation ~ auf X heifit Aquivalenzrelation, falls fiir alle
x,y,z € X gilt

(A1) = ~ x (Reflexivitét),

(A2) aus z ~ y folgt y ~ x (Symmetrie),

(A3) aus z ~ y und y ~ z folgt x ~ z (Transitivitét).
Ist ~ eine Aquivalenzrelation, so heift [x] := [z]. := {2’ € X :  ~ 2’} die von z er-

zeugte Aquivalenzklasse und jedes 2/ € [z] ein Reprisentant der Aquivalenzklasse
[]. AuBerdem heift X/. := {[z] : # € X} Quotientenmenge von X (modulo ~).

80Die Schreibweise ¢ = 2 - 5 beziehungsweise ¢ = 2* mag umstindlich erscheinen, ist aber nicht
durch ¢ = 10 beziehungsweise ¢ = 16 ersetzbar, da dies schon die zu definierende Dezimaldarstellung

vorwegnehmen wiirde.
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Bemerkung und Definition B.4 Es sei X = Ny x Ny. Durch (a,b) ~ (da/,b') falls
a+b =0b+d fir abd,V € Nyist ~ eine Aquivalenzrelation auf X definiert. Ist
a > b, so existiert (genau) ein n € Ny mit @ = b+ n und es gilt damit

[(a,b)] ={(k+n,k): k€ Ny} =][(n0)].
Ist a < b, so ist b = a + m fiir ein m € N und damit

[(a,0)] ={(k,k+m): k € Ny} =[(0,m)].

v v v 4
—4 (0,3) (1,3) (2,3) (3,3)
v e v v v
-3 (0,2) (1,2) (2,2) (3,2)
v v e v v
—2 (0,1) (1,1) (2,1) (3,1)
v e v v e
-1 (0,0) (1,0) (2,0) (3,0)
v v v v v
0 1 2 3 4

Definiert man die Menge Z der ganzen Zahlen als
7 :=X/.=(NygxNy)/~,
so sind durch
[(a,0)] + [(¢,d)] :=[(a+ ¢, b+d)] und [(a,b)]-[(c,d)] := [(ac+ bd,ad + bc)]

Verkniipfungen + und - auf Z (unabhingig von der Wahl der jeweiligen Reprisen-
tanten) definiert, mit denen (Z,+,-) zu einem kommutativen Ring wird. Dabei gilt
[(0,n)] = —[(n,0)] fur n € Ny. Indem man n mit [(n,0)] identifiziert, ist Ny in Z
eingebettet, und es ergibt sich

[(a,0)] = [(a,0)] +[(0,0)] = [(a,0)] = [(b,0)] =a—b (a,b € No).

Auflerdem ist damit durch a—b < ¢—d definitionsgeméf genau dann, wenn a+d < b+c
fiir a, b, ¢,d € Ny eine Erweiterung der Ordnung < von Ny auf Z definiert.
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Bemerkung und Definition B.5 Es sei X := Z x Z*. Definiert man (a,b) ~ (a’, V)
falls ab’ = ba’ fiir (a,b), (a’,V') € X, so ist ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Man kann
zeigen: Fiir (a,b) € X existieren teilerfremde p € Z, ¢ € N mit

[(a,b)] = {(mp,mq) : m € Z"} = [(p, q)].

Definiert man die Menge Q der rationalen Zahlen als

Q:=X/.=(ZxZ")/.
und Verkniipfungen + und - durch
[(@,0)] + [(¢,d)] := [(ad + cb, bd)] und  [(a,b)] - [(¢, d)] := [(ac, bd)],
so wird (Q,+,-) zu einem Kérper. Dabei gilt 1/[(a,b)] = [(b,a)] fix a # 0. Durch

Identifikation von a und [(a, 1)] ist wieder Z in Q eingebettet und es gilt

(@,0)] = e, D] [0.0] = (T =5 (@b e X),

Schlielich erweitert die Definition a/b < ¢/d falls ad < bc fiir a,b € Z und b,d € N
(also b,d > 0) die Ordnung < von Z auf Q.

Wir skizzieren zum Abschluss einen moglichen konstruktiven Zugang zu den reellen
Zahlen, der an die g-adische Darstellung natiirlicher Zahlen anschlieit. Basis ist die

folgende Beobachtung ([U]): Sind k,n € Z mit n > k, so gilt
n—1
Zajqj <q"—q" (B.1)
j=k

fir beliebige a; € {0,...,¢q — 1}. Insbesondere ist fiir £ < 0 mit m := —k

-1
a_1 Q_o a_m . 1
— t+—+4+ ...+ — = a;q? <1—— < 1.
q q2 qm Z J qm

j=—m

Bemerkung und Definition B.6 Es seien ¢ € N, ¢ > 2 und A :={0,1,...,q — 1}.
Wir betrachten die Menge der nach oben abbrechenden zweiseitigen Folgen

AP = {(a;) = (aj)jez € A% : es existiert ein d € Ny mit a; = 0 falls j > d}.
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Man schreibt statt (a;) € A?) komprimierter und suggestiver
(@g@g—1 ... ag,a_10_3...)g = QgQ4—1 . .. Ay, A_10_2 . . .

und spricht von einer g-adischen Folge. Im Fall ¢ = 2 spricht man von Bin&rfolge
und im Fall ¢ = 2 -5 von Dezimalfolge. Wir setzen

AP = {(a;)jez, € AP - es existiert ein m € Ny mit a; = 0 falls j < —m}

und nennen (a;) abbrechend, falls (a;) € A® gilt. Aus (B.1) sieht man wie beim
Beweis der Eindeutigkeit in Satz B.2, dass die Abbildung

d
AP 5 (a) > Y a4’ € @y U{0)
j=—m

injektiv ist. Wir identifizieren im Weiteren die abbrechende Folge (a;) mit der entspre-
chenden rationalen Zahl. Weiter definiert man auf A% eine Aquivalenzrelation durch
(a;) ~ (b;) genau dann, wenn (a;) = (b;) oder wenn ein k € Z so existiert, dass a; = b,
fir j > k, ar, = by + 1 sowie a; = 0 und b; = ¢ — 1 fiir j < k (oder entsprechend mit
vertauschten Rollen von a; und b;). Damit sind alle Aquivalenzklassen entweder ein-
oder zweielementig, wobei im zweielementigen Fall eine der beiden Folgen abbrechend
ist.

Bemerkung B.7 Wir betrachten ab jetzt den Fall ¢ = 2 und definieren

X = {2 =[(ay)] : (a5) € {0,1}"}.

Wihlt man im Fall zweielementiger [(a;)] die abbrechende Folge als Reprisentant, so
entspricht jedem x € X genau eine Binérfolge (a;). Wenn nichts anderes gesagt ist,
legen wir uns auf diese Darstellung fest und schreiben dann auch = = (a;). Ist 2 = (a;)

(in diesem Sinne), so nennen wir fiir k € Z 8

x|k = Zaﬂj € 2N

j=k

die k-te Abschneidung von z. Unter Verwendung der Relation < auf Q,U{0} definieren
wir eine Relation < auf X durch z < y genau dann, wenn |z]; < |y, fiir ein k € Ny

81Tst - eine Verkniipfung auf einer Menge M, so schreiben wir fir B € M und a € M kurz
aB = {ab:b € B}.
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gilt. Ist dies der Fall, so folgt |z], < |y]n fiir alle n < k aus (B.1). und damit sieht
man, dass (X, <) geordnet ist. Wesentlich ist nun, dass (X, <) vollstindig ist.

Wir deuten den Beweis der Vollstindigkeit an. Es sei dazu M C X nichtleer und
nach oben beschrénkt und ohne Einschrinkung M # {0}. Wir definieren rekursiv
eine Binérfolge (b;): Zunéchst folgt aus der Beschrénktheit nach oben von M die

Beschranktheit nach oben von
{k€Z: |x]x #0 fir ein x € M}

in Z. Ist d das Maximum dieser Menge, so setzen wir bg := 1 und b; := 0 fiir 7 > d.
Weiter definieren wir

5 1, falls |[z]4q >2¢fiireinz e M
d—1 ‘=
0, sonst

und entsprechend fiir n € N

1, falls [2]g pn_1>27+ b4 127+ ..+ bg_p,207 " fiir ein v € M

bd—n—l =
0, sonst
Ist s :=[(b;)], so ergibt sich s = sup M aus der Konstruktion von s.
Bemerkung B.8 Nun wollen wir in X rechnen. Zunéchst setzt man 0 := [(0),ez] und
1 :=[(d;0)jez]. Die Existenz von Suprema ermdglicht es, die Verkniipfungen + und -

von A% auf X zu erweitern: Fiir ,y € X existieren namlich
v+y=sup{|z]p+|yls:k€Z} e X

und
vy :=sup{|z],-ylp: k€Z} € X

Die Kommutativitat ist klar. Das Hauptproblem besteht darin, zu zeigen, dass +
assoziativ ist und dass (X \ {0},-, 1) eine Gruppe ist. Ist dies getan, so siecht man wie
bei der Erweiterung von Ny zu Z, dass durch (a,b) ~ (a/,b) falls a +0 = b+ o fiir
(a,b),(d',V) € X x X eine Aquivalenzrelation auf X x X definiert ist. Damit setzt
man

R:= (X x X)/.
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und schreibt wieder a — b statt [(a,b)] und im Falle b = 0 kurz a sowie im Falle a = 0
kurz —b. Die Rechenoperationen + und - sowie die Relation < iibertragen sich wie
im Fall der ganzen Zahlen auf R, und zwar so, dass damit (R, +, -, <) ein vollsténdig
geordneter Korper wird.®? Dabei ist Q monoton eingebettet in R, das heifit, es existiert
eine injektive Abbildung j : Q@ — R so, dass j(z+y) = j(x)+j(y) und j(zy) = j(x)j(y)
fiir alle x,y € Q gilt und dass j(x) < j(y) genau dann gilt, wenn x < y ist. Indem man
j(x) mit x identifiziert, kann man Q als Teilmenge von R auffassen. Man kann zeigen,
dass in diesem Sinne den rationalen Zahlen die sogenannten periodischen Binérfolgen
entsprechen.

Bemerkung B.9 Man kann zeigen, dass die Menge der reellen Zahlen iiberabzéhlbar

ist ([U]; Stichwort: zweites Cantorsches Diagonalverfahren).

82In der Literatur findet man neben axiomatischen Zugéngen oft den konstruktiven Zugang iiber
Dedekindsche Schnitte. Der Vorteil dieses Zugangs liegt in einer einfacheren Definition des Supremums
und einem weniger aufwandigen Nachweis der Korperaxiome, allerdings sind die dabei betrachteten
Objekte, die am Ende als reelle Zahlen bezeichnet werden, weniger instruktiv als die oben eingefiihr-
ten Bindrfolgeen. Auflerdem kniipft die Vorstellung einer reellen Zahl als Binérfolge meist an die
Vorkenntnisse aus der Schule an und deutet zudem Problematiken der Gleitkommaarithmetik und
der Struktur der Maschinenzahlen an.
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C DMetrische Riaume

Fiir die Analysis ist das Konzept der Grenzwerte von zentraler Bedeutung. Dabei ist
es wesentlich, von Abstdnden zwischen zwei Elementen in einer Menge sprechen zu
kénnen. Wir betrachten nun ganz allgemein Mengen, in denen ein Abstand zwischen

jeweils zwei Elementen definiert ist.

Definition C.1 Es sei X # @ eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heifit
Metrik (oder Abstand) auf X, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(D1) (Definitheit) Fiir x,y € X ist d(z,x) = 0 und d(z,y) > 0, falls  # y.
(D2) (Symmetrie) Fiir z,y € X ist d(x,y) = d(y, x).
(D3) (Dreiecksungleichung) Fiir alle x,y, z € X gilt

d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).
Das Paar (X, d) heifit dann metrischer Raum. Ist (X, d) ein metrischer Raum und

ist M C X nichtleer, so ist durch dy; := d|yxp eine Metrik auf M gegeben. Man
nennt dy; die Spurmetrik von d auf M.

Bemerkung und Definition C.2 1. Auf K ist durch
d(l’,y) = |ZL’—y| ($7y€K)

eine Metrik gegeben (die Dreiecksungleichung aus Satz 2.17 impliziert die Dreiecksun-
gleichung fiir d). Man spricht von der Betragsmetrik. Entsprechend ist im euklid-
schen Raum R3 = C x R mit der Liinge

(z,u)|| := /|22 + u? = V82 + 2 + u? (z = (s,t) € C,ueR)

durch
d(('Z?u)’ (wﬂ})) = H(zvu) - (wav>” ((Zau)v (w,v) € C x R)

eine Metrik definiert ([U]).
2. Ist X # @ eine beliebige Menge, so definiert

5(z,1) 0, falls =y
x,Y) =
Y 1, falls z#y

eine Metrik auf X, die sogenannte diskrete Metrik. Insbesondere kann also jede

nichtleere Menge mit einer Metrik versehen werden.
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Bemerkung und Definition C.3 Wir erginzen die komplexe Ebene durch einen

Punkt, den wir w nennen, und setzen
C, :=CU{w}.

Wir wollen C,, mit einer Metrik versehen. Dazu sei || - || die euklidsche Lange im Raum
R? = C x R und mit 0 = O¢

S = {(w,u) € Cx R: [|(w,u) — (0,1/2)|| = 1/2}
die 2-Sphére mit Mittelpunkt (0,1/2) und Radius 1/2. Dann ist durch

o) = rEE R (e

1
eine Abbildung von C auf S\ {(0,1)} definiert ([U]).%® Mit p(w) := (0,1) ist also
¢ : C, — § surjektiv.

Abbildung 27: stereographische Projektion.

Man kann nachrechnen, dass fiir z € C, 2’ € C,

2z — 2|/ /(L + [2]2) (1 + |[2]?), fallsz' €C
1/4/1+ 2|2, falls 2/ = w
gilt ([U]). Insbesondere ist damit o bijektiv und durch x(z,2") := ||¢(2) — (2')| eine

Metrik auf C,, definiert, genannt die chordale Metrik. Die Umkehrabbildung ¢!
von ¢ heifit stereographische Projektion und ist gegeben durch

le(z) = ()] = (C.1)

w/(l —w), fallsu#1

-1
o (w,u) = .
( ) w, falls u =1

83Geometrisch ergibt sich der Punkt ((z) als der Schnittpunkt der Sphire S mit der Strecke
zwischen den Punkten (0, 1), also dem Nordpol der Sphire, und dem Punkt (z,0).
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Definition C.4 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.
1. Fiira € X und 0 < p < +00 setzen wir

Uya) :=U,4(a) :=U, x(a) ={zr € X :d(z,a) < p}.
Man spricht dann von der (offenen) p-Umgebung von a. Weiter setzen wir
Uy(a) :=U,q(a) :={x € X :0 < d(z,a) < p}.

Damit heiBt a ein Hiufungspunkt von M, falls M N U,(a) # & fiir alle p > 0 ist.
Wir schreiben M’ fiir die Menge der Haufungspunkte von M in X.

2. Sind a € X und M C X, so heifit a ein innerer Punkt von M (im metrischen
Raum (X, d)), falls ein p > 0 existiert mit U,(a) C M. In diesem Fall heifit zudem
M eine Umgebung von a (im Raum (X, d)). Die Menge M heifit offen, falls jeder
Punkt von M innerer Punkt ist, und abgeschlossen, falls X \ M offen ist. Mit der

Dreiecksungleichung sieht man, dass U,(a) offen ist ([U]).

Satz C.5 Ist (X,d) ein metrischer Raum und M C X, so ist M genau dann abge-
schlossen, wenn M’ C M gilt.

Beweis. Ist M abgeschlossen, also M¢ = X \ M offen, a € M’ und § > 0, so ist
(Us(a) \ {a}) N M # @. Damit ist a kein innerer Punkt von M¢, also a ¢ M°.

Ist umgekehrt M’ C M und x € M¢, soist ¢ M', also Us(x) N M = & fiir ein 6 > 0.
Damit ist z innerer Punkt von M¢. O

Bemerkung C.6 Man sieht leicht, dass beliebige Vereinigungen und endliche Schnit-
te offener Mengen offen sind, und dass beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen

abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind ([U]).

Bemerkung und Definition C.7 Es seien (X, dy) und (Y, d) metrische Réume und
f: X =Y. Ist a € X, so heifit f stetig an der Stelle a € X, falls zu jeder offenen
Umgebung V von f(a) eine Umgebung U von a existiert mit f(U) C V.5 Weiterhin
heifit f stetig auf M C X, falls f stetig in jedem Punkt a € M ist und kurz stetig,
falls f stetig auf X ist.

84Die Bedingung ist dAquivalent dazu, dass zu jedem & > 0 ein § = 6. > 0 existiert mit
d(f(z), f(a)) < € fir alle x € Us x (a).
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Satz C.8 FEs seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume. Ist f : X — Y, so ist f
genau dann stetig, wenn fiir alle offenen Mengen V C'Y die Urbildmenge f~1(V) C X
offen ist.

Beweis. =: Es sei V C Y offen. Ist a € f~1(V), so ist V eine offene Umgebung
von f(a). Da f stetig an a ist, existiert eine Umgebung U von a mit f(U) C V, also
Uc Y f)) c f4V). Damit ist f~*(V) offen.

<: Es seien a € X und V eine offene Umgebung von f(a). Nach Voraussetzung ist
U := f4(V) offen in X. Da a € U gilt, ist U eine Umgebung von a mit f(U) =
F(f7H(V)) C V. Also ist f stetig an a. O

Wir untersuchen nun Folgen in metrischen Raumen.

Bemerkung und Definition C.9 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge
(Zn)nen in X heiit d-konvergent oder kurz konvergent, falls die Metrik aus dem
Kontext heraus klar ist, falls ein ¢ € X so existiert, dass (d(z,, ¢))nen eine Nullfolge (in
R) ist. Mit der Dreiecksungleichung und (D1) sieht man, dass ¢ eindeutig bestimmt ist.
Wir nennen ¢ den d-Grenzwert oder kurz Grenzwert und schreiben dann z,, — ¢
fiir n — oo (in (X, d)) oder auch

limz, :=limzx, :=c.
neN

Bemerkung C.10 Man sieht mit (C.1) leicht: Ist (z,) eine Folge in (C,, x), so gilt
zn — a € Cin (C,, x) genau dann, wenn z, — a in C mit der Betragsmetrik, und
z, — w genau dann, wenn |z,| — +oo gilt. Insbesondere ist die Folge (n) in (C,, x)

konvergent mit limn = w.

Bemerkung und Definition C.11 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Ist (z,)nen
eine Folge in X, so heifit (z,).en eine Cauchyfolge, falls zu jedem € > 0 ein R > 0
existiert mit

d(Tp, xp) <€ (n,n’ > R).

Aus der Dreiecksungleichung folgt, dass jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist.

85Durch Komplementbildung sieht man, dass dies auch #quivalent dazu ist, dass Urbilder abge-
schlossener Mengen stets abgeschlossen sind.
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Bemerkung C.12 Ist X = (0,00) mit der Betragsmetrik, so ist die Folge (1/n) eine
Cauchyfolge in X, aber nicht konvergent in X. Im Allgemeinen sind also in metrischen
Ré&umen nicht alle Cauchyfolgen konvergent!

Bemerkung und Definition C.13 Ein metrischer Raum (X, d) heifit folgenkom-
pakt oder kurz kompakt, falls jede Folge eine konvergente Teilfolge hat. Weiter heif3t
(X, d) folgenvollstindig oder kurz vollstindig, falls jede Cauchyfolge konvergent

1st.
Ist (z,,) eine Cauchyfolge, die eine konvergente Teilfolge hat, so ist (z,) konvergent.

Denn: Es sei (2,,)nes eine Teilfolge mit x, — ¢ fiir n € J und es sei € > 0
gegeben. Dann existiert ein R > 0 mit d(x,,z,) < /2 fir n,n’ > R.
Weiter existiert ein j € J so, dass j > R und d(xj,c) < /2. Damit ist
d(zp,c) < d(xn,x;) +d(z;,c) < e fur n > R. Also gilt z,, — c.

Damit ist jeder kompakte Raum vollstéandig.

Bemerkung C.14 1. In K ist jede Cauchyfolge beschrinkt.

Denn: Zu € = 1 existiert ein ng € N so, dass |z, —x,/| < 1 fir allen,n’ € N

mit n,n’ > ng, also auch |x,| = |Tp—Tny+2Tng| < [Tn—Tng |+ Tng| < |Tng|+1
fir alle n € N mit n > ng. Da {n € N : n < ng} endlich ist, ist (x,)
beschrankt.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass ist K mit der Betragsmetrik ein vollstdndiger
metrischer Raum.®

2. Ist X C K, so ist X mit der Betragsmetrik nach dem Satz von Heine-Borel genau
dann ein kompakter Raum, wenn X beschrinkt und abgeschlossen ist. Aus Bemerkung

C.10 ergibt sich damit auch, dass (C,, x) ein kompakter Raum ist.57

Satz C.15 Es seien (X,dx) ein kompakter und (Y,d) ein metrischer Raum. Ist f :
X — Y stetig, so ist f(X) mit der Spurmetrik von d ebenfalls kompakt.

86Die Ordnungsvollstéindigkeit der reellen Zahlen impliziert iiber den Satz von Bolzano-Weierstrafl

die Folgenvollstandigkeit von K.
87"Man spricht auch von einer Einpunkt-Kompaktifizierung von C.
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Beweis. Es sei (y,,) eine Folge in f(X). Wir wéhlen z,, € X mit y, = f(x,). Da X
kompakt ist, existieren ein a € X und eine Teilfolge (x,,)ner von (z,) mit x,, — a fiir
n € I. Da f stetig ist, folgt y,, = f(z,) = f(a) € f(X) fir n € 1. O

Bemerkung und Definition C.16 Sind (X,dx), (Y,dy), (Z,dz) metrische Raume
und f: X =Y, g:Y — Z stetig, so folgt wegen (go f)~"' (M) = f~* (g~ (M)) fiir
M C Z mit Satz C.8, dass die Komposition g o f ebenfalls stetig ist .

Eine stetige, bijektive Funktion f : X — Y, fiir die f~! ebenfalls stetig ist, nennt man
einen Homdomorphismus. Wieder aus Satz C.8 folgt, dass f~! genau dann stetig
ist, wenn f(U) = (f~')~1(U) fiir alle offenen U C X offen ist.®

Ist X C R ein Intervall, so ist nach Bemerkung 3.33 jede stetige, injektive Funktion
X — R ein Homéomorphismus auf ihr Bildintervall W (f).

Beispiel C.17 Wir betrachten X = [—1,0) U[1,2] und die Funktion f: X — [—1,1]
mit
x, falls x € [—1,0)
fx) = .
r—1, fallsz e [l,2]

Dann ist f stetig, streng wachsend und surjektiv, also auch bijektiv, und es gilt

Y, falls y € [-1,0)

F ) =
y+1, fallsy e [0,1]

Dabei ist f~! nicht stetig, also f kein Homdomorphismus.

Satz C.18 FEs seien (X, dx) ein kompakter und (Y,d) ein metrischer Raum. Ist f :
X =Y bijektiv und stetig, so ist (Y,d) kompakt und f ein Homdomorphismus.

Beweis. Zunéchst ist Y = f(X) nach Satz C.15 kompakt.

Durch Komplementbildung sieht man mit Bemerkung und Definition C.16, dass f~*
genau dann stetig ist, wenn f(A) fiir alle abgeschlossenen A C X abgeschlossen ist. Es
sei also A C X abgeschlossen. Da (X, dy) ein kompakter Raum ist, ist auch A mit der

88 Abbildungen, fiir die alle Bilder offener Mengen offen sind, nennt man offene Abbildungen.
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Spurmetrik ein kompakter Raum. Nach Satz C.15 ist f(A) mit der Spurmetrik von d
kompakt. Dann ist insbesondere f(A) abgeschlossen in X. O

Bemerkung und Definition C.19 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann heifit
X zusammenhingend, falls gilt: Sind U,V C X offen mit UUV = X und UNV = &,
so ist U = @ oder V = @. Dies ist dquivalent dazu, dass X und @ die einzigen
Teilmengen von X sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Der folgende Satz zeigt, dass sich der Zusammenhang einer Menge unter stetigen Ab-
bildungen auf die Bildmenge tibertrégt.

Satz C.20 Es seien (X,dx), (Y,d) metrische Riume und f : X — Y stetig. Ist X

89

zusammenhdngend, so ist auch f(X) ® zusammenhdngend.

Beweis. Es sei B C f(X) offen und abgeschlossen. Aus der Stetigkeit von f folgt mit
Satz C.8, dass f~!(B) offen und abgeschlossen in (X, dx) ist. Da X zusammenhéngend
ist, ist f71(B) = @ oder f~!(B) = X. Im ersten Fall ist B = & und im zweiten gilt
f(X)=f(f'(B)) C B, also B = f(X). Damit ist f(X) zusammenhéingend. O

Satz C.21 FEine nichtleere Teilmenge X von R ist genau dann ein zusammenhdngen-
der Raum, wenn sie ein Intervall ist.

Beweis. =: Es sei X C R kein Intervall. Dann existieren Punkte a,b,c mit a < ¢ < b
und a,b € X, ¢ ¢ X. Fiir die nichtleeren und in X offenen Mengen

U:=(—o00,c)NX und V:=(c,00)NX

gilt dann X =U UV und UNV = @. Also ist X unzusammenhéngend.
«<: Es seien U,V nichtleere und in X offene Mengen mit U NV = &. Wir miissen
zeigen, dass X # U UV ist.

89mit der Spurmetrik von d
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Es seien a € U, b € V. Dann ist a # b (und dann ohne Einschrinkung a < b). Da X
ein Intervall ist, gilt [a,b] C X. Wir setzen

¢ :=sup(UNJa,b]) € X.

Da V offen ist, ist £ < b und da U offen ist, ist dann £ ¢ U. Insbesondere ist £ > a.
Angenommen, es ist £ € V. Wegen der Offenheit von V' existiert dann ein ¢ € (a, £) mit
(¢,b] C V. Nach Definition des Supremums ist (¢,&] N U # @ und damit U NV # &.
Widerspruch. Damit ist £ € U U V. O

Durch Kombination der Aussagen von Satz C.21 und Satz C.20 erhalten wir folgende
wesentliche Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes:

Satz C.22 Es sei (X, d) ein zusammenhdingender metrischer Raum. Ist f : X — R
stetig, so ist f(X) ein Intervall.

Bemerkung und Definition C.23 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine stetige
Abbildung f : [0,1] — X nennt man einen Weg mit Anfangspunkt f(0) und End-
punkt f(1). Eine Menge K C X heifit Kurve, falls ein Weg f existiert mit K = W (f)
und dann nennt man f eine Parametrisierung der Kurve. Nach Satz C.21 und Satz
C.20 sind Kurven zusammenhéngend (und nach Satz C.15 auch kompakt).

Beispiel C.24 Wir betrachten den Weg f : [0,1] — C mit

) =1-20+2/t(1—t) (0<t<1),

Hier ist W(f) =SN{z:Imz > 0} der obere Halbkreisbogen ([U]).

Bemerkung C.25 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Sind A, C X fir a € I zu-
sammenhéngend (mit der Spurmetrik) und so, dass |J A, = X und () c; Aa # 9, s0
ael
ist auch X zusammenhéngend.
Denn: Es seien U und V' in X offene nichtleere Mengen mit X = U U V.
Wir miissen zeigen, dass U NV # @ ist. Dazu sei a € [),c; Ao und ohne
Einschrénkung a € U. Dann ist a € A, N U fiir alle « € I. Wegen V' # &
existiert ein o« = ay € I mit A, NV # &. Da A, zusammenhéngend ist,
(Ao NU)U (A, NV) = A, gilt und A, N U sowie A, NV nichtleer und
offen in A, sind, folgt A, NUNV # &.
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Bemerkung und Definition C.26 Ein metrischer Raum (X, d) heifit wegzusam-
menhingend, falls zu jedem Paar (z,y) € X x X ein Weg von = nach y existiert,
d. h. ein stetiges f : [0,1] — X mit f(0) = x und f(1) = y. Ist X ein wegzusam-
menhéngender Raum, so X auch zusammenhéngend.

Denn: Wir wahlen a € X. Dann existiert zu jedem x € X ein Weg f,
mit Anfangspunkt ¢ und Endpunkt x. Damit ist X = (J,.y W(f;) und
a € (yex W(fz). Nach Bemerkung C.25 ist X zusammenhéngend
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D Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Wichtige Funktionen wie die Exponentialfunktion und die trigonometrischen Funk-
tionen sind iiber gewisse Reihenwerte definiert. Ziel des Abschnitts ist es, allgemeine
Strukturaussagen iiber Funktionen zu machen, die sich als Grenzwerte sogenannter
Funktionenfolgen oder -reihen ergeben.

Definition D.1 Es seien X # & eine Menge und (Y, d) ein metrischer Raum. Eine
Folge (fn)nen in Abb(X,Y’) nennt man eine Funktionenfolge. Die Funktionenfolge
(fn)nen heilt punktweise konvergent auf der Menge M C X, falls fiir alle x € M die
Folge (fn(2))nen in Y konvergiert, d. h. falls eine Funktion f : M — Y so existiert,
dass die Folge (d(fn(a:),f(q:)))neN in [0,00) fiir jedes x € M abklingend ist. Die
(eindeutig bestimmte) Funktion f heifit Grenzfunktion der Folge (f,).en (auf M).

Wir schreiben dann auch

fn— f punktweise auf M.

Beispiel D.2 Wir betrachten die Funktionen f, : R — R mit

folz):=2" (r€R,neN).

Abbildung 28: z +— 2" auf [-1,1] fir n =1,...,10.

Dann gilt

f(x)%{ 0 , falls z€(—1,1)

1, falls z=1
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das heifit, (f,,) konvergiert punktweise auf (—1, 1] gegen der Funktion f: (—1,1] - R
mit f(z) =0 fir x € (—1,1) und f(1) = 1. AuBerdem divergiert die Folge (f,(x)) fiir
alle anderen z. Das Beispiel zeigt insbesondere, dass die Grenzfunktion unstetig (an
der Stelle 1) ist, obwohl alle Folgenglieder f, stetige Funktionen auf R sind.

Wir fithren nun einen strengeren Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen ein, der den

entscheidenden Vorteil hat, dass sich Stetigkeit auf die Grenzfunktion iibertragt.

Bemerkung und Definition D.3 Es sei X # & eine Menge und (Y, d) ein metri-
scher Raum. Eine Folge (f,)nen in Abb(X,Y") heiit gleichm&Blig konvergent auf
der Menge M C X, falls eine Funktion f : M — C so existiert, dass die Folge
(supy; d(fn, f))nen in [0, 00) abklingend ist. Wir schreiben dann

fao— f gleichméaBig auf M

oder auch
fo(z) = f(x) gleichméBig auf M .

Gilt f,, — f gleichmaBig auf M, so folgt wegen d(f,(x), f(z)) < sup,, d(fn, f) fiir alle
x € M auch f,, — f punktweise auf M, mit anderen Worten: gleichméflige Konvergenz

impliziert punktweise Konvergenz.

Beispiel D.4 Wir betrachten wieder f,, und f aus Beispiel D.2. Ist M = [-1/2,1/2],
so gilt

sup |z"| =1/2" — 0 (n — ),
zeM

also f, = 0(= f|u) gleichméBig auf M. Fir M = [0, 1) ist

sup|fn — fl= sup 2" =1 (n€N).
M z€[0,1)

Also ist (f,,) nicht gleichméfig konvergent auf M.

Wir kommen nun zu dem bereits angedeuteten Ergebnis iiber die Vererbung der Ste-
tigkeit auf die Grenzfunktion.
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Satz D.5 Es seien (X,d) ein metrischer Raum, a € X und (Y,d) ein metrischer
Raum. Weiter sei (f,)nen eine Folge in Abb(X,Y'), die gleichmaf$ig auf einer Umge-
bung U von a gegen [ konvergiert. Sind die Funktionen f, stetig an a, so ist auch f

stetig an a.

Beweis. Es sei e > 0 gegeben. Aufgrund der gleichméfligen Konvergenz von (f,,) gegen
f auf U existiert ein n = n, € N mit

d(f(u), fu(u)) <e/3 (uel).
Da f,, stetig an der Stelle a ist, existiert ein 6 = d. > 0 so, dass Us(a) C U und
d(fn(x)afn(a)) < 8/3 (.I' € U(;(CL)) :

Damit gilt fiir x € Us(a)

d(f(2), f(a)) < d(f(2), fu(@)) + d(fa(2), fu(a)) + d(fala), fa)) <e.

Bemerkung und Definition D.6 Es seien X # @ eine Menge und
B(X) :=B(X,C):={f: X — C: f beschrankt}.

Dann ist durch
dx(f,9) = sup If—gl  (fig€ B(X))

eine Metrik auf B(X) gegeben ([U]).%

Satz D.7 Es sei X # @ eine Menge. Dann ist (B(X),dx) ein vollstindiger metri-

scher Raum.

99Wenn man normierte Rdume kennt: Genauer ist auf B(X) durch ||f|x := supy |f| eine Norm
definiert. Man spricht von der Supremumsnorm. Damit ist dx die von der Supremumsnorm induzierte
Metrik.
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Beweis. Es sei (f,)nen eine Cauchy-Folge in B(X). Dann ist insbesondere fiir je-
des feste z € X die Folge (f.(x))nen eine Cauchyfolge in C. Da C vollsténdig ist,
ist (fn(z))nen konvergent. Also konvergiert (f,) punktweise. Es sei f : X — C die
Grenzfunktion. Wir zeigen, dass (f,,) gleichméBig auf X gegen f konvergiert.

Dazu sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein R = R, > 0 mit supy |f, — fuw| < & fir
n,n’ > R. Wir wahlen ein n > R. Ist € X, so ist die Abbildung y — |f.(x) — ¥
stetig (man beachte: u — |u] ist stetig). Also gilt

() = fm()| = |ful2) = f(2)] (m — o00).

Aus |fo(z) — f(x)| < € fir m > R folgt |f.(z) — f(z)] < e, und da x € X beliebig
war, ist damit auch supy |f — f.| < e.
SchieBlich ist f beschrinkt, denn wihlt man ein n € N mit supy |f — f.| < 1, so gilt

[f (@) < [f (@) = fulx)] + | fulz)] <1 +Sl)1(p’fn|

fir alle z € X. O

Definition D.8 Sind X # @ eine Menge und (f)g>m eine Folge in Abb(X, C). Dann
heiBt die Folge (s, )n>m der Partialsummen s, := > fi die mit (f;) gebildete Funk-

v=m

tionenreihe. Man schreibt wie bei Zahlenreihen Y fi statt (s,)n>m. Die Funktio-

k=m

nenreihe Z fr heifit punktweise konvergent bzw. gleichméflig konvergent auf

MC X, falls die Funktlonenfolge (s,,) auf M punktweise bzw. gleichméafig konvergiert.
Man verwendet das Symbol Z fr dann auch fiir die Grenzfunktion.

k=m

Der folgende Satz ist eine Erweiterung von Satz 4.7.
Satz D.9 Es seien X eine Menge und (fi)k>m €ine Folge in B(X) mit

oo
Zsup|fk] < 00.
k=m X

Dann konvergiert > fr gleichmdfig auf X.

k=m
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Beweis. Mit f, sind auch s, = ) fi € B(X). Ist ¢ > 0 gegeben, so existiert ein

R > m mit

o0

Z sup | fx] <e (n> R).

k=n+1
Damit folgt fiir n’ >n > R

dx(s,0,80) = sup| Z fil < 3 swplhl< D0 suplfil <

k=n+1 k=n+1 k=n+1

Damit ist (s,) eine Cauchy-Folge in B(X). Aus Satz D.7 ergibt sich die Konvergenz

in B(X), mit anderen Worten die gleichméfBige Konvergenz der Funktionenreihe. O

Bemerkung D.10 (Weierstraf3-Kriterium) Es seien X eine Menge und (fx)r>m
eine Folge von Funktionen f; : X — C. Aus Satz D.9 und dem Majorantenkriterium

folgt: Existieren eine Folge (bg),>n mit > by < oo und |fx(z)| < by fiir alle z € X
k=N

und k£ > N, so ist die Reihe Y fi gleichmifig konvergent auf X.

k=m

Beispiel D.11 Wir betrachten die Funktionen f; : C — C mit
fr(z) :=1/k* = exp(—zInk) (z¢€C).

Wegen der Stetigkeit von exp ist jedes f stetig. Ist a > 1, so gilt ([U])

Z 1/k* < o0
k=1
Ist M, :={z€ C:Rez> a}, so gilt
|fk(Z)| — |e—zlnk| — e—Re(z )Ink 1/kRe z < 1/ka (Z c Mon ke N)

Nach dem Weierstra3-Kriterium ist die Funktionenreihe Z fr gleichméBig konvergent

auf M, und damit punktweise auf M :=J_., M,. Die Funktlon ¢ : M — C, definiert

durch

a>1

:il/kz (z € M),
k=1

heifit Riemannsche Zetafunktion. Ist z € M und 1 < o < |z, so ist M, eine
Umgebung von z. Aus Satz D.5 folgt die Stetigkeit von ( an z.
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Definition D.12 Es seien (c¢;)52, eine Folge in C und fi(z) := cpa® fir z € K,

k € Np. Dann nennt man die Funktionenreihe ) fi die mit der Folge (¢;) gebildete
k=0

Potenzreihe. Weiter heiflen

R :=sup{s > 0: chxk konvergent fiir |z| < s} € [0, o0]
k=0

der Konvergenzradius und Ug(0) der Konvergenzkreis bzw. das Konvergenzin-
tervall der Potenzreihe. Nach dieser Definition konvergiert die Potenzreihe punktweise
auf Ug(0).

Aus dem Quotientenkriterium folgt ([U]): Ist ¢ # 0 fiir k geniigend grof und gilt
|cks1/ck| — 7, so ist der Konvergenzradius R = 1/r (mit 1/0 := oo und 1/0c0 := 0).

Beispiel D.13 Die geometrische Reihe > 2* ist eine Potenzreihe mit ¢, = 1 fiir

k=0
k € Ny. Hier ist R =1 und

3ok = % (2] < 1).

00
k=0

Die Exponentialreihe
ok
Z % = exp(2) (z € C)
k=0 "

ist eine Potenzreihe mit ¢, = 1/k! fiir k& € Ny und Konvergenzradius R = cc.

o0
Satz D.14 Es sei Y. cia® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist
k=0

S Jex|r® < oo fiir alle r < R und die Potenzreihe gleichmifig konvergent auf B,(0).
k=0
Auflerdem ist die Grenzfunktion f : Ugr(0) — C stetig.

Beweis. Es sei r < s < R. Dann ist die Reihe Y ¢;s* konvergent. Also ist (cxs*) eine
k=0
Nullfolge und damit existiert ein N mit |cg| < 1/5"7 fir K > N. Mit ¢ := r/s ergibt
sich
|[fu(@)] = lexl 2" <v¥/s" = ¢ (o] <7, k > N).
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Wegen ¢ < 1ist Y ¢* < co. Nach dem Majorantenkriterium ist Y |c|r* < oo und
k=N k=0
aus dem Weierstra-Kriterium folgt die gleichméafiige Konvergenz auf B,.(0).

Es sei nun = € Ug(0) und |z| < r < R. Dann ist B,(0) eine Umgebung von z, und da
Polynome stetig sind, ist die Grenzfunktion f nach Satz D.5 stetig an der Stelle x. O

Bemerkung und Definition D.15 Ist X C K offen, so heifit f : X — C analytisch
an a € X, falls ein R > 0 und eine Folge (cx(a)) in C so existieren, dass

o0

(0af)(h) = fla+h) =) e(@h® (b <R)

k=0
gilt. Nach Satz D.14 ist f stetig auf Ug(a). AuBerdem sind mit f, g und A € C auch

Af g analytisch an a. Wie iiblich heifit f kurz analytisch, falls f analytisch an jedem
Punkt a € X ist. Ist f: C — C analytisch, so heifit f kurz eine ganze Funktion.

Beispiel D.16 Fiir n € Nist C 3 2z — 2" ganz, denn fiir a € C gilt

n

(at+hr=Y" (Z) a"FRE (he ).

k=0

Damit ist auch jedes Polynom ganz. Auflerdem folgt aus
_a _ - e’ k
(caexp)(h) = e exp(h) =} +h"  (he€C),
k=0

dass exp und damit auch sin und cos sowie cosh und sinh ganz sind. Weiterhin kann

man zeigen ([U]), dass die rationale Funktion z — 1/(1 — z) analytisch auf C\ {1} ist.

Bemerkung D.17 Es sei f analytisch an der Stelle a und (cx(a)) wie in Bemerkung
und Definition D.15. Mit min & := oo nennt man

ord(a) := min{k € Ny : ¢x(a) # 0} € Ny U {oo}

die Ordnung von a. Ist a eine Nullstelle von f, so ist ord(a) > 0. Ist ord(a) = oo,
so ist ¢x(a) = 0 fiir alle & € Ny, also f(a + h) = 0 fir |h| < R. Ist andererseits
n = ord(a) < 0o, so ist

o

fla+h) =Y ala)h’ =h"p(h)  (|h] <R)

k=n
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mit

o0

o) = Y crena)t

=0

Dabei ist ¢(0) = ¢,(a) # 0 und aus Stetigkeitsgriinden daher p(h) # 0 auf einer
Umgebung U von 0. Also ist f nullstellenfrei auf einer Umgebung von a bis auf die
(mogliche) Ausnahmestelle a. Damit sieht man: Ist a € Z(f), so ist entweder f lokal
konstant = 0 an a ¥ oder a ein isolierter Punkt von Z(f).

Eine wichtige Folgerung ist, dass die Folge (cx(a)) durch f eindeutig festgelegt ist,

d. h. ist (by,) eine Folge mit f(a+ h) = > bph* fiir |h| < p, so ist schon by = c(a) fiir
k=0

alle k € Nj.

Eine zusammenhéngende und offene Menge in einem metrischen Raum nennt man ein

Gebiet.

Satz D.18 (Identititssatz)
Es seien G C K ein Gebiet und f,g : G — C analytisch. Dann gilt: Hat Z(f — g)
einen Haufungspunkt in G, so ist schon f = g.

Beweis. Es reicht, die Behauptung fiir ¢ = 0 zu beweisen (ansonsten betrachte man
f — g statt f).

Da f: G — C stetig ist, ist Z(f) = f~1({0}) abgeschlossen in G. Ist A := Z(f) die
Menge der Haufungspunkte von Z(f) im metrischen Raum G, so ist A C Z(f) nach
Satz C.5 und A abgeschlossen in G. Ist A # @ und a € A, so ist a nach Bemerkung
D.17 ein innerer Punkt von A. Also ist A auch offen in G. Da G zusammenhéngend
ist, gilt schon A = G. Damit ist auch Z(f) = G, also f = 0. O

Der folgende (und abschlieBende) Satz besagt, dass Potenzreihen unter der Summe

differenziert werden koénnen, so wie Polynome.

Satz D.19 Es sei > cp2* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist
k=0
die Grenzfunktion f differenzierbar auf Ur(0) und

f(z) = chk ZFt (lz < R).
k=1

91 f heiflt lokal konstant an a, falls f auf einer Umgebung von a konstant ist.
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Beweis. Es seien z € Ug(0) und » < R mit z € U,(0). Wir wihlen ein § > 0 mit
Us(z) C U.(0). Fiir n € N sei

n—1

((z+R)"=2") =D (z+h)F " (|h] <9)

k=0

bl*—‘

on(h) =

n—1

(vgl. Beispiel 5.2). Dann ist ¢,,(0) = nz"~! und wegen |z + h| < r gilt |p, (k)] < nr
Ist 7 < s < R, soist > |cg|s* ' < oo nach Satz D.14. Wegen vk — 1 ([U]) ist
k=1

k< (s/r)*!firk>N und damit auch

o
Z x|kt < o0
k=1

Aus dem Weierstraf3- Kr1ter1um (Satz D.9) folgt damit die gleichméBige Konvergenz

der Funktionenreihe Z crox auf Us(0). Nach Satz D.5 ist die Funktion ¢ := Z CrkPk
k=1 k=1
stetig an 0. Also gilt

TZf Z cror(h Z crpr(0) = Z k2t
k=1

k=1 k=1

fir h — 0. O

Bemerkung D.20 Aus Satz D.19 folgt, dass analytische Funktionen differenzierbar
sind mit analytischer Ableitung. Insbesondere sind die Ableitungen ihrerseits wieder
differenzierbar und analytisch.
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E Normierte und unitiare Riaume

Wir stellen einige Begriffe der Linearen Algebra zusammen.

Definition E.1 Essei EF = (E,+,-) ein linearer Raum tiber K.
Eine Abbildung |-| : £ — [0, 00) heit Halbnorm (auf £, falls folgende Bedingungen
erfiillt sind

(N1) (Homogenitét) Fiir alle z € F und alle A € K ist |Az| = |A| - |z].
(N2) (Dreiecksungleichung) Fiir alle z,y € E gilt |z + y| < |z| + |y|.

Es gilt dann auch die umgekehrte Dreiecksungleichung ||z|—|y|| < [z—y]. Ist zusétzlich
|z| > 0 fiir alle © # 0, so heiit | - | eine Norm und (£, | - |) dann ein normierter
Raum.

Eine Abbildung (-,--) : E x E — K heifit Skalarprodukt auf X, falls gilt

(S1) Fiir alle y € F ist (-, y) linear.
(S2) Fur alle z,y € Eist (z,y) = (y,x).
(S3) Fiir x # 0 ist (x,z) >0 .

In diesem Fall heifit £ = (E, (-, --)) unitdrer Raum. Weiter heiflen z,y € E ortho-
gonal, falls (x,y) = 0 gilt. Man schreibt dann = L y.

Bemerkung und Definition E.2 Auf K? ist durch

(z, @zz vy, (r,y €K

ein Skalarprodukt definiert. Wie setzen

2] == /T 2) = (Z o) ek,

Es gilt dann die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

d
o, )] < -yl < ] - Jyl.
j=1
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Denn: Sind a,b € R, so ist 2ab < a? + b* wegen (a — b)* > 0. Damit ergibt
sich fiir z,y € K%\ {0}

d d

|z, yj 1 |$]’2 |?/J
Z|— T 52( ) =1
j=1 j=1

] 2 T B

Hieraus ergibt sich wiederum

d

d
|z +y* < Z || - |25 + 4 +Z sl - 25 +y5| < (2] +[yl) - |z +yl,
j=1 j=1

also auch |z + y| < |z| + |y|. Damit ist (N3) fiir | - | erfiillt. Da auch (N1) und (N2)
erfiillt sind, ist | - | eine Norm auf K% Man nennt | - | die euklidsche Norm.

Bemerkung und Definition E.3 Ist (£, (-, --)) ein unitérer Raum, so gilt ganz all-
gemein die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: Fiir alle z,y € E ist

[z, )" < (@, 2)y, y).

Daraus ergibt sich zudem, dass durch |z| := /(z,x) fiir z € E eine Norm auf E
definiert ist. Man spricht dann von der induzierten Norm.

Weiterhin ist fiir normierte Ritame (F, | - |) und beliebige Teilmengen X von E durch

d(z,y) =ly—x| (z,y €E)

eine Metrik auf X definiert. Man spricht in diesem Fall von der induzierten Metrik. Ist
(E,d) vollsténdig, so ist (E,]| - |) ein Banachraum (vgl. Satz D.9, dessen Beweis sich
unmittelbar iibertragt). Ist umgekehrt F ein Banachraum und X abgeschlossen, so ist
(X, d) vollstiandig.
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