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1 Diskrete Fourier Transformation

Dieses Kapitel erldutert einige Merkmale der Diskreten Fourier Transformation
(DFT), der Schnellen Fourier Transformation (FFT) sowie ihren Umkehrungen.
Ein endlicher Vektor f wird mit Hilfe der komplexen Fourier Reihe

f(x) = Z ey, - ek

keZ

,,veriandert“. Genauer: Der Ausgangsvektor f wird nach der Transformation
nicht mehr durch seine Werte, sondern als Linearkombination von Vektoren des

Typs

S (eikm)lf\;l _ (eikaco’eikazlw

W eikxN—l)

also der komplexen Einheitswurzeln, dargestellt. Der auf diese Weise transfor-
mierte Vektor zeigt spezifische Merkmale (z.B. Storsignale) der Ausgangsdaten
auf und kann so fiir weitere Aktionen (z.B. Storsignalbeseitigung, Effektbearbeit-
ung, u.s.w.) zur Verfiigung gestellt werden.

1.1 Die Diskrete Fourier Transformation

Die Eintrige des Vektors f:: (fo,...,fn—1) € CN bilden N Stiitzstellen einer
periodischen Funktion auf dem Intervall [0,27) an den Punkten

2
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Also ist f = (f(zo), f(@1), ..., flxn_1)).

1.1.1 Definition
Die Diskrete Fourier Transformation driickt diesen Vektor f als Linearkombi-
nation der Einheitswurzeln an den Punkten z; aus:

- ko N1 1k0- k1. B(N—1).
By = (elkwl)lz() _ (esz 2m/N Gikl2m/N k(N =1) 27T/N)



d.h.
o /N k-l
(i), = (V) = (wh)

k Zeilenindex, [ Spaltenindex, k,I € {0,...,N — 1} .

Beispiel
Sei N=1:wy =w; =e?™/" =1 und @y = (w)?° =1
Sei N =2: wy = wy = €272 = —1 und
wo = ((w2)? (w)™!) = (1,1)
Wy = ((w2>1 07 (w2)1 1) = (17 _1)
Sei N =4 :wy = wy = e2™/4 = und
wo = ((wa)”? (wa)”", (wa)*?, (ws)"?) = (1,1,1,1)
’Lﬁl ((w4)1.07 (’LU4)1.17 (’UJ4)1.2, (’UJ4)1 3) - (la Z, _17 _Z)
'LU2 = ((w4)2.07(w4)2.17(w4)2.27(w4)2.3) = (13_1717_1)
Wy = ((wa)®? (wa)*", (wa)*?, (wa)*?) = (1, -1, —1,4)
(er)!
(11g)?
(wq)?
(1)

1.1.2 Definition
Fiir alle N € N definiere die Fourier-Matrix ¥ so, dass die [ -te Spalte von
NQ  w, enthilt:

N (N _ ikl2n/N k-l
FQk,l = (wk)l =€ / =Wy

(d.h. die Eintriige der Fourier-Matrix bestehen aus den Einheitswurzeln)



Beispiel
Sei N=1:wy =w; =e?/1 =1und 1L.Q = ((w,)*?) = (1)

Sei N =2: wy = wy = €272 = —1 und
9 PO (w2)0-0 (w2)1-0 B 1 1
Q= (Wo, wr) = ( (w2)0'1 (w2)1'1 “\1 -1

Fir N = 2 stimmt die Fourier-Matrix mit der Haar-Matrix iiberein.

Sei N =4 : wy = wy = 2™/4 = und
LIL‘—'Q = (11707117171172;163)
(wg)?0  (wa)' (wg)?0 (wy)?? 11 1 1
_ (w4)0'1 (w4)1‘1 (w4)2‘1 (w4)3‘1 . 1 ¢ -1 —
B (ws)??  (w)'? (wa)?? (we)®*? | [ 1 -1 1 -1
(wq)?? (wa)'? (wg)*3 (wy)?? 1 —i -1

1.1.3 Definition A
Wir definieren die Diskrete Fourier Transformation f des Ausgangsvektors f
mit Hilfe einer Variante des gewohnlichen Skalarprodukts

1
(E D)y = > W

durch

1.1.4 Lemma

Die Diskrete Fourier Transformation ist also nichts anderes als das Skalarpro-
dukt tiber den Ausgangsvektor f und die konjugiert komplexe Einheitswurzel
Wy . Da die Eintrige der Fourier-Matrix aus diesen Einheitswurzeln bestehen
kann die Diskrete Fourier Transformation auch als Multiplikation des Ausgangs-

vektors f, einer Konstanten % und der konjugiert komplexen, transponierten

Fourier-Matrix g QT verstanden werden.

Beweis
. 1 Nt ,
fe = <f,117k>N_NZfl e~ tkt2m/N
1=0
1 N_lN T 1 NOT . f,
= N FQk,l'fl:N'(FQ 'fk)
1=0



Beispiel B
Sei N = 4, also wy = wy = €2™/* =4, f = (9,7,5,7). Nach Beispiel zu
Definition 1.1.1 gilt

7I)‘O = (1717171)
1171 = (1,2,—1,—2)
Wy = (1,-1,1,-1)
wy = (1,—i,—1,7)
Dann ist
9 1 1 1 1
. 1 - 1 7 1 - =1 2
— . f.NOT — _.
ro= N U 4 5 1 -1 1 -1
7 1« -1 —
94+74+5+4+7 28 7
. 1 9—Ti—5+7Ti _1. 4 . 1
4 9-7+5-7 | 4 o [~ 1o
947t —5—-T1 4 1

1.2 Die Inverse Diskrete Fourier Transformation

Nachdem ein Vektor transformiert und bearbeitet wurde, liegen die Daten im-
mer noch als Linearkombination der Einheitswurzel vor. Um die bearbeiteten
Daten aber wieder verwenden zu kénnen miissen diese durch ihre Werte ausge-
driickt werden. Mit Hilfe der Inversen Diskreten Fourier Transformation gewinnt
man ausgehend von einem transformierten Vektor f den urspriinglichen Aus-
gangsvektor f durch Multiplikation mit der Fourier-Matrix ¥ Q.

—

f=Ff-F

Beweis
Sei E die Einheitsmatrix. Dann gilt:

1

gQ-N-gQTzE
Also ist
. - 1 - 1 ;
F=pf=(¥a 5 FOT).f= o (5 707 F) =Fo f



Beispiel
Sei f =(7,1,0,1). Dann ist

7 11 1 1 9
I P I 1 i -1 =i | |7
F=1-F2=1 1 -1 1 -1 | |5

1 1 —i -1 i 7

2 Schnelle Fourier Transformation

2.1 Die Schnelle Fourier Transformation

Der Algorithmus der Schnellen Fourier Transformation (abgekiirzt FFT fiir Fast
Fourier Transform) wurde erstmals 1965 von den Amerikanern James W. Coo-
ley und John W. Tukey vorgestellt. Die Schnelle Fourier Transformation liefert
die gleichen Ergebnisse wie die Diskrete Fourier Transformation, benotigt aber
wesentlich weniger Rechenoperationen. Voraussetzung fiir die Anwendung des
Algorithmus ist ein Ausgangsvektor f der Linge N =2M /M €N .

T, i, Ta,Ta, T4, Ts, Te, L7

Dieser Vektor f wird wie in Abb. 3 dargestellt so lange in Vektoren mit ge-
raden und ungeraden Indizes aufgespalten, bis man N Vektoren der Linge 2°
erhilt. Dann gilt V &k € {0,..., (%) — 1} :

for = f(2k-§\7,r)
f([2k+1]~§<;>

Sei f die Diskrete Fourier Transformation von f, dann berechnet sich die Schnel-
le Fourier Transformation ausgehend von den N Vektoren der Linge 2° = 1

f2k+1



rekursiv wie folgt: V k € {0,..., (%) — 1} :

fu =

fk+% =

N~ N~

Beweis
L Fall: Vke{0,...,(5)—1}:

1 N—-1
£ Fo —ikm-27
fv = <f,wk>1v:ﬁm§_ofm'€ /N

Fom - ¢~ ik(2m]-2m/N

1 1 .
- Z._— f2 —zkm~27r/(N/2)
3 N Z
(N/2

Z f2m+1 —ikm-2mw/(N/2) eik'fr/(N/2)

1
2
1 £ —i-2n/N1k ¢
= §'<2k+[€ ] 'f2k+1)

2. Fall: Vke{0,..., (%) —1}:

N—
n = 1 —zk Jm-2mw /N
fk+% = <f»wk+ N Nﬂ; [kt 5 /
| (/21
- = Z f2m_€7i[k+%][2m]~27r/N
N =0
1 (N/2)—-1
N Z fomay1 - € —ik+X][2m+1]-2/N
N
11 N/i):l 5
- .= Fom ilk4+X]m-2n/(N/2)
2 N
1 1 (N/2)*

b S famer e EImER/ (/D) il 1/ (N/2)
2 NJ2



1 1 (N/2)-1
— . . ,—tkm27w/(N/2)  _—im-27
2 N/2 mZZO f2m € €

(N/2)-1

1 1 —ikm-2w/(N/2) _—im-2nw _—ikw/(N/2) _—i-w
+§.N7/2 7nz::o f2m+1.e -e -e -e
1 A . A
= 3 (f% — [emAT/NTE f2k+1)
Beispiel

—

Gegeben sei ein Vektor f = (fo, f1, f2, f3) = (5,1,2,8), N := 4. Die erste Auf-
spaltung ergibt die Vektoren

for = (fo,fo) = (5,2)
forsr = (f1,f3) = (1,8)

Nach der zweiten Teilung erhélt man schliesslich

(for)ar = (fo)=(5)
(far)2ri1 (f2) = (2)
(f;k+1)2k = (fu=(Q1)
(forst)or = (f3) =(8)
Es liegen jetzt 4 Vektoren der Linge N := 1 vor, also gibt es auch nur ein

Element @y = (1). Aus diesem Grund kopiert die Schnelle Fourier Transforma-
tion den Ausgangsvektor f ohne Anderung in f, da nach Definition 1.1.3 gilt:

fo=(fido) =L fo-T= fo. Dies bedeutet
(for) ok (
(far)2k41 (

(fors)ow = (forg1)or = (fu
(
)

(f2k+1)2k+1 =

formel:

—

(for)o = (far)2k + (for)2ns1 _5+2 7
2k)0 5 5 .
(or)r = (far)ok — (for)oksr _5—2 3
2k)1 5 . -
Ebenso gilt:
(f ) _ (ﬁk+1)2k + (fzk+1)2k+1 _ 1+8 _ g
2k+1)0 5 : .
(Forst)1 = (for+1)2k — (fort1)2k41 _1-8 7
2%k+1)1 5 5 -



Mit N := 4 liefert die Rekursionsformel die beiden Vektoren

foo = (o () = (1.2
Faver = Uawsados (Fake 1) = (55 —2)

Daraus folgt mit k& € {0,1:= (%) — 1} und e=?F™/(N/2) = (e*“r/Q)]c = (—i)*

fo = 3o+ (0 Gaando) = 5+ (345 =

fo = % ((far)o — (=9)° - (fars1)o) = % : (; - g) = —%

A = % ((for)1 + (=) (forg1)1) = % ' (2 + (—1) (;) = 3—;7i
f3 = % ((far)r — (=)' - (fars1)1) = % ' (2 —(—19) (—;) = 3—27Z

Der Ausgangsvektor j?: (5,1,2,8) besitzt also die FFT

f=fo.fi, fo. f5) = <4’ 3+ 1 37i>

2 727 2

2.2 Die Inverse Schnelle Fourier Transformation

Mit Hilfe der Formel fiir die inverse Diskrete Fourier Transformation in Ab-
schnitt 1.2 und aufgrund der Tatsache, dass w = w, ist die Inverse DFT eine
weitere FFT.

N—-1
f= frae= K+ (We )1
k=0
N—1 N—-1__ -
_ - e1kl-27r/N — Z .fk . etkl-2m /N
k=0 k=0
| NI =
_ L f o —ikl2w/N — N f
= N N ,;0 fr-e /IN=N-f

Um f aus f zu erhalten geniigt es also zuerst das konjugiert komplexe ? zZu

bilden, anschliessend die FFT szu berechnen, das Ergebnis mit N zu multipli-
zieren und zuletzt wieder das konjugiert komplexe zu bilden.

\)‘)‘

f=N-



3 Anwendungsbeispiele

3.1 Schnelle Multiplikation von Polynomen

Die FFT und ihre Inverse stellen einen Algorithmus zur schnellen Multiplikati-
on zweier Polynome zur Verfiigung. Dabei werden weniger Rechenoperationen
benotigt als bei der in natiirlicher Weise auftretenden Faltung. Im Folgenden
wird gezeigt das die Fourier Transformation einer Faltung gleich dem Produkt
der Fourier Transformierten ist.

3.1.1 Defintion
Fiir jedes Paar von Vektoren @, 7 € CP¥ ist ihre Faltung ein Vektor der Linge
2N , definiert durch ¥V k € {0,...,2N —1}

1
(w*Z)k :N Z Wg—1 * 2]

3.1.2 Lemma
V 4 und fiir jeden Basisvektor ¢, € CV gilt:

(0 * €p) k= Wg - (én)k

Beweis
Fiir die DFT eines Basisvektors gilt

| W .
ek =~ - Z (en)s - e~ V2T/N — = pmikhen/N
N 1=0 N
Also ist '
i (@0 = - - eI

Aufgrund der Faltung gilt

1 2N -1 1
(’u—)'*é'h)l = N . ]CZO Wi—f (eh)k = N cWi—p 1

Die Fourier Transformation fiir die Faltung ergibt

1 2N—1
- = > —ikl-27 /2N
(’LU*@}L)k = N Z (w*eh)l'e ) 7T/
=0
2N—-1
DI ‘
—ikl-2w /2N
p— —_ . —_ . wl*h e
N — N



2N—-1

1 —ik[l—h-2n/2N L _ikhom/oN
— _ Z Wi—p * € L— e
N = N
2N—1
_ 1 Z w.. - o= km2T/2N | 1 —ikh-2m/2N
N = m N
= - (en)k

3.1.3 Lemma
Fiir alle Vektoren w, 7 € cV ist die Fourier Transformation der Faltung 1 * Z
gleich dem Produkt der Fourier Transformationen der mit 0 verliangerten Vekto-
ren W = (wo,...,wN-1,0,...,0) und Z = (20,...,28-1,0,...,0), Linge jeweils
2N . R

(ITJ * Z)kz lf}k . ﬁk

Beweis
Aufgrund des speziellen Falls fiir Basisvektoren sei

N-1
Z= E Zh éh
h=0

mit z, =0V h € {N,...,2N — 1} . Dann gilt

PN N_ _1 A
(Wx2), = <1I')* zh~é'h> = Zzh(ﬁ}*"h)k
k

3.1.4 Korollar
V Paare von Vektoren p, ¢ € C und fiir jeden Vektor ¥ € C2?" betrachte
man die Polynome P, @), R definiert durch

N-—1

P(X) = pr - XF
k=0
N-1

Q(X) ar - X"
k=0
2N—-1

R(X) := e - XF
k=0

Gilt dabei R := P - Q, so ist 7 die Inverse Fourier Transformation des kompo-
nentenweisen Produkts (pg - do, - .-, Pan—1 - Gon—1) -

10



Beweis
Die Eintrige (p'* q)r der Faltung p'x ¢ sind die Koeffizienten von R

N-1 N—-1
R(X) = P<X>-Q<X>=(Zpk-x'f)-(qu-xl)
k=0 =0

2N-1 2N—1
= 2 2 omaX'= ) G- X"
h=0 k+i=h h=0

Um die Koeffizienten r,, eines Produktes zweier Polynome zu erhalten geniigt
es die Schnelle Fourier Transformation der mit 0 verlangerten Vektoren p, ¢ zu
berechnen, die 2N Paare py, - ¢ zu multiplizieren und letztlich die Inverse Fou-
rier Transformation des neuen Vektors (Pogo, - - -, Pan—1Gan—1) zu berechnen.

Beispiel
Man betrachte die Polynome

P(X):=4-4X Q(X):=6+2X
mit den verléingerten Vektoren
p=(4,-4,0,0) q=(6,2,0,0)

Die Fourier Transformation mit N := 4 ergibt

p=(0,14i.2,1-1) q:<2,3;’,1,3;z>

Durch Multiplikation von p mit ¢ erhélt man

3—1 341
Pl = <0~2,(1+i)~272~17(1—i)- R

5 ):(072”,2,2—2')

Die Inverse Fourier Transformation angewendet auf (0,2 44,2, 2 — i) ergibt
pxq=(24,-16,—8,0)

gleichbedeutend mit P(X) - Q(X) =24 — 16X — 8X? .

3.2 Rauschunterdriickung

Gegeben sei ein periodisches Signal, dem Rauschen von verschiedene Quellen
beigemischt sei. Die FFT zerlegt die Summe aus Signal und Rauschen in Line-
arkombinationen der komplexen Einheitswurzeln und identifiziert die grossten
Koeffizienten als Signal. Die kleinen Koeffizienten des Rauschens werden ver-
worfen. Die als Signal identifizierten Koeffizienten werden beibehalten um das
eigentliche Signal wieder zu rekonstruieren.

11
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Die obere Grafik zeigt eine Sequenz mit 2' = (2p,. .., Zas5) mit N := 256 Wer-
ten, vereinfachend dargestellt in der Form (k, zx). Die mittlere Grafik zeigt die
Werte der Fourier Koeffizienten | f |= (| Zo |,...,| 2255 |) . Neben vielen Ko-

effizienten mit Werten < 0,1 erkennt man auch 4 Spitzen mit Werten um 0, 25
bei £ = 100 und k& = 155. Eine automatisierte Suche identifiziert diese 4 Ko-
effizienten an den Stellen Zg9, 2101, 2155 und Z157 . Die untere Grafik zeigt die
Inverse Transformation der 4 angegebenen Koeffizienten, wihrend alle anderen
nicht beriicksichtigt wurden, d.h.

7w = oo €99F2M/256 L 5 (010K 2m/256
F Byss - €1BOR2T/256 4 5 15Tk 2m/256

Obwohl die Amplituden des Rauschens und des eigentlichen Signals sehr nahe
beieinander lagen, konnten mit Hilfe der Fourier Transformation in beide Rich-
tungen rund 97% des Signals extrahiert und das Rauschen beseitigt werden.

12
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