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9. Übung zur Wahrscheinlichkeitstheorie II

Gruppenübungen

G17: Es seien (Ω,S, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Xn) eine unabhängige Folge

identisch verteilter Zufallsvariablen Xn ∈M+(Ω,S). Zeigen Sie:

1

n

n∑
j=1

Xj → EX1 P -fast sicher .

G18: Es sei (Ω,S, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und es sei (Sn) eine aufsteigende Folge

von σ-Algebren Sn ⊂ S sowie Xn ∈ L1(Ω,Sn, P ). Zeigen Sie: (Xn) ist genau dann

ein Martingal bezüglich (Sn), wenn für alle n ∈ N und alle A ∈ Sn gilt∫
A

Xn dP =

∫
A

Xn+1 dP .

Hausübungen

H25: Zeigen Sie: Ist (Ω,S, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und ist Z ∈M+(Ω,S), so gilt

∞∑
k=1

P (Z ≥ k) ≤ EZ ≤
∞∑

k=0

P (Z ≥ k), .

H26: Es seien (Ω,S, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Xn) eine unabhängige Folge

identisch verteilter Zufallsvariablen Xn : Ω → R. Zeigen Sie: Existiert eine Zufalls-

variable Y : Ω → R mit

1

n

n∑
j=1

Xj → Y P − fast sicher ,

so existiert EX1 und es gilt Y = EX1 P -fast sicher.

H27: Es seien (Ω,S, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Xn) eine Folge in L1(P ). Zei-

gen Sie: (Xn) ist genau dann ein Martingal bezüglich (σ(X1, . . . , Xn))n, wenn für

P (X1,...,Xn)-fast alle (x1, . . . , xn) ∈ Rn gilt

E(Xn+1|(X1, . . . , Xn) = (x1, . . . , xn)) = xn .


