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2. Übung zur Wahrscheinlichkeitstheorie I

Gruppenübungen

G3: Finden Sie einen Wahrscheinlicheitsraum (Ω,S, P ) und eine Folge von Zufallsvariablen
Xn : Ω → R, die zwar P -stochastisch, aber weder P -fast sicher noch in L1 konvergiert.

G2: Es seien (Ω,S, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F ⊂ L1(P ) gleichgradig integrierbar.
Zeigen Sie, dass

sup
X∈F

E|X| < ∞ .

Hausübungen

H4: Es sei (Ω,S, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und es seiM die Menge aller Zufallsvariablen
X : Ω → Rm. Wir definieren

d(X, Y ) :=
∫

min(1, |X − Y |) dP (X, Y ∈M) .

Zeigen Sie:

a) d ist eine Halbmetrik auf M mit d(X, Y ) = 0 genau dann, wenn X = Y P -fast sicher.

b) Für X, Xn ∈M gilt d(Xn, X) → 0 genau dann, wenn Xn → X P -stochastisch.

H5: Es seien (Ω,S, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F ⊂ L1(P ).

a) Zeigen Sie: Gilt für ein δ > 0

sup
X∈F

E(|X|1+δ) < ∞ ,

so ist F gleichgradig integrierbar.

b) Geben Sie ein Beispiel einer Menge F mit sup
X∈F

E|X| < ∞, die nicht gleichgradig

integrierbar ist.

H6: Es seien (Ω,S, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Xn) eine Folge von Zufallsvariablen
Xn : Ω → Rm. Zeigen Sie

a) Gilt Xn → X P -stochastisch und ist f : Rm → Rk stetig, so gilt auch

f ◦Xn → f ◦X

P -stochastisch.

b) Ist Xn = (X1,n, . . . , Xm,n) mit Xj,n : Ω → R, so gilt Xn → X P -stochastisch genau
dann, wenn Xj,n → Xj P -stochastisch für alle j = 1, . . . ,m.


