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11. Übung zur Wahrscheinlichkeitstheorie I

Gruppenübungen

G21: Es seien (Ω,S, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A,B ∈ S.

a) Zeigen Sie: 1A und 1B sind genau dann unkorreliert, wenn gilt

P (A ∩B) = P (A) · P (B) .

b) Was ist die Verteilung von 1A?

G22: Es sei (Ω,S, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

a) Zeigen Sie: Ist X ∈ L2(P ), so gilt für alle ε > 0

P (|X − EX| ≥ ε) ≤ Var(X)/ε2 .

b) (Schwaches Gesetz der großen Zahlen)
Es sei (Xn) eine Folge paarweise unkorrelierter Zufallsvariable Xn ∈ L2(P ). Zeigen

Sie: Gilt 1
n2

n∑
j=1

Var(Xj) → 0 (n →∞), so folgt für alle ε > 0

P
(∣∣∣ 1

n

n∑
j=1

(Xj − EXj)
∣∣∣ ≥ ε

)
→ 0 (n →∞) .

Hausübungen

H31: Es sei (Ω,S, µ) ein Maßraum, und es seien f ∈ M+(Ω,S) sowie F ∈ S. Zeigen Sie:
Ist µ σ-endlich und gilt

∫
A

fdµ = ∞ für alle A ∈ S mit µ(A) > 0 und A ⊂ F , so gilt

µ(F ∩ {f < ∞}) = 0.

H32: Es sei (Ω,S, µ) ein Maßraum, und es seien h, h̃ ∈ M+(Ω,S) mit h · µ = h̃ · µ. Zeigen Sie:
Ist µ σ-endlich, so ist h = h̃ µ-f.ü.

H33: Es sei (Ω,S, P ) = ([0, 1], B ∩ [0, 1], U[0,1]), und es seien

An :=
2n−1⋃
k=1

[2k − 2
2n

,
2k − 1

2n

)
, Xn := 1An (n ∈ N) .

Zeigen Sie:

(i) P (An) = 1/2 (n ∈ N),

(ii) die Folge (Xn) ist paarweise unkorreliert,

(iii) die Folge (Xn) genügt dem starken Gesetz der großen Zahlen.


