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1 MENGEN UND ABBILDUNGEN 1

1 Mengen und Abbildungen

Wir starten mit einigen einf�uhrenden De�nitionen und Ergebnissen aus der Theorie

der Mengen und Abbildungen, die nicht nur Grundlage der Analysis sondern der ge-

samten Mathematik sind.

Unsere Darstellung gr�undet auf den von G. Cantor gepr�agten (sog. naiven) Mengen-

begri�.

Eine Menge M ist eine "Zusammenfassung von bestimmten wohlunter-

schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem

Ganzen".

Ein solches Objekt x hei�t Element der Menge M (Schreibweise: x 2 M ; ist x nicht

Element von M , so schreiben wir x 62 M). Es gibt prizipiell zwei M�oglichkeiten der

Darstellung von Mengen: die aufz�ahlende Schreibweise (etwa M = f1; 3; 5; 7g) und die

beschreibende Schreibweise. Die beschreibende Schreibweise hat allgemein die Form

M = fx : x hat die Eigenschaft Eg, wobei E irgendeine Eigenschaft ist (also im obigen

Fall etwa M = fx : x ungerade nat�urliche Zahl kleiner als 9g).

De�nition 1.1 Es seien A;B Mengen.

1. A hei�t Teilmenge von B, falls f�ur jedes x 2 A auch x 2 B gilt. (Schreibweise:

A � B).

2. A und B hei�en gleich (Schreibweise A = B), falls A � B und B � A.

3. Die Menge B n A := fx : x 2 B undx 62 Ag hei�t Di�erenz von B und A. Ist

A � B, so hei�t Ac := CB(A) := B nA Komplement von A (bzgl. B).

4. Die Menge ohne Elemente hei�t leere Menge (Schreibweise: ;).

5. Die Menge A [B := fx : x 2 A oderx 2 Bg hei�t Vereinigung von A
und B.

6. Die Menge A \B := fx : x 2 A undx 2 Bg hei�t Schnitt von A und B.

De�nition 1.2 Es seien A und B Mengen. Dann hei�t

A�B := f(a; b) : a 2 A; b 2 Bg ;

also die Menge der geordneten Paare von Elementen aus A und B, das Produkt oder

die Produktmenge von A und B. (Ein geordnetes Paar ist formal de�niert als (a; b) :=

ffag; fa; bgg; insbesondere gilt also (a; b) = (~a;~b) genau dann, wenn a = ~a und b = ~b

ist.)
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Beispiel 1.3 Ist A = f1; 2g und B = f3g, so ist

A�B = f(1; 3); (2; 3)g und B �A = f(3; 1); (3; 2)g :

Man beachte, dass A�B nicht mit B �A �ubereinstimmt.

Satz 1.4 Es seien A1; A2; A3 Mengen. Dann gilt

1. A1 [A2 = A2 [A1,

A1 \A2 = A2 \A1.

2. A1 [ (A2 [A3) = (A1 [A2) [A3,

A1 \ (A2 \A3) = (A1 \A2) \A3.

Wir schreiben deshalb auch kurz A1 [A2 [A3 und A1 \A2 \A3.

3. A1 \ (A2 [A3) = (A1 \A2) [ (A1 \A3),

A1 [ (A2 \A3) = (A1 [A2) \ (A1 [A3).

Beweis.

1. und 2. folgen sofort aus De�nition 1.2. Wir beweisen die erste Aussage von 3.

\�": Es sei
x 2 A1 \ (A2 [A3) :

Dann ist x 2 A1 und x 2 A2 [A3.

1. Fall: x 2 A1 und x 2 A2. Dann ist x 2 A1 \A2, also auch

x 2 (A1 \A2) [ (A1 \A3).

2. Fall: x 2 A1 und x 2 A3. Dann ist x 2 A1 \A3, also auch

x 2 (A1 \A2) [ (A1 \A3).

Also ist in jedem Fall x 2 (A1 \A2) [ (A1 \A3).

Damit gilt A1 \ (A2 [A3) � (A1 \A2) [ (A1 \A3).

\�": Umgekehrt sei x 2 (A1\A2)[ (A1\A3). Dann ist x 2 A1\A2 oder x 2 A1\A3.

In beiden F�allen ist dann x 2 A1 \ (A2 [ A3). Also folgt (A1 \ A2) [ (A1 \ A3) �
A1 \ (A2 [A3).

Die zweite Aussage von 3. als [ �U]. 2

Satz 1.5 (Regeln von de Morgan) Es seien A1; A2 Mengen, und es sei B eine

Menge mit A1 � B und A2 � B. Dann gilt

1. CB(A1 [A2) = CB(A1) \ CB(A2).

2. CB(A1 \A2) = CB(A1) [ CB(A2).



1 MENGEN UND ABBILDUNGEN 3

Beweis.

1. \�": Es sei x 2 CB(A1[A2). Dann ist x 2 B und x 62 A1[A2, also x 2 B und x 62 A1

sowie x 62 A2. Damit ist x 2 CB(A1) und x 2 CB(A2), d. h. x 2 CB(A1) \ CB(A2).

\�": Es sei x 2 CB(A1) \ CB(A2). Dann ist x 2 CB(A1) und x 2 CB(A2). Also ist

x 2 B und x 62 A1 sowie x 62 A2. Dann ist x 2 B und x 62 A1[A2, also x 2 CB(A1[A2).

2. [ �U]. 2

De�nition 1.6 Es seienX und Y Mengen. Eine TeilmengeR vonX�Y hei�t Relation

(zwischen X und Y ). Ist speziell X = Y , so hei�t R Relation in X. Eine Relation R

zwischen X und Y hei�t Abbildung (von X nach Y ) bzw. Funktion (von X nach Y )

falls gilt:

a) F�ur alle x 2 X existiert ein y 2 Y mit (x; y) 2 R.
und

b) Sind (x; y) 2 R und (x; ~y) 2 R so gilt y = ~y.

Bemerkung und De�nition 1.7 Ist R eine Abbildung von X nach Y , so ist jedem

Wert x 2 X genau ein Wert f(x) mit (x; f(x)) 2 R zugeordnet. Wir identi�zieren R

dann auch mit dieser Zuordnungsvorschrift f und schreiben f : X ! Y oder x 7! f(x).

Weiter hei�en X der De�nitionsbereich, Y der Zielbereich und

W (f) := ff(x) : x 2 Xg = fy 2 Y : 9 x 2 X mit y = f(x)g

der Wertebereich (von f). Ferner setzen wir f�ur B � Y

f�1(B) := fx 2 X : f(x) 2 Bg

(f�1(B) hei�t Urbild von B unter f) und f�ur A � X

f(A) := ff(x) : x 2 Ag = fy 2 Y : 9 x 2 A mit y = f(x)g

(f(A) hei�t Bild von A unter f).

Ist f : X ! Y und ist X0 � X, so hei�t fjX0
: X0 ! Y , de�niert durch fjX0

(x) := f(x)

f�ur alle x 2 X0, Einschr�ankung von f auf X0.

Satz 1.8 Es seien X;Y Mengen und f : X ! Y . Dann gilt f�ur A1; A2 � X und

B1; B2 � Y

1. f(A1 [A2) = f(A1) [ f(A2),

2. f�1(B1 [ B2) = f�1(B1) [ f�1(B2),
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3. f(A1 \A2) � f(A1) \ f(A2),

4. f�1(B1 \B2) = f�1(B1) \ f�1(B2).

Beweis.

1. \�": Es sei y 2 f(A1[A2). Dann existiert ein x 2 A1[A2 mit f(x) = y. Ist x 2 A1,

so ist y = f(x) 2 f(A1) � f(A1)[f(A2). Entsprechend ist y 2 f(A2) � f(A1)[f(A2)

im Falle x 2 A2.

\�": Nach De�nition gilt f(A1) � f(A1 [ A2) und f(A2) � f(A1 [ A2) also f(A1) [
f(A2) � f(A1 [A2).

2. \�": Es sei x 2 f�1(B1 [B2). Dann ist f(x) 2 B1 [B2.

Ist f(x) 2 B1, so ist x 2 f�1(B1) also auch x 2 f�1(B1) [ f�1(B2). Entsprechend ist

x 2 f�1(B2) � f�1(B1) [ f�1(B2), falls f(x) 2 B2.

\�": Nach De�nition gilt

f�1(B1) � f�1(B1 [B2) und f
�1(B2) � f�1(B1 [B2) ;

also f�1(B1) [ f�1(B2) � f�1(B1 [B2).

3. Es sei y 2 f(A1 \A2). Dann existiert ein x 2 A1 \A2 mit f(x) = y. Da x 2 A1 und

x 2 A2 ist, folgt y 2 f(A1) \ f(A2).

4. [ �U] 2

Beispiel 1.9 Es seien

N := f1; 2; 3; : : :g = fnat�urliche Zahleng

und

Z := fganze Zahleng = f0;�1;�2; : : :g :
Weiter seien X = Y = Z und f : Z! Z de�niert durch

f(x) :=

(
x; falls x � 0

�x; falls x < 0
:

Dann gilt W (f) = N0 := N [ f0g. Weiter ist etwa

f�1(f1; : : : ; ng) = f�1(f1; : : : ; ng [ f�1;�2;�3; : : :g) = f�n; : : : ;�1; 1; : : : ; ng

und f�1(f�1;�2;�3; : : :g) = ; sowie f(N) = N = f(Z n f0g). Ist ~f : N0 ! Z de�niert

durch
~f(x) := x (x 2 N0) ;

so ist zwar ~f(x) = f(x) f�ur alle x 2 N0, aber ~f 6= f . Es gilt aber fjN0 = ~f .
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De�nition 1.10 Es seien X;Y Mengen. Eine Abbildung f : X ! Y hei�t

1. surjektiv (oder Abbildung von X auf Y ), falls W (f) = Y ist,

2. injektiv (oder eineindeutige Abbildung), falls f�ur alle y 2 W (f) die Menge

f�1(fyg) einelementig ist (d. h. sind x1; x2 2 X mit f(x1) = f(x2), so ist

x1 = x2),

3. bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Beispiel 1.11 Es seien f und ~f wie im B 1.9 Dann ist f weder surjektiv noch injektiv

(es gilt f�1(f(ng) = fn;�ng f�ur alle n 2 N); ~f ist injektiv.

De�nition 1.12 Es seien X;Y; Z Mengen und f : X ! Y sowie g : Y ! Z Abbil-

dungen. Dann hei�t g � f : X ! Z, de�niert durch

(g � f)(x) := g(f(x)) (x 2 X)

Verkn�upfung von g und f (oder Hintereinanderausf�uhrung von f und g).

Satz 1.13 Es seien X;Y; Z; U Mengen und f : X ! Y; g : Y ! Z und h : Z ! U

Abbildungen. Dann gilt

h � (g � f) = (h � g) � f :

Beweis.

Es gilt h � (g � f) : X ! U sowie (h � g) � f : X ! U und f�ur x 2 X ist

(h � (g � f))(x) = h((g � f)(x)) = h(g(f(x))) = (h � g)(f(x)) =
= ((h � g) � f)(x) :

De�nition 1.14 Es seien X;Y Mengen und es sei f : X ! Y bijektiv. Wir de�nieren

f�1(y) := x (y 2 Y ) ;

wobei y = f(x). Die Abbildung f�1 : Y ! X hei�t Umkehrabbildung von f . Es gilt

dabei

f�1 � f : X ! X ; (f�1 � f)(x) = x (x 2 X) ;

d. h. f�1 � f = idX , wobei idX : X ! X, de�niert durch idX(x) := x (x 2 X), die sog.

identische Abbildung auf X bezeichnet. Genauso gilt f � f�1 = idY und au�erdem ist

auch f�1 : Y ! X bijektiv.
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De�nition 1.15 Es sei I 6= ; eine Menge, und es seien A� Mengen f�ur alle � 2 I. (I
nennt man dann \Indexmenge".) Dann hei�t[

�2I
A� := fx : x 2 A� f�ur ein � 2 Ig

Vereinigung der Mengen A� (�uber � 2 I).
Weiter hei�t \

�2I
A� := fx : x 2 A� f�ur alle � 2 Ig

Durchschnitt der Mengen A� (�uber � 2 I).
Ist speziell I endlich, etwa I = fj1; : : : ; jng so schreiben wir auch

Aj1 [ : : : [Ajn =
n[
k=1

Ajk :=
[
j2I

Aj

und

Aj1 \ : : : \Ajn =
n\
k=1

Ajk :=
\
j2I

Aj :

Beispiel 1.16 Es sei P = fp : p Primzahlg und

Ap := fkp : k 2 Ng (p 2 P) :

Dann ist [
p2P

Ap =
[
p2P
fkp : k 2 Ng = N n f1g

und \
p2P

Ap = ; :
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2 K�orper und das Prinzip der vollst�andigen Induktion

Den geeigneten Rahmen f�ur die Fragen der Di�erential- und Integralrechnung, denen

wir uns sp�ater zuwenden wollen bilden die reellen Zahlen. Wir werden die reellen

Zahlen als den (i. W. einzigen) \vollst�andigen geordneten K�orper" kennenlernen.

De�nition 2.1 Es sei K eine Menge mit mindestens zwei Elementen, und es seien

+ : K �K ! K und � : K �K ! K Abbildungen. Dann hei�t K = (K;+; �) K�orper,
falls folgende Rechenaxiome gelten:

(K.1) F�ur alle x; y 2 K ist x+ y = y + x und x � y = y � x
(Kommutativgesetze)

(K.2) F�ur alle x; y; z 2 K ist (x+ y) + z = x+ (y + z) und (x � y) � z = x � (y � z)
(Assoziativgesetze)

(K.3) Es existiert ein Element 0 = 0K 2 K mit x+ 0K = x f�ur alle x 2 K
(Existenz einer Null)

(K.4) Es existiert ein Element 1 = 1K 2 K n f0g mit x � 1K = x f�ur alle x 2 K n f0g
(Existenz einer Eins)

(K.5) F�ur alle x 2 K existiert ein Element �x 2 K mit x+ (�x) = 0 und

f�ur alle x 2 K n f0g existiert ein Element x�1 2 K mit x � x�1 = 1

(Existenz von inversen Elementen)

(K.6) F�ur alle x; y; z 2 K gilt x � (y + z) = (x � y) + (x � z)
(Distributivgesetz)

Statt x � y schreiben wir im folgenden auch kurz xy. Au�erdem schreiben wir kurz

x �y+ z statt (x �y)+ z (Punktrechnung vor Strichrechnung). Schlie�lich schreiben wir

kurz x� y statt x+ (�y) und x
y (oder x=y) statt xy�1.

Bemerkung 2.2 Wichtig f�ur Axiom (K.5) ist, dass \die Null und die Eins eindeutig

bestimmt sind", d. h. es existiert nur ein 0K 2 K mit x+ 0K = x f�ur alle x 2 X und

nur ein 1K 2 K n f0Kg mit x � 1K = x f�ur alle x 2 K n f0Kg.
(Denn: Es seien 00K und 000K 2 K mit x+ 00K = x+ 000K = x f�ur alle x 2 K.

Dann gilt

000K = 000K + 00K
(K:1)
= 00K + 000K = 00K :

Entsprechendes gilt f�ur 1K)

Die Eindeutigkeit der inversen Elemente ist ein Spezialfall des folgenden Satzes
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Satz 2.3 Es sei (K;+; �) ein K�orper, und es sei a 2 K.

1. F�ur jedes b 2 K hat die Gleichung

a+ x = b

genau eine L�osung, n�amlich x = b� a.

2. Ist a 6= 0, so hat f�ur jedes b 2 K die Gleichung

a � x = b

genau eine L�osung, n�amlich x = b=a.

Au�erdem gilt 0K � x = 0K f�ur alle x 2 K.

Beweis. Wir beweisen, nur Aussage 1. Der Beweis von 2. bleibt als [ �U].

Wir zeigen, dass x = b� a die Gleichung l�ost: Es gilt

a+ (b� a) = a+ (b+ (�a)) (K:1)
= a+ ((�a) + b)

(K:2)
= (a+ (�a)) + b

(K:5)
= 0 + b

(K:1)
= b+ 0

(K:3)
= b :

Wir zeigen, dass die L�osung eindeutig bestimmt ist: Ist x0 2 K mit a+ x0 = b, so gilt

x0
(K:3)
= x0 + 0

(K:5)
= x0 + (a+ (�a)) (K:2)

= (x0 + a) + (�a)
(K:1)
= (a+ x0) + (�a) = b+ (�a) = b� a :

Also ist x0 = b� a. 2

Bemerkung 2.4 Wir stellen noch einige Rechenregeln zusammen, deren Beweis sich

aus den Axiomen (K.1) bis (K.6) und S. 2.3 ergibt ([�U]). F�ur alle x; y 2 K gilt

1. Esi ist x � y = 0K genau dann, wenn x = 0K oder y = 0K

2. �(�x) = x

3. (x�1)�1 = x (x 6= 0K)

4. �(xy) = (�x)y = x(�y)

5. (xy)�1 = x�1y�1 (x; y 6= 0K)
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Beispiel 2.5 1. Es sei Q := fp=q : p 2 Z; q 2 Z n f0gg = frationale Zahleng
(Dabei werden p=q und p0=q0 als gleich angesehen, falls

pq0 = qp0

gilt. Eine Eindeutigkeit der Darstellung erh�alt man etwa durch die Forderung

x =
p

q

wobei p 2 Z und q 2 N teilerfremd sind.)

Wir de�nieren wie �ublich f�ur x = p=q und y = r=s 2 Q

x+ y =
p

q
+
r

s
:=

ps+ rq

qs

und

x � y = p

q
� r
s
:=

pr

qs

(man sieht leicht, dass diese De�nitionen unabh�angig von den gew�ahlten Darstellun-

gen f�ur x und y sind).

2. Es sei K = foh; eig mit den Rechenoperationen

+ oh ei

oh oh ei

ei ei oh

� oh ei

oh oh oh

ei oh ei

Dann ist (K;+; �) ein K�orper mit oh = 0K und ei = 1K (Beweis: [ �U]).

3. (N;+; �) und (Z;+; �) mit der �ublichen Addition und Multiplikation bilden keine

K�orper.

De�nition 2.6 Wir de�nieren nun Summen und Produkte f�ur mehr als zwei Sum-

manden bzw. Faktoren: Sind x1; : : : ; xn 2 K f�ur ein n 2 N, so setzen wir

1X
�=1

x� := x1 und
k+1X
�=1

x� :=

 
kX
�=1

x�

!
+ xk+1 f�ur k = 1; : : : ; n� 1

und
1Y

�=1

x� := x1 und
k+1Y
�=1

x� :=

 
kY
�=1

x�

!
� xk+1 f�ur k = 1; : : : ; n� 1:

Ist speziell x1 = : : : = xn =: x, so schreiben wir

nX
�=1

x� =
nX
�=1

x =: nx
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und
nY
�=1

x� =
nY
�=1

x =: xn :

Schlie�lich setzen wir noch f�ur n 2 N

(�n)x := n(�x) ; x�n := (x�1)n

und

0 � x := 0K ; x
0 := 1K wobei 0 die Null in Z bezeichnet :

Eng verbunden mit dem eben verwendeten Prinzip der rekursiven oder induktiven

De�nition ist das Beweisverfahren der vollst�andigen Induktion:

F�ur alle n 2 N sei eine Aussage A(n) gegeben. Zum Beweis der Behauptung

\F�ur alle n 2 N gilt A(n)"

geht man oft folgenderma�en vor:

1. Man zeigt, dass A(1) richtig ist (Induktionsanfang).

2. a) Man nimmt an, dass A(k) (oder auch A(1); : : : ; A(k)) f�ur ein beliebiges

k 2 N richtig ist (Induktionsannahme).

b) Man zeigt, dass aus der Richtigkeit von A(k) (bzw. A(1); : : : ; A(k)), d. h.

aus der Induktionsannahme, die Richtigkeit von A(k+1) folgt (Induktions-

schritt).

Dieses Beweisschema nennt man Induktionsbeweis oder vollst�andige Induktion. Aus 1.

und 2. ergibt sich, dass A(n) f�ur alle n 2 N richtig ist, denn es ist ja

n = 1 : A(1) richtig nach 1.

n = 2 : A(2) richtig nach 2., wenn dort k = 1 gesetzt wird

n = 3 : A(3) richtig nach 2., wenn dort k = 2 gesetzt wird

u.s.w

Manchmal m�ochte man statt A(n) f�ur alle n 2 N auch A(n) f�ur alle n 2 N0; n � N f�ur

ein N 2 N0 zeigen. Dann macht man den Induktionsanfang nicht f�ur n = 1, sondern

f�ur n = N und den Induktionsschritt von k auf k + 1 f�ur beliebiges k � N .

Ein typischer Induktionsbeweis ist der Beweis zu

Satz 2.7 F�ur alle n 2 N gilt

nX
�=1

� =
n(n+ 1)

2
:
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Beweis.

1. Induktionsanfang: F�ur n = 1 gilt
1P

�=1
� = 1�2

2 (d. h. A(1) gilt).

2. a) Induktionsannahme: F�ur ein k 2 N gelte
kP
�=1

� = k(k+1)
2 (d. h. A(k) gelte).

b) Wir zeigen: aus a) folgt
k+1P
�=1

� = (k+1)(k+2)
2 (d. h. A(k + 1) folgt).

Es gilt:

k+1X
�=1

� =

 
kX
�=1

�

!
+ (k + 1) =

k(k + 1)

2
+ (k + 1) =

k(k + 1) + 2(k + 1)

2

=
(k + 2)(k + 1)

2
:

2

Wir kommen noch einmal auf das Summen- und das Produktzeichen zu sprechen.

Bemerkung 2.8 Ist ' : f1; : : : ; ng ! f1; : : : ; ng bijektiv, so gilt
nX
�=1

x'(�) =
nX
�=1

x� und
nY
�=1

x'(�) =
nY
�=1

x�

Damit wird folgende Schreibweise sinnvoll: Ist I eine n-elementige Menge und sind

xj 2 K f�ur j 2 I, so setzen wir

X
j2I

xj :=
nX
�=1

xj� und
Y
j2I

xj :=
nY
�=1

xj�

wobei I = fj1; : : : ; jng eine beliebige Nummerierung von I ist. Es ergibt sich damit

weiter: Ist x 2 K, so folgt X
j2I

x � xj = x �
X
j2I

xj

und ist I =
mS
�=1

I� mit I� \ I�0 = ; f�ur � 6= �0, so folgt f�ur y� :=
P
j2I�

xj

X
j2I

xj =
mX
�=1

y� (=
mX
�=1

X
j2I�

xj)

sowie f�ur z� :=
Q
j2I�

xj

Y
j2I

xj =
mY
�=1

z� (=
mY
�=1

Y
j2I�

xj) :
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Die obigen Beziehungen verallgemeinern die entsprechenden Axiome (K.1), (K.2) sowie

(K.6). Die Beweise ergeben sich (nicht ganz leicht!) per Induktion.

Weiter kann man hiermit zeigen, dass f�ur m;m1;m2 2 Z und x1; x2; x 6= 0 folgende

Potenzgesetze gelten:

xm1xm2 = xm1+m2 ;

xm1 x
m
2 = (x1x2)

m ;

(xm1)m2 = xm1m2 :

Wir betrachten jetzt K�orper, die neben den algebraischen Strukturen \+" und \�" eine
Ordnungsstruktur haben.

De�nition 2.9 Es sei K = (K;+; �) ein K�orper. Dann hei�t K = (K;+; �; <) geord-
net, wenn auf K eine Relation < gegeben ist, die folgenden Ordnungsaxiomen gen�ugt.

(O.1) F�ur alle x; y 2 K gilt genau eine der Beziehungen

x = y oder x < y oder oder y < x

(Trichotomiegesetz).

(O.2) Aus x < y und y < z folgt x < z (Transitivgesetz).

(O.3) Aus x < y folgt x+ z < y + z f�ur alle z 2 K (1. Monotoniegesetz).

(O.4) Aus x < y und 0K < z folgt xz < yz (2. Monotoniegesetz).

F�ur x < y schreiben wir auch y > x. Au�erdem bedeutet x � y, dass entweder x = y

oder x < y gilt. Dann schreibt man auch y � x. Wir nennen x 2 K positiv, falls

x > 0K gilt und negativ, falls x < 0K gilt.

Beispiel 2.10 Es sei Q = (Q;+; �) mit der �ublichen Addition und Multiplikation (B.

2.5.1). Wir setzen
p1
q1
<
p2
q2

(p1; p2 2 Z; q1; q2 2 N)

falls p1q2 kleiner als p2q1 in den ganzen Zahlen Z. Dann ist (Q;+; �; <) ein geordneter

K�orper.

Satz 2.11 Es seien K = (K;+; �; <) ein geordneter K�orper und x; y 2 K. Dann gilt

1. Es ist x > 0K genau dann, wenn �x < 0K ist,

2. Aus x; y < 0K oder x; y > 0K folgt xy > 0K ,

3. F�ur x 6= 0K ist x2 > 0K , insbesondere also 1K = 12K > 0K ,
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4. Aus 0K < x < y folgt 0K < y�1 < x�1.

Beweis.

1. Aus 0 < x folgt mit (O.3)

�x = 0 + (�x) < x+ (�x) = 0 ;

d. h. �x < 0. Entsprechend folgt aus �x < 0 auch 0 = x+ (�x) < x+ 0 = x.

2. Sind x; y > 0 so folgt mit (O.4) sofort 0 = 0y < xy.

Es seien x; y < 0. Aus x < 0 folgt �x > 0 nach 1. Wegen y < 0 ergibt sich mit

(O.4)

�(xy) = y(�x) < 0(�x) = 0 ;

also xy > 0 mit 1.

3. Ergibt sich unmittelbar aus 2. und (O.1).

4. Wir zeigen zun�achst: x�1 > 0. (Denn: Angenommen, es ist x�1 < 0 (beachte

x�1 6= 0). Dann folgt mit (O.4) 1 = xx�1 < x0 = 0 im Widerspruch zu 3.)

Genauso ist y�1 > 0. Damit ergibt sich aus x < y mit (O.4) xy�1 < yy�1 = 1

und wieder mit (O.4) x�1xy�1 < x�11 = x�1, also y�1 < x�1.

2

Bemerkung 2.12 Es sei K ein geordneter K�orper. Per Induktion sieht man leicht:

1. Ist x < y, so ist auch nx < ny f�ur alle n 2 N,
2. Ist x > 0K , so ist auch nx > mx > 0K f�ur alle n;m 2 N mit n > m,

3. Ist 0K < x < y, so ist auch 0K < xn < yn f�ur alle n 2 N.
Insbesondere erh�alt man aus 1k > 0K damit n1K > m1K > 0 f�ur alle n;m 2 N mit

n > m. Als Folgerung ergit sich, dass jeder geordnete K�orper unendlich viele Elemente

enth�alt!

Aus S. 2.11.4 folgt weiter 0K < (n1K)
�1 < (m1k)

�1. Setzt man also f�ur x 2 K und

n 2 N
x=n := x � (n1K)�1;

so ergibt sich damit f�ur alle x > 0K

x > x=2 > x=3 > x=4 � � � > 0K :

Also liegen zwischen 0K und x unendlich viele Elemente aus K. Entsprechend gilt f�ur

y < x auch y < y + (x� y)=n < x f�ur alle n 2 N n f1g.
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Wir beweisen zum Abschluss eine sehr n�utzliche Ungleichung.

Satz 2.13 (Bernoullische Ungleichung)

Es sei K ein geordneter K�orper, und es sei x 2 K;x � �1K . Dann gilt f�ur alle n 2 N

(1K + x)n � 1K + nx :

Beweis. Es sei x � �1 fest. Wir f�uhren den Beweis per Induktion nach n.

1. F�ur n = 1 ist die Behauptung klar.

2. F�ur ein k 2 N gelte (1 + x)k � 1 + kx. Dann folgt mit (O.4)

(1 + x)k+1 = (1 + x)(1 + x)k � (1 + x)(1 + kx) = 1 + kx+ x+ x(kx)

= 1 + (k + 1)x+ kx2 � 1 + (k + 1)x

(man beachte: es ist x2 � 0 und damit auch kx2 � 0).

2
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3 Geometrische Summenformel und binomische Formel

Eine wichtige Formel f�ur Summen von Potenzen in K�orpern ist die

Satz 3.1 (geometrische Summenformel) F�ur alle x 2 K n f1g und alle n 2 N gilt:

1� xn
1� x =

n�1X
�=0

x� (3.1)

Beweis. Wir zeigen: 1�xn = (1�x)
n�1P
�=0

x� . Da x 6= 1 und damit 1�x 6= 0 ist, ergibt

sich hieraus die Behauptung.

Es gilt

(1� x)
n�1X
�=0

x� =
n�1X
�=0

x� � x
n�1X
�=0

x� =

=
n�1X
�=0

x� �
n�1X
�=0

x � x� =
n�1X
�=0

x� �
n�1X
�=0

x�+1

=
n�1X
�=0

x� �
nX
�=1

x� = 1� xn :

2

Bemerkung 3.2 Allgemeiner kann man zeigen ([�U]): IstK ein K�orper und sind a; b 2
K, so gilt f�ur alle n 2 N

bn � an = (b� a)
n�1X
nu=0

a�bn�1�� :

Neben der geometrischen Summenformel gibt es eine weitere Formel in K�orpern, die

von fundamentaler Bedeutung ist, die sog. binomische Formel. Hierauf wollen wir nun

lossteuern. Es handelt sich dabei um eine Summenformel f�ur die Ausdr�ucke (a+ b)n,

wobei a; b 2 K und n 2 N ist. Bekanntlich gilt

(a+ b)1 = a+ b

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 :

Um eine allgemeine Formel angeben zu k�onnen, brauchen wir



3 GEOMETRISCHE SUMMENFORMEL UND BINOMISCHE FORMEL 16

De�nition 3.3 1. Wir de�nieren n! (\n-Fakult�at") f�ur n 2 N0 durch

n! :=
nY
�=1

� ;

wobei
nQ

�=m
x� := 1 im Falle n < m gesetzt ist (also 0! = 1).

2. F�ur n; � 2 N0 setzen wir �
n

�

�
:=

nQ
k=n��+1

k

�!

Die Zahlen
�n
�

�
hei�en Binomialkoe�zienten.

Es gilt also etwa

6! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 = 720 ; 10! = 3:628:800 ;

�
7

5

�
=

7 � 6 � 5 � 4 � 3
5!

= 21

Wir stellen einige Eigenschaften der Binomialkoe�zienten zusammen.

Satz 3.4 Es seien n; � 2 N0. Dann gilt

1.

�
n

�

�
=

n!

�!(n� �)! ; falls � � n

2.

�
n

�

�
= 0 ; falls � > n

3.

�
n

�

�
=

�
n

n� �
�

; falls � � n

Beweis.

1. Es gilt f�ur � � n

�
n

�

�
=

nQ
k=n��+1

k

�!
=

nQ
k=n��+1

k

�!
� (n� �)!
(n� �)! =

n!

�!(n� �)!

2. F�ur � > n ist n� � + 1 � 0 und damit
nQ

k=n��+1

k = 0, also auch
�n
�

�
= 0.
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3. Nach 1. gilt�
n

�

�
=

n!

�!(n� �)! =
n!

(n� (n� �))!(n� �)! =
�

n

n� �
�
:

2

Besonders wichtig ist folgende Rekursionsformel:

Satz 3.5 F�ur n; � 2 N gilt �
n+ 1

�

�
=

�
n

� � 1

�
+

�
n

�

�

Beweis. Nach S. 3.4.1 gilt f�ur � 2 f1; : : : ; ng�
n

� � 1

�
+

�
n

�

�
=

n!

(� � 1)!(n� � + 1)!
+

n!

�!(n� �)! =

=
n!

�!(n+ 1� �)!
�

�!

(� � 1)!
+
(n+ 1� �)!
(n� �)!

�
=

=
n!

�!(n+ 1� �)! f� + (n+ 1� �)g = (n+ 1)!

�!(n+ 1� �)! =
�
n+ 1

�

�
:

F�ur � = n+ 1 ist nach S. 3.4.2�
n

� � 1

�
+

�
n

�

�
=

�
n

n

�
+ 0 = 1 =

�
n+ 1

�

�
und f�ur � > n+ 1 sind beide Seiten = 0. 2

Ordnet man die Binomialkoe�zienten
�n
�

�
in einem dreieckigen Schema an, wobei in

der n-ten Zeile die Koe�zienten
�n
0

�
; : : : ;

�n
n

�
stehen, so entsteht das sog. Pascal'sche

Dreieck:

�0
0

��1
0

� �1
1

��2
0

� �2
1

� �2
2

�
...

...
...

...
...

...�n
0

� �n
1

�
: : :
� n
��1
� �n

�

�
: : :
�n
n

��n+1
0

� �n+1
1

�
: : :
�n+1
�

�
: : :

�n+1
n+1

�

Die ersten Zeilen berechnen sich etwa unter Ausnutzung von S. 3.5 zu
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1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

Damit gilt

Satz 3.6 Es sei K ein K�orper, und es seien a; b 2 K sowie n 2 N0. Dann gilt

(a+ b)n =
nX
�=0

�
n

�

�
a�bn��

Beweis.

1. F�ur n = 0 gilt (a+ b)0 = 1 =
0P

�=0

�0
�

�
a�b0�� .

2. F�ur ein k 2 N0 gelte

(a+ b)k =
kX
�=0

�
k

�

�
a�bk�� :

Dann gilt mit S. 3.5

(a+ b)k+1 = (a+ b)(a+ b)k = (a+ b)
kX
�=0

�
k

�

�
a�bk��

=
kX
�=0

�
k

�

�
a�+1bk�� +

kX
�=0

�
k

�

�
a�bk��+1

=
k+1X
�=1

�
k

�� 1

�
a�bk�(��1) +

kX
�=0

�
k

�

�
a�bk��+1

= 1 � ak+1 +
kX
�=1

�
k + 1

�

�
a�bn+1�� + 1 � bk+1

=
k+1X
�=0

�
k + 1

�

�
a�bk+1�� :

2
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Beispiel 3.7 Es gilt etwa

(a+ b)6 =
6X

�=0

�
6

�

�
a�bn��

= 1 � b6 + 6 � ab5 + 15a2b4 + 20a3b3 + 15a4b2 + 6a5b+ 1 � a6 :

Bemerkung 3.8 Als Spezialf�alle aus S. 3.6 ergeben sich interessante Beziehungen f�ur

das Pascal'sche Dreieck:

F�ur (K = Q und) a = 1; b = 1 ergibt sich

2n = (1 + 1)n =
nX
�=0

�
n

�

�
1�1n�� =

nX
�=0

�
n

�

�
;

d. h. die Summe der Binomialkoe�zienten in der n-ten Zeile des Pascal'schen Dreiecks

ergibt stets 2n.

F�ur a = �1; b = 1 ergibt sich f�ur n 2 N

0 = 0n = (�1 + 1)n =
nX
�=0

�
n

�

�
(�1)�1n�� =

nX
�=0

�
n

�

�
(�1)� ;

d. h. versieht man die Binomialkoe�zienten in der n-ten Zeile jeweils abwechselnd mit

dem Vorzeichen + und �, so erh�alt man als Summe 0.

F�ur n = 6 gilt etwa

1 + 6 + 15 + 20 + 15 + 6 + 1 = 64 = 26

und

1� 6 + 15� 20 + 15� 6 + 1 = 0 :
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4 Reelle und komplexe Zahlen

Wir stellen zun�achst einige wichtige Ergebnisse zusammen, die im Anhang bewiesen

werden.

Bemerkung und De�nition 4.1 Es existiert ein (ordnungs-) vollst�andiger, geord-

neter K�orper Rmit (N � Z �)Q � R (genauer: der geordnete K�orper Q ist eingebettet

in den geordneten K�orper R, d. h., es existiert eine injektive Abbildung ' : Q ! R

mit '(x + y) = '(x) + '(y) sowie '(xy) = '(x)'(y) und so, dass x < y genau dann

erf�ullt ist, wenn '(x) < '(y) gilt). Ferner ergibt sich dabei:

F�ur alle x; y 2 R mit x < y existiert ein r 2 Q mit x < r < y.

Insbesondere existiert damit zu jedem x 2 R ein n 2 N mit n > x.

Die Elemente von R hei�en reelle Zahlen.

Aus der Vollst�andigkeit von R ergibt sich (siehe S. Z2.7): F�ur alle c 2 R; c � 0 existiert

genau ein x 2 R; x � 0 mit xn = c. Wir schreiben daf�ur x =: n
p
c und im Falle

n = 2 kurz x =:
p
c. Dabei ergibt sich f�ur c; d 2 R; c; d � 0 aus den entsprechenden

Potenzgesetzen aus B. 2.8 leicht ([�U])

n
p
cd = n

p
c
n
p
d und

m

q
n
p
c = nm

p
c :

Schliesslich setzen wir noch f�ur a; b 2 R (mit a � b)

[a; b] := fx 2 R : a � x � bg (�1; b] := fx 2 R : x � bg
(a; b) := fx 2 R : a < x < bg (�1; b) := fx 2 R : x < bg
[a; b) := fx 2 R : a � x < bg [a;1) := fx 2 R : x � ag
(a; b] := fx 2 R : a < x � bg (a;1) := fx 2 R : x > ag

(1;1) := R ; (�1; 0) = R� ; (0;1) = R+

Diese Mengen hei�en Intervalle.

Wie wir eben bemerkt haben, hat in R jede Gleichung xn = c f�ur n 2 N und c � 0 eine

L�osung. Leider gilt dies nicht mehr im Falle c < 0 und n gerade (da xn � 0 f�ur gerades

n und beliebiges x 2 R nach S. 2.11.3). Unser Ziel ist es nun, den K�orper der reellen

Zahlen so zu \erweitern", dass xn = c auch f�ur c < 0 (also etwa x2 = �1) l�osbar ist.

Bemerkung und De�nition 4.2 Wir setzen

C := f(x; y) : x; y 2 Rg (= R� R)

und f�ur z1 = (x1; y1); z2 = (x2; y2) 2 C

z1 + z2 = (x1; y1) + (x2; y2) := (x1 + x2; y1 + y2)
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sowie

z1z2 = (x1; y1) � (x2; y2) := (x1x2 � y1y2 ; x1y2 + x2y1) :

Man rechnet leicht nach, dass dann (C;+; �) ein K�orper ist. C = (C;+; �) hei�t K�orper
der komplexen Zahlen und z 2 C hei�t komplexe Zahl.

Dabei ist die Null in C gegeben durch 0 = 0C = (0R; 0R) und die Eins in C ist gegeben

durch 1 = 1C = (1R; 0R). Weiter sieht man: Ist z = (x; y) 2 C, so gilt

�z = (�x;�y) und z�1 =
�

x

x2 + y2
;
�y

x2 + y2

�
f�ur z 6= 0 :

Wir nennen f�ur z = (x; y) 2 C
Re z := x Realteil von z

und

Im z := y Imagin�arteil von z :

Beispiel 4.3 Es sei z1 = (3;�1); z2 = (2; 4).

Dann gilt z1 + z2 = (5; 3); z1 � z2 = (3;�1) + (�2;�4) = (1;�5) und
z1 � z2 = (3;�1) � (2; 4) = (6� (�4); 12� 2) = (10; 10) :

Bemerkung 4.4 Wir k�onnen R als \Teilk�orper" in C wieder�nden. (Genauer: R ist

eingebettet in C vermittels der Abbildung ' : R! C de�niert durch

'(x) := (x; 0) (x 2 R) :
Man leicht, dass ' injektiv ist und die K�orperstruktur erh�alt, d. h. es ist '(x + y) =

'(x) + '(y) sowie '(xy) = '(x)'(y) f�ur alle x; y 2 R).
Damit k�onnen wir R als Teilmenge von C au�assen. Den reellen Zahlen entsprechen

die komplexen Zahlen mit Imagin�arteil = 0. Wir schreiben dann auch kurz x statt

(x; 0).

Man nennt weiterhin

i := (0; 1) 2 C
die imagin�are Einheit in C. F�ur i gilt

i2 = (0; 1) � (0; 1) = (�1; 0) = �1 :
Mit diesen Bezeichnungen k�onnen wir jedes z = (x; y) 2 C in der Form

z = (x; y) = (x; 0) + (0; 1)(y; 0) = x+ iy (= Re z + i Im z)

schreiben. Diese Darstellung hei�t Normaldarstellung von z.

So gilt etwa

z1 = (3;�1) = 3 + i(�1) (= 3� i)
z2 = (2; 4) = 2 + i4 (= 2 + 4i)
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Bemerkung 4.5 In (C;+; �) ist es nicht m�oglich, eine Ordnungsrelation < (mit den

Eigenschaften aus D. 2.9) zu de�nieren!

(Denn: Angenommen, doch. Dann gilt 1C > 0C nach S. 2.11.3, also �1C < 0C nach S.

2.11.1. F�ur z = i gilt mit S. 2.11.3 aber andererseits 0 < i2 = �1C also Widerspruch

zu (O.1).)

De�nition 4.6 Es sei z = x+ iy eine komplexe Zahl.

1. Die komplexe Zahl z := x� iy hei�t zu z konjugiert komplex.

2. Die Zahl jzj :=
p
x2 + y2 2 [0;1) hei�t Betrag von z.

Geometrisch entsteht z durch Spiegelung von z an der reellen Achse. Der Betrag jzj
gibt anschaulich die L�ange der Strecke von 0 zu z wieder (Pythagoras!)

Satz 4.7 F�ur z; z1; z2 2 C gilt

1. z1 + z2 = z1 + z2,

2. z1z2 = z1 � z2,

3. (z) = z,

4. jzj2 = zz und damit
1

z
=

z

jzj2 falls z 6= 0,

5. Re (z) =
z + z

2
und Im (z) =

z � z
2i

.

Beweis. [ �U] 2

F�ur das Rechnen mit Betr�agen gelten folgende Regeln

Satz 4.8 F�ur z; z1; z2 2 C gilt

1. jzj � 0 und jzj = 0 genau dann, wenn z = 0 ist,

2. jzj = jzj ; Re z � jzj ; Im z � jzj,

3. jz1z2j = jz1jjz2j,

4. jz1 � z2j � jz1j+ jz2j (\Dreiecksungleichung in C").
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Beweis. 1. und 2. als [ �U].

3. Es gilt

jz1z2j2 = (z1z2)(z1z2) = (z1z1)(z2z2) = jz1j2jz2j2 = (jz1jjz2j)2 :

Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung.

4. Es gilt

jz1 + z2j2 = (z1 + z2)(z1 + z2) = z1z1 + z1z2 + z2z1 + z2z2 =

= jz1j2 + 2Re (z1z2) + jz2j2
2:� jz1j2 + 2jz1z2j+ jz2j2

2:=3:
= jz1j2 + 2jz1jjz2j+ jz2j2 = (jz1j+ jz2j)2

Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung f�ur z1 + z2. Damit erh�alt man dann auch

jz1 � z2j � jz1j+ j � z2j = jz1j+ jz2j :

2

Beispiel 4.9 Es gilt f�ur z1 = (3;�1) = 3� i; z2 = (2; 4) = 2 + 4i

jz1j =
p
9 + 1 =

p
10 ; jz2j =

p
4 + 16 =

p
20

z1 = 3� (�i) = 3 + i

z1z1 = (3� i)(3 + i) = 9� 3i+ 3i� i2 = 9 + 1
�
= jz1j2

�
De�nition 4.10 In Verallgemeinerung von D. 3.3 setzen wir noch f�ur z 2 C und

� 2 N0

�
z

�

�
:=

�Q
k=1

(z � � + k)

�!
=

8<:
z(z � 1) � � � (z � � + 1)

�!
; falls � > 0

1; falls � = 0

Die Zahlen

�
z

�

�
2 C hei�en ebenfalls Binomialkoe�zienten.
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5 Folgen

Es sei a : N! Y , wobei Y eine beliebige Menge ist. Wir schreiben dann �ublicherweise

n als \Index", d. h.

an := a(n)

und statt a schreiben wir (an)n2N oder (an)
1
n=1 oder kurz (an). Mann nennt dann

(an)n2N eine Folge (in Y ) . Allgemeiner betrachtet man auch Indexmengen J � N

oder J � Z (mit 1 vielen Elementen) und schreibt dann (an)n2J statt a : J ! Y .

Solche Objekte hei�en auch Folgen (in Y ).

Folgen k�onnen entweder durch explizite Angabe von an f�ur jedes n 2 N (oder n 2 J)
gegeben sein (etwa an = 1=n (n 2 N)) oder induktiv oder rekursiv, d. h. durch eine

sog. Rekursionsformel:

a1 := a; an+1 := '(an)

wobei ' : Y ! Y eine Funktion und a 2 Y ist (etwa: '(y) =
p
y mit Y = [0;1) und

a = 2, d. h. a1 := 2; an+1 =
p
an).

Meist betrachten wir Y = R (Folgen reeller Zahlen) oder Y = C (Folgen komplexer

Zahlen). Um die beiden F�alle R und C einheitlich bezeichnen zu k�onnen, schreiben wir

K := K, falls K 2 fR;Cg.

De�nition 5.1 Eine Folge (an)n2N in K hei�t

1. beschr�ankt, falls ein M > 0 existiert mit janj � M (n 2 N). (Anderenfalls hei�t
(an) unbeschr�ankt.)

2. Cauchy-Folge, falls zu jedem " > 0 ein N" 2 N existiert mit

jan � amj < " f�ur alle n;m � N":

3. konvergent, falls ein a 2 K so existiert, dass zu jedem " > 0 ein N" 2 N existiert

mit

jan � aj < " f�ur alle n � N":

Die Zahl a hei�t dann Grenzwert von (an) und wir schreiben

a = lim
n!1 an oder kurz an ! a (n!1) :

(Eine Folge, die nicht konvergent ist, hei�t divergent.)

Bemerkung 5.2 1. Man sieht leicht, dass jede Folge h�ochstens einen Grenzwert hat

([�U]).

2. Es sei A(n) eine Aussage (n 2 N). Man sagt, A(n) gilt f�ur fast alle n 2 N, falls die
Menge fn 2 N : A(n) ist nicht wahrg endlich ist. So l�asst sich etwa die Konvergenz
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einer Folge auch folgenderma�en formulieren: (an) ist genau dann konvergent gegen a,

falls f�ur alle " > 0 gilt

jan � aj < " f�ur fast alle n 2 N:

Beispiel 5.3 1. Die Folge (an) in R mit an = n ist unbeschr�ankt (siehe B/D. 4.1).

2. Die Folge (an) in R mit an = 1=n ist konvergent zum Grenzwert a = 0, d. h.

1

n
! 0 (n!1) :

(Denn: Es sei " > 0 gegeben. Dann existiert ein N" 2 N mit n > 1=" f�ur alle n � N"

(wieder B/D. 4.1). Also gilt f�ur alle n � N"

jan � 0j = 1

n
< " : )

3. Die Folge (an) in R mit an = (�1)n ist beschr�ankt (da janj = 1f�ur alle n 2 N), aber
keine Cauchy-Folge.

(Denn: F�ur alle k 2 N ist

ja2k � a2k+1j = 2 ;

d. h. es existiert kein N" 2 N mit jan � amj < " f�ur alle n;m � N".)

Damit ist (an) auch divergent, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 5.4 1. Jede Cauchy-Folge (an) in K ist beschr�ankt.

2. Jede konvergente Folge (an) in K ist eine Cauchy-Folge.

Beweis.

1. Zu " = 1 existiert ein N 2 N mit

jan � amj < 1 (n;m � N) ;

also janj = jan � a+ aN j � jan � aN j+ jaN j < jaN j+ 1 f�ur alle n � N . Mit

M := max fja1j; : : : ; jaN�1j; jaN j+ 1g

gilt dann

janj �M f�ur alle n 2 N :
2. Es sei a := lim an. Dann existiert zu jedem " > 0 ein N" 2 N mit jan�aj < "=2 (n �
N"). Also gilt

jan � amj � jan � aj+ ja� amj < " f�ur alle n;m � N" :

2

Der folgende Satz ist sehr \praktisch", da er es in vielen F�allen gestattet, Grenzwerte

zu bestimmen ohne auf die \"-N"-De�nition" zur�uckzugreifen.
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Satz 5.5 Die Folgen (an) und (bn) seien konvergent mit

a = lim
n!1 an ; b = lim

n!1 bn :

Dann gilt

1. Die Folge (an + bn) konvergiert gegen a+ b, d. h.

lim
n!1(an + bn) = a+ b

�
= lim

n!1 an + lim
n!1 bn

�
:

2. Die Folge (an � bn) konvergiert gegen a � b, d. h.

lim
n!1(an � bn) = a � b

�
= lim

n!1 an � lim
n!1 bn

�
:

3. Ist bn 6= 0 f�ur alle n 2 N und b 6= 0, so konvergiert (an=bn) gegen a=b d. h.

lim
n!1(an=bn) = a=b

�
= lim

n!1 an= lim
n!1 bn

�
:

Beweis.

1. Es sei " > 0 gegeben. Dann existieren ein N
(1)
" 2 N und ein N

(2)
" 2 N mit

jan � aj < "=2 (n � N (1)
" ) und jbn � bj < "=2 (n � N (2)

" ) :

Also gilt f�ur n � N" := max(N
(1)
" ; N

(2)
" ):

jan + bn � (a+ b)j = jan � a+ bn � bj � jan � aj+ jbn � bj < "=2 + "=2 = " :

2. Nach S. 5.4 ist (bn) beschr�ankt, d. h. es existiert ein M > 0 mit jbnj � M f�ur

alle n 2 N.
Es sei " > 0 gegeben. Dann existieren ein N

(1)
" 2 N mit

M jan � aj < "

2
(n � N (1)

" )

und ein N
(2)
" 2 N mit

jajjbn � bj < "

2
(n � N (2)

" ) :

F�ur alle n � N" := max(N
(1)
" ; N

(2)
" ) gilt dann

janbn � abj = janbn � abn + abn � abj �
� jbnjjan � aj+ jajjbn � bj �M jan � aj+ jajjbn � bj
< M � "

2M
+
"

2
= " :
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3. a) Wir zeigen zun�achst:

lim
n!1

1

bn
=

1

b
:

Da b 6= 0 ist, existiert ein N 2 N mit

jbn � bj < jbj=2 (n � N) :

Also gilt (umgekehrte Dreiecksungleichung!)

jbnj = jb+ bn � bj � jbj � jbn � bj > jbj � jbj=2 = jbj=2 > 0 (n � N) :

Es sei " > 0 gegeben. Dann existiert ein N 0
" 2 N mit

jbn � bj < " � jbj
2

2
(n � N 0

") :

F�ur alle n � N" := max(N;N 0
") folgt���� 1bn � 1

b

���� = jbn � bjjbnbj <
2

jbj2 jbn � bj < " :

Also gilt 1=bn ! 1=b (n!1).

b) Mit 2. und a) ergibt sich

lim
n!1

an
bn

= lim
n!1

�
an � 1

bn

�
= a � 1

b
:

2

Beispiel 5.6 Es sei an = 3n2�4n
2n2+5

. Da f�ur Folgen (cn) mit cn = c (n 2 N) o�enbar
lim
n!1 cn = c gilt, folgt mit S. 5.5 und B. 5.3.2

lim
n!1 an = lim

n!1
3� 4=n

2 + 5=n2
=

3� 4 lim
n!1 1=n

2 + 5 lim
n!1 1=n2

=
3� 4 � 0
2 + 0

=
3

2
:

Bemerkung 5.7 Ein weiteres, einfaches aber sehr n�utzliches Konvergenzkriterium ist

das folgende: Es sei (an) eine Folge in K und es sei (bn) eine Folge mit janj � bn f�ur

fast alle n. Gilt dann bn ! 0 (n!1), so folgt auch an ! 0 (n!1).

(Denn: Es sei N 2 N so, dass janj � bn f�ur alle n � N . Ist " > 0 gegeben, so

existiert ein N" 2 N, wobei o.E. N" � N , mit bn < " (n � N") Dann ist auch

jan � 0j � bn < " (n � N").)

Als wichtiges Anwendungsbeispiel erhalten wir
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Beispiel 5.8 (geometrische Folge)

Wir betrachten f�ur q 2 C die Folge (qn)n. Dann gilt

1. F�ur jqj < 1 konvergiert (qn) mit lim
n!1 qn = 0.

2. F�ur jqj > 1 ist (qn) unbeschr�ankt, also insbesondere divergent.

(Denn:

1. F�ur q = 0 ist die Behauptung klar. Es sei also 0 < jqj < 1. Dann ist mit einem a > 0

1=jqj = 1 + a :

Aus der Bernoullischen Ungleichung (S. 2.13) folgt (1 + a)n � 1 + na > na und daher

jqnj = jqjn = 1

(1 + a)n
<

1

na
(n 2 N)

Aus 1=(an)! 0 folgt mit B. 5.7 die Behauptung.

2. Nun sei jqj > 1, d. h. jqj = 1 + b mit einem b > 0. Mit S. 2.13 gilt

jqnj = (1 + b)n � 1 + nb (n 2 N) ;

d. h. (qn) ist unbeschr�ankt und damit nach S. 5.4 divergent.).

Wir betrachten nun speziell Folgen reeller Zahlen, wobei wir entscheidend von der

Ordnungsstruktur in R Gebrauch machen.

Bemerkung und De�nition 5.9 Manchmal erweist es sich als n�utzlich, f�ur reelle

Folgen (an) erweiterte Grenzwerte �1 zu betrachten. Wir sagen deshalb

1. (an) hei�t bestimmt divergent gegen1, falls zu jedem R > 0 ein NR 2 N existiert

mit an > R f�ur alle n � NR. Wir schreiben dann an !1 (n!1)

2. (an) hei�t bestimmt divergent gegen �1, falls zu jedem R > 0 ein NR 2 N

existiert mit an < �R f�ur alle n � NR. Wir schreiben dann an ! �1 (n!1)

So gilt etwa

qn !1 (n!1)

im Falle q > 1, aber f�ur q < �1 ist (qn) weder bestimmt divergent gegen 1 noch

bestimmt divergent gegen �1.

Wir untersuchen jetzt eine wichtige Klasse von Folgen in R, die monotonen Folgen.

De�nition 5.10 Es sei (an)n2N eine reelle Folge. Dann hei�t (an)
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1. monoton wachsend, falls an+1 � an (n 2 N) (Schreibweise: an %),

2. streng monoton wachsend, falls an+1 > an (n 2 N) (Schreibweise: an streng %),

3. monoton fallend, falls an+1 � an (n 2 N) (Schreibweise: an &),

4. streng monoton fallend, falls an+1 < an (n 2 N) (Schreibweise: an streng &).

Beispiel 5.11 Es gilt

1.
�
1
n

�
n
ist streng monoton fallend,

2. (2n)n ist streng monoton wachsend,

3.
�
(�1)n

�
n
ist weder monoton wachsend, noch monoton fallend,

4. (1)n ist monoton wachsend und fallend, aber nicht streng monoton wachsend

oder fallend.

Eine fundamentale Folgerung aus der Vollst�andigkeit von R ist

Satz 5.12 (Hauptsatz �uber monotone Folgen)

Es sei (an) eine Folge in R.

1. Ist (an) monoton wachsend und beschr�ankt, so ist (an) konvergent.

Ist (an) monoton wachsend und unbeschr�ankt, so gilt an !1.

2. Ist (an) monoton fallend und beschr�ankt, so ist (an) konvergent.

Ist (an) monoton fallend und unbeschr�ankt, so gilt an ! �1.

Beweis. 1. Es sei (an) beschr�ankt. Wir betrachten die Menge

A := fx : x = an f�ur ein n 2 Ng :

Dann ist A 6= ; und (nach oben) beschr�ankt. Da R ollst�andig ist, existiert

a := supA :

Wir zeigen: a = lim
n!1 an.

Da a obere Schranke von A ist, gilt an � a f�ur alle n 2 N. Es sei " > 0 gegeben. Dann

ist (nach De�nition von supA) a� " keine obere Schranke von A, d. h. es existiert ein
N = N" 2 N mit aN > a� ". Da (an) monoton wachsend ist, gilt an � aN > a� " f�ur
alle n � N , also insgesamt

a� " < an � a (n � N)
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d. h.

�" � an � a � 0 (n � N)

und damit insbesondere jan � aj < " f�ur alle n � N . Da " > 0 beliebig war, folgt

an ! a (n!1).

Nun sei (an) unbeschr�ankt. Da (an) monoton wachsend ist, gilt insbesondere an � a1
f�ur alle n. Damit existiert zu jedem R > 0 ein N mit an > R. Wieder auf Grund der

Monotonie ist damit auch an > R f�ur alle n � N . Da R > 0 beliebig war, gilt an !1.

2. Ist (an) monoton fallend, so geht der Beweis entsprechend. 2

Der Hauptsatz �uber monotone Folgen ist eines der wichtigsten Kriterien f�ur die Kon-

vergenz von Folgen. Man beachte, dass der Grenzwert bei der Konvergenzuntersuchung

nicht eingeht (und dass auch keine Aussage �uber den Grenzwert gemacht wird).

Beispiel 5.13 (Eulersche Zahl e)

Wir betrachten die Folgen (an) und (bn) in R mit

an =

�
1 +

1

n

�n
; bn =

�
1 +

1

n

�n+1

(n 2 N) :

Dann ist (an) (streng) monoton wachsend und (bn) (streng) monoton fallend.

(Denn: F�ur alle n � 2 gilt

an
an�1

=

�
n+1
n

�n�
n
n�1
�n�1 =

n+ 1

n
�
�
(n+ 1)

n
� (n� 1)

n

�n�1
=

=
n+ 1

n

�
1� 1

n2

�n�1 S:2:13� n+ 1

n

�
1� n� 1

n2

�
=
n3 + 1

n3
> 1 :

Der Beweis f�ur (bn) verl�auft analog; [ �U])

Hieraus folgt 2 = a1 � an � bn � b1 = 4.

Nach dem Hauptsatz �uber monotone Folgen sind (an) und (bn) konvergent und mit S.

5.5.2 folgt

lim
n!1 bn = lim

n!1(1 + 1=n)an = lim
n!1 an

Wir setzen

e := lim
n!1

�
1 +

1

n

�n
(e hei�t Eulersche Zahl).

Beispiel 5.14 (Babylonisches Wurzelziehen)
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Es sei x > 0 gegeben. Ein sehr e�zientes Verfahren zur n�aherungsweisen Berechnung

von
p
x ist das sog. Babylonische Wurzelziehen:

Wir betrachten mit einem beliebigen Startwert a0 > 0 die Folge (an) in (0;1) mit

an+1 :=
1

2

�
an +

x

an

�
=

1

2an

�
a2n + x

�
:

(Der Startwert a0 kann eine grobe N�aherung an
p
x sein.)

Behauptung: (an) ist konvergent mit limn!1 an =
p
x.

Denn: 1. Wir zeigen: an �
p
x (n 2 N). Denn: F�ur n 2 N0 gilt

an+1 �
p
x =

1

2an
(a2n � 2an

p
x+ x) =

1

2an
(an �

p
x)2 � 0 ;

also ist an+1 �
p
x.

2. Die Folge (an)
1
n=1 ist monoton fallend, denn f�ur n 2 N ist

an � an+1 = an � 1

2

�
an +

x

an

�
=

1

2

�
an � x

an

�
=

1

2an

�
a2n � x

�
:

Aus an �
p
x folgt a2n � x, also an � an+1 � 0.

3. Nach dem Hauptsatz �uber monotone Folgen ist (an) konvergent. Zur Bestimmung

des Grenzwertes kann man folgenderma�en vorgehen:

Aus lim
n!1 an = a folgt lim

n!1 an+1 = a, und damit (da a � px > 0)

a � an+1 =
1

2an

�
a2n + x

� �! 1

2a

�
a2 + x

�
(n!1) :

Aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt

a =
1

2a

�
a2 + x

�
;

woraus man a =
p
x berechnet (beachte a > 0).

Man kann also die Folgeglieder an als N�aherungen f�ur
p
x verwenden (dabei sind im

Falle x 2 Q und a0 2 Q die N�aherungen an stets rationale Zahlen).

Wie sieht es dabei mit dem Fehler aus, wenn man an statt
p
x verwendet? Wir sch�atzen

den Fehler nach oben ab. Dazu sei

an =
p
x(1 + fn)

(fn =
an�pxp

x
hei�t \relativer Fehler"). Dann gilt fn � 0 und

1 + fn+1 =
1

2

�
1 + fn +

1

1 + fn

�
;
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also

fn+1 =
1

2

f2n
1 + fn

� 1

2
min(fn; f

2
n)(=

1

2
f2n ; falls fn < 1) :

Hat man nach n Schritten f�ur an einen Fehler fn � 10�m, so ist der Fehler fn+1 dem

n�achsten Schritt � 1
2(10

�m)2 = 1
210

�2m; die Anzahl der \exakten Stellen" verdoppelt

sich im Wesentlichen.

Bemerkung und De�nition 5.15 Es sei (an) eine beschr�ankte Folge in R. Wir be-

trachten die Mengen

Bn := fak : k � ng
Es gilt dabei Bn+1 � Bn (und die Bn sind beschr�ankt). Also existieren

bn := supBn und bn := inf Bn (n 2 N)

und nach De�nition von sup und inf sind die Folgen (bn) bzw. (bn) monoton fallend

bzw. monoton wachsend (und beschr�ankt, da b1 � bn � bn � b1). Also sind beide

Folgen konvergent nach dem Hauptsatz �uber monotone Folgen. Damit existieren

a := lim
n!1 bn und a := lim

n!1 bn

Die reelle Zahl a hei�t Limes superior von (an) (Schreibweise: a =: lim
n!1an oder auch

lim sup
n!1

an), und a hei�t Limes inferior von (an) (Schreibweise: a = lim
n!1

an oder auch

lim inf
n!1 an).

Satz 5.16 Es sei (an) eine beschr�ankte Folge in R, und es sei a 2 R. Dann gilt

1. Es ist a = liman genau dann, wenn folgende beiden Bedingungen gelten:

a) F�ur alle " > 0 gilt an < a+ " f�ur fast alle n 2 N.
b) F�ur alle " > 0 gilt an > a� " f�ur unendlich viele n 2 N.

2. Es ist a = liman genau dann, wenn folgende beiden Bedingungen gelten:

a) F�ur alle " > 0 gilt an > a� " f�ur fast alle n 2 N.
b) F�ur alle " > 0 gilt an < a+ " f�ur unendlich viele n 2 N.

Beweis. 1. \=)" Es sei a = liman = lim
n!1 supfak : k � ng, und es sei " > 0 gegeben.

Dann existiert ein N" mit a� " < supfak : k � ng < a+ " (n � N"). Aus der zweiten

Ungleichung ergibt sich insbesondere an < a+" (n � N"). Aus der ersten Ungleichung

folgt, dass f�ur jedes n(� N") ein k � n existiert mit a� " < ak. Damit gilt auch b).
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\(= " Es sei " > 0 gegeben.

Aus a) folgt

bn = supfak : k � ng � a+ "

f�ur fast alle n. Also ist

lim
n!1an = lim

n!1 bn � a+ " :

Aus b) folgt bn > a� " f�ur alle n 2 N. Also ergibt sich

lim
n!1an = lim

n!1 bn � a� " :

Da " > 0 beliebig war, ist lim
n!1an � a und lim

n!1an � a, also insgesamt lim
n!1an = a.

2. Der Beweis f�ur liman verl�auft analog. 2

Beispiel 5.17 Es sei an = (�1)n �1 + 1
n

�
. Dann ergibt sich mit S. 5.16

lim an = 1 und lim an = �1:

Satz 5.18 Es sei (an) eine beschr�ankte Folge in R. Dann gilt

1. lim
n!1

an � lim
n!1an.

2. (an) ist genau dann konvergent, wenn lim
n!1an = lim

n!1
an gilt (und in diesem Fall

ist lim
n!1 an = lim

n!1an = lim
n!1

an).

Beweis. 1. Teil 1. ergibt sich sofort aus

bn = inffak : k � ng � bn = supfak : k � ng

und

liman = lim bn ; liman = lim bn :

2. \=)" Es sei (an) konvergent, lim an =: a, und es sei " > 0 gegeben. Dann gilt

a� " < an < a+ " f�ur fast alle n � N" :

Also sind a) und b) aus S. 5.16.1 und 2. erf�ullt und folglich gilt mit S. 5.16

lim an = liman = liman:

\(=" Gilt liman = liman =: a, so folgt aus S. 5.16 dass f�ur alle " > 0 ein N
(1)
" 2 N

mit

an < a+ " (n � N (1)
" )
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und ein N
(2)
" 2 N mit

an > a� " (n � N (2)
" )

existieren. Also gilt f�ur n � N" := max(N
(1)
" ; N

(2)
" )

a� " < an < a+ " :

Da " > 0 beliebig war, ist (an) konvergent mit lim an = a. 2

Damit gilt folgendes wichtige Konvergenzkriterium (f�ur R und C).

Satz 5.19 (Cauchysches Konvergenzkriterium)

Es sei (an) eine Folge in K. Genau dann ist (an) konvergent wenn (an) eine Cauchy-

Folge ist.

Beweis. 1. Ist (an) konvergent, so ist (an) nach S. 5.4.2 eine Cauchy-Folge.

2. Es sei umgekehrt (an) eine Cauchy-Folge. Dann ist (an) jedenfalls beschr�ankt nach

S. 5.4.1.

a) Zun�achst sei (an) eine reelle Folge. Nach S. 5.18.2 gen�ugt es, zu zeigen liman =

liman. Angenommen, die ist nicht der Fall. Dann ist liman < liman nach S. 5.18.1. Es

sei " := (liman � liman)=3.

Dann existiert ein N" 2 N mit

jan � amj < " (n;m � N") : (�)

Au�erdem existieren nach S. 5.16 ein n0 � N" mit

an0 > liman � "

und ein m0 � N" mit

am0 < liman + " :

Also folgt

an0 � am0 > liman � "� liman � " = 3"� 2" = "

im Widerspruch zu (�).
b) Nun sei (an) eine beliebige komplexe Folge, und es sei an = �n + i�n die Normal-

darstellung von an. Dann sind (�n) und (�n) Folgen in R und es gilt

j�n � �mj
j�n � �mj

)
� jan � amj (n;m 2 N) :

Also sind (�n) und (�n) Cauchy-Folgen in R. Nach 2. existieren �; � 2 R mit �n ! �

und �n ! �(n!1).

Also folgt mit S. 5.5

�n + i�n ! �+ i� (n!1) :
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2

De�nition 5.20 Es sei (an) eine beliebige Folge in Y . Ist (nk) eine streng monoton

wachsende Folge in N, so hei�t (ank)k2N eine Teilfolge von (an)n2N.

Es gilt damit

Satz 5.21 Es sei (an) eine beschr�ankte Folge in R. Dann gilt:

1. Es existiert eine Teilfolge (ank) mit ank ! lim
n!1an.

2. Es existiert eine Teilfolge (amk
) mit amk

! lim
n!1

an.

3. Ist (a`k) eine konvergente Teilfolge von (an) so ist

lim
n!1

an � lim
n!1 a`k � lim

n!1an :

Beweis. 1. Wir de�nieren (nk) induktiv. Dazu setzen wir n1 := 1. Sind n1; : : : ; nk

bereits de�niert, so w�ahlen wir ein nk+1 2 N mit nk+1 > nk und so, dass

jank+1
� lim
n!1anj < 1=(k + 1)

gilt (existiert nach S. 5.16). Dann gilt ank ! liman (k !1).

2. Analog

3. Es sei (a`k) eine konvergente Teilfolge von (an) und a := lim
k!1

a`k . Ist " > 0, so

existiert ein N" mit an < liman + " (n � N") also auch a`k � liman + " f�ur k � N"

(beachte: `k � k). Damit ist auch a � liman+". Da " > 0 beliebig war, gilt a � liman.

Entsprechend sieht man, dass liman � a gilt. 2

Als Konsequenz erhalten wir insbesondere folgenden zentralen Satz

Satz 5.22 (Bolzano-Weierstra�)

Jede beschr�ankte Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. 1. Es sei K = R. Dann w�ahle man etwa (nk) wie in S. 5.21.1.

2. Es sei K = C, und es sei (an) eine beschr�ankte Folge in C. Ist an = �n + i�n die

Normaldarstellung von an, so sind die Folgen (�n) und (�n) in R beschr�ankt (es gilt

j�nj � janj und j�nj � janj). Nach 1. existieren eine Teilfolge (�nk) von (�n) und ein

� 2 R mit �nk ! � (k !1). Da auch (k) := (�nk) beschr�ankt ist, existieren wieder
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nach 1. eine Teilfolge (�nk` ) = (k`) von (k) und ein � 2 R mit �nk` ! � (` ! 1).

Nach S. 5.5 gilt also

�nk` + i�nk` ! �+ i� (`!1) :

(Man beachte: Konvergiert eine Folge, so konvergiert auch jede Teilfolge, und zwar

gegen den gleichen Grenzwert). 2

Beispiel 5.23 1. Es sei an = (�1)n(1 + 1=n). Dann gilt

a2k = 1 +
1

2k
! 1 und a2k�1 = �1� 1

2k � 1
! �1 :

2. Es sei an = qn mit q 2 C; jqj = 1. Dann ist auch janj = 1 f�ur alle n. Also hat nach

S. 5.22 die geometrische Folge (an) eine konvergente Teilfolge. Ist etwa q = i, so gilt

a4k = 1! 1; a4k+1 = i! i; a4k+2 = �1! �1; a4k+3 = �i! �i :
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6 Reihen

Wir betrachten wieder die Folge (q�)1�=0 f�ur ein q 2 K mit jqj < 1. F�ur die Summe der

ersten (n+ 1) Folgelieder gilt nach der geometrischen Summenformel

nX
�=0

q� =
1� qn+1

1� q :

Wegen qn+1 ! 0 (n!1) folgt

nX
�=0

q� ! 1

1� q (n!1) ;

die Folge der Summen konvergiert also gegen 1
1�q . Man verwendet dann kurz das

Symbol
1P
�=0

q� f�ur den Grenzwert 1
1�q .

Bemerkung und De�nition 6.1 Es sei (a�)
1
�=0 eine Folge in K.

1. Die der Folge (a�) zugeordnete Folge (sn)
1
n=0 der Partial- oder Teilsummen

sn :=
nX
�=0

a� (n 2 N0)

hei�t (die mit (a�) gebildete) Reihe und wird mit
1P
�=0

a� bezeichnet. Die a� hei�en dann

Reihenglieder.

2. Ist die Reihe
1P
�=0

a� (also die Folge (sn)) konvergent gegen s, so schreiben wir

s =:
1P
�=0

a� . Die Zahl s hei�t dann der Reihenwert.

!!! Man beachte, dass das Symbol
1P
�=0

a� also zwei Bedeutungen hat: Erstens steht es

f�ur die Folge (sn) der Teilsummen und zweitens (im Falle der Konvergenz!) f�ur deren

Grenzwert.

Dass die Summation bei 0 beginnt ist unwesentlich. Genauso kann man Reihen
1P

�=n0

a�

f�ur ein n0 2 N oder auch n0 2 Z betrachten (d. h. die Folge (sn =
nP

�=n0

a�)
1
n=n0).

Beispiel 6.2 1. Es sei a� =
1

�(�+1) (� 2 N). Dann gilt

sn =
nX
�=1

1

�(� + 1)
=

nX
�=1

�
1

�
� 1

� + 1

�
=

nX
�=1

1

�
�
n+1X
�=2

1

�
= 1� 1

n+ 1
:

Also folgt lim
n!1 sn = 1, d. h.

1P
�=1

1
�(�+1) ist konvergent mit

1X
�=1

1

�(� + 1)
= 1 :
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2. Es sei a� = q� f�ur ein q 2 K; jqj < 1. Dann ist (s. o.)
1P
�=0

q� konvergent mit

1X
�=0

q� =
1

1� q :

Diese Reihe hei�t geometrische Reihe. Speziell ergibt sich etwa f�ur q = 1=2

1X
�=0

1

2�
= 2

oder auch 1X
�=1

1

2�
= 1 :

F�ur das \Rechnen" mit konvergenten Reihen gilt

Satz 6.3 Es seien
1P

�=n0

a� und
1P

�=n0

b� konvergente Reihen in K, und es seien �; � 2 K.

Dann ist auch
1P

�=n0

(�a� + �b�) konvergent mit

1X
�=n0

(�a� + �b�) = �
1X

�=n0

a� + �
1X

�=n0

b� :

Beweis. Ergibt sich leicht durch Anwendung von S. 5.5. 2

Damit gilt etwa

1X
�=0

2 � 3� + 4

5�
= 2 �

1X
�=0

3�

5�
+ 4 �

1X
�=0

1

5�

= 2 � 1

1� 3=5
+ 4 � 1

1� 1=5
= 10 :

Durch �Ubertragung des Cauchy'schen Konvergenzkriteriums f�ur Folgen ergibt sich

unmittelbar

Satz 6.4 Es sei (a�)
1
�=0 eine Folge in K.

1. (Cauchy-Kriterium f�ur Reihen)

Genau dann ist die Reihe
1P
�=0

a� konvergent, wenn zu jedem " > 0 ein N" 2 N
existiert mit �����

nX
�=m+1

a�

����� < " (n > m � N") :
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2. Ist
1P
�=0

a� konvergent, so gilt stets

an �! 0 (n!1) ;

d. h. notwendig f�ur die Konvergenz einer Reihe ist die Bedingung, dass die Rei-

henglieder eine Nullfolge bilden.

Beweis. 1. Ist sn :=
nP
�=0

a� , so ist (sn) (und damit
1P
�=0

a� ) nach S. 5.19 genau dann

konvergent, wenn zu jedem " > 0 ein N" 2 N existiert mit

jsn � smj < " (n;m � N")

Dabei kann ohne Einschr�ankung n > m vorausgesetzt werden. Mit

sn � sm =
nX
�=0

a� �
mX
�=0

a� =
nX

�=m+1

a�

ergibt sich die Behauptung.

2. Ist
1P
�=0

a� konvergent, so folgt aus 1. insbesondere: Zu jedem " > 0 existiert ein

N" 2 N mit

janj =
�����
nX

�=n

a�

����� < " (n > N")

(w�ahle m = n� 1). Also gilt an ! 0 (n!1). 2

Beispiel 6.5 Es sei q 2 C mit jqj � 1. Dann ist auch jqnj � 1 f�ur alle n. Also ist
1P
�=0

q�

nach S. 6.4 divergent. Insbesondere divergiert also etwa
1P
�=0

1 und
1P
�=0

(�1)� oder auch
1P
�=0

i� .

F�ur Reihen mit nichtnegativen Gliedern a� gilt folgendes sehr einfache Kriterium

Bemerkung 6.6 Es sei
1P
�=0

a� eine Reihe mit a� � 0 f�ur alle � 2 N0. Dann gilt:

1. Ist die Folge (sn) der Teilsummen beschr�ankt, so ist
1P
�=0

a� konvergent.

2. Ist die Folge (sn) der Teilsummen unbeschr�ankt, so gilt sn !1 (und insbeson-

dere ist
1P
�=0

a� divergent).
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(Denn: F�ur die Teilsummen sn =
nP
�=0

a� gilt

sn � sn�1 = an � 0 (n 2 N) :

Also ist (sn) monoton wachsend.

Also ergeben beide Aussagen sich unmittelbar aus dem Hauptsatz �uber monotone

Folgen.)

Man schreibt (nur f�ur a� � 0) auch
1P
�=0

a� <1 im Fall 1. und
1P
�=0

a� =1 im Fall 2.

Beispiel 6.7 1. (Harmonische Reihen) Es sei p 2 N; p > 1. Dann ist
1P
�=1

1
�p konvergent.

Denn: Es gilt f�ur n 2 N (vgl. B. 6.2)

sn =
nX
�=1

1

�p
�

nX
�=1

1

�2
� 1 +

nX
�=2

1

�(� � 1)
= 1 +

n�1X
�=1

1

�(� + 1)
= 2� 1

n
< 2 :

Also ist die Teilsummenfolge (sn) beschr�ankt. Nach S. 6.6 ist
1P
�=1

1
�p konvergent (und

es gilt
1P
�=1

1
�p � 2).

Viel schwieriger ist die Frage nach dem Reihenwert
1P
�=1

1
�p zu beantworten. Man kann

zeigen (etwa mit Methoden der \Fourier-Analysis")

1X
�=1

1

�2
=
�2

6
;

1X
�=1

1

�4
=
�4

90
:

2. (DIE harmonische Reihe) Die Reihe
1P
�=0

1
� ist divergent.

[Dies zeigt insbesondere, dass die Bedingung \an ! 0" nicht hinreichend f�ur die Kon-

vergenz von
1P
�=0

a� ist!!!]

(Denn: F�ur alle j 2 N ist

s2j =
2jX
�=1

1

�
= 1 +

1

2
+

�
1

3
+
1

4

�
+

�
1

5
+ � � �+ 1

8

�
+ � � �+

�
1

2j�1 + 1
+ � � �+ 1

2j

�
� 1 +

1

2
+ 2 � 1

4
+ 4 � 1

8
+ : : :+ 2j�1 � 1

2j
� 1 +

j

2
:

Also ist (sn) unbeschr�ankt.)

Satz 6.8 (Cauchy'scher Verdichtungssatz)

Es sei (an) eine monoton fallende Folge mit an � 0. Dann konvergiert
1P
�=1

a� genau

dann, wenn die Reihe
1P
k=0

2ka2k konvergiert.
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Beweis. Wir setzen

sn :=
nX
�=1

a� und �n :=
nX
k=0

2ka2k :

Dann sind (sn) und (�n) monoton wachsend.

1. Es sei
1P
k=0

2ka2k konvergent. Dann ist die Folge (�n) beschr�ankt. Da (a�) monoton

fallend ist, ergibt sich f�ur n 2 N

sn =
nX
�=1

a� �
2n+1�1X
�=1

a�

= a1 + (a2 + a3) + (a4 + � � �+ a7) + � � �+ (a2n + � � �+ a2n+1�1)

� 20a1 + 21 � a2 + 22 � a4 + � � �+ 2na2n = �n :

Also ist auch (sn) beschr�ankt.

2. Es sei
1P
�=1

a� konvergent. Dann ist (sn) beschr�ankt. Da (a�) monoton fallend ist,

ergibt sich f�ur n 2 N

�n =
nX
k=0

2ka2k = 20a1 + 21a2 + 22a4 + 23a8 + � � �+ 2na2n

= 2

�
1

2
a1 + 20a2 + 21a4 + 22a8 + � � �+ 2n�1a2n

�
� 2 fa1 + a2 + (a3 + a4) + (a5 + � � �+ a8) + � � �+ (a2n�1+1 + � � �+ a2n)g

= 2
2nX
�=1

a� = 2s2n :

Also ist auch (�n) beschr�ankt und folglich
1P
k=0

2ka2k konvergent. 2

Beispiel 6.9 Es sei p 2 N. Dann ist
1P
�=1

1
� p
p
�
konvergent.

(Denn: Die Folge a� = 1
� p
p
�
ist monoton fallend und � 0. Nach S. 6.8 konvergiert

1P
�=1

a� genau dann, wenn
1P
k=0

2ka2k konvergiert. Es gilt

1X
k=0

2ka2k =
1X
k=0

2k=(2k
p
p
2k) =

1X
k=0

(1=
p
p
2)k

und diese geometrische Reihe konvergiert, da 1= p
p
2 < 1 ist.)

Ein weiteres klassisches Konvergenzkriterium gilt f�ur so genannte \alternierende Rei-

hen":
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Satz 6.10 (Leibnizsches Konvergenzkriterium f�ur alternierende Reihen)

Es sei (an) eine monotone fallende Folge (nichtnegativer) Zahlen an mit lim
n!1 an = 0.

Dann konvergiert die Reihe
1P
�=0

(�1)�a� .

Beweis. Zun�achst gilt f�ur alle n � 2

sn � sn�2 =
nX
�=0

(�1)�a� �
n�2X
�=0

(�1)�a� = (�1)n (an � an�1)| {z }
�0

;

d. h. die Teilfolge (s2j) ist monoton fallend und die Teilfolge (s2j+1) ist monoton

wachsend. Weiter gilt

s2j =

2jX
�=0

(�1)�a� = (a0 � a1)| {z }
�0

+(a2 � a3)| {z }
�0

+ � � �+ (a2j�2 � a2j�1)| {z }
�0

+ a2j|{z}
�0

� 0 :

Folglich ist (s2j) nach dem Hauptsatz �uber monotone Folgen konvergent. Ist s :=

lim
j!1

s2j , so gilt auch

s2j+1 = s2j � a2j+1| {z }
!0

! s (j !1) :

Hieraus folgt auch sn ! s f�ur n!1 ([ �U]). 2

Beispiel 6.11 (alternierende harmonische Reihe)

Die Reihe
1P
�=1

(�1)�=� konvergiert nach S. 6.10 (denn: an & 0 (n!1)).

W�ahrend also
1P
�=1

1
� (nach B. 6.5.2) divergiert, f�uhrt das \Anbringen" abwechselnder

Vorzeichen zur Konvergenz. Wir untersuchen nun Reihen, bei denen dieser Unterschied

nicht auftritt.

De�nition 6.12 Es sei
1P
�=0

a� eine Reihe in K. Dann hei�t
1P
�=0

a� absolut konvergent,

falls
1P
�=0
ja� j konvergent ist. Ist

1P
�=0

a� konvergent und
1P
�=0
ja� j divergent, so hei�t

1P
�=0

a�

bedingt konvergent.

Beispiel 6.13 1. Wie oben gesehen, ist
1P
�=1

(�1)�
� bedingt konvergent.

2. Die Reihe
1P
�=1

(�1)�
�p ist f�ur jedes feste p 2 N mit p > 1 absolut konvergent (vgl. B.

6.7).
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Aus dem Cauchy-Kriterium ergibt sich leicht

Satz 6.14 Ist
1P
�=0

a� absolut konvergent, so ist
1P
�=0

a� auch konvergent.

Beweis. Es sei " > 0. Dann existiert ein N" 2 N mit

nX
�=m+1

ja� j < " (n > m � N") :

(S. 6.4.1). Also gilt auch�����
nX

�=m+1

a�

����� �
nX

�=m+1

ja� j < " (n > m � N") :

Nach S. 6.4.1 ist
1P
�=0

a� konvergent. 2

Eines der wichtigsten Kriterien f�ur (absolute) Konvergenz ist

Satz 6.15 (Majorantenkriterium)

Es sei (a�) eine Folge in K und es sei (b�) eine Folge in [0;1) mit ja� j � b� f�ur fast

alle � 2 N. Ist
1P
�=0

b� konvergent, so ist
1P
�=0

a� absolut konvergent. (Die Reihe
1P
�=0

b�

hei�t \Majorante" von
1P
�=0

a� .)

Beweis. Da
1P
�=0

b� konvergent ist, existiert ein M > 0 mit

nX
�=0

b� �M (n 2 N) :

Weiter existiert ein N mit ja� j � b� (� � N). Also gilt f�ur alle n � N
nX
�=0

ja� j =
N�1X
�=0

ja� j+
nX

�=N

ja� j �
N�1X
�=0

ja� j+
nX

�=N

b� �
N�1X
�=0

ja� j+M :

Damit ist

�
nP
�=0
ja� j
�
n

beschr�ankt, d. h.
1P
�=0

a� ist absolut konvergent nach S. 6.6. 2
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Beispiel 6.16 1. Wir betrachten die Reihe
1P
�=0

a� mit a� = (�1)� � �2�3�
4�4+5

.

Dann gilt (f�ur � > 1)����(�1)� �2 � 3�

4�4 + 5

���� �2 = 1� 3=�

4 + 5=�4
! 1

4
(� !1) :

Also existiert ein N 2 N mit

ja� j � 1

�2
(� � N) :

Folglich ist die Reihe nach S. 6.15 und B. 6.7 konvergent .

2. Die Reihe
1P
�=1

b� mit b� =
�2+3�
4�3+5

ist divergent. Denn: Angenommen, die Reihe w�are

konvergent. Da
�2 + 3�

4�3 + 5
� � ! 1

4
(� !1)

gilt, existiert ein N 2 N mit

b� � 1

5�
(� � N) :

Dann w�are auch
1P
�=1

1
5� konvergent nach S. 6.15. Dies ist aber nicht der Fall. (Man

nennt
1P
�=1

1
5� eine \divergente Minorante" von

1P
�=1

b� .)

Durch Anwendung von S. 6.15 auf die konvergente Majorante
1P
�=0

q� f�ur geeignetes

0 < q < 1 ergibt sich:

Satz 6.17 (Wurzelkriterium)

Es sei (a�) eine Folge in K und es sei

a := lim
�!1

�
p
ja� j

(wobei lim
�!1c� =:1 f�ur unbeschr�ankte Folgen (c�) in [0;1) gesetzt wird).

Dann gilt

1. Ist a < 1, so ist
1P
�=0

a� absolut konvergent.

2. Ist a > 1 (wobei 1 > x f�ur alle x 2 R), so ist
1P
�=0

a� divergent.

Beweis. 1. Ist a < 1, so existiert zu q := (1 + a)=2(< 1) ein N 2 N mit �
pja� j � q

(und damit auch ja� j � q�) f�ur alle � � N . Da
1P
�=0

q� konvergiert, ist
1P
�=0

a� absolut

konvergent nach S. 6.15.
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2. Ist a > 1, so ist �
pja� j > 1 (und damit auch ja� j > 1) f�ur 1 viele � 2 N0. Also ist

(a�) sicher nicht konvergent gegen 0. Nach S. 6.4 ist
1P
�=0

a� divergent. 2

Beispiel 6.18 1. Es sei a� = �pq� f�ur ein festes p 2 N und ein festes q 2 C mit jqj < 1.

Dann gilt, da �
p
� ! 1 f�ur � !1 ([ �U]),

�
p
�pjqj� = � �

p
�
�p jqj ! jqj (� !1) :

Also gilt

lim
�!1

�
p
ja� j = lim

�!1
�
p
ja� j = jqj < 1 :

Nach S. 6.17 ist
1P
�=0

�pq� absolut konvergent. (Insbesondere ergibt sich mit S. 6.4 auch

�pq� ! 0 (� !1).)

2. Es sei a� =
1
�p f�ur ein festes p 2 N. Dann gilt

�
p
ja� j =

�
1
�
p
�

�p
! 1 (� !1) ;

d. h. es ist a = 1 in S. 6.17. Wie oben gesehen ist
1P
�=1

1=� divergent und
1P
�=1

1
�p f�ur

p > 1 (absolut) konvergent. Also l�asst sich im Fall a = 1 i. A. keine Aussage machen.

Satz 6.19 (Quotientenkriterium)

Es sei (a�) eine Folge in K mit a� 6= 0 f�ur � 2 N0. Dann gilt

1. lim
�!1

�
pja� j � lim

�!1

���a�+1

a�

���
2. Ist lim

�!1

���a�+1

a�

��� < 1, so ist
1P
�=0

a� absolut konvergent.

Beweis. 1. Es sei a := lim
�!1

���a�+1

a�

���. Dann existiert zu jedem " > 0 ein N = N" 2 N
mit ����a�+1

a�

���� � a+ " (� � N) :

F�ur � > N gilt dann

ja� j =
���� a�a��1

���� � ����a��1a��2

���� � � � ����aN+1

aN

���� jaN j � (a+ ")��N jaN j = jaN j
(a+ ")N

� (a+ ")�

also

�
p
ja� j � (a+ ") �

s
jaN j

(a+ ")N
�! a+ " (� !1)
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und damit

lim
�!1

�
p
ja� j � a+ " :

Da " > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

2. Nach dem Wurzelkriterium (S. 6.17) und 1. ist
P
a� absolut konvergent. 2

Beispiel 6.20 Wir betrachten a� :=
z�

�! (� 2 N0), wobei z 2 C fest ist. Dann gilt (f�ur

z 6= 0) ����a�+1

a�

���� = jzj�+1

(� + 1)!

�!

jzj� =
jzj
� + 1

! 0 (� !1) :

Damit liefert das Quotientenkriterium die absolute Konvergenz von
1P
�=0

z�

�! f�ur alle

z 2 C n f0g (und f�ur z = 0 ist die Reihe trivialerweise konvergent).

Wir wollen uns jetzt noch (kurz) mit der Multiplikation von Reihen besch�aftigen. Dazu

orientieren wir uns zun�achst an der Multiplikation von Summen: Es sei

A :=
nX
�=0

a� ; B =
mX
�=0

b� :

Dann ist

AB =

 
nX
�=0

a�

!0@ mX
�=0

b�

1A =
X

0���n
0���m

a�b�

wobei die Reihenfolge der Summation beliebig ist. Entsprechend sollte beim Produkt� 1P
�=0

a�

� 1P
�=0

b�

!
jeder der Summanden a�b� (� 2 N0; � 2 N0) einmal auftauchen.

Anders als bei endlichen Summen spielt dabei jedoch die \Reihenfolge" der Summation

i. A. eine Rolle. Eine m�ogliche Anordnung ist die folgende

a0b0 a0b1 a0b2 a0b3 a0b4
+
.

+
.

+
.

+
.

a1b0 a1b1 a1b2 a1b3 : : :
+
.

+
.

+
.

a2b0 a2b1 a2b2 : : : : : :
+
.

+
.

a3b0 a3b1 : : : : : : : : :
+
.

a4b0 : : : : : : : : : : : :
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d. h. wir betrachten die Reihe
1P
n=0

cn mit

cn =
nX
�=0

a�bn�� (n 2 N0) :

Die cn stellen also gerade die Summe der Produkte in der n-ten Diagonale dar.

De�nition 6.21 Es seien
1P
�=0

a� und
1P
�=0

b� Reihen in K. Dann hei�t die Reihe

1X
n=0

cn =
1X
n=0

 
nX
�=0

a�bn��

!"
=

1X
n=0

 
nX
�=0

an��b�

!#

Cauchysche Produktreihe oder kurz Cauchy-Produkt von
1P
�=0

a� und
1P
�=0

b� .

Es gilt damit

Satz 6.22 Es seien
1P
�=0

a� und
1P
�=0

b� konvergente Reihen in K. Ist eine der beiden

Reihen absolut konvergent, so konvergiert die Cauchysche Produktreihe
1P
n=0

cn und es

gilt
1X
n=0

cn =

 1X
�=0

a�

! 1X
�=0

b�

!
:

Beweis. 1. O. E. sei
1P
�=0
ja� j konvergent. Es sei Bn :=

nP
�=0

b� und A :=
1P
�=0

a� ; B :=

1P
�=0

b� . Dann gilt

nX
�=0

c� = a0b0 + (a0b1 + a1b0) + (a0b2 + a1b1 + a2b0) + : : :+ (a0bn + : : :+ anb0)

= a0Bn + a1Bn�1 + : : :+ anB0

= a0(Bn �B) + a1(Bn�1 �B) + : : :+ an(B0 �B) +B �
nX
�=0

a� :

Wegen B �
nP
�=0

a� ! A �B (n!1) reicht es also zu zeigen

nX
�=0

an��(B� �B)! 0 (n!1) : (6.2)

2. Wir zeigen allgemeiner: Es seien cn� 2 K (� = 0; : : : ; n; n 2 N0) mit folgenden

Eigenschaften:
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(i) F�ur alle festen � 2 N0 konvergiert die Folge (cn�)
1
n=� gegen 0.

(ii) Die Folge

�
nP
�=0
jcn� j

�1
n=0

ist beschr�ankt.

Dann gilt: Ist (dn) eine Folge in K mit dn ! 0 f�ur n!1, so folgt auch

nX
�=0

cn�d� ! 0 (n!1) :

Denn: Es seien M;m > 0 so, dass jdnj � m und
nP
�=0
jcn� j � M f�ur alle n 2 N0. Ist

" > 0 gegeben, so existiert ein N = N" 2 N mit jdnj < " (n � N). Damit ergibt sich

f�ur n � N�����
nX
�=0

cn�d�

����� �
N�1X
�=0

jcn� j jd� j|{z}
�m

+
nX

�=N

jcn� j jd� j|{z}
�"

� m �
N�1X
�=0

jcn� j+ " �M :

Nach Voraussetzung gilt cn� ! 0 (n!1) f�ur alle festen � = 0; : : : ; N � 1, also auch
N�1P
�=0
jcn� j ! 0 (n!1). Folglich existiert ein N 0

" � N so, dass

N�1X
�=0

jcn� j < " (n � N 0
") :

Also gilt insgesamt �����
nX
�=0

cn�d�

����� < "(m+M) (n � N 0
") :

Da " > 0 beliebig war folgt die Behauptung.

3. Es sei cn� := an�� f�ur � = 0; : : : ; n; n 2 N0. Dann gilt

nX
�=0

jcn� j =
nX
�=0

jan�� j =
nX
�=0

ja�j �
1X
�=0

ja�j (n 2 N0);

also ist (ii) aus 2. erf�ullt. Au�erdem gilt nach S. 6.4 an ! 0 (n ! 1) und damit

auch cn� = an�� ! 0 (n ! 1) f�ur alle �, d. h. (i) aus 2. ist ebenfalls erf�ullt. Da

d� := B� �B ! 0 gilt, ergibt sich (6.2) nach 2. 2

Beispiel 6.23 F�ur z 2 C; jzj < 1 betrachten wir die (absolut) konvergenten geome-

trischen Reihen 1X
�=0

a� =
1X
�=0

b� :=
1X
�=0

z� =
1

1� z :
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Dann ist die Cauchysche Produktreihe gegeben durch
1P
n=0

cn mit

cn =
nX
�=0

a�bn�� =
nX
�=0

z�zn�� = zn
nX
�=0

1 = (n+ 1)zn :

Nach S. 6.22 gilt
1X
n=0

(n+ 1)zn =
1X
n=0

cn =
1

(1� z)2 :

Beispiel 6.24 Wir betrachen a� = b� = (�1)�=p� + 1. Dann ist
1P
�=0

a� =
1P
�=0

b�

konvergent nach dem Leibnizkriterium. F�ur die Cauchysche Produktreihe
1P
n=0

cn gilt

cn = (�1)n
nX
�=0

1p
� + 1

p
n� � + 1

;

also

jcnj �
nX
�=0

1p
n+ 1

p
n+ 1

= 1 :

Also ist
1P
n=0

cn divergent nach S. 6.4.2. Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass auf

die Voraussetzung der absoluten Konvergenz einer der beiden Reihen in S. 6.22 nicht

verzichtet werden kann!
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7 Normierte und metrische R�aume

Wie wir bereits in den vorhergehenden Abschnitten gesehen haben, besteht ein zentra-

les Anliegen der Analysis darin, \Grenzwerte" zu untersuchen. Grob gesagt bedeutet

\xn ! x", dass xn f�ur gro�e n \nahe bei" x liegt. Es ist also wesentlich, \Abst�ande"

zwischen Elementen einer Menge bestimmen zu k�onnen. Eine Klasse von R�aumen

mit dieser Eigenschaft wollen wir in diesem Abschnitt de�nieren, die sog. metrischen

R�aume. Es wird sich sp�ater zeigen, dass diese R�aume f�ur viele Fragen der Analysis

den geeigneten Rahmen bilden.

Wir betrachten zun�achst jedoch eine speziellere Klasse von R�aumen, wobei wir damit

gleichzeitig erstmals eine Verbindung zur Linearen Algebra herstellen.

De�nition 7.1 Es sei V = (V;+; �) ein Vektorraum �uber K. Eine Abbildung jj � jj :
V ! R hei�t Norm (auf V ), falls folgende Bedingungen erf�ullt sind

(N.1) (De�nitheit)

jj0jj = 0 und jjxjj > 0 f�ur alle x 6= 0.

(N.2) (Homogenit�at)

F�ur alle x 2 V und alle � 2 K ist jj�xjj = j�j � jjxjj.
(N.3) (Dreiecksungleichung)

F�ur alle x; y 2 V gilt jjx+ yjj � jjxjj+ jjyjj .

Wir nennen dann (V; jj � jj) einen normierten Raum.

Beispiel 7.2 1. Ist j � j der Betrag in R bzw. C, so ist j � j eine Norm auf R bzw. C (als

Vektorraum �uber R bzw. C)

2. Es sei

Rm := f(x1; : : : ; xm) : xj 2 R f�ur j = 1; : : : ;mg
und

Cm := f(z1; : : : ; zm) : zj 2 C f�ur j = 1; : : : ;mg
(mit der �ublichen Addition und Skalarmultiplikation; vgl. Lineare Algebra). Wir schrei-

ben in Zukunft auch kurz Km f�ur Rm und Cm. Dann sind durch

jjxjj1 :=
mX
j=1

jxj j

jjxjj2 :=
vuut mX

j=1

jxj j2

jjxjj1 := maxfjxj j : j = 1; : : : ;mg ;

wobei x = (x1; : : : ; xm) 2 Km, Normen auf Km gegeben.
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(Beweis: [ �U]. Aus der Linearen Algebra sollte dabei die Cauchy-Schwarzsche Unglei-

chung �ubernommen werden)

Die obige Norm jj � jj2 hei�t (f�ur K = R) euklidsche Norm. Wir schreiben f�ur jj � jj2
auch kurz j � j.
Ist etwa m = 3 und x = (1; 3� 2), so gilt

jxj = jjxjj2 =
p
1 + 9 + 4 =

p
14

und

jjxjj1 = 1 + 3 + 2 = 6 ; jjxjj1 = max(1; 3; 2) = 3

De�nition 7.3 Es sei (V; jj � jj) ein normierter Raum. Eine Menge W � V hei�t

beschr�ankt, falls ein C > 0 existiert mit jjxjj � C f�ur alle x 2 W . Ist M eine Menge,

so hei�t f :M ! V beschr�ankt, falls f(M) � V beschr�ankt ist.

Beispiel 7.4 Es sei (V; jj � jj) ein normierter Raum. Dann ist

S := fx 2 V : jjxjj = 1g

(die sog. Einheitssph�are in V ) beschr�ankt.

Bemerkung und De�nition 7.5 1. Es sei E ein Vektorraum (�uber K). Ist M eine

nichtleere Menge, so sind f�ur f; g :M ! E und � 2 K die Funktionen f + g :M ! E

und �f :M ! E de�nert durch

(f + g)(t) := f(t) + g(t); (�f)(t) := � � f(t) (t 2M) :

Damit ist auch EM := ff :M ! Eg ein Vektorraum �uber K (siehe Lineare Algebra).

2. Es sei nun (E; j � jE) ein normierter R�aum. Wir setzen

B(M;E) := ff :M ! E : f beschr�anktg :

B(M;E) ist ein Unterraum von EM und damit selbst ein Vektorraum ([�U]).

Weiter de�nieren wir f�ur f; g 2 B(M;E)

jjf jj1 := supfjf(t)jE : t 2Mg

Dann ist jj � jj1 eine Norm auf B(M;E) ([ �U]).

De�nition 7.6 Es sei X 6= ; eine Menge. Eine Abbildung d : X � X ! R hei�t

Metrik (auf X), falls folgende Bedingungen erf�ullt sind:
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(d.1) (De�nitheit)

d(x; x) = 0 f�ur alle x 2 X und d(x; y) > 0 f�ur alle x; y 2 X mit x 6= y.

(d.2) (Symmetrie)

F�ur alle x; y 2 X ist d(x; y) = d(y; x).

(d.3) (Dreiecksungleichung)

F�ur alle x; y; z 2 X gilt d(x; y) � d(x; z) + d(z; y).

Das Paar (X; d) hei�t dann metrischer Raum.

Bemerkung 7.7 1. Ist (X; d) ein metrischer Raum und ist Y � X, so ist auch (Y; d)

(d.h. genauer (Y; djY�Y )) ein metrischer R�aum.

2. Es sei X 6= ; eine beliebige Menge. Dann ist durch

d(x; y) := �(x; y) :=

(
0; falls x = y

1; falls x 6= y

eine Metrik auf X gegeben (die sog. diskrete Metrik). Dies ergibt sich leicht durch
�Uberpr�ufen von (d.1){(d.3).

Satz 7.8 Ist (V; jj � jj) ein normierter Raum, so ist durch

d(x; y) := djj�jj(x; y) := jjx� yjj (x; y 2 V )

eine Metrik auf V gegeben.

Beweis. (d.1) ergibt sich unmittelbar aus (N.1).

Zu (d.2): Sind x; y 2 V , so gilt

d(x; y) = jjx� yjj = jj � (y � x)jj (N:2)= jjy � xjj = d(y; x) :

Zu (d.3): Sind x; y; z 2 V , so gilt

d(x; y) = jjx� yjj = jjx� z + z � yjj
(N:3)

� jjx� zjj+ jjz � yjj = d(x; z) + d(z; y)

2

Beispiel 7.9 Es sei V = Km. Dann ist nach S. 7.8 durch

d(x; y) := dj�j(x; y) := djj�jj2(x; y) := jx� yj (x; y 2 Km)

eine Metrik auf Km gegeben (die sog. euklidsche Metrik).

Falls nichts anderes angegeben ist, soll im weiteren Verlauf der Vorlesung

Km stets mit der Norm j � j = jj � jj2 und der Metrik dj�j = djj�jj2 versehen sein.



7 NORMIERTE UND METRISCHE R�AUME 53

Wir untersuchen nun Folgen in metrischen R�aumen

De�nition 7.10 Es sei (X; d) ein metrischer Raum, und es sei (xn) eine Folge in X.

Ferner sei x 2 X. Die Folge (xn) hei�t konvergent (in (X; d)) gegen (den Grenzwert)

x, falls gilt

d(xn; x)! 0 (n!1) ;

d. h. falls zu jedem " > 0 ein N" 2 N existiert mit

d(xn; x) < " (n � N") :

Wir schreiben wieder

x = lim
n!1xn oder xn ! x (n!1) :

Beispiel 7.11 Es sei X = R und (xn) = (1=n). Dann gilt xn ! 0 (n ! 1) im

metrischen Raum (R; dj�j) aber (xn) konvergiert nicht im metrischen Raum (R; �),

wobei � die diskrete Metrik ist. (Dort gilt: F�ur alle x 2 R existiert ein n0 = n0(x) so,

dass �(xn; x) = 1 f�ur alle n � n0.)
Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass die Konvergenz einer Folge von der zu Grunde

liegenden Metrik abh�angen kann!

Wie im Fall (X; d) = (K; dj�j) gilt

Satz 7.12 Jede Folge (xn) in einem metrischen Raum (X; d) hat h�ochstens einen

Grenzwert.

Beweis. Es seien x; ~x Grenzwerte von (xn). Dann gilt mit (d.3)

d(x; ~x) � d(x; xn) + d(xn; ~x)! 0 (n!1) ;

also ist d(x; ~x) = 0. Aufgrund von (d.1) ist x = ~x. 2

Bemerkung 7.13 Es sei (X; d) = (Km; djj�jj2), also

djj�jj2(x; y) = jjx� yjj2 =
vuut mX

j=1

jxj � yj j2 (x; y 2 Km)

Ferner sei (x(n)) eine Folge in Km und

x(n) = (x
(n)
1 ; x

(n)
2 ; : : : ; x(n)m ) (n 2 N)
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(d. h. x
(n)
1 ; : : : ; x

(n)
m sind die Koordinaten von x(n)). Ist x = (x1; : : : ; xm) 2 Km, so gilt

lim
n!1x(n) = x

(d. h. jjx(n) � xjj2 ! 0 (n ! 1)) genau dann, wenn f�ur die \Koordinatenfolgen"

(x
(n)
j )n gilt

lim
n!1x

(n)
j = xj (j = 1; : : : ;m) :

(Denn:

\):" Gilt x(n) ! x (n!1), so ergibt sich f�ur j = 1; : : : ;m

jx(n)j � xj j �
vuut mX

�=1

jx(n)� � x� j2 = jjx(n) � xjj2 ! 0 (n!1)

also

x
(n)
j ! xj (n!1) :

\(:" Es gelte nun x
(n)
j ! xj (n ! 1) f�ur j = 1; : : : ;m. Ist " > 0 gegeben, so

existieren N
(j)
" 2 N f�ur j = 1; : : : ;m mit

jx(n)j � xj j <
"p
m

�
n � N (j)

"

�
:

Also gilt f�ur n � max
�
N

(1)
" ; : : : ; N

(m)
"

�
:

jjx(n) � xjj2 =
vuut mX

j=1

jx(n)j � xj j2 �
r
m � "

2

m
= " :

Da " > 0 beliebig war, gilt d(x(n); x) = jjx(n) � xjj2 ! 0, d. h. x(n) ! x (n!1). )

Beispiel 7.14 Es sei m = 3 und

x(n) =

�
1

n
;

�
1 +

1

n

�n
; 1� 1

2n

�
= (x

(n)
1 ; x

(n)
2 ; x

(n)
3 ) :

Dann gilt

x
(n)
1 ! 0 ; x

(n)
2 ! e ; x

(n)
3 ! 1 (n!1)

also folgt mit B. 7.13

jjx(n) � (0; e; 1)jj2 ! 0 (n!1) ;

d. h.

x(n) ! (0; e; 1) (n!1) :

In Verallgemeinerung von S. 5.22 erhalten wir
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Satz 7.15 (Bolzano-Weierstra� f�ur Folgen in Km)

Es sei m 2 N. Dann gilt: Jede beschr�ankte Folge in Km besitzt eine konvergente Teil-

folge.

Beweis. (Per Induktion nach m)

1. Induktionsanfang m = 1: Ergibt sich aus S. 5.22.

2. Induktionsschritt m! m+ 1: Es sei (x(n)) eine Folge in Km+1 und

x(n) = (x
(n)
1 ; : : : ; x(n)m ; x

(n)
m+1) (n 2 N) :

Dann ist (y(n)) mit

y(n) := (x
(n)
1 ; : : : ; x(n)m ) (n 2 N)

eine Folge in Km und es gilt

jjy(n)jj2 =
vuut mX

j=1

jx(n)j j2 �
vuutm+1X

j=1

jx(n)j j2 = jjx(n)jj2

d. h. (y(n)) ist beschr�ankt. Nach Induktionsveraussetzung existiert eine Teilfolge (y(nk))

mit

y(nk) ! y (k !1)

f�ur ein y 2 Km.
Ist zk := x

(nk)
m+1, so ist jzkj � jjx(nk)jj f�ur alle k 2 N, also ist (zk) beschr�ankt in K. Nach

S. 5.22 existieren eine Teilfolge (zk`)` von (zk)k und ein z 2 K mit

x
(nk` )

m+1 = zk` ! z (`!1) :

Ist y = (y1; : : : ; ym), so folgt aus y
(nk` ) ! y (`!1) und B. 7.13

x
(nk` )

1 ! y1 ; x
(nk` )

2 ! y2; : : : ; x
(nk` )
m ! ym (`!1) :

Also gilt wieder mit B. 7.13

x(nk` ) =
�
x
(nk` )

1 ; : : : ; x
(nk` )
m ; x

(nk` )

m+1

�
! (y1 : : : ; ym; z)

f�ur `!1. 2

De�nition 7.16 Es sei (X; d) ein metrischer Raum, und es sei M � X.

1. Ein Punkt x 2 X hei�t H�aufungspunkt von M , falls zu jedem " > 0 ein y 2 M
mit y 6= x und d(x; y) < " existiert.
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2. Wir setzen

H(M) := fx 2 X : x H�aufungspunkt vonMg :

Bemerkung 7.17 Aus der De�nition ergibt sich leicht: x ist genau dann H�aufungs-

punkt von M , wenn eine Folge (xn) in M existiert mit xn ! x (n!1) und xn 6= x

f�ur alle n 2 N ([ �U]).

Beispiel 7.18 1. Es sei (X; d) = (R; dj�j). F�ur M = f1=k : k 2 Ng gilt

H(M) = f0g

und f�ur M = Q gilt (vgl. B. A.11)

H(M) = R

2. Es sei (X; d) = (C; dj�j). F�ur M = fz 2 C : 0 < jzj < 1g gilt

H(M) = fz 2 C : jzj � 1g :

Durch �Ubertragung des Satzes von Bolzano-Weierstra� f�ur Folgen ergibt sich

Satz 7.19 (Bolzano-Weierstra� f�ur Mengen in Km)

Es sei M � Km beschr�ankt und unendlich. Dann ist

H(M) 6= ; :

Beweis. Da M unendlich ist, existiert eine Folge (xn) in M mit xn 6= xm f�ur alle

n 6= m. Aus der Beschr�anktheit von M folgt die Beschr�anktheit von (xn). Also be-

sitzt (xn) nach S. 7.15 eine konvergente Teilfolge (xnk). Ist x = lim
k!1

xnk , so ist also

x 2 H(M) (man beachte: xnk 6= x f�ur alle k bis auf h�ochstens eine Ausnahme). 2

�Ahnlich wie wir die De�nition der Folgenkonvergenz in allgemeinen metrischen R�aum-

en auf die De�nition in R zur�uckgef�uhrt haben, gehen wir jetzt bei der Einf�uhrung

von Cauchy-Folgen vor.

De�nition 7.20 Es sei (X; d) ein metrischer Raum. Eine Folge (xn) in X hei�t

Cauchy-Folge (in (X; d)), falls zu jedem " > 0 ein N" 2 N existiert mit

d(xn; xm) < " (n;m � N") :



7 NORMIERTE UND METRISCHE R�AUME 57

Bemerkung 7.21 Ist (X; d) ein metrischer Raum, und ist (xn) eine Folge in X, so

gilt wie im Fall (X; d) = (K; dj�j): Ist (xn) konvergent, so ist (xn) eine Cauchy-Folge.

Der Beweis folgt unmittelbar mit der Dreiecksungleichung.

Die Umkehrung ist allerdings im Allgemeinen falsch!

Betrachtet man etwa (X; d) = (Q; dj�j) (also die rationalen Zahlen mit der Betragsme-

trik), so ist die Folge (xn)
1
n=0 mit x0 = 2 und

xn+1 :=
1

2

�
xn +

2

xn

�
(n 2 N0)

eine Folge in X = Q. Betrachtet man (xn) als Folge in (R; dj�j), so gilt xn !
p
2 (vgl.

B. 5.14), also ist (xn) eine Cauchy-Folge in (R; dj�j) und damit auch in (Q; dj�j). Da
jedoch

p
2 62 Q ist, kann die Folge in (Q; dj�j) nicht konvergent sein. (Die Konvergenz

in (Q; dj�j) w�urde auch die Konvergenz in (R; dj�j) implizieren, d. h., ein rationaler

Grenzwert w�urde der Eindeutigkeit des Grenzwertes (B. 5.2) widersprechen.)

De�nition 7.22 Es sei (X; d) ein metrischer Raum. (X; d) hei�t (folgen-) vollst�andig,

falls jede Cauchy-Folge in (X; d) konvergiert.

Beispiel 7.23 1. Nach S. 5.19 sind R und C (mit der Metrik dj�j) vollst�andig. Dasselbe
gilt f�ur (Km; dj�j) f�ur beliebige m 2 N.
(Denn: Ist (x(n)) eine Cauchy-Folge in (Km; dj�j), so gilt mit x(n) = (x

(n)
1 ; : : : ; x

(n)
m ):

jx(n)j � x(m)
j j � jjx(n) � x(m)jj2 (n;m 2 N) ;

also sind auch die Folgen (x
(n)
j )n f�ur j = 1; : : : ;m Cauchy-Folgen in K. Da (K; dj�j)

vollst�andig ist, sind diese konvergent und damit ist nach B. 7.13 auch (x(n)) konvergent

in (Km; dj�j).)

2. Nach B. 7.21 ist (Q; dj�j) nicht vollst�andig.

3. Auf R ist durch

d(x; y) :=

���� x

1 + jxj �
y

1 + jyj
���� (x; y 2 R)

eine Metrik de�niert ([�U]).

Die Folge (xn) mit xn = n ist eine Cauchy-Folge in (R; d), die nicht konvergiert.

(Denn: Es gilt f�ur n;m 2 N mit n � m

d(xn; xm) =

���� n

1 + n
� m

1 +m

���� = n�m
(1 + n)(1 +m)

� n

1 + n
� 1

1 +m
� 1

1 +m
:
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Also existiert zu jedem " > 0 ein N" mit d(xn; xm) < " f�ur alle n � m � N", d. h. (xn)

ist eine Cauchy-Folge in (R; d). Ist jedoch x 2 R beliebig, so gilt

d(n; x) =

���� n

1 + n
� x

1 + jxj
����! 1� x

1 + jxj > 0

also d(n; x) 6! 0 (n ! 1). Damit ist (xn) nicht konvergent und folglich (R; d) nicht

vollst�andig. Es zeigt sich (mit 1.), dass die Vollst�andigkeit eine Eigenschaft ist, die

nicht nur von der zugrunde liegenden Menge (hier R), sondern auch von der Metrik

abh�angt!

De�nition 7.24 Es sei V = (V; jj � jj) ein normierter Raum. Dann hei�t V Banach-

raum, falls (V; djj�jj) vollst�andig ist.

Beispiel 7.25 Km = (Km; dj�j) ist nach B. 7.23.1 ein Banachraum.
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8 Stetige Funktionen zwischen metrischen R�aumen

Es seien X = (X; d) und Y = (Y; e) metrische R�aume. Wir untersuchen jetzt Funktio-

nen f :M ! Y , wobei M � X.

Wir wollen zun�achst kurz darauf eingehen wie man in einfachen F�allen solche Funk-

tionen veranschaulichen kann. Dazu setzen wir

Sf := graph(f) := f(x; y) : x 2M; y = f(x)g = f(x; f(x)) : x 2Mg � X � Y :

Sf hei�t Graph von f .

Beispiel 8.1 1. Es sei f : [0;1)! R de�niert durch

f(x) =
p
x (x � 0) :

Dann ist Sf = f(x;
p
x) : x � 0g � R2.

2. Es sei f : R! R de�niert durch f(x) := [x], wobei [x] := maxfn 2 Z : n � xg (sog.
Gau�klammer von x). Dann ist

Sf = f(x; [x]) : x 2 Rg � R2 :

3. Es sei f : R2 ! R de�niert durch

f(x1; x2) := sin(x1x2) ((x1; x2) 2 R2) :

Dann ist

Sf = f(x1; x2; sin(x1x2)) : (x1; x2) 2 R2g � R3 :

4. Es sei f : R! R2 de�niert durch

f(t) := (cos(t); sin(t)) (t 2 R) :

Dann ist

Sf = f(t; cos(t); sin(t)) : t 2 Rg � R3 :

Eine der wichtigsten Struktureigenschaften von Funktionen (zwischen metrischen R�aum-

en) ist die Stetigkeit:

De�nition 8.2 Es seien (X; d) und (Y; e) metrische R�aume, und es sei f : M ! Y ,

wobei M � X.

1. f hei�t stetig an der Stelle x0 2M , falls zu jedem " > 0 ein �"(= �";x0) > 0 existiert

mit

e(f(x); f(x0)) < " f�ur alle x 2M mit d(x; x0) < �" :

2. f hei�t stetig auf der Menge M0 �M , falls f stetig an jeder Stelle x0 2M0 ist. Ist

M0 =M , so hei�t f kurz stetig.



8 STETIGE FUNKTIONEN ZWISCHEN METRISCHEN R�AUMEN 60

Anschaulich bedeutet die Stetigkeit an einer Stelle x0, dass die Funktionswerte f(x)

f�ur x \nahe bei x0" auch \nahe bei f(x0)" liegen.

Beispiel 8.3 1. Es sei (X; d) ein metrischer Raum, und es sei f : X ! X de�niert

durch f(x) := x (x 2 X) (d. h. f = idX). Dann ist f stetig (auf X).

(Denn: Ist x0 2 X und " > 0, so gilt f�ur �" := ":

d(f(x); f(x)) = d(x; x0) < " f�ur alle x 2 X mit d(x; x0) < �" = " :)

Ist c 2 X und ist g : X ! X mit g(x) � c (x 2 X), so ist auch g stetig (auf X).

2. Es sei (X; d) = (R; dj�j) und es sei f : R! R de�niert durch

f(x) =

(
1; falls x = 0

x; sonst

Dann ist f stetig an allen Stellen x0 6= 0.

(Denn: Es seien x0 6= 0 und " > 0 gegeben. Ist �" := min("; jx0j) so gilt f�ur alle x 2 R
mit jx� x0j < �" insbesondere x 6= 0 und damit

jf(x)� f(x0)j = jx� x0j < " ):

Ferner ist f unstetig an x0 = 0.

(Denn: Wir betrachten " = 1=2. Ist � > 0 beliebig, so gilt f�ur x := min(1=2; �=2)

einerseits jx� 0j = x < � und andererseits

jf(x)� f(0)j = 1� x � 1=2 ):

Wir wollen nun der obigen \"-�"-De�nition" Charakterisierungen zur Seite stellen, die

oft besser zu handhaben sind. In diesem Zusammenhang f�uhren wir auch den wichtigen

Begri� des Grenzwertes einer Funktion ein.

De�nition 8.4 Es seien (X; d) und (Y; e) metrische R�aume, M � X, und es seien

f :M ! Y sowie y0 2 Y . Ferner sei x0 ein H�aufungspunkt von M . Wir sagen, f habe

an x0 den (Funktions-) Grenzwert y0, falls zu jedem " > 0 ein �" > 0 existiert mit

e(f(x); y0) < " f�ur alle x 2M mit 0 < d(x; x0) < �":

Wir schreiben dann

lim
x!x0

f(x) = y0 oder lim
x!x0
x2M

f(x) = y0 oder kurz f(x)! y0 (x! x0) :
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Ist speziell (X; d) = (R; dj�j) und x0 2 H(M+), wobei M+ := fx 2M : x � x0g (bzw.
x0 2 H(M�), wobei M� := fx 2M : x � x0g), so schreiben wir auch

f(x+0 ) := lim
x!x+0

f(x) := lim
x!x0
x2M+

f(x) bzw. f(x�0 ) := lim
x!x�0

f(x) := lim
x!x0
x2M�

f(x) :

(f(x+0 ) hei�t rechtsseitiger Grenzwert und f(x
�
0 ) linksseitiger Grenzwert an x0).

Bemerkung 8.5 1. Man beachte, dass im Falle von D. 8.4 der Punkt x0 in M liegen

kann oder auch nicht. Auch im Falle x0 2 M spielt der Funktionswert f(x0) bei der

Grenzwertuntersuchung keine Rolle! So ist etwa in B. 8.3.2

lim
x!0

f(x) = 0 :

2. Aus den entsprechenden De�nitionen ergibt sich unmittelbar: Sind f : M ! Y

und x0 ein H�aufungspunkt von M , so gilt f(x)! y0 genau dann, wenn die Funktion
~f :M [ fx0g ! Y , de�niert durch

~f(x) =

(
y0; falls x = x0

f(x); falls x 2M; x 6= x0

stetig an x0 ist. Insbesondere gilt in Falle x0 2 H(M) [M damit

f stetig an x0 () f(x)! f(x0) (x! x0) :

(Aus der De�nition der Stetigkeit folgt zudem sofort: Ist x0 2 M n H(M), so ist f

stets stetig an x0.)

3. Man sieht leicht ([�U]), dass im Falle X = R und x0 2 H(M+) \ H(M�) gilt:

y0 = lim
x!x0

f(x) existiert genau dann, wenn f(x+0 ) und f(x
�
0 ) existieren und f(x+0 ) =

f(x�0 ) = y0 erf�ullt ist.

Beispiel 8.6 1. Es sei f : R! R de�niert durch

f(x) := sign(x) :=

8>><>>:
1; falls x > 0

0; falls x = 0

�1; falls x < 0

:

Dann gilt

f(0+) = lim
x!0+

f(x) = 1; f(0�) = lim
x!0�

f(x) = �1

und lim
x!0

f(x) existiert nicht.

2. Es sei f : R! R de�niert durch

f(x) :=

(
1; falls x 2 Q
0; falls x 2 R nQ

:
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Dann existiert f�ur kein x0 in R der (rechts- oder linksseitige) Grenzwert!

(Denn: Ist x0 2 R und ist � > 0, so existieren x1; x2 mit x0 < xj < x0 + � (j = 1; 2)

sowie f(x1) = 1 und f(x2) = 0 (nach B. A.11 und [�U]). Hieraus folgt, dass kein

rechtsseitiger Grenzwert an x0 existiert. Entsprechend sieht man, dass kein linksseitiger

Grenzwert existiert.)

Insbesondere ist damit f unstetig an allen Stellen x0 2 R.

Wir beweisen folgende wichtige Charakterisierungen des Grenzwertwes und der Ste-

tigkeit:

Satz 8.7 Es seien (X; d) und (Y; e) metrische R�aume, M � X und f : M ! Y .

Ferner seien x0 2 X und y0 2 Y .
1. Ist x0 2 H(M), so sind �aquivalent:

a) lim
x!x0

f(x) = y0

b) F�ur alle Folgen (xn) in M mit xn ! x0 und xn 6= x0 gilt f(xn)! y0.

2. Ist x0 2M , so sind �aquivalent:

a) f ist stetig an der Stelle x0.

b) F�ur alle Folgen (xn) in M mit xn ! x0 gilt f(xn)! f(x0).

Beweis.

1. Wir zeigen b)) a) von 1.:

Angenommen, f(x) 6! y0. Dann existiert ein " > 0 so, dass f�ur alle � > 0 ein x 2 M
existiert mit 0 < d(x; x0) < � und e(f(x); y0) � ". Insbesondere existiert zu jedem

n 2 N ein xn 2 M mit 0 < d(xn; x0) < 1=n und e(f(xn); y0) � ". F�ur die Folge (xn)

in M gilt damit xn ! x0 (n!1); xn 6= x0 und f(xn) 6! y0. Widerspruch!

2. Wir zeigen a)) b) von 2.:

Es sei (xn) eine Folge in M mit xn ! x0 (n ! 1), und es sei " > 0 gegeben. Da

f stetig an x0 ist existiert ein �" > 0 so, dass e(f(x); f(x0)) < " f�ur alle x 2 M mit

d(x; x0) < �". Aus xn ! x0 folgt die Existenz eines N" = N(�") 2 N mit d(xn; x0) < �"

f�ur alle n � N". Also gilt auch e(f(xn); f(x0)) < " (n � N").

3. Wir zeigen b)) a) von 2.:

Ist x0 62 H(M) so ist nach De�nition f jedenfalls stetig an x0. Es sei also x0 2 H(M).

Nach Voraussetzung und Beweisschritt 1. gilt dann f(x) ! f(x0) (x ! x0). Also ist

f stetig an x0 nach B. 8.5.2

4. Wir zeigen a)) b) von 1.:

Nach Voraussetzung und B. 8.5.2 ist ~f stetig an x0. Ist (xn) eine Folge in M mit

x0 6= xn ! x0, so gilt f(xn) = ~f(xn)! ~f(x0) = y0 nach Beweisschritt 2. 2
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Beispiel 8.8 1. Es sei (X; d) = (C; dj�j). Dann gilt

ez � 1

z
! 1 (z ! 0)

(Denn: F�ur 0 < jzj < 1 ist

je
z � 1

z
� 1j =

������1z
1X
�=1

z�

�!
� 1

������ =
�����
1X
�=1

z�

(� + 1)!

����� �
1X
�=1

jzj�
(� + 1)!

�
1X
�=1

jzj� = jzj
1� jzj :

Ist (zn) eine Folge in C n f0g mit zn ! 0, so gilt

jznj
1� jznj ! 0 (n!1)

und folglich auch ����ezn � 1

zn
� 1

����! 0 (n!1) :

Da (zn) beliebig war, folgt die Behauptung.)

Bemerkung 8.9 Ist speziell (X; d) = (R; dj�j), so setzen wir lim
x!1 f(x) := y0 (bzw.

lim
x!�1 f(x) := y0) falls die Bedingung aus S. 8.7.1 b) mit xn ! 1 (bzw. xn ! �1)

anstelle von xn ! x0 gilt. Au�erdem schreiben wir im Falle Y = R auch lim
x!x0

f(x) =

1 (bzw. lim
x!x0

f(x) = �1), falls die Bedingung aus S. 8.7.1 b) mit y0 = 1 (bzw.

y0 = �1) erf�ullt ist.

So gilt etwa f�ur alle m 2 N

lim
x!1xm =1 und lim

x!�1 1=xm = 0 :

Satz 8.10 Es seien (X; dX); (Y; dY ) und (Z; dZ) metrische R�aume, M � X, und es

seien f : M ! Y und g : Y ! Z. Ist x0 2 X so, dass y0 = lim
x!x0

f(x) existiert, und

ist g stetig an y0, so gilt lim
x!x0

(g � f)(x) = g(y0). Ist zudem f stetig an x0, so ist auch

g � f stetig an x0.

Beweis. Es sei (xn) eine Folge in M mit xn ! x0 (n ! 1) und xn 6= x0. Dann gilt

f(xn)! y0 (n!1). Da g stetig an y0 ist, gilt dann auch g(f(xn))! g(y0) (n!1)

nach S. 8.7.2. Also ist lim
x!x0

(g � f)(x) = g(y0).

Ist f stetig an x0, so ist y0 = f(x0). Damit ergibt sich die zweite Aussage nach B.

8.5.2. 2



8 STETIGE FUNKTIONEN ZWISCHEN METRISCHEN R�AUMEN 64

Bemerkung und De�nition 8.11 Ist (X; d) ein metrischer Raum,M � X und sind

f; g :M ! K (also reell- oder komplexwertig), so de�nieren wir

f + g : M ! K durch (f + g)(x) := f(x) + g(x) (x 2M)

f � g : M ! K durch (f � g)(x) := f(x) � g(x) (x 2M)

f=g : M ! K durch (f=g)(x) := f(x)=g(x) (x 2M)

(wobei im Falle f=g nat�urlich g(x) 6= 0 vorausgesetzt wird).

Gilt f�ur ein x0 2 H(M)

f(x)! a und g(x)! b (x! x0);

so folgt

(f + g)(x)! a+ b und (f � g)(x)! a � b (x! x0)

und im Falle b 6= 0 auch

(f=g)(x)! a=b (x! x0) :

(Der Beweis ergibt sich leicht aus den Grenzwerts�atzen f�ur konvergente Folgen in K

(S. 5.5) und S. 8.7.1).

Hieraus ergibt sich nach B. 8.5.2 auch: Ist x0 2 M und sind f und g stetig an x0, so

sind auch f + g; f � g und f=g stetig an x0.

Beispiel 8.12 1. Es seien a0; : : : ; an 2 K und es sei P : K! K de�niert durch

P (x) :=
nX
�=0

a�x
� (x 2 K) :

(Funktionen dieser Form hei�en Polynome (in R bzw. C) ).

Dann ist P stetig auf K.

(Denn: Nach B. 8.3.1 sind P0; P1 : K ! K mit P0(x) := c, wobei c 2 K fest, und

P1(x) := x, stetig auf K. Durch sukzessive Anwendung von B/D 8.11 ergibt sich die

Stetigkeit von P .)

Ist Q : K! K ein weiteres Polynom, so ist R = P=Q de�niert und stetig auf K nNQ,

wobei NQ := fx 2 K : Q(x) = 0g.

2. Die Funktion exp : C! C ist stetig

(Denn: Zun�achst gilt nach B. 8.6.1

lim
z!0

ez � 1 = lim
z!0

z � e
z � 1

z
= 0 � 1 = 0 :

Es sei nun z0 2 C beliebig. Dann gilt f�ur z 2 C

ez � ez0 = ez0(ez�z0 � 1) :
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Also folgt (da z � z0 ! 0 f�ur z ! z0)

lim
z!z0

ez � ez0 = ez0 � lim
z!z0

(ez�z0 � 1) = ez00 = 0

und damit

lim
z!z0

ez = ez0 :

Mit B. 8.5.2 ergibt sich die Behauptung.)

Nach B./D. 8.11 sind damit auch die Funktionen cos : C! C und sin : C! C stetig.

Wir untersuchen nun speziell Funktionen f :M ! R, wobei M � R, also reellwertige
Funktionen einer reellen Variablen. Zun�achst beweisen wir

Satz 8.13 (Zwischenwertsatz)

Es sei I 6= ; ein Intervall in R und f : I ! R sei stetig auf I. Dann ist auch

J :=W (f)(= f(I)) wieder ein Intervall.

Beweis. Ist J einpunktig, so ist J insbesondere ein Intervall. Es seien also y; y 2 J ,
wobei o. E. y < y. Dann ist zu zeigen: Ist � 2 (y; y) so existiert ein � 2 I mit f(�) = �.

Zun�achst existieren x; x 2 I mit f(x) = y und f(x) = y. O. E. sei x < x (sonst

betrachte man �f). Wir setzen

M := fx 2 [x; x) : f(x) � �g :

Dann ist M 6= ; (da x 2M) und beschr�ankt, also existiert

� := supM 2 [x; x] � I :

Behauptung: Es gilt f(�) = �.

Denn: Es existiert eine Folge (xn) in M mit xn ! �. Da f stetig an � 2 I ist, gilt

f(xn)! f(�) also f(�) � �. Aus f(x) = y > � folgt � < x. Ist (~xn) eine Folge in (�; x]

mit ~xn ! �, so folgt � < f(~xn) ! f(�) (n ! 1), also f(�) � � und damit f(�) = �.

2

Bemerkung 8.14 Die Aussage von S. 8.13 ist i. A. falsch, falls f unstetig an einer

Stelle x0 2 I ist. Ist etwa f : R! R

f(x) =

(
x+ 1; x � 0

x; x < 0

so ist W (f) = (�1; 0) [ [1;1), also kein Intervall.
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De�nition 8.15 Es sei M � R und f :M ! R. Dann hei�t f

1. monoton wachsend, falls f(x1) � f(x2) f�ur x1 < x2,

2. streng monoton wachsend, falls f(x1) < f(x2) f�ur x1 < x2,

3. (streng) monoton-fallend, falls �f (streng) monoton wachsend ist.

Es ist klar, dass i. A. monotone Funktionen nicht �uberall stetig sind (vgl. etwa B.

8.14.1). Wir werden jedoch sehen, dass die Unstetigkeitsstellen eine besondere Struktur

haben und auch nicht \allzu h�au�g" sind.

De�nition 8.16 Es seien I 6= ; ein Intervall und f : I ! R. Ferner sei f unstetig an

der Stelle x0 2 I.
Die Stelle x0 hei�t Unstetigkeitsstelle 1. Art (oder auch Sprungstelle), falls gilt

a) Ist x0 nicht rechter Randpunkt von I, so existiert f(x
+
0 ) = lim

x!x+0

f(x) 2 R,

b) Ist x0 nicht linker Randpunkt von I, so existiert f(x
�
0 ) = lim

x!x�0

f(x) 2 R.

Anderenfalls hei�t x0 Unstetigkeitsstelle 2. Art.

Beispiel 8.17 1. Es sei I = R und

f(x) = sign (x) =

8>><>>:
1; falls x > 0

0; falls x = 0

�1; falls x < 0

:

Dann ist x0 = 0 eine Unstetigkeitsstelle 1. Art (es gilt f(0+) = 1 ; f(0�) = �1).

2. Es sei I = [0;1) und

f(x) =

(
1; falls x = 0

x; falls x > 0

Dann ist x0 = 0 eine Unstetigkeitsstelle 1. Art (es gilt f(0+) = 0 6= f(0)).

3. Es sei I = R und

f(x) =

(
1=x ; x 6= 0

0 ; x = 0
:

Dann ist x0 = 0 eine Unstetigkeitsstelle 2. Art (es gilt f(0+) =1, also f(0+) 62 R).
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4. Es sei I = R und

f(x) :=

(
sin(1=x) ; x 6= 0

0 ; x = 0
:

Dann ist x0 = 0 eine Unstetigkeitsstelle 2. Art (da f(0+) nicht existiert ([�U])).

5. Es sei I = R und

f(x) =

(
1 ; x 2 Q
0 ; x 62 Q

:

Dann ist jedes x0 2 R eine Unstetigkeitsstelle 2. Art (f(x+0 ) und f(x
�
0 ) existieren f�ur

kein x0 2 R).

F�ur monotone Funktionen gilt

Satz 8.18 Es sei I 6= ; ein Intervall, und es sei f : I ! R monoton (wachsend oder

fallend). Dann hat f keine Unstetigkeitsstellen 2. Art und h�ochstens abz�ahlbar viele

Unstetigkeitsstellen (1. Art). Au�erdem gilt f�ur alle x0 2 I

f(x�0 ) � f(x0) � f(x+0 ) falls f monoton w�achst

und

f(x�0 ) � f(x0) � f(x+0 ) falls f monoton f�allt

(wobei im Falle eines Randpunktes x0 von I jeweils nur eine Ungleichung auftritt).

Beweis. O. E. sei f monoton wachsend (ansonsten betrachte man �f).
1. Wir zeigen: Ist x0 2 I nicht rechter Randpunkt, so existiert f(x+0 ) 2 R und es gilt

f(x+0 ) � f(x0):
Da f(x) � f(x0) f�ur alle x > x0 gilt, existiert

y0 := infff(x) : x 2 I; x > x0g

und es gilt y0 � f(x0). Es sei " > 0 gegeben. Dann existiert ein x" > x0 mit f(x") <

y0 + ". Mit �" := x" � x0 gilt dann f�ur alle x mit x0 < x < x0 + �" = x"

y0 � f(x) � f(x") < y0 + "

Damit ist f(x+0 ) = y0.

Entsprechend zeigt man die Existenz von f(x�0 ) 2 R mit f(x+0 ) � f(x0) in dem Falle,

dass x0 nicht linker Randpunkt von I ist. Folglich hat f keine Unstetigkeitsstellen 2.

Art und die behaupteten Ungleichungen gelten.



8 STETIGE FUNKTIONEN ZWISCHEN METRISCHEN R�AUMEN 68

2. Wir zeigen, dass h�ochstens abz�ahlbar viele Unstetigkeitsstellen existieren. Dazu

setzen wir

S(f) := fx 2 I : f unstetig an xg (= fx 2 I : x Unstetigkeitsstelle 1. Art von fg) :

Ist S(f) leer oder einelementig, so ist die Behauptung klar. Es sei also S(f) mindestens

zweielementig. F�ur x 2 S(f) setzen wir

I(x) := (f(x�); f(x+)) :

(mit f(x�) := �1 falls x linker Randpunkt von I und f(x+) := 1 falls x rechter

Randpunkt von I).

Dann folgt aus der Monotonie von f f�ur x1; x2 2 S(f) mit x1 < x2:

I(x1) \ I(x2) = ;

(da f(x+1 ) � f
�
x1+x2

2

� � f(x�2 )). Nach B. A.11 ist I(x) \ Q 6= ;, also k�onnen wir

ein '(x) 2 I(x) \ Q w�ahlen. Es gilt dann '(x1) 6= '(x2) f�ur x1 6= x2. Also ist ' eine

bijektive Abbildung von S(f) nach W (') � Q. Da Q abz�ahlbar ist, ist auch W (')

und damit auch S(f) abz�ahlbar. 2

Beispiel 8.19 Es sei f : (0; 1)! R de�niert durch

f(x) :=
1

n
f�ur x 2

�
1

n+ 1
;
1

n

�
und n 2 N :

Dann ist f monoton wachsend auf (0; 1) und jede Stelle xn = 1=n (n 2 N) ist eine
Sprungstelle. Also hat f abz�ahlbar unendlich viele Sprungstellen.

Zum Abschluss befassen wir uns noch mit der Umkehrbarkeit streng monotoner Funk-

tionen.

Satz 8.20 Es sei I � R ein Intervall und es sei f : I ! R streng monoton wachsend

(bzw. fallend). Dann gilt

1. Die Umkehrfunktion f�1 existiert auf J := W (f) und f�1 ist ebenfalls streng

monoton wachsend (bzw. fallend). Au�erdem ist f�1 stetig.

2. Ist f zudem stetig, so ist J ein Intervall.
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Beweis. 1. Aus D. 8.15 sieht man leicht, dass f : I ! J bijektiv ist, d. h. f�1 : J ! I

existiert. Weiter ist f�1 : J ! I streng monoton wachsend.

(Denn: Angenommen, es existieren y1; y2 2 J mit y1 < y2 und x1 = f�1(y1) �
f�1(y2) = x2. Dann gilt y1 = f(x1) � f(x2) = y2, da f (streng) monoton wachsend

ist. Widerspruch!)

Schlie�lich ist f�1 : J ! I stetig.

(Denn: Es sei y0 2 J und x0 := f�1(y0). Ist x0 nicht der rechte Randpunkt von I, und
ist " > 0 (o.E. so klein, dass x0 + " 2 I), so setzen wir

�" := f(x0 + ")� f(x0) :

Dann ist �" > 0 und f�ur alle y 2 J mit y0 � y < y0 + �" = f(x0 + ") folgt

0 � f�1(y)� f�1(y0) < f�1(y0 + �")� f�1(y0) = " :

Ist x0 nicht der linke Randpunkt von I, so sieht man entsprechend: F�ur alle " > 0

existiert ein �0" > 0 so, dass

0 � f�1(y0)� f�1(y) < " f�ur alle y 2 J mit y0 � �0" < y � y0 :

Damit ergibt sich die Stetigkeit von f�1 f�ur alle y0 2 J .
2. Ist f stetig, so ist J =W (f) nach S. 8.13 ein Intervall. 2
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9 Topologische Grundbegri�e

Wir untersuchen nun die Struktur von Teilmengen metrischer R�aume. Dabei werden

wir oft die F�alle R oder R2 zur Veranschaulichung heranziehen. Das Konzept ist je-

doch wesentlich allgemeiner ohne das die Begri�e sich gegen�uber diesen sehr speziellen

F�allen �andern.

De�nition 9.1 Es sei (X; d) ein metrischer Raum und es sei x0 2 X.

1. F�ur " > 0 hei�t die Menge

U"(x0) := fx 2 X : d(x; x0) < "g

"-Umgebung von x0 (oder auch Kugel mit Radius " um x0).

2. Eine Menge U � X hei�t Umgebung von x0, falls ein " > 0 existiert mit U"(x0) �
U .

Beispiel 9.2 1. Ist (X; d) = (R; dj�j), so ist f�ur x0 2 R

U"(x0) = fx 2 R : jx� x0j < "g = (x0 � "; x0 + ") :

2. Ist (X; d) = (C; dj�j), so ist f�ur z0 2 C

U"(z0) = fz 2 C : jz � z0j < "g =
= fz 2 C : Re2(z � z0) + Im2(z � z0) < "2g

der Kreis mit Radius " um z0.

3. Ist (X; d) =
�
R3; dj�j

�
so ist f�ur x(0) =

�
x
(0)
1 ; x

(0)
2 ; x

(0)
3

�
2 R3

U"

�
x(0)

�
=

�
(x1; x2; x3) 2 R3 :

�
x1 � x(0)1

�2
+
�
x2 � x(0)2

�2
+
�
x3 � x(0)3

�2
< "2

�
die Kugel mit Radius " um x(0).

Bemerkung 9.3 Aus D. 9.1 ergibt sich leicht folgende Charakterisierung der Kon-

vergenz einer Folge (xn) in einem metrischen Raum (X; d).

Es gilt xn ! x (n !1) genau dann, wenn zu jeder Umgebung U von x ein NU 2 N
existiert mit

xn 2 U f�ur alle n � NU :

([ �U]).

De�nition 9.4 Es sei (X; d) ein metrischer Raum, und es sei M � X.
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1. Ein Punkt x0 2 M hei�t innerer Punkt von M , falls ein " > 0 mit U"(x0) � M

existiert (d. h. M ist Umgebung von x0).

2. Die Menge

M0 := fx 2M : x innerer Punkt vonMg (�M)

hei�t innerer Kern (oder Inneres) von M .

3. M hei�t o�en (in (X; d)) falls M =M0 gilt (d. h. jeder Punkt von M ist innerer

Punkt).

Satz 9.5 Es sei (X; d) ein metrischer Raum.

1. F�ur alle x0 2 X und " > 0 ist U"(x0) o�en.

2. Sind M1;M2 � X mit M1 �M2, so ist M0
1 �M0

2 .

3. F�ur M � X ist M0 o�en und es gilt

M0 =
[
O�M
O o�en

O :

Beweis. 1. Es sei x1 2 U"(x0). F�ur � := "�d(x1; x0) gilt � > 0 und f�ur alle x 2 U�(x1)
gilt

d(x; x0) � d(x; x1) + d(x1; x0) < � + d(x1; x0) = " ;

d. h. U�(x1) � U"(x0).

2. Ist x 2 M0
1 , so existiert ein " > 0 mit U"(x) � M1. Also ist auch U"(x) � M2 und

damit x 2 (M2)
0.

3. a) Wir haben zu zeigen: (M0)0 =M0. Da nach D. 9.4.2 jedenfalls (M0)0 �M0 gilt,

gen�ugt es, (M0)0 �M0 zu zeigen.

Es sei also x 2 M0. Dann existiert ein " > 0 mit U"(x) � M . Nach 1. ist U"(x) =

(U"(x))
0 und nach 2. gilt damit

U"(x) = (U"(x))
0 �M0 :

Folglich ist x 2 (M0)0.

b) \�" ist klar, da M0 �M und M0 o�en nach a).

\�" Es sei O �M;O o�en. Dann gilt O = O0 �M0 nach 2. 2
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Beispiel 9.6 1. Wir betrachten (X; d) = (R; dj�j) und M = [a; b] f�ur a; b 2 R; a < b.

Dann ist M0 = (a; b)( 6=M , also M nicht o�en).

(Denn:

\�": Ist x 2M0, so existiert ein " > 0 mit U"(x) �M = [a; b], d. h. (x�"; x+") � [a; b].

Also ist x 6= a und x 6= b, d. h. x 2 (a; b).
\�": Ist x 2 (a; b), so gilt f�ur " := min(b� x; x� a)

U = U"(x) = (x� "; x+ ") �M

und damit ist x 2M0.)

Nach S. 9.5.3 ist (a; b) o�en. Die Intervalle (a; b]; [a; b) sind nicht o�en. Hingegen sind

die Intervalle (�1; b) und (a;1) o�en.

2. F�ur a = (a1; : : : ; am); b = (b1; : : : ; bm) 2 Rm setzen wir

(a; b) := fx = (x1; : : : ; xm) 2 Rm : aj < xj < bj (j = 1; : : : ;m)g
= (a1; b1)� : : :� (am; bm)

(und entsprechend [a; b); (a; b] bzw. [a; b] mit [aj ; bj); (aj ; bj ] bzw. [aj ; bj ] anstelle von

(aj ; bj)).

Dann ist [a; b]0 = (a; b)
�
= [a; b)0 = (a; b]0

�
([ �U]).

3. Ist (X; d) ein beliebiger metrischer Raum, so sind X und ; o�en in (X; d).

Ist etwa (X; d) = ([a; b]; dj�j), so ist [a; b] o�en in (X; d) (anders als in (R; dj�j)).

Satz 9.7 Es sei (X; d) ein metrischer Raum.

1. Die Vereinigung beliebig vieler o�ener Mengen ist o�en. (D. h. ist I( 6= ;) eine
beliebige Indexmenge und sind O� o�ene Mengen f�ur alle � 2 I, so ist

S
�2I
O�

o�en ).

2. Der Durchschnitt endlich vieler o�ener Mengen ist o�en. (D. h. sind O1; : : : ;On
o�ene Mengen, so ist

nT
j=1
Oj o�en.)

Beweis. 1. Es sei x 2 S
�2I
O�. Dann existiert ein � 2 I mit x 2 O�. Da O� o�en ist,

existiert ein " > 0 mit U"(x) � O�. Dann ist auch U"(x) �
S
�2I
O�: Folglich ist

S
�2I
O�

o�en.

2. Es sei x 2
nT
j=1
Oj . Dann ist x 2 Oj f�ur alle j 2 f1; : : : ; ng. DaOj o�en ist, existiert ein

"j > 0 mit U"j (x) � Oj . F�ur " := minf"1; : : : ; "ng gilt " > 0 und U"(x) � U"j (x) � Oj
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f�ur j = 1; : : : ; n und damit U"(x) �
nT
j=1
Oj . Folglich ist

nT
j=1
Oj o�en. 2

Bemerkung 9.8 I. A. ist der Durchschnitt abz�ahlbar vieler o�ener Mengen nicht

mehr o�en! Man betrachte etwa On = (�1=n; 1=n) � R (mit d = dj�j). Dann ist On
o�en f�ur alle n 2 N, aber \

n2N
On =

\
n2N

�
� 1
n
;
1

n

�
= f0g

ist nicht o�en.

De�nition 9.9 Es sei (X; d) ein metrischer Raum, und es sei M � X.

1. M hei�t abgeschlossen (in (X; d)), falls M c = X nM o�en ist.

2. Die Menge

M :=
\
A�M

A abgeschlossen

A

hei�t Abschluss (oder abgeschlossene H�ulle) von M .

3. Die Menge

@M :=M nM0

hei�t Rand von M .

Beispiel 9.10 1. F�ur jeden metrischen Raum (X; d) sind ; und X abgeschlossen (da

X = ;c und ; = Xc o�en sind). Es gibt also Mengen, die sowohl o�en als auch abge-

schlossen sind.

2. Es sei (X; d) = (R; dj�j). Dann ist [a; b] abgeschlossen (denn R n [a; b] = (�1; a) [
(b;1) ist nach B. 9.6.1 und S. 9.7.1 o�en). Weiter sind die Intervalle (�1; b] und [a;1)

abgeschlossen. Intervalle der Form [a; b) und (a; b] sind weder o�en noch abgeschlossen.

Satz 9.11 Es sei (X; d) ein metrischer Raum

1. Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

2. Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
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Beweis. Sind A� (� 2 I) abgeschlossen, so gilt \
�2I

A�

!c
=
[
�2I

Ac� und

 [
�2I

A�

!c
=
\
�2I

Ac�

(de Morgansche Regeln). Nach De�nition sind die Ac� o�en. Damit ergibt sich die

Behauptung durch Anwendung von S. 9.7. 2

Bemerkung 9.12 Die Vereinigung abz�ahlbar vieler abgeschlossener Mengen ist i. A.

nicht mehr abgeschlossen. So sind etwa An = (�1;�1=n][[1=n;1) (n 2 N) in (R; dj�j)
abgeschlossen, aber [

n2N
An = R n f0g

ist nicht abgeschlossen (vgl. B. 9.8).

Satz 9.13 Es seien (X; d) ein metrischer Raum und M � X. Dann gilt:

1. M ist abgeschlossen.

2. M ist genau dann abgeschlossen, wenn M =M gilt.

Beweis. 1. Nach De�nition istM Durchschnitt abgeschlossener Mengen. Also ist auch

M abgeschlossen nach S. 9.11.1.

2. Falls M =M gilt, so ist M abgeschlossen nach 1. Ist umgekehrt M abgeschlossen,

so folgt M =M aus der De�nition von M . 2

Weiter gilt folgende wichtige Charakterisierung des Abschlusses:

Satz 9.14 Ist (X; d) ein metrischer Raum und ist M � X, so gilt

M =M [H(M) :

Beweis. \�": Es sei x 2M . Ist x 2M , so ist x 2M [H(M). Es sei also x 62M , und

es sei " > 0 gegeben. Angenommen (U"(x) n fxg) \M = ;. Dann ist U"(x) �M c (be-

achte: x 2 M c). Also ist A := (U"(x))
c abgeschlossen (S. 9.5.1) und A � M . Folglich

ist A �M und damit x 2 A = (U"(x))
c. Widerspruch.

\�": Es sei x 2 M [ H(M). Ist x 2 M , so ist auch x 2 M . Ist x 2 H(M), und ist

A �M;A abgeschlossen, so ist Ac �M c o�en. Angenommen x 62 A. Dann ist x 2 Ac,
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also existiert ein " > 0 mit U"(x) � Ac � M c. Dies widerspricht aber x 2 H(M).

Folglich ist x 2 A und da A �M;A abgeschlossen, beliebig war, ist x 2M . 2

Satz 9.15 Ist (X; d) ein metrischer Raum, und istM � X, so sind folgende Aussagen

�aquivalent:

a) M ist abgeschlossen

b) H(M) �M

c) F�ur alle Folgen (xn) in M mit xn ! x (n!1) gilt x 2M .

Beweis. 1. Die �Aquivalenz von a) und b) folgt direkt aus S. 9.14 und S. 9.13.

2. b) ) c): Es sei (xn) eine Folge in M mit xn ! x. Angenommen, x 62 M . Dann ist

xn 6= x f�ur alle n 2 N, also ist x 2 H(M) nach B. 7.17. Nach Voraussetzung ist dann

auch x 2M . Widerspruch!

c) ) b): Ist x 2 H(M), so existiert nach B. 7.17 eine Folge (xn) in M mit xn ! x.

Nach Voraussetzung (also c)) ist x 2M . 2

Beispiel 9.16 (vgl. B. 7.18)

1. Es sei (X; d) = (R; dj�j). F�ur M = f1=k : k 2 Ng gilt

M =M [ f0g :

Weiter gilt f�ur M = Q (vgl. B. A.11)

M = R

sowie M0 = ; und damit

@M = R :

2. Es sei (X; d) = (C; dj�j). F�ur M = fz 2 C : 0 < jzj < 1g gilt M0 = M (also ist M

o�en) und

M = H(M) = fz 2 C : jzj � 1g sowie @M = fz 2 C : jzj = 1g [ f0g :

De�nition 9.17 Es sei (X; d) ein metrischer Raum.

1. Eine Teilmenge M von X hei�t dicht (in X), falls M = X gilt.
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2. X hei�t separabel, falls eine abz�ahlbare dichte Teilmenge existiert.

Beispiel 9.18 Es sei (X; d) = (R; dj�j). Dann ist Q eine abz�ahlbare dichte Teilmenge

von R. Also ist R separabel.

Der folgende Satz macht deutlich, wie Stetigkeit und die topologischen Begri�e O�en-

heit und Abgeschlossenheit zusammenh�angen.

Satz 9.19 Es seien (X; d) und (Y; e) metrische R�aume, und es sei f : X ! Y . Dann

sind �aquivalent:

a) f ist stetig (auf ganz X).

b) F�ur alle o�enen Mengen O � Y ist f�1(O) o�en in X.

c) F�ur alle abgschlossenen Mengen A � Y ist f�1(A) abgeschlossen in X.

Beweis. a)) b): Es sei O � Y o�en, und es sei x 2 f�1(O). Dann ist y := f(x) 2 O.
Also existiert ein " > 0 mit U"(y) � O. Da f stetig an x ist, existiert ein � > 0 mit

f(U�(x)) � U"(y), also f(U�(x)) � O. Dies impliziert wiederum U�(x) � f�1(O) und
damit ist f�1(O) o�en.

b) ) a): Es sei x 2 X und " > 0. Dann ist O := U"(f(x)) o�en in Y, und damit nach

Voraussetzung auch f�1(O) o�en in X. Da x 2 f�1(O) ist, existiert ein � > 0 mit

U�(x) � f�1(O), d. h. f(U�(x)) � f(f�1(O)) � O. Also ist f stetig an x.

Die �Aquivalenz von b) und c) ergibt sich durch Komplementbildung (man beachte

dabei: f�ur M � Y ist f�1(M c) = (f�1(M))c.) 2

Bemerkung 9.20 F�ur Bildmengen gilt eine S. 9.19 entsprechende Aussage i. A. nicht!

Ist etwa (X; d) = (R; dj�j) und f(x) = x2 (x 2 R), so ist f�ur die o�ene Menge R

f(R) = [0;1)

nicht o�en. Ist g(x) = x
1+jxj (x 2 R), so ist f�ur die abgeschlossene Menge R

g(R) = (�1; 1) ;

nicht abgeschlossen.
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Wir untersuchen nun eine wichtige Klasse von Mengen, deren Struktur sich unter

stetigen Funktionen auf die Bildmenge �ubertr�agt.

De�nition 9.21 Es sei (X; d) ein metrischer Raum, und es sei K � X. Dann hei�t K

(folgen-)kompakt, falls K abgeschlossen ist und falls jede Folge in K eine konvergente

Teilfolge besitzt.

Bemerkung 9.22 1. Ist (X; d) ein metrischer Raum, so ist K � X genau dann

kompakt, wenn jede Folge in K eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K besitzt.

(Denn:

=): Es sei K kompakt. Ist (xn) eine Folge in K, so existieren ein x 2 X und eine

Teilfolge (xnj ) mit xnj ! x. Da K abgeschlossen ist, gilt x 2 K (S. 9.15).

(=: Es reicht zu zeigen: K ist abgeschlossen. Ist (xn) eine Folge in K mit xn ! x,

so gilt auch xnj ! x f�ur alle Teilfolgen (xnj ) von (xn). Damit ist nach Voraussetzung

x 2 K. Nach S. 9.15 ist K abgeschlossen.)

2. Ist (V; jj � jj) ein normierter Raum, und ist K � V kompakt, so ist K insbesondere

beschr�ankt (und abgeschlossen nach De�nition).

(Denn: Angenommen, nicht. Dann existiert eine Folge (xn) in K mit jjxnjj ! 1 (n!
1). Diese Folge besitzt keine konvergente Teilfolge; man beachte dabei: konvergente

Folgen sind notwendig beschr�ankt, auch in allgemeinen normierten R�aumen.)

Im Falle (V; jj � jj) = (Km; j � j) ergibt sich aus dem Satz von Bolzano-Weierstra� un-

mittelbar folgende wichtige Umkehrung der Aussage von B. 9.22.2:

Satz 9.23 (Heine-Borel)

Es sei M � Km (mit d = dj�j). Dann sind �aquivalent

a) M ist kompakt

b) M ist beschr�ankt und abgeschlossen.

Beweis. a) ) b) gilt nach B. 9.22.2.

b) ) a): Es sei (xn) eine Folge in M . Da M beschr�ankt ist, existiert nach dem Satz

von Bolzano und Weierstra� (S. 7.15) eine konvergente Teilfolge (xnj ). 2

Beispiel 9.24 F�ur a = (a1; : : : ; am); b = (b1; : : : ; bm) 2 Rm mit aj � bj sei

M = [a; b] = [a1; b1]� � � � � [am; bm] :
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Dann ist M beschr�ankt und abgeschlossen, wie man sich leicht �uberlegen kann. Also

ist M nach S. 9.23 auch kompakt.

Bemerkung 9.25 1. Eine S. 9.23 entsprechende Aussage gilt nicht mehr in allge-

meineren normierten R�aumen! Zwar folgt aus der Kompaktheit von M stets die Be-

schr�anktheit und die Abgschlossenheit (nach B. 9.22.2). Jedoch sind umgekehrt Teil-

mengen M , die beschr�ankt und abgeschossen sind, i. A. nicht kompakt!

Ist etwa (V; jj � jj) = (B([0; 1]; jj � jj1), so ist

M := f�fag : a 2 [0; 1]g
beschr�ankt und abgeschlossen, aber nicht kompakt ([�U]).

Wir untersuchen jetzt stetige Funktionen auf kompakten Mengen.

Satz 9.26 Es seien (X; d) und (Y; e) metrische R�aume. Dann gilt: Ist K � X kompakt

und ist f : K ! Y stetig, so ist auch f(K) � Y kompakt.

Beweis. Es sei (yn) eine Folge in f(K). Dann existieren xn 2 K mit yn = f(xn) (n 2
N). Da K kompakt ist, existieren nach B. 9.22.1 ein x 2 K und eine Teilfolge (xnj )

von (xn) mit xnj ! x (j !1).

Da f stetig ist, folgt

ynj = f(xnj )! f(x) 2 f(K) (j !1) :

Wieder nach B. 9.22.1 ist f(K) kompakt. 2

F�ur reellwertige Funktionen hat der Satz eine wichtige Konsequenz. Um diese formu-

lieren zu k�onnen, brauchen wir eine De�nition.

De�nition 9.27 Es sei M 6= ; eine Menge, und es sei f :M ! R.

1. Man sagt, f hat ein (absolutes oder auch globales) Maximum, falls max
M

f(x) :=

max f(M) existiert. Ist x0 2M so, dass f(x0) = max
M

f(x) gilt, d. h. ist

f(x) � f(x0) f�ur alle x 2M ;

so sagt man, f hat ein (absolutes oder globales) Maximum an x0.

2. Man sagt, f hat ein (absolutes oder auch globales) Minimum, falls min
M

f(x) :=

min f(M) existiert. Ist x0 2M so, dass f(x0) = min
M

f(x) gilt, d. h. ist

f(x) � f(x0) f�ur alle x 2M ;

so sagt man, f hat ein (absolutes oder globales) Minimum an x0.
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Beispiel 9.28 Es seiM = R. Ist f(x) := x2 (x 2 R), so hat f an x0 = 0 ein absolutes

Minimum, aber f hat kein Maximum. Ist g(x) = x
1+jxj (x 2 R), so ist g beschr�ankt,

aber g hat weder ein Maximum noch ein Minimum.

Satz 9.29 Es seien (X; d) ein metrischer Raum, K � X kompakt und f : K !
R stetig. Dann hat f ein absolutes Maximum und ein absolutes Minimum, d. h. es

existieren x1; x2 2 K mit

f(x1) � f(x) � f(x2) f�ur alle x 2 K :

Beweis. Zun�achst gilt allgemein: Ist M � R beschr�ankt und abgeschlossen, so exi-

stieren maxM und minM ([ �U]).

Nach S. 9.26 ist f(K) � R kompakt, also auch beschr�ankt und abgeschlossen. Damit

existieren max f(K) und min f(K). 2

Beispiel 9.30 Es sei [�a; a] � R und f(x) := x2 (x 2 [�a; a]). Dann ist

f(a) = f(�a) = max
[�a;a]

f(x)

d. h. f hat an a und �a absolute Maxima. Au�erdem ist

f(0) = min
[�a;a]

f(x) :

Eine sehr elegante Anwendung von S. 9.26 ist:

Satz 9.31 Es seien (K; d) und (Y; e) metrische R�aume, und es sei K kompakt. Ist

f : K ! Y bijektiv und stetig, so ist auch f�1 : Y ! K stetig.

Beweis. Es sei A � K abgeschlossen. Nach S. 9.19 reicht es zu zeigen:

(f�1)�1(A) = f(A) � Y ist abgeschlossen.

Da K kompakt ist, ist A als abgeschlossene Teilmenge auch kompakt. Also ist f(A) �
Y kompakt nach S. 9.26 und damit insbesondere abgeschlossen. 2

Eine weitere wichtige Eigenschaft stetiger Funktionen auf kompakten Mengen ist die

gleichm�a�ige Stetigkeit:

De�nition 9.32 Es seien (X; d) und (Y; e) metrische R�aume, und es sei f :M ! Y ,

wobei M � X. Dann hei�t f gleichm�a�ig stetig (auf M), falls f�ur alle " > 0 ein �" > 0

so existiert, dass

e(f(x1); f(x2)) < " f�ur alle x1; x2 2M mit d(x1; x2) < �" :
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Aus der De�nition ergibt sich sofort, dass jede auf einer Menge M gleichm�a�ig stetige

Funktion auch stetig auf M (d. h. stetig in jedem Punkt x 2 M) ist. Das folgende

Beispiel zeigt, dass die Stetigkeit auf einer Menge i. A. nicht die gleichm�a�ige Stetigkeit

impliziert.

Beispiel 9.33 Es sei f : R! R mit f(x) = x2 (x 2 R). Dann ist f stetig auf R, aber

nicht gleichm�a�ig stetig.

(Es sei " = 1, und es sei � > 0 beliebig. Wir w�ahlen x1 = 1=�; x2 = 1=� + �=2. Dann

ist jx1 � x2j = �=2 < �, aber

jf(x1)� f(x2)j = jx1 + x2j � jx1 � x2j > 2=� � �=2 = 1 = " :

Folglich ist f nicht gleichm�a�ig stetig auf R.)

Andererseits ist fj[0;1] gleichm�a�ig stetig.
(Denn: Es sei " > 0 gegeben. Dann gilt mit �" := "=2 f�ur alle x1; x2 2 [0; 1] mit

jx1 � x2j < �":

jf(x1)� f(x2)j = jx1 + x2j � jx1 � x2j � 2jx1 � x2j < " :)

Es gilt allgemein

Satz 9.34 Es seien (X; d) und (Y; e) metrische R�aume. Ist K � X kompakt und ist

f : K ! Y stetig auf K, so ist f auch gleichm�a�ig stetig auf K.

Beweis. Angenommen nicht. Dann existiert ein " > 0 so, dass f�ur alle n 2 N zwei

Punkte xn; yn 2 K existieren mit

d(xn; yn) < 1=n und e(f(xn); f(yn)) � " :
Die Folge (xn) besitzt nach B. 9.22.1 eine Teilfolge (xnj )j mit xnj ! x 2 K.

Dann gilt

d(x; ynj ) � d(x; xnj ) + d(xnj ; ynj )! 0 (n!1) :

d. h. ynj ! x (j !1). Also folgt auf Grund der Stetigkeit von f an der Stelle x

" � e(f(xnj ); f(ynj )) � e(f(xnj ); f(x)) + e(f(x); f(ynj ))! 0 (j !1) :

Widerspruch! 2

Als wichtige Anwendung von S. 9.29 beweisen wir

Satz 9.35 ( �Aquivalenz der Normen auf Km)

Es seien jj � jj und jj � jj0 zwei Normen auf Km. Dann existieren Konstanten m; M > 0

so, dass

mjjxjj0 � jjxjj � M jjxjj0 (x 2 Km) :
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Beweis. 1. Wir zeigen die Behauptung f�ur jj � jj0 = j � j (= jj � jj2). Zun�achst gilt f�ur
x = (x1; : : : ; xm) =

mP
j=1

xje
(j), wobei

e
(j)
k := �jk (j; k = 1; : : : ;m)

(d.h. e(j) = j-ter Einheitsvektor),

jjxjj �
dX
j=1

jxj j|{z}
�jxj

�jje(j)jj � jxj �
mX
j=1

jje(j)jj| {z }
=:M

:

Weiter betrachten wir die Abbildung ' := Km ! R mit

'(x) := jjxjj (x 2 Km) :
Dann gilt f�ur x; y 2 Km

j'(x)� '(y)j =
���jjxjj � jjyjj��� � jjx� yjj �M jx� yj ;

also ist ' stetig (bzgl. der Metriken dj�j auf Km bzw. R). Au�erdem ist

B := fx 2 Km : jxj = 1g
beschr�ankt und abgeschlossen, also auch kompakt nach dem Satz von Heine-Borel.

Folglich existiert nach S. 9.29

min
B

'(x) = m > 0

(beachte: '(x) > 0 f�ur alle x 2 B, da jj � jj Norm). Damit gilt f�ur alle x 2 Km; x 6= 0

jjxjj = jj jxj � xjxj jj = jxj � jj
x

jxj|{z}
2B

jj � jxjm

(und f�ur x = 0 ist dies trivialerweise erf�ullt).

2. Ist jj � jj0 irgendeine Norm auf Km, so existieren nach 1. Konstanten m0;M 0 > 0 mit

m0jxj � jjxjj0 �M 0jxj (x 2 Km) :
Also folgt f�ur alle x 2 Km

jjxjj �M jxj � M

m0 jjxjj0

und

jjxjj � mjxj � m

M 0 jjxjj0 :
2

Bemerkung 9.36 Eine wichtige Folgerung aus S. 9.35 ist die Tatsache, dass eine

Folge in Km genau dann bzgl. djj�jj f�ur irgendeine Norm jj � jj konvergiert (bzw. eine
Cauchy-Folge ist), wenn sie bzgl. dj�j konvergiert (bzw. eine Cauchy-Folge ist).
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10 Di�erenzialrechnung von Funktionen einer Variablen

Wir betrachten Funktionen f : I ! R, wobei I � R ein Intervall ist. Um die fei-

nere Struktur solcher Funktionen untersuchen zu k�onnen, brauchen wir einen �uber

die Stetigkeit hinausgehenden \Glattheitsbegri�". Grob gesagt wollen wir Funktionen

de�nieren, deren Graph keine \Ecken" hat; d. h. Funktionen, die Tangenten an den

Graph besitzen. Diese Tangenten spiegeln das Ver�anderungsverhalten der Funktion

wider.

Die Idee ist folgende: Wir betrachten f�ur zwei Punkte x0; x 2M Sekanten Sx durch die

Punkte (x0; f(x0)) und (x; f(x)) in R
2. Diese Sekanten sind festgelegt durch (x0; f(x0))

und ihre Steigung
f(x)� f(x0)

x� x0
(Verh�altnis der �Anderung von f zur �Anderung von x). F�ur x! x0 wird die Grenzge-

rade T , falls existent, als Tangente an den Graph im Punkt (x0; f(x0)) angesehen. Die

Steigung von T ist ein Ma� f�ur die �Anderung der Funktionswerte in der N�ahe von x0.

Dies fassen wir in eine exakte De�nition, wobei wir allgemeinere De�nitionsbereiche

in C und komplexwertige Funktionen zulassen.

De�nition 10.1 Es seien M � K und f :M ! K. Weiter sei x0 2M \H(M).

1. f hei�t di�erenzierbar an der Stelle x0, falls der Grenzwert

lim
x!x0

f(x)� f(x0)
x� x0

existiert. Wir bezeichnen diesen Grenzwert als Ableitung von f an der Stelle x0

und schreiben daf�ur f 0(x0) (oder auch df
dx(x0)).

2. f hei�t di�erenzierbar auf M0 �M falls f in jedem Punkt x0 2M0 di�erenzier-

bar ist. Die Funktion f 0 :M0 ! K hei�t dann Ableitung von f (auf M0).

3. H�ohere Ableitungen von f werden rekursiv de�niert: Ist f (1) := f 0 di�erenzierbar
auf M0, so schreiben wir f (2) := f 00 := (f 0)0. Ist f 00 di�erenzierbar auf M0, so ist

f (3) := f 000 = (f 00)0 u. s. w. Wir schreiben f�ur die h�oheren Ableitungen stets f (n).

Beispiel 10.2 1. Ist f(x) � c (x 2 C) f�ur eine Konstante c 2 K, so ist f di�erenzierbar
auf C und es gilt

f 0(x) = lim
y!x

f(y)� f(x)
y � x = 0 (x 2 R) :

2. F�ur f(x) := cx (x 2 C), wobei c 2 K eine Konstante ist, gilt

f 0(x) = lim
y!x

f(y)� f(x)
y � x = lim

y!x

c(y � x)
y � x = c (x 2 C) :
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3. F�ur f(x) = x2 (x 2 C) gilt

f 0(x) = lim
y!x

y2 � x2
y � x = lim

y!x

(y + x)(y � x)
y � x = lim

y!x
y + x = 2x (x 2 C) :

4. Die Funktion f(x) := jxj (x 2 R) ist nicht di�erenzierbar an der Stelle x0 = 0, denn

ist (xn) eine Folge mit xn ! 0 und xn > 0 (n 2 N), so gilt
f(xn)� f(0)

xn � 0
= 1! 1 (n!1)

und ist (xn) eine Folge mit xn ! 0 und xn < 0, so gilt

f(xn)� f(0)
xn � 0

=
�xn
xn

= �1! �1 (n!1) :

Also existiert

lim
x!0

f(x)� f(0)
x� 0

nicht!

Dieses Beispiel zeigt, dass die Stetigkeit an einer Stelle i. A. nicht die Di�erenzierbar-

keit an dieser Stelle impliziert. Es gilt jedoch umgekehrt:

Satz 10.3 Ist f :M ! K di�erenzierbar auf der Menge M0 �M , so ist f stetig auf

M0.

Beweis. Es sei x0 2 M0 und es sei (xn) eine Folge in M mit xn ! x0 (n ! 1) und

xn 6= x0 (n 2 N). Dann gilt

f(xn)� f(x0) = f(xn)� f(x0)
xn � x0 (xn � x0)! f 0(x0)(x0 � x0) = 0 (n!1) ;

d. h. f(xn)! f(x0) (n!1). Also ist lim
x!x0

f(x) = f(x0). 2

Wir stellen wichtige Rechenregeln f�ur die Di�erenziation zusammen.

Satz 10.4 (Summen-, Produkt- und Quotientenregel)

Es sei M � C und es seien f; g :M ! K di�erenzierbar an der Stelle x0 2M . Dann

gilt

1. F�ur beliebige �; � 2 K ist �f + �g di�erenzierbar an x0, und es gilt

(�f + �g)0(x0) = � � f 0(x0) + � � g0(x0) :

2. f � g ist di�erenzierbar an x0, und es gilt

(f � g)0(x0) = f 0(x0) � g(x0) + f(x0) � g0(x0) :
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3. Ist g(x) 6= 0 f�ur x 2M , so ist auch f=g di�erenzierbar an x0, und es gilt�
f

g

�0
(x0) =

f 0(x0)g(x0)� f(x0)g0(x0)
g2(x0)

:

Beweis.Wir beschr�anken uns auf den Beweis von 3. Der Beweis von 1. und 2. verl�auft

�ahnlich.

Da g di�erenzierbar an x0 ist, ist g auch stetig an x0 (S. 10.3). Es sei (xn) eine Folge

in M mit xn ! x0 (n!1) und xn 6= x0 (n 2 N). Dann gilt

(f=g) (xn)� (f=g) (x0)

xn � x0 =
1

g(xn)g(x0)

�
f(xn)g(x0)� f(x0)g(xn)

xn � x0

�

=
1

g(xn)g(x0)

�
f(xn)� f(x0)

xn � x0 � g(x0)� f(x0) � g(xn)� g(x0)
xn � x0

�

! 1

g2(x0)

�
f 0(x0)g(x0)� f(x0)g0(x0)

�
(n!1) :

Damit ist 3. bewiesen. 2

Beispiel 10.5 1. Es sei n 2 N. Dann ist f : C! C mit f(x) = xn di�erenzierbar auf

C mit

f 0(x) = n � xn�1 (x 2 R)
(Denn: F�ur n = 1 gilt die Behauptung nach B. 10.2.2 (mit 00 := 1).

Es gelte (xk)0 = k � xk�1 f�ur ein k 2 N. Dann gilt mit der Produktregel (S. 10.4.2)

(xk+1)0 = (xxk)0 = 1 � xk + xkxk�1 = (k + 1)xk (x 2 C) :)

2. Ist P : C ! C ein Polynom, d. h. P (x) =
nP
�=0

a�x
� f�ur gewisse a0; : : : ; an 2 C, so

gilt

P 0(x) =
nX
�=1

� � a�x��1 (x 2 C)

(Folgt aus 1. und mehrfacher Anwendung von S. 10.4 1.)

Bevor wir uns mit der Ableitung von Hintereinanderausf�uhrungen besch�aftigen, wollen

wir eine Charakterisierung der Di�erenzierbarkeit formulieren.

Satz 10.6 (Zerlegungsformel)

Es seien M � C und f : M ! K. Ferner sei x0 2 M \ H(M). Dann sind folgende

Aussagen �aquivalent:
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a) f ist di�erenzierbar an x0.

b) Es existieren ein c 2 K und eine in x0 stetige Funktion " :M ! K so, dass

f(x) = f(x0) + c � (x� x0) + "(x)jx� x0j (x 2M)

und "(x0) = 0.

Au�erdem ist in diesem Fall f 0(x0) = c.

Beweis. a) ) b): Wir setzen f�ur x 2M

"(x) :=

8><>:
x� x0
jx� x0j

�
f(x)� f(x0)

x� x0 � f 0(x0)
�

; falls x 6= x0

0 ; falls x = x0

:

Dann ist

f(x) = f(x0) + f 0(x0)(x� x0) + "(x)jx� x0j
(also c = f 0(x0)) und es gilt

"(x)! 0 = "(x0) (x! x0)

auf Grund der Di�erenzierbarkeit von f an x0.

b) ) a): Es gilt f�ur x 2M; x 6= x0

"(x) � jx� x0j
x� x0 =

f(x)� f(x0)
x� x0 � c :

Aus "(x)! 0 (x! x0) folgt

f(x)� f(x0)
x� x0 ! c (x! x0)

also ist f di�erenzierbar an x0 mit f
0(x0) = c. 2

Satz 10.7 (Kettenregel)

Es sei M � C und es sei h : M ! K. Ferner sei g : L ! K mit L � W (h). Ist h

di�erenzierbar an x0 2M und ist g di�erenzierbar an y0 = h(x0) 2 L, so ist f = g �h
di�erenzierbar an x0 mit

f 0(x0) = (g � h)0(x0) = g0(y0) � h0(x0) = g0
�
h(x0)

�
h0(x0) :
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Beweis. Nach S. 10.6 existieren Funktionen "h :M ! K und "g : L! K mit

h(x) = h(x0) + h0(x0)(x� x0) + "h(x)jx� x0j
g(y) = g(y0) + g0(y0)(y � y0) + "g(y)jy � y0j

und so, dass "h stetig an x0 und "g stetig an y0 = h(x0) mit "h(x0) = "g(y0) = 0 ist.

Hieraus folgt f�ur x 2M

f(x) = g
�
h(x)

�
=

= g
�
h(x0)

�
+ g0

�
h(x0)

��
h(x)� h(x0)

�
+ "g

�
h(x)

�
jh(x)� h(x0)j

= (g � h)(x0) + g0
�
h(x0)

�h
h0(x0)(x� x0) + "h(x)jx� x0j

i
+ "g

�
h(x)

����h0(x0)(x� x0) + "h(x)jx� x0j
���

= (g � h)(x0) + g0
�
h(x0)

�
h0(x0)(x� x0)

+ jx� x0j
h
g0
�
h(x0)

�
"h(x) + "g

�
h(x)

����h0(x0) + "h(x)
���i

Da h nach S. 10.3 stetig an x0 ist, ist "f :M ! K mit

"f (x) := g0(y0)"h(x) + "g

�
h(x)

�
jh0(x0) + "h(x)j

stetig an x0 mit "f (x0) = 0. Aus S. 10.6 ergibt sich die Di�erenzierbarkeit von f = g�h
an x0 und

f 0(x0) = g0
�
h(x0)

�
h0(x0) :

2

Beispiel 10.8 Es sei f : R! R mit

f(x) = (x3 + 2x+ 1)5 :

Dann gilt f = g � h mit h(x) = x3 + 2x+ 1 und g(y) = y5. Also gilt

f 0(x) = g0(h(x))h0(x) = 5(x3 + 2x+ 1)4 � (x3 + 2x+ 1)0 =

= 5(x3 + 2x+ 1)4(3x2 + 2) :

Satz 10.9 (Umkehrregel)

Es sei I � R ein Intervall und f : I ! R sei streng monoton (wachsend oder fallend)

auf I. Ist f di�erenzierbar an x0 2 I mit f 0(x0) 6= 0, so ist die Umkehrfunktion

f�1 :W (f)! I di�erenzierbar an y0 = f(x0) mit

(f�1)0(y0) =
1

f 0(x0)
:
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Beweis. Es sei (yn) eine Folge in W (f) = D(f�1) mit yn ! y0 und yn 6= y0 (n 2 N)
(man beachte: W (f) ist ein Intervall nach S. 8.20). F�ur xn := f�1(yn) gilt dann

xn 6= x0 (n 2 N) und xn ! x0 (n!1) nach S. 8.20. Also erhalten wir

f�1(yn)� f�1(y0)
yn � y0 =

xn � x0
f(xn)� f(x0) !

1

f 0(x0)
(n!1) :

2

Nun wenden wir uns der Di�erentiation elementarer Funktionen zu. Die Basis dazu

bildet der folgende Satz

Satz 10.10 Es gilt

exp0 = exp :

Beweis. Nach B. 8.6.1 gilt in C

lim
z!0

ez � 1

z
= 1 :

F�ur beliebiges z0 2 C folgt hieraus

lim
z!z0

ez � ez0
z � z0 = ez0 lim

z!z0

ez�z0 � 1

z � z0 = ez0 :

2

In der anschlie�enden Bemerkung ziehen wir eine Reihe von Folgerungen hinsichtlich

der Ableitungen elementarer Funktionen.

Bemerkung 10.11 1. Es gilt auf C

cos0 = � sin und sin0 = cos :

(Denn: F�ur z 2 C ist

cos0(z) =
1

2
(eiz + e�iz)0 =

1

2
(ieiz � ie�iz) = � 1

2i
(eiz � e�iz) = � sin z

und f�ur sin entsprechend.)

2. Aus 1. und der Quotientenregel folgt

tan0(z) =
1

cos2 z
= 1 + tan2 z (z 6= �=2 + k�; k 2 Z)

cot0(z) = � 1

sin2 z
= �1� cot2z (z 6= k�; k 2 Z)
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3. Ist a > 0 fest, so gilt

(az)0 = az ln a (z 2 C) :
(Denn: (az)0 = (ez�ln a)0 = ln a � ez ln a = ln a � az.)

4. F�ur festes a > 0; a 6= 1, gilt

(loga x)
0 =

1

x
� 1

ln a
(x > 0) :

(Denn: Es sei f(y) = ay (y 2 R). Dann ist f�1(x) = loga x (x > 0). Also gilt nach der

Umkehrregel und 1. mit y = loga x

(f�1)0(x) =
1

f 0(y)
=

1

ay ln a
=

1

x
� 1

ln a
(x > 0) :)

5. F�ur � 2 C fest gilt

(x�)0 = �x��1 (x > 0)

(Denn: (x�)0 = (e� lnx)0 = �e� lnx � 1x = �x� 1
x = �x��1.)

6. Es gilt

(arcsinx)0 =
1p

1� x2 ; (arccosx)0 = � 1p
1� x2 (x 2 (�1; 1))

(Denn: Mit der Umkehrregel und 1. gilt f�ur x 2 (�1; 1) mit y = arcsinx

(arcsinx)0 =
1

(sin y)0
=

1

cos y
=

1p
1� sin2 y

=
1p

1� x2 (x 2 (�1; 1)) :

Entsprechend f�ur arccosx.)

7. Es gilt

(arctanx)0 =
1

1 + x2
(x 2 R)

(arccotx)0 = � 1

1 + x2
(x 2 R) :

([ �U])

Wir besch�aftigen uns nun mit der geometrischen Interpretation der Ableitung. Dazu

de�nieren wir zun�achst, was wir unter lokalen Extrema verstehen.

De�nition 10.12 Es seien (X; d) ein metrischer Raum, M � X und f : M ! R.

Ferner sei x0 2M .
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1. Man sagt, f habe an x0 ein lokales (oder auch relatives)Maximum, falls ein � > 0

existiert mit

f(x) � f(x0) f�ur alle x 2M \ U�(x0)

2. Man sagt, f habe an x0 ein lokales (oder auch relatives)Minimum, falls ein � > 0

existiert mit

f(x) � f(x0) f�ur alle x 2M \ U�(x0) :

Die Stellen x0, an denen lokale Maxima oder Minima vorliegen, bezeichnet man auch

als Extremstellen von f .

Es gilt folgendes einfache notwendige Kriterium f�ur Extrema di�erenzierbarer Funk-

tionen.

Satz 10.13 Es sei I � R ein o�enes Intervall und die Funktion f : I ! R sei

di�erenzierbar auf I. Dann gilt: Ist x0 eine Extremstelle von f , so ist

f 0(x0) = 0 :

(Punkte x0 mit f 0(x0) = 0 nennt man auch kritische Punkte von f .)

Beweis. O. E. liege an x0 ein lokales Maximum vor. Dann existiert ein � > 0 mit

f(x) � f(x0) f�ur alle x 2 U�(x0). Da f di�erenzierbar an x0 ist, gilt

f 0(x0) = lim
n!1

f(x0 +
�
2n)� f(x0)
�=2n

� 0

und

f 0(x0) = lim
n!1

f(x0 � �
2n)� f(x0)
��=2n � 0 ;

d. h. f 0(x0) = 0. 2

Bemerkung 10.14 1. S. 10.13 liefert lediglich eine notwendige Bedingung f�ur das

Auftreten lokaler Maxima oder Minima. So hat etwa f : R ! R mit f(x) = x3 an

x0 = 0 einen kritischen Punkt, aber an x0 = 0 liegt kein lokales Extremum vor.

2. F�ur nicht o�ene Intervalle I ist die Aussage von S. 10.13 i. A. falsch. So hat etwa

f : [�1; 1] ! R mit f(x) = x2 an �1 (sogar globale) Maxima, aber die Ableitung ist

dort 6= 0.

�Uber das Auftreten kritischer Punkte gibt foldender Satz Auskunft
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Satz 10.15 (Rolle)

Es sei I = [a; b] � R ein kompaktes Intervall, und es sei f : I ! R stetig auf I und

di�erenzierbar auf I0 = (a; b). Gilt f(a) = f(b) so existiert ein � 2 (a; b) mit f 0(�) = 0.

Beweis. Ist f(x) � f(a) auf [a; b] so ist jedes x 2 (a; b) eine Extremstelle, d. h.

f 0(x) � 0 auf (a; b) nach S. 10.13.

Es sei also f 6� f(a)(= f(b)).

Nach S. 9.29 hat f absolute Maxima und Minima auf [a; b]. Mindestens eines davon

liegt in (a; b). Nach S. 10.13 liegt dort ein kritischer Punkt vor. 2

Als Folgerung erhalten wir

Satz 10.16 (Mittelwertsatz)

Es sei I = [a; b] ein kompaktes Intervall, und f : I ! R sei stetig auf I und di�eren-

zierbar auf I0 = (a; b). Dann existiert ein � 2 (a; b) mit

f 0(�) =
f(b)� f(a)

b� a :

Beweis. Man wende den Satz von Rolle auf die Funktion ' : I ! R mit

'(x) := f(x)� f(b)� f(a)
b� a (x� a) (x 2 I)

an! (Es gilt '(b) = '(a) = f(a) und '0(x) = f 0(x)� f(b)�f(a)
b�a .) 2

Wir ziehen verschiedene Folgerungen aus dem Mittelwertsatz

Satz 10.17 Es sei I ein Intervall und f : I ! R sei stetig auf I und di�erenzierbar

auf I0.

1. Ist f 0(x) � 0 (bzw. > 0) f�ur alle x 2 I0, so ist f monoton wachsend (bzw. streng

monoton wachsend) auf I.

2. Ist f 0(x) � 0 (bzw. < 0) f�ur alle x 2 I0, so ist f monoton fallend (bzw. streng

monoton fallend) auf I.

Beweis. 1. Es seien x1; x2 2 I mit x1 < x2. Durch Anwendung des Mittelwertsatzes

f�ur das Intervall [x1; x2] ergibt sich mit einem � 2 (x1; x2)

f(x2)� f(x1) = f(x2)� f(x1)
x2 � x1 (x2 � x1) = f 0(�)(x2 � x1) � 0 ;
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also f(x1) � f(x2). Ist dabei f 0(�) > 0, so ist f(x1) < f(x2).

2. Entsprechend. 2

Bemerkung 10.18 Es sei I ein Intervall und f : I ! K sei stetig auf I und di�eren-

zierbar auf I0. Dann ist f genau dann konstant, wenn f 0(x) � 0 auf I0 gilt.

(Denn:

\)" Ist f(x) � c auf I, so gilt nat�urlich f 0(x) � 0 auf I0.

\( Ist K = R, so ist f nach S. 10.17 monoton wachsend und monoton fallend. Also

ist f konstant. In Falle K = C ergibt sich die Behauptung durch Anwendung der

entsprechenden Aussagen auf Re f und Im f .)

Der folgende Satz gibt ein hinreichendes Kriterien f�ur Extremstellen.

Satz 10.19 (Vorzeichenwechsel-Kriterium)

Die Funktion f : I ! R sei stetig auf dem Intervall I und di�erenzierbar auf I0.

Ferner sei x0 2 I.

1. Existiert ein � > 0, so dass

f 0(x)

(
� 0 f�ur x 2 I; x0 < x < x0 + �

� 0 f�ur x 2 I; x0 � � < x < x0
;

so hat f an x0 ein lokales Maximun.

2. Existiert ein � > 0, so dass

f 0(x)

(
� 0 f�ur x 2 I; x0 < x < x0 + �

� 0 f�ur x 2 I; x0 � � < x < x0
;

So hat f an x0 ein lokales Minimum.

Beweis.

1. Nach S. 10.17 ist f monoton fallend auf I \ [x0; x0 + �) und monoton wachsend auf

I \ (x0 � �; x0]. Damit hat f an x0 ein lokales Maximum.

2. Analog. 2
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Beispiel 10.20 1. Es sei f : R! R mit

f(x) = 2x3 + 3x2 � 1 :

Dann gilt

f 0(x) = 6x(x+ 1)

8>><>>:
> 0 ; x 2 (�1;�1)
< 0 ; x 2 (�1; 0)
> 0 ; x 2 (0;1)

Also ist f streng monoton

8>><>>:
wachsend

fallend

wachsend

9>>=>>; auf

8>><>>:
(�1;�1]
[� 1; 0]

[0;1)

.

Anwendung von S. 10.19 zeigt, dass an 0 ein lokales Minimum und and �1 ein lokales

Maximum vorliegt.

2. Es sei f : (0;1)! R mit

f(x) :=

�
1 +

1

x

�x
(x > 0) :

Dann ist f streng monoton wachsend.

(Denn: Es gen�ugt zu zeigen: g(x) := ln f(x) = x � ln(1 + 1=x) ist streng monoton

wachsend. Es gilt

g0(x) = ln(1 + 1=x) + x � 1

1 + 1=x
� �1
x2

= ln(1 + 1=x)� 1

1 + x
> 0

([�U]).)

Zum Abschluss dieses Abschnitts besch�aftigen wir uns mit einer eleganten Methode um

gewisse Grenzwerte auszurechnen. Dazu beweisen wir zun�achst eine Verallgemeinerung

des Mittelwertsatzes.

Satz 10.21 (erweiterter Mittelwertsatz)

Es sei I = [a; b] und die Funktionen f; g : I ! R seien stetig auf I und di�erenzierbar

auf I0 = (a; b). Ferner sei g0(x) 6= 0 f�ur alle x 2 (a; b). Dann ist g(a) 6= g(b) und es

existiert ein � 2 (a; b) mit
f 0(�)
g0(�)

=
f(b)� f(a)
g(b)� g(a) :

Beweis. Zun�achst ist nach dem Satz von Rolle g(a) 6= g(b).

Wir betrachten die auf [a; b] stetige und auf (a; b) di�erenzierbare Funktion ' mit

'(x) := f(x)� f(b)� f(a)
g(b)� g(a) [g(x)� g(a)] :
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Dann ist '(a) = '(b) = f(a) und

'0(x) := f 0(x)� f(b)� f(a)
g(b)� g(a) g

0(x) (x 2 (a; b)) :

Nach dem Satz von Rolle existiert ein � 2 (a; b) mit '0(�) = 0, d. h.

f 0(�) =
f(b)� f(a)
g(b)� g(a) g

0(�) :

Da g0(�) 6= 0 ist, folgt die Behauptung. 2

Damit beweisen wir

Satz 10.22 (Regeln von de l'Hospital)

Es sei �1 � a < b � 1 und die Funktion f; g : (a; b) ! R seien di�erenzierbar auf

(a; b) mit g0(x) 6= 0 f�ur alle x 2 (a; b). Ferner gelte

1. lim
x!a+

f(x) = lim
x!a+

g(x) = 0 (Fall \0
0")

oder

2. lim
x!a+

g(x) =1 (oder �1).

Dann gilt: Aus
f 0(x)
g0(x)

! c 2 R [ f�1g

folgt
f(x)

g(x)
! c:

Eine entsprechende Aussage gilt f�ur x! b�.

Beweis. 1. Es gelte 1. und es sei a > �1. Durch g(a) := f(a) := 0 k�onnen f und g

stetig nach [a; b) fortgesetzt werden. Es sei (xn) eine Folge in (a; b) mit xn ! a(n !
1). . Nach S. 10.21 existiert ein �n 2 (a; xn) mit

f 0(�n)
g0(�n)

=
f(xn)� f(a)
g(xn)� g(a) =

f(xn)

g(xn)
:

Da lim
x!a+

f 0(x)
g0(x) existiert, ist

lim
n!1

f(xn)

g(xn)
= lim

n!1
f 0(�n)
g0(�n)

= lim
x!a+

f 0(x)
g0(x)

:

Da (xn) beliebig war, folgt die Behauptung.
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Der Beweis f�ur x! b�; b <1 verl�auft analog. Die F�alle a = �1 und b =1 k�onnen

leicht auf die obigen F�alle zur�uckgef�uhrt werden ([�U]).

2. Es gelte o.E. g(x)!1. Wir beschr�anken uns auf die Betrachtung des Falles c 2 R.
F�ur c = �1 kann man �ahnlich argumentieren.

Es sei dazu " > 0 gegeben. Dann existiert ein s 2 (a; b) mit

jf 0(y)=g0(y)� cj < " und g(y) > 0 (y 2 (a; s]) :

Weiter existiert ein t 2 (a; s] so, dass

jf(s)j=g(y) < " und g(s)=g(y) < " (y 2 (a; t])

Ist nun x 2 (a; t] gegeben, so existiert nach dem erweiterten Mittelwertsatz ein � =

�x;s 2 (x; s) mit
f 0(�)
g0(�)

=
f(s)� f(x)
g(s)� g(x) :

Dies ist gleichbedeutend mit

f 0(�)
g0(�)

�
g(s)

g(x)
� 1

�
=
f(s)� f(x)

g(x)
;

also
f(x)

g(x)
=
f(s)

g(x)
+
f 0(�)
g0(�)

�
1� g(s)

g(x)

�
:

Damit erhalten wir����f(x)g(x)
� c
���� � ����f(s)g(x)

����+ ����f 0(�)g0(�)
� c
����+ ����f 0(�)g0(�)

g(s)

g(x)

���� � "+ "+ (jcj+ ")" :

Da " > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. 2

Beispiel 10.23 1. F�ur f(x) =
p
x� 1 und g(x) =

p
x� 1 (x > 1) gilt

lim
x!1+

f(x) = lim
x!1+

g(x) = 0

sowie

lim
x!1+

f 0(x)
g0(x)

= lim
x!1+

1
2
p
x

1
2
p
x�1

= lim
x!1+

p
x� 1p
x

= 0 :

Also ist auch

lim
x!+

f(x)

g(x)
= lim

x!1

p
x� 1p
x� 1

= 0 :

2. F�ur f(x) = 1� cosx und g(x) = x2 gilt

1� cosx! 0 und x2 ! 0 (x! 0)
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sowie
(1� cosx)0

(x2)0
=

sinx

2x
(x 6= 0) :

Hier liegt wieder der Fall \00" vor, d. h.

sinx! 0 und 2x! 0 (x! 0) :

Weiter gilt
(sinx)0

(2x)0
=

cosx

2
! 1

2
(x! 0) :

Also ist

lim
x!0

1� cosx

x2
= lim

x!0

sinx

2x
= lim

x!0

cosx

2
=

1

2
:

3. Es gilt f�ur jedes feste � > 0:

lim
x!1

lnx

x�
= 0 ;

d. h. die Logarithmusfunktion w�achst langsamer als jede (noch so kleine) positive

Potenz von x.

(Denn: Es gilt lim
x!1x� =1 und

lim
x!1

(lnx)0

(x�)0
= lim

x!1
x�1

�x��1
= lim

x!1
1

�x�
= 0

also folgt die Behauptung mit S. 10.22.2.)

4. F�ur jedes a > 1 und jedes n 2 N ist

lim
x!1

ax

xn
=1 ;

d. h. exponentielles Wachstum ist schneller als polynomilaes Wachstum.

(Denn: Es gilt lim
x!1xn =1 und damit ergibt sich durch wiederholte Anwendung von

S. 10.22.2

lim
x!1

ax

xn
= lim

x!1
ax ln a

nxn�1
= lim

x!1
ax(ln a)2

n(n� 1)xn�2
= : : : = lim

x!1
ax(ln a)n

n!
=1 :)
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11 Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Wir haben schon fr�uher gesehen, dass wichtige elementare Funktionen wie die Ex-

ponentialfunktion �uber gewisse Grenzwerte de�niert sind. Ziel ist es nun, allgemeine

Strukturaussagen �uber Funktionen zu machen, die sich als Grenzwerte von sog. Funk-

tionenfolgen oder Funktionenreihen ergeben.

De�nition 11.1 1. Es sei X eine beliebige Menge, X 6= ;, und es sei (Y; d) ein

metrischer Raum.

1. Sind fn : X ! Y Funktionen, so nennt man die Folge (fn)n eine Funktionenfolge.

Die Funktionenfolge (fn) hei�t punktweise konvergent auf der Menge M � X,

falls f�ur alle x 2M die Folge (fn(x)) in Y konvergiert. Die Funktion f :M ! Y

mit f(x) := lim
n!1 fn(x) hei�t Grenzfunktion der Folge (fn) (auf M).

2. Sind a� : X ! K (oder auch allgemeiner a� : X ! E, wobei (E; jj � jj) ein

normierter Raum ist) Funktionen, so hei�t die Funktionenfolge (sn) mit

sn(x) :=
nX
�=0

a�(x) (x 2 X;n 2 N0)

eine Funktionenreihe. Wir schreiben wieder
1P
�=0

a� (oder
1P
�=0

a�(x)). Die Funktio-

nenreihe
1P
�=0

a� hei�t punktweise konvergent auf M � X falls (sn) auf M punkt-

weise konvergiert. Wir verwenden (wie bei Zahlenreihen) das Symbol
1P
�=0

a� dann

auch wieder f�ur die Grenzfunktion.

Nat�urlich de�niert man entsprechend Funktionenreihen der Form
1P

�=�0

a�(x) auch f�ur

allgemeine �0 2 Z.

Beispiel 11.2 1. Wir betrachten die Funktionen fn : R! R mit

fn(x) := xn (x 2 R; n 2 N) :

Dann gilt

fn(x)!
(

0 ; falls x 2 (�1; 1)
1 ; falls x = 1

;

d. h. (fn) konvergiert punktweise auf (�1; 1] und die Grenzfunktion f : (�1; 1] ! R

ist gegeben durch

f(x) =

(
0 ; x 2 (�1; 1)
1 ; x = 1

:
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2. Es seien a� : C! C de�niert durch

a�(z) =
1

�z
(z 2 C; � 2 N) :

Dann ist die Funktionenreihe 1X
�=1

1

�z

auf M = fz 2 C : Re z > 1g punktweise konvergent ([�U]). Wir de�nieren � : M ! C

durch

�(z) :=
1X
�=1

1

�z
(z 2M) :

Die Funktion � hei�t (Riemann'sche) Zetafunktion.

3. Es sei a�(z) :=
z�

�! (z 2 C). Dann ist die Funktionenreihe

1X
�=0

a�(z) =
1X
�=0

z�

�!

punktweise konvergent auf C (und es ist bekanntlich ez =
1P
�=0

z�=�!).

Das erste Beispiel zeigt insbesondere, dass die Grenzfunktion unstetig (an x0 = 1) ist,

obwohl alle Folgelieder fn stetige Funktionen (und sogar 1 oft di�erenzierbar) auf

ganz R sind. Da wir an Aussagen der Form \fn stetig (n 2 N)) f stetig" interessiert

sind, f�uhren wir einen \strengeren" Konvergenzbegri� ein, mit dessen Hilfe eine solche

Aussage m�oglich wird.

De�nition 11.3 1. Es sei X 6= ; eine beliebige Menge, und es sei (Y; d) ein metrischer

Raum.

1. Sind fn : X ! Y Funktionen (n 2 N), so hei�t die Funktionenfolge (fn)

gleichm�a�ig konvergent auf der Menge M � X (gegen die Grenzfunktion f :

M ! Y ), falls

sup
x2M

d(f(x); fn(x))! 0 (n!1):

(wobei supA :=1, falls A nach oben unbeschr�ankt ist). Wir schreiben dann

fn ! f (n!1) gleichm�a�ig auf M

oder auch

fn(x)! f(x) (n!1) gleichm�a�ig auf M :

2. Eine Funktionenreihe
1P
�=0

a� hei�t gleichm�a�ig konvergent auf M � X, falls die

Funktionenfolge (sn) mit sn(x) =
nP
�=0

a�(x) gleichm�a�ig auf M konvergiert.
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Bemerkung 11.4 Gilt fn ! f gleichm�a�ig auf M , so gilt insbesondere fn(x) !
f(x) (n ! 1) f�ur alle x 2 M , d. h. (fn) konvergiert auf M auch punktweise gegen f

(\gleichm�a�ige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz").

Gleichm�a�ige Konvergenz bedeutet, dass zu jedem " > 0 ein N" 2 N existiert mit

d(f(x); fn(x)) < " f�ur alle n � N" und alle x 2M :

Der Unterschied zur punktweisen Konvergenz liegt darin, dass N" unabh�angig von x

gew�ahlt werden kann. Punktweise Konvergenz bedeutet: F�ur alle x 2M und alle " > 0

existiert ein N";x 2 N mit d(f(x); fn(x)) < " f�ur alle n � N";x.

Beispiel 11.5 Wir betrachten noch einmal fn(x) = xn (n 2 N; x 2 R) (vgl. B. 11.2.1).
Ist M = [�1=2; 1=2], so gilt

sup
M
jfn(x)� f(x)j = 1=2n ! 0 (n!1) :

Damit gilt

xn ! 0 gleichm�a�ig auf [�1=2; 1=2] :
Andererseits ist f�ur M = [0; 1)

sup
M
jfn(x)� f(x)j = sup

[0;1)
xn = 1 (n 2 N) :

Also ist (fn) nicht gleichm�a�ig konvergent auf [0; 1).

Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium f�ur gleichm�a�ige Konvergenz liefert

Satz 11.6 (Cauchy-Kriterium f�ur gleichm�a�ige Konvergenz)

Es seien X 6= ; eine Menge, (Y; d) ein vollst�andiger metrischer Raum und fn : X ! Y

Funktionen (n 2 N). IstM � X, so ist (fn) gleichm�a�ig konvergent aufM genau dann,

wenn zu jedem " > 0 ein N" 2 N so existiert, dass

sup
M

d(fn(x); fm(x)) < " f�ur allen;m � N" :

(sog. gleichm�a�ige Cauchy-Bedingung).

Beweis. 1. Es gelte fn ! f gleichm�a�ig auf M . Ist " > 0 gegeben, so existiert ein

N" 2 N mit

sup
M

d(f(x); fn(x)) <
"

2
(n � N") :

F�ur alle n;m � N" folgt dann

sup
M

d(fn(x); fm(x)) � sup
M

d(fn(x); f(x)) + sup
M

d(f(x); fm(x)) <
"

2
+
"

2
= " :
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Also ist die Cauchy-Bedingung erf�ullt.

2. Es gelte die Cauchy-Bedingung. Dann ergibt sich insbesondere, dass f�ur jedes feste

x 2 M die Folge (fn(x))n in (Y; d) eine Cauchy-Folge ist, Da (Y; d) vollst�andig ist,

ist (fn(x))n konvergent, d. h. es existiert ein y 2 Y mit fn(x) ! y (n ! 1). Wir

de�nieren f : M ! Y durch f(x) := y (x 2 M) und zeigen: fn ! f gleichm�a�ig auf

M .

Dazu sei " > 0 gegeben. Dann existiert ein N" 2 N mit

d(fm(x); fn(x)) <
"

2
(n;m � N"; x 2M) :

Hieraus folgt f�ur festes n � N" und x 2M
d(f(x); fn(x)) = lim

m!1 d(fm(x); fn(x)) � "

2
< " :

(Man beachte: Es gilt f�ur z 2 Y und (ym) in Y mit ym ! y nach der umgekehrten

Dreiecksungleichung

jd(ym; z)� d(y; z)j � d(ym; y)! 0 (m!1) ;

also d(ym; z)! d(y; z) f�ur m!1.)

Da " > 0 beliebig war, ergibt sich die Behauptung. 2

In S. 6.15 hatten wir als wichtiges hinreichendes Kriterium f�ur (absolute) Konver-

genz von Zahlenreihen das Weierstra�'sche Majorantenkriterium kennen gelernt. Ein

entsprechendes Ergebnis gibt es f�ur Funktionenreihen.

Satz 11.7 (Weierstra�'sches Majorantenkriterium)

Es sei M 6= ; eine beliebige Menge, und es seien a� : M ! K (� 2 N0). Ferner

sei
1P
�=0

b� eine konvergente Reihe mit b� � 0 (� 2 N0). Existiert ein N 2 N so, dass

ja�(x)j � b� f�ur alle � � N und x 2M , so konvergiert
1P
�=0

a� gleichm�a�ig auf M .

Beweis. Es sei " > 0 gegeben. Dann existiert ein N" 2 N (o. E. N" � N) mit

nX
�=m+1

b� < " (n > m � N") :

Also folgt f�ur n > m � N" mit sn :=
nP
�=0

a�

sup
M
jsn(x)� sm(x)j = sup

M
j

nX
�=m+1

a�(x)j � sup
M

nX
�=m+1

ja�(x)j �
nX

�=m+1

b� < " :

Damit ist
1P
�=0

a� gleichm�a�ig konvergent auf M nach S. 11.6. 2
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Beispiel 11.8 F�ur � > 1 sei

M := fz 2 C : Re z � �g

und a�(z) :=
1
�z (z 2 M; � 2 N) (vgl. B. 11.2.2). Dann ist

1P
�=1

a� gleichm�a�ig konver-

gent auf M .

(Denn: F�ur alle z 2M und alle � 2 N ist

ja�(z)j = 1

�Re z
� 1

��

und
1P
�=1

1
�� ist konvergent. Also ergibt sich die Behauptung aus S. 11.7.)

Bemerkung 11.9 Ist M 6= ; eine Menge und ist (E; j � jE) ein normierter Raum, so

gilt f�ur zwei Funktionen f; g 2 B(M;E) (vgl. B. 7.5)

jjf � gjj1 = sup
M
jf(x)� g(x)jE = sup

M
dj�jE (f(x); g(x)) :

Also bedeutet gleichm�a�ige Konvergenz in diesem Fall Konvergenz bez�uglich der sup-

Norm jj � jj1, d. h. der Metrik djj�jj1).
Ist E ein Banachraum (also (E; j � jE) vollst�andig), so ergibt sich aus S. 11.6 leicht,

dass der Raum (B(M;E); jj � jj1) auch ein Banachraum ist.

(Denn: Es sei (fn) eine Cauchy-Folge in B(M;E). Dann existiert zu jedem " > 0 ein

N" 2 N mit

sup
M
jfn(x)� fm(x)jE = jjfn � fmjj1 < " (n;m � N") :

Nach S. 11.6 existiert eine Funktion f :M ! E mit fn ! f gleichm�a�ig auf M , d. h.

jjf � fnjj1 ! 0. Es bleibt noch zu zeigen, dass f 2 B(M;E) d. h. f beschr�ankt ist.

Dazu w�ahlen wir zu " = 1 ein N 2 N mit

jjf(x)� fN (x)jj1 < 1 :

Dann gilt f�ur alle x 2M
jf(x)jE � jf(x)� fN (x)jE + jfN (x)jE � 1 + jjfN jj1

und damit ist f beschr�ankt.)

Wir kommen nun zu dem bereits oben angedeuteten Ergebnis �uber die \Vererbung"

der Stetigkeit auf die Grenzfunktion.

Satz 11.10 Es seien (X; d) und (Y; e) metrische R�aume, und es seien fn : X ! Y

Funktionen. Dann gilt: Sind alle Funktionen fn stetig an der Stelle x0 2 X und existiert

eine Umgebung U von x0 mit fn ! f gleichm�a�ig auf U , so ist auch die Grenzfunktion

f : U ! Y stetig an x0.
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Beweis. Es sei " > 0 gegeben. Auf Grund der gleichm�a�igen Konvergenz von (fn)

gegen f auf U existiert ein N = N" 2 N mit

e(f(x); fn(x)) < "=3 (n � N; x 2 U) :

Da fN stetig an x0 ist, existiert ein �" > 0 so, dass

e(fN (x); fN (x0)) < "=3 f�ur allexmit d(x; x0) < �" :

Dabei k�onnen wir �" so w�ahlen, dass U�"(x0) � U gilt. F�ur alle x mit d(x; x0) < �"

ergibt sich damit

e(f(x); f(x0)) � e(f(x); fN (x)) + e(fN (x); fN (x0)) + e(fN (x0); f(x0))

< "=3 + "=3 + "=3 = " :

Folglich ist f stetig an x0. 2

Bemerkung 11.11 Nat�urlich l�a�t sich die Aussage von S. 11.10 sofort auf Funktio-

nenreihen �ubertragen, indem man den Satz auf die Teilsummenfolge (sn) anwendet.

Beispiel 11.12 (vgl. B. 11.2.2 und B. 11.8)

Ist � > 1, so gilt

�(z) =
1X
�=1

1

�z

gleichm�a�ig auf M� := fz : Re z > �g. Da z ! 1=�z f�ur alle � 2 N stetig auf C ist, ist

� stetig auf M� nach B. 11.11 (man beachte: M� ist o�en, also Umgebung eines jeden

Punktes in M�). Damit ist � auch stetig auf

fz 2 C : Re z > 1g =
[
�>1

M� :

Wir wenden uns nun der Frage zu, unter welchen Voraussetzungen an ein Funktionen-

folge man \lim" und Di�erenziation vertauschen kann, d. h. der Frage, wann

lim
n!1 f 0n(x) =

�
lim
n!1 fn(x)

�0
gilt.

Beispiel 11.13 Wir betrachten fn : R! R mit

fn(x) =
sin(nx)p

n
(x 2 R ; n 2 N) :
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Dann gilt

sup
x2R
jfn(x)� 0j � 1p

n
! 0 (n!1) ;

also

fn ! f � 0 gleichm�a�ig auf R :

Weiter erhalten wir

f 0n(x) =
p
n cos(nx) (n 2 N ; x 2 R)

also gilt etwa f�ur x = �:

f 0n(�) = (�1)npn
d. h . (f 0n(�))n ist divergent. Insbesondere gilt nicht f�ur alle x 2 R

lim
n!1 f 0n(x) = ( lim

n!1 fn)
0(x) � 0

(obwohl die Grenzfunktion f � 0 �uberall di�erenzierbar ist).

Also: Aus fn ! f gleichm�a�ig auf M und fn; f di�erenzierbar auf M folgt i. A. nicht

f 0n ! f 0 auf M .

Anders verh�alt sich die Sache, wenn die Folge der Ableitungen gleichm�a�ig konvergiert.

Satz 11.14 Es sei I � R ein Intervall, und die Funktionen fn : I ! R seien di�e-

renzierbar auf I. Ferner sei (fn) punktweise konvergent auf I und (f 0n) gleichm�a�ig

konvergent auf I. Dann ist die Grenzfunktion f : I ! R di�erenzierbar auf I mit

f 0(x) = lim
n!1 f 0n(x) (x 2 I) :

Beweis. Es sei x0 2 I. F�ur n 2 N und x 2 I sei

gn(x) :=

8><>:
fn(x)� fn(x0)

x� x0 ; falls x 6= x0

f 0n(x0) ; falls x = x0

:

Wir zeigen: (gn) ist gleichm�a�ig konvergent auf I.

(Denn: F�ur alle x 2 I, x 6= x0, ist nach dem Mittelwertsatz mit einem � = �n;m;x 2 I

gn(x)� gm(x) = (fn � fm)(x)� (fn � fm)(x0)
x� x0 = (f 0n � f 0m)(�)

und au�erdem ist

gn(x0)� gm(x0) = f 0n(x0)� f 0m(x0)
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Also gilt

sup
I
jgn(x)� gm(x)j � sup

I
jf 0n(y)� f 0m(y)j :

Aus der gleichm�a�igen Konvergenz von (f 0n) ergibt sich mit S. 11.6 die gleichm�a�ige

Konvergenz von (gn). Es sei

g(x) := lim
n!1 gn(x) (x 2 I) :

F�ur x 6= x0 gilt

g(x) = lim
n!1 gn(x) = lim

n!1
fn(x)� fn(x0)

x� x0 =
f(x)� f(x0)

x� x0 :

Weiter ist gn auf Grund der Di�erenzierbarkeit von fn an x0 stetig an x0. Also ist

auch g nach S. 11.10 stetig an x0, d. h.

g(x0) = lim
x!x0

g(x) = lim
x!x0

f(x)� f(x0)
x� x0 :

Damit ist f di�erenzierbar an x0 mit f 0(x0) = g(x0). Aus der Konvergenz von (gn)

gegen g ergibt sich schlie�lich

lim
n!1 f 0n(x0) = lim

n!1 gn(x0) = g(x0) = f 0(x0) :

Da x0 2 I beliebig war, ist der Satz bewiesen. 2

Bemerkung 11.15 Nat�urlich lassen sich die Aussagen von S. 11.14 sofort auf Funk-

tionenreihen �ubertragen, indem man die entsprechenden Ergebnisse auf die Teilsum-

menfolge (sn) anwendet.

So gilt etwa f�ur a�(x) =
1
�x (x > 1)

a0�(x) =
�

1

�x

�0
= � ln �

�x
(x > 1; � 2 N) :

Ist � > 1, so gilt f�ur � := �+1
2 und x � � sowie � � �0(�)

ln �

�x
� ln �

��
� �

��1
2

��
=

1

��
:

Also konvergiert
1P
�=0

a0� nach S. 11.7 gleichm�a�ig auf [�;1). Da
1P
�=0

a� (punktweise)

auf (1;1) konvergiert, ist �(x) =
1P
�=1

1
�x di�erenzierbar auf (�;1) und es gilt

� 0(x) =

 1X
�=1

1

�x

!0
=

1X
�=1

�
1

�x

�0
= �

1X
�=1

ln �

�x
(x > �) :

Da � > 1 beliebig war, gilt dies f�ur alle x > 1.
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Wir beweisen zum Abschluss noch folgendes interessante Ergebnis

Satz 11.16 Es existiert eine auf R stetige Funktion, die nirgends di�erenzierbar ist.

Beweis. Wir de�nieren ' : R ! R durch '(x) := jxj f�ur x 2 [�1; 1] und ansonsten

durch 2-periodische Fortsetzung. Dann gilt o�enbar

j'(t)� '(s)j � jt� sj (t; s 2 R) :

Damit setzen wir

f(x) :=
1X
n=0

�
3

4

�n
'(4nx) (x 2 R) :

Aus �����34
�n

'(4nx)

���� � �34
�n

ergibt sich die gleichm�a�ige Konvergenz der Reihe auf R (S. 11.7). Da die einzelnen

Reihenglieder stetig auf R sind, ist auch f stetig auf R nach S. 11.10.

Nun sei x 2 R fest. F�ur m 2 N setzen wir

�m := �1
2

1

4m

wobei das Vorzeichen so gew�ahlt ist, dass zwischen 4mx und 4m(x + �m) keine ganze

Zahl liegt. Wir betrachten

n :=
'(4n(x+ �m))� '(4nx)

�m
(n 2 N0) :

F�ur n > m ist  = 0, da 4n�m eine gerade ganze Zahl ist. F�ur n � m ist jnj � 4n und

f�ur n = m ist m = 4m. Damit gilt����f(x+ �m)� f(x)
�m

���� =
�����
mX
n=0

�
3

4

�n
n

����� � 3m �
m�1X
n=0

3n =
1

2
(3m + 1)!1 (m!1) :

Also ist f nicht di�erenzierbar an x. 2
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12 Potenzreihen

Wir untersuchen jetzt eine Klasse besonders wichtiger Funktionenreihen, sog. Potenz-

reihen. Hier sind die Teilsummen sn Polynome vom Grad � n, also von besonders

einfacher Struktur.

De�nition 12.1 1. Es sei z0 2 K und es sei (a�)
1
�=0 eine Folge in K. Dann hei�t

die Funktionenreihe
1P
�=0

a�(z � z0)
� (also die Funktionenfolge (sn) gegeben durch

sn(x) =
nP
�=0

a�(z�z0)�) auf K eine Potenzreihe (mit der Entwicklungsmitte z0 und der

Koe�zientenfolge (a�)).

2. Ist
1P
�=0

a�(z � z0)� eine Potenzreihe, so hei�t

R := 1= lim
�!1

�
p
ja� j 2 [0;1]

Konvergenzradius der Potenzreihe (wobei 1=1 := 0 und 1=0 := 1 gesetzt ist). Im

Falle R > 0 hei�t weiterhin

UR(z0) = fz 2 K : jz � z0j < Rg

Konvergenzkreis (im Falle K = R meist Konvergenzintervall) der Potenzreihe (wobei

U1(z0) = fz 2 K : jz � z0j <1g = K ist).

Beispiel 12.2 1. F�ur die Potenzreihe
1P
�=0

z� (also die geometrische Reihe) gilt z0 = 0

und a� � 1 (� 2 N0), also ist R = 1. Hier konvergiert
1P
�=0

z� absolut im Konvergenzkreis

U1(0) = fz : jzj < 1g und divergiert f�ur alle z mit jzj > 1. Ferner gilt

1X
�=0

z� =
1

1� z (jzj < 1) :

2. F�ur die Potenzreihe
1P
�=0

z�

�! ist z0 = 0 und a� =
1
�! (� 2 N0). Hier ist lim

�=1ja� j
1=� =

lim
�!1

1
�p�! = 0 (warum?), d. h. R =1. Bekanntlich konvergiert die Potenzreihe absolut

f�ur alle z 2 C und es gilt
1X
�=0

z�

�!
= ez :

�Uber das Konvergenzverhalten allgemeiner Potenzreihen gibt der folgende Satz Aus-

kunft.
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Satz 12.3 (Cauchy-Hadamard)

Es sei
1P
�=0

a�(z � z0)� eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann gilt:

1. Ist R =1 so konvergiert die Potenzreihe absolut f�ur alle z 2 K = U1(z0).

2. Ist 0 < R < 1, so konvergiert die Potenzreihe absolut f�ur alle z 2 UR(z0) und
divergiert f�ur alle z 2 K mit jz � z0j > R (d.h. f�ur alle z 2 UR(z0)c).

3. Ist R = 0, so divergiert die Potenzreihe f�ur alle z 2 K n fz0g.

Beweis. Es gilt f�ur alle � 2 N0

ja�(z � z0)� j1=� = ja� j1=� � jz � z0j ;

also ist im Falle a <1

lim
�!1ja�(z � z0)

� j1=� = a � jz � z0j :

Damit ergeben sich 1. und 2. sofort aus dem Wurzelkriterium (S. 6.17).

Ist a =1, so ist f�ur z 6= z0 auch (ja�(z�z0)� j1=� = ja� j1=� jz�z0j)� unbeschr�ankt und
folglich ist (a�(z � z0)�)� insbesondere keine Nullfolge. Damit ergibt sich auch 3. 2

Bemerkung 12.4 Man kann zeigen ([�U]): Ist
1P
�=0

a�(z � z0)
� eine Potenzreihe mit

Konvergenzradius R > 0, so konvergiert
1P
�=0

a�(z�z0)� gleichm�a�ig auf jeder kompak-
ten Teilmenge des Konvergenzkreises UR(z0).

I. A. liegt jedoch keine gleichm�a�ige Konvergenz auf UR(z0) vor: Wir betrachten dazu

noch einmal die geometrische Reihe
1P
�=0

z� . Es gilt

sup
jzj<1
jsn(z)� sn�1(z)j � sup

0<x<1
sn(x)� sn�1(x) = sup

0<x<1
xn = lim

x!1�
xn = 1 :

Also kann nach dem Cauchy-Kriterium die Konvergenz nicht gleichm�a�ig auf dem

Konvergenzkreis U1(0) = fz : jzj < 1g sein.

Wir zeigen nun, dass Funktionen, die durch Potenzereihen de�niert sind, stets beson-

ders gute Glattheitseigenschaften haben.
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Satz 12.5 Es sei
1P
�=0

a�(z � z0)� eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, und

es sei A(z) :=
1P
�=0

a�(z� z0)� . Dann existieren die Ableitungen A(k) f�ur alle k 2 N im

Konvergenzkreis UR(z0) und es gilt

A(k)(z) =
1X
�=0

(� + 1)(� + 2) : : : (� + k)a�+k(z � z0)� (z 2 UR(z0)) :

Insbesondere ist

k!ak = A(k)(z0) (k 2 N0) ;

also

A(z) =
1X
�=0

A(�)(z0)

�!
(z � z0)� (z 2 UR(z0)) :

Beweis. 1. Wir zeigen: A ist di�erenzierbar auf UR(z0) und

A0(z) =
1X
�=1

�a�(z � z0)��1 =
1X
�=0

(� + 1)a�+1(z � z0)� (z 2 UR(z0)) :

O. E. k�onnen wir z0 = 0 annehmen.

Es sei z1 2 UR(0) fest. F�ur z 2 UR(0) gilt

A(z)�A(z1) =
1X
�=1

a�(z
� � z�1 ) = (z � z1)

1X
�=1

a�

��1X
k=0

zk1z
��1�k

| {z }
=:��(z)

:

Wir w�ahlen ein r 2 (jz1j; R) und setzen � := r � jz1j. Ist jz � z1j < �, so ist jzj < r

(und jz1j < r), also j��(z)j � �r��1. Aus �1=� ! 1 (� ! 1) folgt, dass auch die

Potenzreihe
1P
�=1

�a�z
� den Konvergenzradius R hat. Insbesondere konvergiert damit

1P
�=1

�ja� jr��1 nach dem Satz von Cauchy-Hadamard. Nach dem Weierstra�schen Ma-

jorantenkriterium (S. 11.7) konvergiert
1P
�=1

a���(z) gleichm�a�ig auf U�(z1). Folglich ist

�(z) :=
1P
�=1

a���(z) stetig an z1 (S. 11.10), d. h. es gilt

lim
z!z1

A(z)�A(z1)
z � z1 = lim

z!z1
�(z) = �(z1) =

1X
�=1

�a�z
��1
1 :

2. Durch Anwendung der gleichen Argumentation auf A0 sieht man: A0 ist di�erenzier-
bar auf UR(z0) und

A00(z) =
1X
�=0

(� + 1)(� + 2)a�+2(z � z0)� (z 2 UR(z0)) :
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Induktiv erh�alt man: F�ur alle k 2 N ist A(k�1) di�erenzierbar auf UR(z0) und

A(k)(z) =
1X
�=0

(� + 1)(� + 2) : : : (� + k)a�+k(z � z0)� :

Die Zusatzbehauptung k!ak = A(k)(z0) ergibt sich f�ur z = z0. 2

Beispiel 12.6 1. Die Funktion f : C! C mit

f(z) =

8>>><>>>:
sin z

z
; z 6= 0

1 ; z = 0

ist beliebg oft di�erenzierbar auf C. Insbesondere folgt damit die Stetigkeit an der

Stelle 0, d.h.

lim
z!0

sin z

z
= 1:

(Denn: Es gilt f�ur z 6= 0

f(z) =
1

z

1X
�=0

(�1)�z2�+1

(2� + 1)!
=

1X
�=0

(�1)�z2�
(2� + 1)!

und f�ur z = 0

f(0) = 1 =
1X
�=0

(�1)�02�
(2� + 1)!

Also ist nach S. 12.5 f beliebig oft di�erenzierbar auf C.)

2. F�ur die Potenzreihe
1P
�=1

(�1)��1z�
� gilt

lim
�!1ja� j

1=� = lim
�!1

1
�
p
�
= 1 ;

d. h. R = 1. Also konvergiert die Potenzreihe absolut in ihrem Konvergenzkreis U1(0) =

fz : jzj < 1g und divergiert f�ur alle jzj > 1. Wir setzen f�ur jzj < 1

A(z) :=
1X
�=1

(�1)��1z�
�

Dann ist nach S. 12.5

A0(z) =
1X
�=0

(�1)�z� (= 1

1 + z
)

d.h. insbesondere A0(x)� 1=(1 + x) � 0 auf (�1; 1). Weiter ist

(ln(1 + x))0 =
1

1 + x
(x 2 (�1;1)) :
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Folglich ist nach B. 10.18 A(x)� ln(1 + x) konstant auf (�1; 1). Da A(0) = 0 = ln(1)

gilt, ergibt sich

ln(1 + x) = A(x) =
1X
�=1

(�1)��1x�
�

(x 2 (�1; 1)) :

Am Rande ihres Konvergenzkreises k�onnen Potenzreihen ein sehr kompliziertes Verhal-

ten zeigen. Da ist es schon sehr beruhigend, ggfs. auf folgendes Resultat zur�uckgreifen

zu k�onnen. (Die Beschr�ankung auf die Entwicklungsmitte z0 = 0 ist dabei unwesent-

lich.)

Satz 12.7 (Abelscher Grenzwertsatz)

Es sei
1P
�=0

a�x
� eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R 2 (0;1). Ferner sei f�ur ein

� 2 @UR(0) (d.h. j�j = R) die Reihe
1P
�=0

a��
� konvergent. Ist

A(z) :=
1X
�=0

a�z
� (jzj < 1) ;

so gilt

lim
r!1�

A(r�) =
1X
�=0

a��
� :

Beweis. Es sei ohne Einschr�ankung R = 1 und � = 1 (ansonsten betrachte man
~A(z) := A(�z)). Wir setzen

s :=
1X
�=0

a� ; sn :=
nX
�=0

a� (n 2 N0) :

Da (nach S. 12.3) f�ur jzj < 1 die Potenzreihen

A(z) =
1X
�=0

a�z
� und

1

1� z =
1X
�=0

z�

beide absolut konvergieren, gilt nach S. 6.22

A(z) � 1

1� z =

 1X
�=0

a�z
�

! 1X
�=0

z�

!

=
1X
�=0

z�

0@ �X
�=0

a�

1A =
1X
�=0

s�z
� ;

d. h.

A(z) = (1� z)
1X
�=0

s�z
� :
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Es sei " > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N" 2 N mit jsn�sj < "=2 f�ur alle n � N .

Wegen 1 = (1� r)
1P
�=0

r� erhalten wir f�ur 0 < r < 1

jA(r)� sj = j(1� r)
1X
�=0

(s� � s)r� j �

� (1� r)
N�1X
�=0

js� � sjr� + "

2
(1� r)

1X
�=N

r�

� (1� r)
N�1X
�=0

js� � sjr� + "=2

Weiter existiert ein � = �(N") > 0 so, dass

(1� r)
N�1X
�=0

js� � sj < "=2

f�ur alle r mit 1� � < r < 1. Also gilt

jA(r)� sj < " f�ur 1� � < r < 1 :

2

Der Abelsche Grenzwertsatz hat verschiedene interessante Anwendungen. U. A. kann

er dazu genutzt werden, Summen gewisser konvergenter Reihen zu berechnen.

Beispiel 12.8 1. Nach B. 12.6.2 gilt

ln(1 + x) =
1X
�=1

(�1)��1x�
�

(�1 < x < 1) :

Au�erdem konvergiert die Reihe
1P
�=1

(�1)��1
� nach dem Leibnizkriterium . Also erhalten

wir mit dem Abelschen Grenzwertsatz

1X
�=1

(�1)��1
�

= lim
x!1�

1X
�=0

(�1)��1x�
�

= lim
x!1�

ln(1 + x) = ln(2) :

2. Wir betrachten die Potenzreihe
1P
�=0

(�1)� z2�+1

2�+1 mit Konvergenzradius 1. Ist

A(z) =
1X
�=0

(�1)� z
2�+1

2� + 1
(jzj < 1) ;

so sieht man �ahnlich wie in B. 12.6.2 ([�U])

arctanx = A(x) =
1X
�=0

(�1)� x
2�+1

2� + 1
(�1 < x < 1) :
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Da die Reihe
1P
�=0

(�1)�
2�+1 nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert, ergibt sich aus dem

Abelschen Grenzwertsatz

1X
�=0

(�1)�
2� + 1

= lim
x!1�

arctan(x) = arctan(1) =
�

4
:
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13 Integralrechnung von Funktionen einer reellen Ver�ander-

lichen

Die Integralrechnung entstand urspr�unglich aus der Frage nach Berechnung von Fl�achen-

inhalten. �Ahnlich wie bei der Di�erenzialrechnung werden wir Integrale �uber einen

gewissen Grenzprozess de�nieren. Dazu betrachten wir zun�achst besonders einfache

Funktionen, f�ur die wir die \Fl�ache unter den Graphen" sehr leicht de�nieren k�onnen.

De�nition 13.1 Es sei I = [a; b] � R ein kompaktes Intervall.

1. Sind a = x0 < x1 < x2 < : : : < xn = b, so hei�t

Z = fx0; x1; : : : ; xng

eine Zerlegung von [a; b].

2. Eine Funktion ' : [a; b] ! K hei�t Treppenfunktion, wenn eine Zerlegung Z =

fx0; : : : ; xng von [a; b] und c1; : : : ; cn 2 K existieren mit

'(x) � cj (x 2 (xj�1; xj); j = 1; : : : ; n) : (13.1)

(Die Funktionswerte an den Stellen xj spielen keine Rolle). Eine Zerlegung Z so,

dass Konstanten cj wie in (13.1) existieren, hei�t zul�assig f�ur '.

De�nition 13.2 Ist ' : [a; b] ! K eine Treppenfunktion wie in D. 13.1.2, so setzen

wir
bZ
a

' :=

bZ
a

'(x) dx :=
nX
j=1

cj(xj � xj�1) :

Die Zahl
R b
a '(x)dx hei�t Integral von ' (auf [a; b]).

!! Wichtig bei dieser De�nition: F�ur eine Treppenfunktion ' gibt es verschiedene

zul�assige Zerlegungen. Damit
R b
a ' wohlde�niert ist, muss die Summe

nP
j=1

cj(xj�xj�1)
von der Zerlegung unabh�angig sein. Man �uberlegt sich leicht, dass dies der Fall ist

([ �U]). Ist etwa

'(x) =

(
0 ; 0 � x � 1=2

1 ; 1=2 < x � 1

so ist Z = f0; 1=2; 1g eine zul�assige Zerlegung mit c1 = 0 ; c2 = 1, und es gilt

1Z
0

' = 0 � 1=2 + 1 � 1=2 = 1=2 :
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Eine weitere zul�assige Zerlegung ist f0; 1=2; 3=4; 1g mit c1 = 0 ; c2 = c3 = 1 . Hierf�ur

gilt auch
1Z

0

' = 0 � 1
2
+ 1 � 1

4
+ 1 � 1

4
=

1

2
:

Satz 13.3 Sind '; : [a; b]! K Treppenfunktionen, und sind �; � 2 K, so gilt

1.

bZ
a

(�'+ � ) = �

bZ
a

'+ �

bZ
a

 .

2. Ist K = R und ' �  (d. h. '(x) �  (x) f�ur alle x 2 [a; b]), so ist

bZ
a

' �
bZ
a

 :

3. j'j ist eine Treppenfunkton und es gilt������
bZ
a

'

������ �
bZ
a

j'j � (b� a)jj'jj :

(Dabei ist jj'jj := jj'jj1 = sup fj'(x)j : x 2 [a; b]g.)

Beweis. 1. Es seien Z1 bzw. Z2 zul�assige Zerlegungen f�ur ' bzw.  . Dann ist Z1 [Z2

sowohl f�ur ' als auch f�ur  zul�assig. Ist Z1[Z2 = fx0; : : : ; xng und sind c1; : : : ; cn 2 K
bzw. d1; : : : ; dn 2 K wie in (13.1) f�ur ' bzw.  , so gilt

bZ
a

�'+ � =
nX
j=1

[�cj(xj � xj�1) + �dj(xj � xj�1)] =

= �
nX
j=1

cj(xj � xj�1) + �
nX
j=1

dj(xj � xj�1) =

= �

bZ
a

'+ �

bZ
a

 :

Die Aussagen 2. und 3. ergeben sich �ahnlich aus einfachen Eigenschaften von Summen.

2

Wir werden nun allgemeinere Funktionen betrachten, die sich in geeigneter Weise

durch Treppenfunktionen ann�ahern lassen. F�ur diese Funktionen k�onnen wir dann das

Integral (als \Fl�ache unter dem Graphen") �uber die Integrale dieser Treppenfunktionen

de�nieren.
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De�nition 13.4 Es sei [a; b] � R ein kompaktes Intervall, und es sei f : [a; b] ! K.

Dann hei�t f Regelfunktion, falls eine Folge ('n) von Treppenfunktionen existiert mit

'n ! f gleichm�a�ig auf [a; b]. Weiter setzen wir

R[a; b] := ff : [a; b]! K : f Regelfunktiong :

Bemerkung 13.5 Aus D. 13.4 ergeben sich leicht folgende Eigenschaften:

1. Es gilt: f ist genau dann eine Regelfunktion, wenn eine Folge von Treppenfunktion

'n existiert mit

jj'n � f jj1 ! 0 :

(vgl. B. 11.9). Insbesondere ist jedes f 2 R[a; b] beschr�ankt auf [a; b].
2. Sind f; g Regelfunktionen und sind �; � 2 K, so sind auch �f + �g sowie f � g
Regelfunktionen (d. h. R[a; b] ist eine sog. Funktionenalgebra).

(Denn: Sind ('n) und ( n) Folgen von Treppenfunktionen mit 'n ! f ,  n ! g

gleichm�a�ig auf [a; b], so gilt

jj�f + �g � (�'n + � n)jj � j�j � jjf � 'njj+ j�j � jjg �  njj ! 0 (n!1) :

Da aus jj n � gjj ! 0 die Beschr�anktheit von (jj njj)n folgt, gilt weiter

jjfg � 'n njj � jj njj � jjf � 'njj+ jjf jj � jjg �  njj ! 0 (n!1):)

3. Ist f 2 R[a; b] und ist g : [a; b]! K so, dass f(x) = g(x) f�ur fast alle x (d.h. bis auf

endlich viele), so ist auch g 2 R[a; b].
4. Ist Z = fx0; : : : ; xng eine Zerlegung von [a; b], so ist f 2 R[a; b] genau dann, wenn

f 2 R[xj�1; xj ] f�ur j = 1; : : : ; n.

Wir zeigen nun, dass insbesondere stetige Funktionen Regelfunktionen sind.

Satz 13.6 Es sei f : [a; b] ! K stetig. Mit x
(n)
j := a + j(b � a)=n (j = 0; : : : ; n) ist

durch

'n(x) :=

(
f(x

(n)
j�1) ; x 2 [x(n)j�1; x

(n)
j ); j = 1; : : : ; n

f(b) ; x = b

eine Folge von Treppenfunktionen 'n de�niert mit 'n ! f gleichm�a�ig auf [a; b].

Insbesondere ist also f 2 R[a; b].

Beweis. Es sei " > 0 gegeben. Da f gleichm�a�ig stetig auf [a; b] ist, existiert ein �" > 0

mit jf(x) � f(~xj < " f�ur alle x; ~x mit jx � ~xj < �". Weiter existiert ein N" so, dass

(b � a)=n < �" f�ur alle n � N" (dann ist auch x
(n)
j � x(n)j�1 < �" f�ur j = 1; : : : ; n und

n � N").
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Ist also n � N" und x 2 [a; b), so gilt f�ur j = jn so dass x 2 [x(n)j�1; x
(n)
j )

jf(x)� 'n(x)j = jf(x)� f(x(n)j�1)j < " :

Mit f(b) = 'n(b) ergibt sich daher

jjf � 'njj1 � " (n � N") :

2

Bemerkung und De�nition 13.7 1. Eine Funktion f : [a; b]! K nennen wir st�uck-

weise stetig, falls eine Zerlegung Z = fx0; : : : ; xng von [a; b] so existiert, dass fj(xj�1;xj)
(j = 1; : : : ; n) stetig ist und alle rechts- und linksseitigen Grenzwerte f(x+j�1) und

(f(x�j ) existieren.
Dann ist f eine Regelfunktion.

(Denn: fj(xj�1;xj) ist durch f(x
+
j�1) und f(x

�
j ) stetig fortsetzbar auf [xj�1; xj ]. Also ist

f 2 R[xj�1; xj ] nach S. 13.6 und B. 13.5.3. Mit B. 13.5.4. ergibt sich die Behauptung.)

2. Ist f : [a; b]! R monoton (wachsend oder fallend), so ist f eine Regelfunktion ([�U]).

Bemerkung und De�nition 13.8 Es sei f : [a; b] ! K eine Regelfunktion, und es

sei ('n) eine Folge von Treppenfunktionen mit 'n ! f gleichm�a�ig auf [a; b]. Wir

setzen
bZ
a

f :=

bZ
a

f(x)dx := lim
n!1

bZ
a

'n(x)dx :

Dann heisst
R b
a f das Integral von f auf [a; b].

!! Damit dies eine sinnvolle De�nition ist, m�ussen zwei Dinge sichergestellt werden:

1. Der Grenzwert muss existieren.

2. Er h�angt nicht von der Wahl der approximierenden Fuktionen ('n) ab.

Beides ist erf�ullt:

Zu 1.: Es gilt f�ur m;n 2 N nach S. 13.3.3������
bZ
a

'n �
bZ
a

'm

������ � (b� a)jj'n � 'mjj :

Da ('n) eine gleichm�a�ige Cauchy-Folge auf [a; b] ist, ist auch (
R b
a 'n) eine Cauchy-

Folge in K, also konvergent.
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Zu 2.: Ist ( n) eine weitere Folge von Treppenfunktionen mit  n ! f gleichm�a�ig auf

[a; b], so gilt������
bZ
a

'n �
bZ
a

 n

������ � (b� a)jj'n �  njj � (b� a)[jj'n � f jj+ jjf �  njj]! 0 :

also auch

lim
n!1

bZ
a

'n = lim
n!1

bZ
a

 n :

Beispiel 13.9 Wir betrachen f(x) = x auf [0; 1]. Dann ist nach S. 13.6 durch

'n(x) :=

(
j�1
n ; x 2 [ j�1n ; jn); j = 1; : : : ; n

1 ; x = 1

eine Folge von Treppenfunktionen auf [0; 1] gegeben mit 'n ! f gleichm�a�ig auf [0; 1].

Es gilt
1Z

0

'n =
nX
j=1

j � 1

n

1

n
=
n(n� 1)

2n2
! 1

2
(n!1) ;

also ist
1Z

0

f(x)dx = 1=2:

Wir stellen einige Rechenregeln zusammen, die sich mehr oder weniger unmittelbar

aus den entsprechenden Eigenschaften des Integrals f�ur Treppenfunktionen ergeben.

Satz 13.10 Es seien f; g 2 R[a; b] und �; � 2 K. Dann gilt

1.

bZ
a

(�f + �g) = �

bZ
a

f + �

bZ
a

g

2. Ist K = R und f � g auf [a; b], so ist

bZ
a

f �
bZ
a

g :

3. jf j ist eine Regelfunktion und������
bZ
a

f

������ �
bZ
a

jf j � (b� a)jjf jj
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Beweis. Es seien ('n) und ( n) Folgen von Treppenfunktionen mit 'n ! f ,  n ! g

gleichm�a�ig auf [a; b].

1. Dann gilt �'n + � n ! �f + �g gleichm�a�ig auf [a; b] und deshalb

aZ
b

�f + �g = lim
n!1

bZ
a

(�'n + � n) = �

bZ
a

f + �

bZ
a

g :

2. Hier sind 'n und  n reellwertig. Wir setzen

'�n := 'n � jjf � 'njj
 +
n :=  n + jjg �  njj

:

Dann sind '�n ;  +
n Treppenfunktionen mit '�n � f � g �  +

n sowie

jjf � '�n jj ! 0 und jjg �  +
n jj ! 0 :

Also folgt mit S. 13.3.2

bZ
a

f = lim
n!1

bZ
a

'�n � lim
n!1

bZ
a

 +
n =

bZ
a

g :

3. Aus jjf(x)j � j'n(x)jj � jf(x) � 'n(x)j folgt, dass auch jf j eine Regelfunktion ist.

Es sei u 2 C mit juj = 1 und so, dass u � R ba f � 0 gilt (ist
R b
a f = rei', so ist u = e�i'

geeignet). Mit 2. ergibt sich dann������
bZ
a

f(x)dx

������ = u �
bZ
a

f(x)dx = Re

bZ
a

uf(x)dx+ iIm

bZ
a

uf(x)dx =

=

bZ
a

Re(uf(x))dx �
bZ
a

juf(x)jdx =
bZ
a

jf(x)j � (b� a)jjf jj :

2

Bemerkung 13.11 Ist f 2 R[a; b] so gilt nat�urlich auch f 2 R[x; y] f�ur a � x < y � b.
Damit existiert auch

R y
x f . Wir setzen noch

xZ
x

f := 0 und

xZ
y

f := �
yZ
x

f
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Damit gilt ([ �U]) f�ur x; y; z 2 [a; b]
yZ
x

f +

zZ
y

f =

zZ
x

f :

Wir kommen zu einem der zentralen S�atze der Analysis, der die Beziehung zwischen

der Di�erenzial- und der Integralrechnung herstellt.

Satz 13.12 (Hauptsatz der Di�erenzial- und Integralrechnung, Teil 1)

Es sei [a; b] � R und f 2 R[a; b].

1. Die Funktion F : [a; b]! K mit

F (x) :=

xZ
a

f(t)dt (x 2 [a; b])

ist stetig auf [a; b].

2. Ist f stetig an der Stelle x0 2 [a; b], so ist F di�erenzierbar an x0 mit

F 0(x0) = f(x0) :

Beweis. 1. Nach B. 13.5 ist f beschr�ankt, d. h. jjf jj <1. Nach S. 13.10.3 und 4. gilt

f�ur x; y 2 [a; b] mit x < y

jF (y)� F (x)j =
������
yZ
a

f �
xZ
a

f

������ =
������
yZ
x

f

������ � jjf jj(y � x) :
Insbesondere ist F stetig auf [a; b].

2. Es sei f stetig an x0 und (xn) eine Folge in [a; b] mit xn ! x0; xn 6= x0. Ist " > 0

gegeben, so existiert ein � > 0 mit jf(x)�f(x0)j < " f�ur alle x 2 [a; b] mit jx�x0j < �.

F�ur alle n mit jxn � x0j < � gilt dann (beachte: f(x0) =
1

x�x0
R x
x0
f(x0)dt)

����F (xn)� F (x0)xn � x0 � f(x0)
���� =

������ 1

xn � x0

xnZ
x0

�
f(t)� f(x0)

�
dt

������ � jxn � x0jjxn � x0j" = " :

Da " > 0 beliebig war, gilt F 0(x0) = f(x0). 2

Wir wollen nun verschiedene Techniken zur Berechnung von Integralen herleiten. Wich-

tig ist dabei der Begri� der Stammfunktion.



13 INTEGRALRECHNUNGVON FUNKTIONEN EINER REELLEN VER�ANDERLICHEN119

De�nition 13.13 Es sei I � R ein Intervall, und es sei f : I ! K. Eine Funktion

F : I ! K hei�t (verallgemeinerte) Stammfunktion von f (auf [a; b]), falls F stetig ist

und falls F 0 = f f�ur fast alle x 2 I (also bis auf endlich viele) gilt.

Man beachte dabei: Sind F1 und F2 Stammfunktionen zu f , so exstiert ein c 2 K mit

F1(x) = F2(x) + c f�ur alle x 2 [a; b], d. h. zwei Stammfunktionen unterscheiden sich

lediglich durch eine additive Konstante.

Wir schreiben auch

x 7!
Z
f(x)dx

(unbestimmtes Integral) f�ur eine Stammfunktion (oder auch die Gesamtheit aller Stamm-

funktionen) von f .

Der Hauptsatz der Di�erenzial- und Integralrechnung (kurz HDI) zeigt, dass Inte-

grale { unter geeigneten Voraussetzungen { durch Bestimmung einer Stammfunktion

berechnet werden k�onnen:

Satz 13.14 (HDI, Teil 2)

Ist f : [a; b]! K st�uckweise stetig, so hat f eine Stammfunktion auf [a; b]. Au�erdem

gilt dann: Ist � eine beliebige Stammfunktion zu f , so ist

bZ
a

f = �(b)� �(a) (=: �(x)jba =: �jba) : (13.2)

Beweis. 1. Nach S. 13.12 ist F (wie dort de�niert) eine Stammfunktion zu f .

Es sei � eine beliebige Stammfunktion zu f . Dann gilt �(x) = F (x) + c f�ur eine

Konstante c 2 K. Damit ist
bZ
a

f = F (b) = F (b)� F (a) = �(b)� �(a) :

2

Beispiel 13.15 1. Es sei f(x) = 1
x (x > 0). Dann gilt

(lnx)0 =
1

x
= f(x) (x > 0) :

Also ist

lnx =

Z
1

x
dx (x > 0) :
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Nach dem HDI gilt f�ur 0 < a < b <1:

bZ
a

f =

bZ
a

1

x
dx = lnxjba = ln(b)� ln(a)

�
= ln

�
b

a

��
:

2. Es sei f(x) = x� (x > 0), wobei � 2 R ; � 6= �1 fest ist. Dann gilt�
1

�+ 1
x�+1

�0
= x� = f(x) (x > 0) ;

also ist Z
x�dx =

1

�+ 1
x�+1 (x > 0)

und folglich f�ur 0 < a < b <1
bZ
a

x� dx =
1

�+ 1
x�+1jba =

1

�+ 1

�
b�+1 � a�+1

�
:

Im Falle � � 0 gilt dies auch f�ur a = 0.

3. Ist f(x) = sign(x) auf I = R, so ist F : R! Rmit F (x) = jxj eine (verallgemeinerte)
Stammfunktion zu f (denn F ist stetig auf R und es gilt F 0(x) = f(x) f�ur alle x 6= 0)

Bemerkung 13.16 Hat f eine Stammfunktion auf [a; b], so gilt i. A. noch nicht

f 2 R[a; b] !
Ist etwa

F (x) :=

(
x2 sin(1=x2); x 6= 0

0; x = 0
:

so ist F di�erenzierbar auf R mit

f(x) := F 0(x) =

(
2x sin(1=x2)� 2 cos(1=x2)=x; x 6= 0

0; x = 0
:

Also ist F eine Stammfunktion von f auf R, aber f ist keine Regelfunktion auf [0; 1]

(beachte: f ist unbeschr�ankt auf [0; 1]).

Durch �Ubertragung der Produkt- und der Kettenregel ergeben sich wichtige Techniken

zur m�oglichen Berechnung von Integralen. Wir bemerken zun�achst:

Sind f; g : I ! K und sind F bzw. G Stammfunktionen zu f bzw. g auf I, so gilt mit

der Produktregel

(FG)0(x) = (fG)(x) + (Fg)(x) f�ur fast alle x 2 I ;

also ist

(FG)(x) =

Z
f(x)G(x) + F (x)g(x) dx auf I: (13.3)

Als Konsequenz erhalten wir
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Satz 13.17 (partielle Integration)

Sind f und g : [a; b]! K st�uckweise stetig, und sind F und G zugeh�orige Stammfunk-

tionen, so gilt
bZ
a

fG = FGjba �
bZ
a

Fg :

Beweis.Mit f; g sind auch fG, Fg und fG+Fg st�uckweise stetig. Also gilt mit (13.3)

und S. 13.14
bZ
a

fG+

bZ
a

Fg =

bZ
a

(fG+ Fg) = FGjba :

2

Beispiel 13.18 1. F�ur � 6= �1 und 0 < a < b gilt

bZ
a

x� lnx dx =
1

�+ 1
x�+1 lnxjba �

1

�+ 1

bZ
a

x� dx =

=
1

�+ 1

�
b�+1 ln b� a�+1 ln a� 1

�+ 1
b�+1 +

1

�+ 1
a�+1

�
oder auch kurz mit unbestimmter IntegrationZ

x� lnx dx =
1

�+ 1
x�+1 lnx� 1

�+ 1

Z
x� dx =

=
x�+1

�+ 1

�
lnx� 1

�+ 1

�
auf (0;1)

2. Es gilt auf (�1; 1)Z p
1� x2 dx =

Z
1 �
p
1� x2 dx = x

p
1� x2 �

Z
x(�2x)
2
p
1� x2 dx

= x
p
1� x2 +

Z
dxp
1� x2 �

Z
1� x2p
1� x2 dx

= x
p
1� x2 + arcsinx�

Z p
1� x2 dx ;

also (�ubrigens auch auf [�1:1])Z p
1� x2 dx = 1

2
(x
p
1� x2 + arcsinx)
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Mit Hilfe der Kettenregel sieht man: Ist F eine Stammfunktion zu f auf einem Intervall

J und ist t : I ! J eine Stammfunktion (zu t0), so gilt

(F � t)0(x) = F 0(t(x))t0(x) = f(t(x))t0(x)

f�ur fast alle x 2 I (und F � t ist stetig auf I) , alsoZ
f(t(x))t0(x)dx = F (t(x)) =

Z
f(t)dtjt=t(x) (13.4)

F�ur bestimmte Integration erhalten wir entsprechend

Satz 13.19 (Substitutionsregel)

Es sei f : [�; �]! K stetig. Weiter sei t : [a; b]! [�; �] st�uckweise stetig di�erenzier-

bar (d.h t ist stetig und t0(x) existiert bis auf endlich viele x und ist st�uckweise stetig

fortsetzbar auf [a; b]). Dann gilt

bZ
a

f(t(x))t0(x) dx =

t(b)Z
t(a)

f :

Beweis. Es sei F so, dass F 0 = f auf [�; �] (existiert nach S. 13.14). Da (f � t)t0
st�uckweise stetig auf [a; b] ist, gilt nach (13.4) und S. 13.14 (man beachte: (13.2) gilt

auch, falls t(a) � t(b) ist)
t(b)Z
t(a)

f = F (t(b))� F (t(a)) =
bZ
a

f(t(x))t0(x) dx :

2

Beispiel 13.20 1. Es gilt auf (�1; 1)Z
2xp
1� x2 dx

t=x2
=

Z
dtp
1� t jt=x2

= �2p1� tjt=x2 = �2
p
1� x2 :

Weiter erh�alt man f�ur �1 < a < b < 1 mit t(x) = x2

bZ
a

2xp
1� x2 dx =

b2Z
a2

dtp
1� t = �2

p
1� tjb2a2 = 2

�p
1� a2 �

p
1� b2

�
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2. Es gilt auf I = (0; �)Z
dx

sinx

S:C:7
=

Z
dx

2 sin(x=2) cos(x=2)
=

=

Z
cos(x=2)

sin(x=2)

1

2 cos2(x=2)
dx

=

Z
1

tan(x=2)

1

2 cos2(x=2)
dx

t(x)=tan(x=2)
=

Z
dt

t jt=tan(x=2)
= ln(tan(x=2))

Zum Abschluss befassen wir uns noch kurz mit der Vertauschung von \lim" und Inte-

gration f�ur Funktionenfolgen und Funktionenreihen.

Satz 13.21 Es sei [a; b] � R.
1. Sind fn 2 R[a; b] (n 2 N) und konvergiert die Folge (fn) gleichm�a�ig auf [a; b]

gegen die Grenzfunktion f , so ist f 2 R[a; b] und es gilt

bZ
a

f(x)dx = lim
n!1

bZ
a

fn(x) dx :

2. Sind g� 2 R[a; b] und konvergiert die Reihe
1P
�=0

g�(x) gleichm�a�ig auf [a; b], so

gilt
bZ
a

( 1X
�=0

g�(x)

)
dx =

1X
�=0

bZ
a

g�(x) dx :

Beweis. 1. Es sei " > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N" 2 N mit

jjf � fnjj1 <
"

2
(n � N) :

Ferner existiert eine Treppenfunktion ' mit

jjfN � 'jj1 <
"

2
:

Also folgt

jjf � 'jj1 � jjf � fN jj1 + jjfN � 'jj1 < " :

Damit ist f 2 R[a; b]. Au�erdem ergibt sich aus S. 13.10.3������
bZ
a

f �
bZ
a

fn

������ � (b� a)jjf � fnjj1 ! 0 (n!1) :

2. Die 2. Behauptung ergibt sich unmittelbar aus 1. durch Anwendung auf die Teil-

summenfolge. 2
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Beispiel 13.22 Wir betrachten die Funktion F : R! R

F (x) :=

xZ
0

e�t
2
dt (x 2 R) :

(Die Funktion e�t2 besitzt keine \elementare" Stammfunktion.)
Es gilt f�ur festes x > 0

e�t
2
=

1X
�=0

(�1)�t2�
�!

gleichm�a�ig auf [0; x] :

Also gilt nach S. 13.21.2

F (x) =

xZ
0

 1X
�=0

(�1)�t2�
�!

!
dt =

1X
�=0

(�1)�
�!

xZ
0

t2� dt =

=
1X
�=0

(�1)�
�!

� x
2�+1

2� + 1
:

Eine analoge Argumentation zeigt, dass die Reihendarstellung auch f�ur x < 0 (und

trivialerweise f�ur x = 0) gilt. Damit haben wir eine Potenzreihenentwicklung f�ur die

Funktion F mit Entwicklungsmitte x0 = 0 gefunden.
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14 Uneigentliche Integrale

Wir haben bisher nur Integrale auf kompakten Intervallen betrachtet. Wir wollen jetzt

auch Integrale auf nichtkompakten Intervallen erkl�aren. Dies werden wird dadurch tun,

dass beliebige Intervalle durch kompakte \aussch�opfen".

De�nition 14.1 Es sei I = [a; b) wobei �1 < a < b � 1. Ferner sei f : [a; b) ! K

so, dass f 2 R[a;B] f�ur alle a < B < b gilt. Existiert lim
B!b�

R B
a f(x) dx 2 K, so hei�t

b�Z
a

f(x) dx := lim
B!b�

BZ
a

f(x) dx

uneigentliches Integral von f auf [a; b). Ensprechend de�niert man f�ur �1 � a < b <

1 und f : (a; b]! K das uneigentliche Integral

bZ
a+

f(x) dx := lim
A!a+

bZ
A

f(x) dx

(im Falle der Existenz des Grenzwertes).

Ist �1 � a < b � 1 und f : (a; b) ! K, so, dass
R c
a+ f sowie

R b�
c f f�ur ein c 2 (a; b)

existieren, so setzen wir

b�Z
a+

f(x) dx :=

cZ
a+

f(x) dx+

b�Z
c

f(x) dx :

Im Falle der Existenz der entsprechenden Grenzwerte sprechen wir auch von der Kon-

vergenz der Integrale.

Bemerkung 14.2 1. Man beachte, dass die letzte De�nition unabh�angig von der Spe-

ziellen Wahl von c 2 (a; b) ist, d. h. ist ~c 2 (a; b), so existieren
R c
a f und

R b
c f genau

dann, wenn
R ~c
a und

R b
~c existieren, und es ist dann

R c
a f +

R b
c f =

R ~c
a f +

R b
~c f .

2. Ist �1 < a < b <1 und ist f 2 R[a; b], so gilt
bZ
a

f =

bZ
a+

f =

b�Z
a

f =

b�Z
a+

f ;

d. h. die obige De�nition stimmt im Falle der Existenz des (eigentlichen) Integrals mit

diesem �uberein.
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(Denn: Wir zeigen
R b
a f =

R b�
a f . Die weiteren Identit�aten ergeben sich entsprechend.

Nach S. 13.12 (HDI, Teil 1) ist

F (x) :=

xZ
a

f(t) dt (x 2 [a; b])

stetig auf [a; b]. Also ist

bZ
a

f = F (b) = lim
B!b�

F (B) = lim
B!b�

BZ
a

f =

b�Z
a

f :)

Deshalb k�onnen wir auch kurz
R b
a f(x) dx im Falle uneigentlicher Integrale schreiben.

3. Ist f : (a; b) ! K stetig und ist F 0 = f auf (a; b), so existiert
R b�
a+ f genau dann,

wenn lim
x!a+

F (x) und lim
x!b�

F (x) beide existieren, und in diesem Falle ist

b�Z
a+

f = lim
x!b�

F (x)� lim
x!a+

F (x) =: F (x)jba :

(Denn: F�ur a < A < B < b ist nach S. 13.14 (HDI, Teil 2) F (B) � F (A) = R B
A f .

Damit ergibt sich die Behauptung aus der De�nition der uneigentlichen Integrale und

2.)

Beispiel 14.3 1. F�ur � 2 R sei f�(x) := 1=x� auf (a; b) = (0;1). Ist F� : (0;1)! R

de�niert durch

F�(x) =

8<:
x1��

1� � ; � 6= 1

ln(x) ; � = 1

so gilt F 0
� = f�. Au�erdem erhalten wir f�ur x!1

F�(x)!
(

0 ; � > 1

1 ; � � 1

und f�ur x! 0+

F�(x)!
(

0 ; � < 1

1 ; � � 1
:

Also existiert nach B. 14.2.3 das uneigentliche Integral

1Z
1

dx

x�
genau dann, wenn � > 1

ist und in diesem Falle ist

1Z
1

dx

x�
= F�(x)j11 = 0� 1

1� � =
1

�� 1
:
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Entsprechend existiert

1Z
0+

dx

x�
genau dann, wenn � < 1 ist, und dann gilt

1Z
0+

dx

x�
= F�(x)j10 =

1

1� � :

Hieraus folgt auch, dass f�ur kein � 2 R das uneigentliche Integral

1Z
0+

dx

x�
existiert (denn

anderenfalls m�ussten beide uneigentlichen Integrale

1Z
0+

dx

x�
und

1Z
1

dx

x�
existieren).

2. Wir betrachten f(x) =
1p

1� x2 auf (a; b) = (�1; 1). Es gilt arcsin0 = f auf (�1; 1)

und arcsin ist stetig auf [�1; 1]. Nach B. 14.2.3 existiert

1Z
�1

dxp
1� x2 und es ist

1Z
�1

dxp
1� x2 = arcsin(x)j1�1 = � :

Wir besch�aftigen uns nun mit Konvergenzkriterien f�ur uneigentliche Integrale. Dabei

formulieren wir die Ergebnisse f�ur Integrale der Form
R b�
a . Entsprechende Aussagen

gelten nat�urlich f�ur die anderen Typen uneigentlicher Integrale.

Satz 14.4 (Vergleichskriterium)

Es sei �1 < a < b � 1 und f; g : [a; b) ! R seien so, dass f; g 2 R[a;B] f�ur alle

a < B < b. Ferner gelte

0 � f(x) � g(x) (x 2 [a; b)) :

Dann gilt: Existiert
R b�
a g, so existiert auch

R b�
a f und es ist

b�Z
a

f �
b�Z
a

g :

Beweis. Wir betrachten

F (x) :=

xZ
a

f ; G(x) :=

xZ
a

g (x 2 [a; b)) :
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Dann sind F und G monoton wachsend auf [a; b) und es gilt f�ur a < B < b

F (B) � G(B) � lim
B!b�

BZ
a

g =

b�Z
a

g :

Also existiert auch lim
B!b�

F (B) =
R b�
a f . (vgl. S. 8.18). 2

Satz 14.5 Es sei �1 < a < b � 1 und f : [a; b) ! R sei so, dass f 2 R[a;B] f�ur
alle a < B < b. Dann gilt: Existiert

R b�
a jf j, so existiert auch

R b�
a f .

Beweis. Wir betrachten die Funktion ' : [a; b)! R mit

'(x) = f(x) + jf(x)j :

Dann ist ' 2 R[a;B] f�ur alle a < B < b (S. 13.10.3) und

0 � '(x) � 2jf(x)j (x 2 [a; b)) :

Mit S. 14.4 folgt die Existenz von
R b�
a ' und aus

BZ
a

f =

BZ
a

'�
BZ
a

jf j (a < B < b)

folgt die Existenz von
R b�
a f = lim

B!b�

R B
a f . 2

Beispiel 14.6 1. Wir betrachten f�ur � > 1 das uneigentliche Integral

1Z
1

sinx

x�
dx.

Es gilt
j sinxj
x�

� 1

x�
(x � 1) :

Da

1Z
1

dx

x�
existiert, folgt die Existenz von

1Z
1

j sinxj
x�

dx aus S. 14.4. Nach S. 14.5 exi-

stiert auch

1Z
1

sinx

x�
dx. Entsprechendes gilt f�ur das uneigentliche Integral

1Z
1

cosx

x�
dx.



14 UNEIGENTLICHE INTEGRALE 129

2. Wir betrachten das uneigentliche Integral

1Z
1

sinx

x
dx.

Es gilt

BZ
1

sinx

x
dx = �1

x
cosxjB1 �

BZ
1

cosx

x2
dx

= cos 1� cosB

B
�

BZ
1

cosx

x2
dx

Da nach 1. das uneigentliche Integral

1Z
1

cosx

x2
dx konvergiert, existiert

lim
B!1

BZ
1

sinx

x
dx = cos 1�

1Z
1

cosx

x2
dx ;

d. h.

1Z
1

sinx

x
dx existiert.

Man kann zeigen ([�U]): Das uneigentliche Integral

1Z
1

j sinxj
x

dx existiert nicht! Also:

F�ur uneigentliche Integrale folgt aus der Existenz von
R b�
a f i. A. noch nicht die Exi-

stenz von
R b�
a jf j.

Im folgenden Satz wird ein Zusammenhang zwischen der Konvergenz von Reihen und

der Konvergenz uneigentlicher Integrale hergestellt:

Satz 14.7 (Integralkriterium f�ur Reihen)

Es sei f : [1;1) ! R monoton fallend und es gelte f(x) � 0 (x � 1). Dann existiert

g := lim
n!1

�
nP
�=1

f(�)� R n+1
1 f

�
und es gilt

0 � g � f(1) :

Beweis. Zun�achst folgt aus f(�) � f(x) � f(� + 1) in [�; � + 1]

f(�) �
�+1Z
�

f(x) dx � f(� + 1) :
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Hieraus ergibt sich mit a� := f(�)

0 � a� �
�+1Z
�

f � a� � a�+1

und damit ist die Folge (sn) mit

sn :=
nX
�=1

a� �
n+1Z
1

f =
nX
�=1

0@a� � �+1Z
�

f

1A
monoton wachsend mit 0 � sn � f(1)� f(n+1) � f(1). Also ergibt sich die Behaup-

tung mit dem Hauptsatz �uber monotone Folgen. 2

Beispiel 14.8 Wir betrachten f(x) =
1

x�
f�ur � > 0. Dann ist f monoton fallend auf

[1;1) und f(x) � 0. Also existiert

g = lim
n!1

0@ nX
�=1

1

��
�

n+1Z
1

dx

x�

1A :

Ist � > 1, so ist lim
n!1

n+1Z
1

dx

x�
=

1Z
1

dx

x�
=

1

�� 1
und �(�) =

1X
�=1

1

��
. Nach S. 14.7 ist

0 � �(�)� 1

�� 1
� 1 (� > 1) :

Ist � = 1, so ergibt sich die Konvergenz von

an =
nX
�=1

1

�
�

n+1Z
1

dx

x
=

nX
�=1

1

�
� ln(n+ 1) :

Beispiel 14.9 Das uneigentliche Integral
R1
0+ e

�ttx�1dt existiert f�ur jedes x > 0.

(Denn: Es gilt

lim
t!1

tx+1

et
= 0 :

Also existiert eine Konstante M > 0 so, dass f�ur alle t 2 [1;1) gilt

e�ttx�1 � M

t2

(warum?). Aus der Konvergenz von
R1
1

dt
t2

ergibt sich mit dem Vergleichskriterium

auch die Konvergenz von
R1
1 e�ttx�1dt.

Weiter gilt

e�ttx�1 � tx�1 (t 2 (0; 1]) :



14 UNEIGENTLICHE INTEGRALE 131

Aus der Konvergenz von
R 1
0+ t

x�1dt (siehe B. 14.3.1) folgt wieder mit dem Vergleichskri-

terium die Konvergenz von
R 1
0+ e

�ttx�1dt. Insgesamt ergibt sich damit die Konvergenz

von
R1
0+ e

�ttx�1dt.)
Die Funktion � : (0;1)! R mit

�(x) :=

1Z
0+

e�ttx�1dt (x > 0)

hei�t (Euler'sche) Gammafunktion. Durch partielle Integration erh�alt man leicht die

folgende \Funktionalgleichung" f�ur � ([�U]):

�(x+ 1) = x � �(x) (x > 0) : (14.1)

Speziell gilt

�(1) =

1Z
0

e�tdt = lim
B!1

�e�tjB0 = 1 ;

woraus sich wiederum mit (14.1) induktiv

�(n+ 1) = n! (n 2 N)

ergibt. Die Gammafunktion \interpoliert" also die Fakult�aten; man kann �(x) als

\verallgemeinerte Fakult�at" au�assen.

Zum Abschluss wollen wir noch eine Formel herleiten, die das Wachstum von n! f�ur n!
1 sehr genau beschreibt, die sog. Stirling'sche Formel. Dazu beweisen wir zun�achst

Satz 14.10 (Euler'sche Summenformel)

Es sei n 2 N; n � 2, und es sei f : [1; n] ! K st�uckweise stetig di�erenzierbar. Dann

gilt
nX
�=1

f(�) =

nZ
1

f +
1

2

�
f(1) + f(n)

�
+

nZ
1

b(x)f 0(x) dx

mit

b(x) := x� [x]� 1=2 :
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Beweis. Es gilt mit partieller Integration

nZ
1

b(x)f 0(x) dx =
n�1X
�=1

�+1Z
�

(x� � � 1=2)f 0(x) dx =

=
n�1X
�=1

24(x� � � 1=2)f(x)
����+1

�
�

�+1Z
�

f(x) dx

35 =

=
1

2

n�1X
�=1

�
f(� + 1) + f(�)

�
�

nZ
1

f(x) dx

=
nX
�=1

f(�)� 1

2

�
f(1) + f(n)

�
�

nZ
1

f(x) dx :

2

F�ur zwei Folgen (xn) und (yn) in K mit xn; yn 6= 0 schreiben wir

xn � yn (n!1)

falls xn=yn ! 1 (n!1) gilt.

Satz 14.11 (Stirling'sche Formel)

Es ist

n! � nne�n
p
2�n (n!1) : (14.2)

Beweis. 1. F�ur f(x) = ln(x) gilt

nZ
1

log(x) dx = x
�
log(x)� 1

����n
1
= n log n� n+ 1

und damit mit S. 14.10

nX
�=1

log � = n log n� n+ 1 +
1

2
log n+

nZ
1

b(x)

x
dx :

2. Wir zeigen

1Z
1

b(x)

x
dx konvergiert.

Denn: Es sei

B(y) :=

yZ
1

b(x) dx (y � 1):
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Dann ist B eine Stammfunktion zu b auf [1; R] f�ur jedes R > 1 (nach HDI, Teil 1).

Weiter gilt

jB(y)j =
������
yZ

1

b(x) dx

������ �
��� [y]�1X
�=1

�+1Z
�

b(x)dx

| {z }
=0

���+ yZ
[y]

jb(x)j| {z }
�1=2

dx � 1=2 :

Also ist insbesondere lim
y!1B(y)=y = 0 und nach S. 14.4 und S. 14.5 existiert

1Z
1

B(x)

x2
dx.

Durch uneigentliche partielle Integration (siehe [�U]) erhalten wir

1Z
1

b(x)

x
dx =

B(x)

x

���1
1
+

1Z
1

B(x)

x2
dx (=

1Z
1

B(x)

x2
dx) :

3. Nun betrachten wir

an :=
n!

nne�n
p
n

und zeigen: an !
p
2� (n!1). Dies ist �aquivalent zur Behauptung. Es gilt nach 1.

log an =
nX
�=1

log � � n log n+ n� 1

2
log n = 1 +

nZ
1

b(x)

x
dx ;

also ist (log an) konvergent nach 2. und damit konvergiert auch (an). Wir setzen a :=

lim
n!1 an. Dann ist a > 0 und es gilt unter Verwendung Wallis-Produktes f�ur �=2 (siehe

[�U])

p
�=2 = lim

n!1

�
2 � 2
1 � 3 �

4 � 4
3 � 5 � � � �

(2n)(2n)

(2n� 1)(2n+ 1)

�1=2
= lim

n!1
1p

2n+ 1
� 2nn!

1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)

= lim
n!1

1p
2n+ 1

� (2
nn!)2

(2n)!

= lim
n!1

1p
2n+ 1

22n(ann
ne�n

p
n)2

a2n(2n)2ne�2n
p
2n

= lim
n!1

1p
2n+ 1

a2n
a2n

p
np
2
=
a

2

d. h. a =
p
2�.

2

Unter Ausnutzung des Wallis-Produktes erh�alt man auch
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Satz 14.12 Es ist 1Z
0

e�u
2
du =

p
�

2

Beweis. Nach S. C.13.2 ist et � 1
1�t (t < 1), also

e�x
2 � 1

1 + x2
(x 2 R)

und damit auch

e�nx
2 �

�
1

1 + x2

�n
(x 2 R; n 2 N) :

Entsprechend folgt aus 1 + t � et

(1� x2)n � e�nx2 (0 � x � 1) :

Also erhalten wir

�=2Z
0

sin2n+1 t dt
x=cos t
=

1Z
0

(1� x2)n dx �
1Z

0

e�nx
2
dx

�
1Z
0

e�nx
2
dx =

1p
n

1Z
0

e�u
2
du �

1Z
0

dx

(1 + x2)n

x=cotan t
=

�=2Z
0

sin2n�2 t dt

d. h.

p
n

�=2Z
0

sin2n+1 t dt �
1Z
0

e�u
2
du � pn

�=2Z
0

sin2n�2 t dt :

Mit
�=2Z
0

sin2n+1 t dt =
2

3
� 4
5
� � � 2n

2n+ 1

und
�=2Z
0

sin2n�2 t dt =
�

2
� 1
2
� 3
4
� � � 2n� 3

2n� 2

(siehe [�U]) ergibt sich durch Quadrieren

n

2n+ 1

�
2 � 2
1 � 3 �

4 � 4
3 � 5 � � �

(2n)(2n)

(2n� 1)(2n+ 1)

�
�
0@ 1Z

0

e�u
2
du

1A2

� n

2n� 1

��
2

�2 1h
2�2
1�3 � 4�43�5 � � � (2n�2)(2n�2)(2n�3)(2n�1)

i
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Nun gilt (Wallis-Produkt; [ �U])

lim
n!1

2 � 2
1 � 3 �

4 � 4
3 � 5 � � �

(2n)(2n)

(2n� 1)(2n+ 1)
=
�

2

also erhalten wir f�ur n!1 0@ 1Z
0

e�u
2
du

1A2

=
�

4
:

2
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15 Di�erenzialrechnung von Funktionen mehrerer Varia-

blen

In Abschnitt 10 haben wir Ableitungen von Funktionen einer Variablen untersucht.

Wir studieren jetzt f�ur d;m 2 N Funktionen f : M ! Km, wobei M � Rd ist. Die

R�aume Rd bzw. Km seien im Folgenden stets mit der euklidschen Metrik versehen.

Damit stehen uns die Begri�e und Ergebnisse aus den Abschnitten 7,8 und 9 auch

hier zur Verf�ugung.

Wir bemerken zun�achst, dass jede Funktion f :M ! Km in m \Koordinatenfunktio-

nen" f1; : : : ; fm : M ! K zerlegt werden kann indem man fj(x) als die j-te Kompo-

nente des Vektors f(x) 2 Km de�niert, d. h.

f(x) =

0BBBBB@
f1(x)

f2(x)
...

fm(x)

1CCCCCA 2 Km :

Bei vielen Untersuchungen kann man sich damit auf den Fall m = 1, d. h. auf den

Fall reell- oder komplexwertiger Funktionen, beschr�anken. So ergibt sich etwa sofort

aus B. 7.13, dass f genau dann stetig an einer Stelle x 2 M ist, wenn dies f�ur alle

Koordinatenfunktionen fj gilt.

Betrachten wir also f : M ! K. Bevor wir zum eigentlichen Begri� der Di�erenzier-

barkeit von Funktionen mehrerer Ver�anderlicher kommen, untersuchen wir zun�achst

Ableitungen \in einer Richtung". Es handelt sich dabei tats�achlich um \eindimensio-

nale" Ableitungen wie wir sie aus Abschnitt 10 schon kennen.

De�nition 15.1 Ein Vektor r 2 Rd mit jrj = 1 hei�t Richtung.

Insbesondere sind

e1 = (1; 0; : : : ; 0); e2 = (0; 1; 0; : : : ; 0); : : : ; ed = (0; : : : ; 0; 1)

Richtungen. Unser Ziel ist nun die Untersuchung von Funktionen in einer gegebenen

Richtung r, d. h. ist f :M ! K, wobei M � Rd, und ist x(0) 2M , so betrachten wir

die Funktion ' = 'r;x(0) :
~M ! Rd mit

'(t) := x(0) + t � r (t 2 ~M)

wobei
~M := ft 2 R : x(0) + t � r 2Mg ;
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und damit g = gr;x(0) :
~M ! K

g(t) := (f � ')(t) = f(x(0) + t � r) (t 2 ~M) :

Beispiel 15.2 Wir betrachten die Funktion f : R2 ! R mit

f(x1; x2) = x21 + x2 (x1; x2 2 R)

sowie x(0) = (0; 0). Ist r = (cos'; sin'), so ist

g(t) = f
�
(0; 0) + t(cos'; sin')

�
= t2 cos2 '+ t sin' (t 2 R) :

Ist speziell ' = 0, d. h. r = e1 = (1; 0), so ist

g(t) = f
�
(0; 0) + t � (1; 0)

�
= t2 (t 2 R) :

und ist speziell ' = �=2, d. h. r = e2 = (0; 1), so ist

g(t) = t (t 2 R) :

De�nition 15.3 Es sei M � Rd und es sei f : M ! K. Ferner sei x(0) 2 M . Ist r

eine Richtung in Rd, so hei�t f di�erenzierbar in Richtung r an der Stelle x(0), falls

der Grenzwert

lim
t!0

f(x(0) + t � r)� f(x(0))
t

= lim
t!0

g(t)� g(0)
t

(wobei g(t) = f(x(0)+t�r) wie oben) existiert. Wir nennen den Grenzwert (Richtungs-)

Ableitung von f in Richtung r an x(0) und schreiben daf�ur

@rf(x
(0)) oder

@f

@r
(x(0)) oder fr(x

(0)) :

Ist speziell r = ek der k-te Einheitsvektor, so sagen wir, f sei partiell di�erenzierbar

nach der Variablen xk an der Stelle x(0) und schreiben f�ur @ekf(x
(0)) auch

@kf(x
(0)) oder

@f

@xk
(x(0)) oder fxk(x

(0)) :

Dieser Wert hei�t dann auch partielle Ableitung von f nach der Variablen xk (an der

Stelle x(0)).

Bemerkung 15.4 Aus D. 15.3 ergibt sich sofort, dass die Ableitung in Richtung r an

der Stelle x(0) genau dann existiert, wenn die Funktion g = gr;x(0) an der Stelle 0 dif-

ferenzierbar ist (und dann gilt @rf(x
(0)) = g0(0)). Also handelt es sich bei Richtungs-

und partiellen Ableitungen um Ableitungen von Funktionen einer reellen Variablen.
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Folglich gelten auch alle Resultate, die wir hierf�ur in Abschnitt 10 hergeleitet haben.

Besonders einfach ist die Situation f�ur partielle Ableitungen: Ist x(0) = (x
(0)
1 ; : : : ; x

(0)
d ) 2

Rd, so ist f�ur k = 1; : : : ; d

@kf(x
(0)) = lim

t!0

f(x(0) + t � ek)� f(x(0))
t

= lim
t!0

f(x
(0)
1 ; : : : ; x

(0)
k�1; x

(0)
k + t; x

(0)
k+1; : : : ; x

(0)
d )� f(x(0))

t
:

Man sieht, dass @kf(x
(0)) sich darstellt als die Ableitung der Funktion

xk 7! f(x1; : : : ; xk; : : : ; xd)

bei festgehaltenen Variablen x1; : : : ; xk�1 und xk+1; : : : ; xd (diese werden sozusagen als

Parameter aufgefasst).

Im Falle d = 2 schreibt man meist \f(x; y)" statt \f(x1; x2)". In diesem Falle sprechen

wir auch von den partiellen Ableitungen nach x bzw. y und schreiben f�ur (x0; y0) 2 R2

auch
@f

@x
(x0; y0) bzw. fx(x0; y0)

sowie
@f

@y
(x0; y0) bzw. fy(x0; y0) :

Entsprechend schreiben wir im Falle d = 3 oft \f(x; y; z)" statt \f(x1; x2; x3)" und

@f

@x
;
@f

@y
;
@f

@z
bzw. fx; fy; fz :

Beispiel 15.5 1. Es sei f wie in B. 15.2, d. h. f(x; y) = x2 + y (x; y 2 R). Dann gilt

f�ur r = (cos'; sin') und x(0) = (0; 0)

@rf(0; 0) =

�
@f

@r
(0; 0) = fr(0; 0)

�
= lim

t!0

g(t)� g(0)
t

= lim
t!0

t2 cos2 '+ t sin'

t
= sin' :

Weiter gilt f�ur allgemeines (x0; y0) 2 R2

@1f(x0; y0)

�
=
@f

@x
(x0; y0) = fx(x0; y0)

�
= 2x0

und

@2f(x0; y0)

�
=
@f

@y
(x0; y0) = fy(x0; y0)

�
= 1

2. Es sei f : R3 ! R de�niert durch

f(x; y; z) = xy2z3 (x; y; z 2 R) :
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Dann gilt f�ur alle (x; y; z) 2 R3

@1f(x; y; z)
�
= @f

@x (x; y; z) = fx(x; y; z)
�

= y2z3

@2f(x; y; z)
�
= @f

@y (x; y; z) = fy(x; y; z)
�

= 2xyz3

@3f(x; y; z)
�
= @f

@z (x; y; z) = f2(x; y; z)
�

= 3xy2z2 :

3. Es sei f : R2 ! R de�niert durch

f(x; y) :=

8<:
xy

x2 + y2
; (x; y) 6= (0; 0)

0 ; (x; y) = (0; 0)

Dann gilt f�ur (x0; y0) 6= (0; 0):

@1f(x0; y0) =
y0

x20 + y20
� 2x20y0
(x20 + y20)

2

und

@2f(x0; y0) =
x0

x20 + y20
� 2x0y

2
0

(x20 + y20)
2
:

F�ur (x0; y0) = (0; 0) gilt

@1f(0; 0) = lim
t!0

f(t; 0)� f(0; 0)
t

= lim
t!0

0 = 0

und

@2f(0; 0) = lim
t!0

f(0; t)� f(0; 0)
t

= lim
t!0

0 = 0

Also existieren die partiellen Ableitungen in allen Punkten (x0; y0). Die Funktion f ist

allerdings nicht stetig an der Stelle (0; 0), denn f�ur (xn; yn) =
�
1
n ;

1
n

�
gilt

f(xn; yn) =
1=n2

1=n2 + 1=n2
=

1

2
! 1

2
6= 0 = f(0; 0) (n!1) :

Das Beispiel zeigt, dass die Existenz der partiellen Ableitungen i. A. (anders als im Fall

d = 1) noch nicht die Stetigkeit impliziert. Man beachte allerdings, dass die partiellen

Ableitungen in der N�ahe von (0; 0) unbeschr�ankt und damit insbesondere unstetig sind

(es gilt f�ur x0 6= 0; y0 6= 0

@1f(0; y0) = 1=y0 ; @2f(x0; 0) = 1=x0 ):

Wir kommen nun zum eigentlichen Begri� der Di�erenzierbarkeit von Funktionen

mehrerer reeller Variablen. Wir werden sehen, dass { wie im eindimensionalen { die

Di�erenzierbarkeit die Stetigkeit impliziert, und wir werden sehen, dass ein sehr enger

Zusammenhang zu den partiellen Ableitungen besteht.

Die folgende De�nition erweist sich als eine unmittelbare �Ubertragung der Zerlegungs-

formel (S. 10.6) in's Mehrdimensionale
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De�nition 15.6 Es sei M � Rd und es sei f : M ! Km (wobei d;m 2 N beliebig).

Ferner sei x(0) 2M \H(M). Dann hei�t f di�erenzierbar an der Stelle x(0), falls eine

Matrix C 2 Km�d und eine in x(0) stetige Funktion " : M ! Km so existieren, dass

gilt

f(x) = f(x(0)) + C � (x� x(0)) + jx� x(0)j"(x) (x 2M)

und "(x(0)) = 0. In diesem Fall hei�t jede solche Matrix C Ableitung von f an x(0).

Bemerkung 15.7 1. Die Di�erenzierbarkeit von f an der Stelle x(0) bedeutet an-

schaulich, dass f \in der N�ahe" von x(0) gut angen�ahert werden kann durch die a�n-

lineare Funktion

T (x) := f(x(0)) + C � (x� x(0))
(n�amlich so gut, dass der Fehler, den man dabei begeht, schneller als jx� x(0)j gegen
0 konvergiert f�ur x ! x(0)). Im Fall d = 2 und Km = R, also im Falle einer reell-

wertigen Funktion von zwei (reellen) Variablen ist der Graph von T eine Ebene im

R3. Diese Ebene stellt die \Tangentialebene" an den Graphen von f im Punkt x(0) dar.

2. Ist f :M ! Km mit den Koordinatenfunktionen f1; : : : ; fm :M ! K, so gilt: f ist

genau dann di�erenzierbar an x(0), wenn s�amtliche Koordinatenfunktionen f1; : : : ; fm

di�erenzierbar an x(0) sind.

Denn: Ist f di�erenzierbar an x(0) und sind C = (cjk) sowie " = ("1; : : : ; "m)
T wie in

D. 15.6, so gilt f�ur j = 1; : : : ;m und x 2M mit cj := (cj1; : : : ; cjd)

fj(x)� fj(x(0))� cj(x� x(0)) = "j(x)jx� x(0)j (x 2M)

und aus "(x)! 0 (x! x(0)) folgt auch "j(x)! 0 (x! x(0)). Also ist fj di�erenzierbar

an x(0).

Sind umgekehrt fj (j = 1; : : : ;m) di�erenzierbar an x(0), so existieren Vektoren cj =

(cj1; : : : ; cjd) 2 Rd und Funktionen "j :M ! K mit "j(x)! 0 = "j(0) (x! x(0)) und

fj(x) = fj(x
(0)) + cj(x� x(0)) + "j(x)jx� x(0)j :

F�ur

C := (cjk) j=1;:::;m
k=1;:::;d

2 Rm�d

und " := ("1; : : : ; "m)
T :M ! Km gilt dann

f(x)� f(x(0))� C(x� x(0)) = jx� x(0)j"(x)
und aus B. 7.13 ergibt sich "(x)! 0 = "(x) f�ur x! x(0). Also ist f di�erenzierbar an

x(0).

3. Ist M � C = R2, so haben wir Di�erenzierbarkeit f�ur eine Funktion f : M !
K bereits in Abschnitt 10 de�niert. Wir werden sp�ater sehen, dass sich die beiden

De�nitionen (wesentlich!) voneinander unterscheiden. Im Fall der Di�erenzierbarkeit

im Sinne von D. 15.6 sprechen wir daher auch von reller Di�erenzierbarkeit.
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De�nition 15.8 IstM � Rd und ist f :M ! Km so, dass f�ur ein x(0) 2M die partiel-

len Ableitungen der Koordinatenfunktionen f1; : : : ; fm nach allen Variablen existieren,

so hei�t die Matrix

Jf(x(0)) :=
�
@kfj(x

(0))
�
j=1;:::;m
k=1;:::;d

2 Km�d

Jacobi-Matrix von f an x(0). Ist m = 1, d. h. f :M ! K, so schreibt man auch

grad f(x(0)) := rf(x(0)) := (Jf)T (x(0)) =
�
@1f(x

(0)); : : : ; @df(x
(0))
�T

:

Dieser (Spalten-) Vektor hei�t Gradient von f an x(0).

Beispiel 15.9 Wir betrachten die Funktion f : R2 ! R2 mit

f(x; y) =

 
exy

2

y sinx

!
=

 
f1(x; y)

f2(x; y)

!

Dann gilt

Jf(x; y) =

 
y2exy

2
2xyexy

2

y cosx sinx

!
und

gradf1(x; y) = (y2exy
2
; 2xyexy

2
)T

sowie

gradf2(x; y) = (y cosx; sinx)T :

Wir stellen nun eine erste Beziehung zwischen Ableitung und partiellen Ableitungen

her.

Satz 15.10 Es seien M � Rd und f = (f1; : : : ; fm)
T : M ! Km di�erenzierbar an

der Stelle x(0) 2 M0. Dann gilt: Die Koordinatenfunktionen f1; : : : ; fm sind partiell

di�erenzierbar nach allen Variablen x1; : : : ; xd und f�ur die Ableitung C aus D. 15.6

gilt

C = (cjk)) j=1;:::;m
k=1;:::;d

=
�
@kfj(x

(0))
�
j=1;:::;m
k=1;:::;d

= Jf(x(0)) :

Wir schreiben dann auch f 0(x(0)) := Df(x(0)) := C. (Man beachte dabei: Insbesondere

ist C eindeutig bestimmt.)



15 DIFFERENZIALRECHNUNGVON FUNKTIONENMEHRERER VARIABLEN142

Beweis. Es seien C = (cjk) und " wie in D. 15.6. Ist cj = (cj1; : : : ; cjd) die j-te Zeile

von C und ist k 2 f1; : : : ; dg fest, so gilt f�ur t 2 R n f0g gen�ugend klein

fj(x
(0) + tek)� fj(x(0))

t
=

cj � tek + "j(x
(0) + tek)jtekj
t

= cj � ek + "j(x
(0) + tek) sign(t)

= cjk + "j(x
(0) + tek) sign(t) :

Aus "j(x
(0) + tek)! 0 (t! 0) folgt die Behauptung. 2

Wir ben�otigen im folgenden einige Hilfsmittel aus der Linearen Algebra.

Satz 15.11 Es seien d;m 2 N.

1. F�ur A 2 Km�d setzen wir

jjAjj := supfjAxj : x 2 Kd ; jxj � 1g :

Dann ist jjAjj �
dP

k=1

jAekj und es gilt jAxj � jjAjj � jxj f�ur alle x 2 Kd.

2. Durch jj � jj ist eine Norm auf Km�d gegeben (die sog. Operatornorm).

3. Sind A 2 Km�d und B 2 Kp�m, wobei p 2 N, so gilt

jjBAjj � jjBjj � jjAjj :

Beweis. 1. Es sei x 2 Kd mit jxj � 1. Dann gilt x =
dP

k=1

xkek und es ist jxkj � 1 f�ur

k = 1; : : : ; d. Also folgt

jAxj =
�����
dX

k=1

xkAek

����� �
dX

k=1

jxkj � jAekj �
dX

k=1

jAekj =:M :

Da dies f�ur alle x mit jxj � 1 gilt ist jjAjj �M .

Ist x 2 Kd n f0g beliebig, so gilt

jAxj = jxj �
����A� x

jxj
����� � jjAjj � jxj

(und f�ur x = 0 ist A0 = 0).

2. [ �U]
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3. Es sei x 2 Kd mit jxj � 1. Dann gilt mit 1.

j(BA)xj = jB(Ax)j � jjBjj � jAxj � jjBjj � jjAjj

also ist jjBAjj � jjBjj � jjAjj nach De�nition. 2

Damit erhalten wir wie im Falle einer Variablen

Satz 15.12 Es sei M � Rd und es sei f : M ! Km. Ist f di�erenzierbar an der

Stelle x(0) 2M , so ist f stetig an der Stelle x(0).

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus D. 15.6 gilt

jf(x)� f(x(0))j � jC(x� x(0))j+ jx� x(0)j � j"(x)j
� jjCjj � jx� x(0)j+ jx� x(0)j � j"(x)j ! 0 (x! x(0)) :

Also ist

lim
x!x(0)

f(x) = f(x(0))

und damit ist f stetig an x(0). 2

In B. 15.5 hatten wir gesehen, dass die Existenz aller partiellen Ableitungen i. A.

noch nicht die Stetigkeit, also nach S. 15.12 schon gar nicht die Di�erenzierbarkeit

impliziert. Es gilt jedoch

Satz 15.13 Es sei M � Rd, und es sei f = (f1; : : : ; fm)
T :M ! Km. Sind x(0) 2M0

und R > 0 so, dass die partiellen Ableitungen @kfj f�ur alle j; k auf UR(x
(0)) existieren

und stetig an x(0) sind, so ist f di�erenzierbar an x(0). Au�erdem ist in diesem Fall

die Abbildung

UR(x
(0)) 3 x 7! Jf(x) 2 Km�d

stetig an x(0) (wobei Km�d mit der von der Operatornorm herkommenden Metrik ver-

sehen ist).

Beweis. 1. Wir zeigen: f ist di�erenzerbar an x(0). Nach B. 15.7.2 k�onnen wir uns auf

den Beweis f�ur den Fall m = 1 beschr�anken. Au�erdem k�onnen wir K = R annehmen

(ansonsten: Real- und Imagin�arteil von f betrachten).

Es sei " > 0 gegeben. Dann existiert ein � = �" > 0 (o. E. � < R) mit

j@kf(y)� @kf(x(0))j < "

d
(y 2 U�(x(0)); k = 1; : : : ; d) :



15 DIFFERENZIALRECHNUNGVON FUNKTIONENMEHRERER VARIABLEN144

Es sei x 2 U�(x
(0)). Wir setzen h := x � x(0). Ist h = (h1; : : : ; hd) =

dP
k=1

hkek, so

betrachten wir v0 = 0 und vm :=
mP
k=1

hkek (1 � m � d). Dann gilt (Teleskopsumme!)

f(x)� f(x(0)) = f(x(0) + h)� f(x(0))

=
dX

k=1

n
f(x(0) + vk)� f(x(0) + vk�1)

o
:

Wegen jvkj � jhj < � ist x(0) + vk 2 U�(x(0)) f�ur k = 0; : : : ; d. Weiter ist vk = vk�1 +
hkek. Also existiert nach dem Mittelwertsatz (angewandt auf t 7! f(x(0)+vk�1+ tek))
f�ur jedes k 2 f1; : : : ; dg ein � = �k 2 (0; 1) mit

f(x(0) + vk)� f(x(0) + vk�1) = hk@kf(x
(0) + vk�1 + �hkek) :

Dabei ist y(k) := x(0) + vk�1 + �hkek 2 U�(x(0)). Also folgt

jf(x(0) + h)� f(x(0))� gradT f(x(0)) � hj =

�
dX

k=1

jf(x(0) + vk)� f(x(0) + vk�1)� @kf(x(0))hkj

�
dX

k=1

jhkjj@kf(y(k))� @kf(x(0))j � d"jhj :

Da " > 0 beliebig war, ist

lim
x!x(0)

f(x)� f(x(0))� gradT f(x(0)) � (x� x(0))
jx� x(0)j = 0

was �aquivalent zur Di�erenzierbarkeit von f an x(0) ist.

2. F�ur k = 1; : : : ; d sind nach Voraussetzung (und B. 7.13) die Abbildungen

UR(x
(0)) 3 x 7! Jf(x)ek =

0BB@
@kf1(x)

...

@kfm(x)

1CCA 2 Km

(also die Spalten von Jf) stetig an x(0). Damit erhalten wir mit S. 15.11.1

jjJf(x)� Jf(x(0))jj �
dX

k=1

jJf(x)ek � Jf(x(0))ekj ! 0 (x! x(0))

Dies impliziert die Stetigkeit von x 7! Jf(x) an x(0). 2
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Beispiel 15.14 Es sei f : R2 ! R2 de�niert durch

f(x; y) =

�
exy

2

y � sinx
�

(x; y 2 R)

(vgl. B. 15.9). Dann sind die partiellen Ableitungen

@1f1(x; y) = y2exy
2

; @2f1(x; y) = 2xyexy
2

@1f2(x; y) = y � cosx ; @2f2(x; y) = sinx

alle stetig auf R2. Also ist f di�erenzierbar auf R2 nach S. 15.13.

Wir befassen uns zum Abschluss noch mit Rechenregeln f�ur die Ableitung. Wie im

Eindimensionalen gilt

Satz 15.15 1. Es sei M � Rd, und es seien f; g : M ! Km di�erenzierbar an der

Stelle x(0) 2 M . Dann ist f�ur alle �; � 2 R auch �f + �g di�erenzierbar an x(0) und

es gilt im Falle x(0) 2M0

(�f + �g)0(x(0)) = �f 0(x(0)) + �g0(x(0))

(andere Schreibweise: J(�f + �g)(x(0)) = �Jf(x(0)) + �Jg(x(0))).

2. (Kettenregel) Es seien M � Rd und f : M ! Rm. Ferner seien L � Rm und

g : L! Kp mit L �W (f). Ist f di�erenzierbar an x(0) 2M und ist g di�erenzierbar

an y(0) = f(x(0)) 2 L0, so ist auch g � f : M ! Rp di�erenzierbar an x(0) und es gilt

im Falle x(0) 2M0; y(0) 2 L0

(g � f)0(x(0)) = g0
�
f(x(0))

� � f 0(x(0))
wobei \�" die �ubliche Matrixmultiplikation bezeichnet

(andere Schreibweise: J(g � f)(x(0)) = Jg(f(x(0))) � Jf(x(0))).

Beweis. 1. ergibt sich unmittelbar aus D. 15.6 und S. 15.10. Der Beweis zu 2. verl�auft

(unter Verwendung von S. refS199) in v�olliger Analogie zum Beweis der Kettenregel

im Eindimensionalen (S. 10.7). 2

Beispiel 15.16 Es seien f : R2 ! R2 und g : R2 ! R de�niert durch

f(x; y) =

�
ex cos y

ex sin y

�
; g(u; v) := u2v :
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Dann gilt

g(f(x; y)) = (ex cos y)2ex sin y = e3x cos2 y sin y ;

also

(g � f)0(x; y)� = J(g � f)(x; y) = gradT (g � f)(x; y)�
= (3e3x cos2 y sin y ; e3x(cos3 y � 2 cos y sin2 y)) :

Andererseits gilt auch

f 0(x; y) = Jf(x; y) =

 
ex cos y �ex sin y
ex sin y ex cos y

!
;

und

g0(u; v) = (gradT g(u; v) = Jg(u; v)) = (2uv; u2) ;

also

g0(f(x; y))f 0(x; y) = gradT g(f(x; y))Jf(x; y) =

= (2e2x sin y cos y; e2x cos2 y)

 
ex cos y �ex sin y
ex sin y ex cos y

!
=

= (3e3x sin y cos2 y; e3x(cos3 y � 2 cos y sin2 y)) :

Ein besonders wichtiger Spezialfall der Kettenregel ergibt sich f�ur Funktionen f :

M ! K, wobei M � Rd o�en, und ' : I ! M , wobei I � R o�en ist. Sind ' bzw. f

di�erenzierbar an t 2 I bzw. '(t) so erhalten wir f�ur f � ' : I ! K

(f � ')0(t) = f 0('(t))'0(t) = gradT f('(t)) �

0BB@
'01(t)
...

'0d(t)

1CCA
=

dX
j=1

@f

@xj
('(t)) � '0j(t) : (15.1)

Als wichtige Konsequenz ergibt sich

Satz 15.17 Es sei M � Rd und f : M ! K sei di�erenzierbar an x(0) 2 M0. F�ur

alle Richtungen r 2 Rd existiert dann @rf(x(0)) und es gilt

1. @rf(x
(0)) = gradT f(x(0)) � r ,

2. j@rf(x(0))j � jgrad f(x(0))j .
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Beweis. 1. Da x(0) ein innerer Punkt vonM ist, existiert ein � > 0 mit U�(x
(0)) �M .

Wir betrachten ' : (��; �)! Rd mit

'(t) := x(0) + t � r (t 2 (��; �)) :

Dann gilt mit (15.1)

@rf(x
(0)) = (f � ')0(0) = gradT f('(0)) � '0(0) = gradT f(x(0)) � r

(beachte dabei: '0j(0) = rj f�ur j = 1; : : : ; d).

2. Mit der Cauchy-Schwarz'schen Ungleichung ergibt sich aus 1. unmittelbar

j@rf(x(0))j = jgradT f(x(0)) � rj � jgrad f(x(0))j � jrj = jgrad f(x(0))j :

2

Bemerkung 15.18 Ist f : M ! R und x(0) so, dass grad f(x(0)) 6= 0, so gilt f�ur

r0 = gradf(x(0))=jgrad f(x(0))j (die sog. Gradientenrichtung) mit S. 15.17.1

@r0f(x
(0)) = gradT f(x(0)) � r0 = 1

jgrad f(x(0))jgrad
T f(x(0)) � grad f(x(0))

= jgrad f(x(0))j

und entsprechend

@�r0f(x
(0)) = �jgrad f(x(0))j :

(Die Gradientenrichtung ist die \Richtung des steilsten Anstiegs" von f und die ne-

gative Gradientenrichtung ist die \Richtung des steilsten Abstiegs" von f .)

Au�erdem gilt f�ur r1 ? grad f(x(0))

@r1f(x
(0)) = gradT f(x(0)) � r1 = 0 :

d. h. die Richtungsableitung senkrecht zur Gradientenrichtung verschwindet. Diese

Erkenntnisse werden sich als grundlegend f�ur die mehrdimensionale Optimierung er-

weisen.

Beispiel 15.19 Wir betrachten f : R2 ! R,

f(x; y) = x2 + y2 (x; y 2 R) :

Dann gilt

grad f(x; y) = (2x; 2y)T :
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Ist etwa (x0; y0) = (1; 1), so ist f�ur r = (r1; r2)
T mit jrj = 1

gradT f(1; 1) � r = (2; 2) � r = 2r1 + 2r2 :

F�ur r0 =
1p
2
(1; 1)T ist gradT f(1; 1)�r0 = 2

p
2 = jgrad f(1; 1)j, und f�ur r1 = 1p

2
(1;�1)T

ist gradT f(1; 1) � r1 = 0.

Wir setzen f�ur x; y 2 Kd

I(x; y) := fx+ t(y � x) : t 2 (0; 1)g

und

I[x; y] := fx+ t(y � x) : t 2 [0; 1]g :
Als weitere Anwendung von (15.1) ergibt sich damit

Satz 15.20 (Mittelwertsatz)

Es sei M � Rd und es sei f : M ! R stetig auf M und di�erenzierbar auf M0. Sind

x; y 2M so, dass I(x; y) �M0 gilt, so existiert ein � 2 I(x; y) mit

f(y)� f(x) = gradT f(�) � (y � x) :

Beweis. Wir betrachten ' : [0; 1]! R, de�niert durch

'(t) := x+ t(y � x) (t 2 [0; 1]) :

Dann ist g := f � ' stetig auf [0; 1] und di�erenzierbar auf (0; 1) mit

g0(t) = gradT f(x+ t(y � x)) � (y � x) :

Nach dem \eindimensionalen" Mittelwertsatz (S. 10.16) existieren � 2 (0; 1) mit

g0(�) = g(1)� g(0) = f(y)� f(x) :

Also gilt mit � := x+ �(y � x) die Behauptung. 2

Bemerkung 15.21 I. A. gilt kein Analogon zum Mittelwwertsatz f�ur vektorwertige

Funktionen: Ist etwa f : [0; 1] ! R2 de�niert durch f(t) := (t2; t3)T , so existiert kein

� mit

f(1)� f(0) =
�
1

1

�
=

�
2�

3�2

�
= f 0(�)(1� 0)
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16 Taylorsatz und Extremstellen von Funktionen mehre-

rer Variablen

Wir besch�aftigen uns zun�achst mit Ableitungen h�oherer Ordnung.

De�nition 16.1 Es sei M � Rd und f :M ! K. Ferner sei x(0) 2M .

1. Sind r; s Richtungen in Rd, und ist @rf de�niert auf M und di�erenzierbar in

Richtung s an x(0), so setzen wir

(@s@rf)(x
(0)) := @s(@rf)(x

(0)) :

Sind allgemeiner r1; : : : ; r` Richtungen, so de�nieren wir induktiv

(@r` : : : @r1f)(x
(0)) := @r`(@r`�1 : : : @r1f)(x

(0))

im Falle der Existenz der entsprechenden Grenzwerte (Richtungsableitungen der Ord-

nung `). F�ur r1 = : : : = r` =: r schreiben wir kurz @`rf(x
(0)).

2. Sind Speziell r1 = ek1 ; : : : ; r` = ek` , so schreibt man wieder

(@k` : : : @k1f)(x
(0)) oder

@`f

@xk` : : : @xk1
(x(0))

an Stelle von (@r` : : : @r1f)(x
(0)) (partielle Ableitungen der Ordnung `). F�ur k1 = : : : =

k` =: k schreibt man kurz @`kf(x
(0)) bzw. @

`f
@x`k

(x(0)).

(Bei zwei Variablen schreibt man meist (x; y) statt (x1; x2) und bei drei Variablen

meist (x; y; z) statt (x1; x2; x3).)

3. Schlie�lich setzen wir noch @0rf := f und @0kf := f (d.h. die Richtungs- bzw.

partiellen Ableitungen der Ordung 0 sind f selbst).

Beispiel 16.2 Es sei f : R2 ! R de�niert durch

f(x; y) = exy + x2y (x; y 2 R) :
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Dann gilt

@1f(x; y) =
@f

@x
(x; y) = yexy + 2xy

@2f(x; y) =
@f

@y
(x; y) = xexy + x2

@21f(x; y) =
@2f

@x2
(x; y) = y2exy + 2y

@2@1f(x; y) =
@2f

@y@x
(x; y) = exy + xyexy + 2x

@1@2f(x; y) =
@2f

@x@y
(x; y) = exy + xyexy + 2x

@22f(x; y) =
@2f

@y2
(x; y) = x2exy :

Man beachte dabei, dass @2@1f = @1@2f gilt.

Weiter erhalten wir etwa

@1@2@1f(x; y) =
@3f

@x@y@x
(x; y) =

@

@x
(exy(1 + xy) + 2x) =

= yexy(1 + xy) + yexy + 2

@2@
2
1f(x; y) =

@3f

@y@x2
(x; y) =

@

@y
(y2exy + 2y) =

= 2yexy + xy2exy + 2

also ist @1@2@1f = @2@
2
1f . Man sieht also, dass die Reihenfolge, in der die partiellen

Ableitungen gebildet werden, vertauscht werden kann.

Wir beweisen ganz allgemein f�ur partielle Ableitungen der Ordnung 2:

Satz 16.3 (Schwarz)

Es seien M � Rd sowie x(0) 2M0, und es seien p; q 2 f1; : : : ; dg. Ferner sei f :M !
K so, dass @pf , @qf und @q@pf auf einer Umgebung U von x(0) existieren. Ist @q@pf

stetig an x(0), so existiert auch @p@qf(x
(0)) und es gilt

@p@qf(x
(0)) = @q@pf(x

(0)) :

Beweis. O. E. k�onnen wir d = 2 sowie p = 1; q = 2 und K = R annehmen. Wir w�ahlen

h0; k0 > 0 so, dass (mit x(0) = (x0; y0))

(x0 + h; y0 + k) 2 U

f�ur alle jhj < h0 und jkj < k0 gilt. Weiter betrachten wir f�ur ein festes solches k die

Funktion g = gk : (x0 � h0; x0 + h0)! R mit

g(t) := f(t; y0 + k)� f(t; y0) (t 2 (x0 � h0; x0 + h0)) :
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Es sei jhj < h0 fest. Zwei Anwendungen des Mittelwertsatzes (S. 10.16) zeigen, dass

ein � 2 I(x0; x0 + h) und ein � 2 I(y0; y0 + k) existieren mit

�(h; k) := f(x0 + h; y0 + k)� f(x0 + h; y0)� f(x0; y0 + k) + f(x0; y0) =

= g(x0 + h)� g(x0) = hg0(�) =

= h[@1f(�; y0 + k)� @1f(�; y0)] = hk@2@1f(�; �)

Nun setzen wir A := @2@1f(x0; y0) und geben " > 0 vor. Sind jhj und jkj gen�ugend
klein, so ist

jA� @2@1f(�; �)j < "

(@2@1f ist stetig an (x0; y0)). Also erhalten wir f�ur h; k 6= 0�����(h; k)h � k �A
���� < "

f�ur jhj; jkj gen�ugend klein. Betrachtet man bei festem h den Grenzwert lim
k!0

�(h;k)
k , so

erh�alt man damit auch����@2f(x0 + h; y0)� @2f(x0; y0)
h

�A
���� � "

f�ur alle h 6= 0 mit jhj gen�ugend klein. Damit existiert @1@2f(x0; y0) und es gilt

@1@2f(x0; y0) = A :

2

Bemerkung und De�nition 16.4 1. Ist U � Rd o�en und ist n 2 N0, so bezeichnen

wir mit Cn(U) := Cn(U;K) die Menge aller Funktionen f : U ! Kmit der Eigenschaft,

dass die partiellen Ableitungen der Ordnung (�)n auf U existieren und dort stetig

sind. Au�erdem setzen wir

C1(U) := C1(U;K) :=
\
n2N0

Cn(U;K) :

Durch mehrfache Anwendung von S. 16.3 sieht man: Ist f 2 Cn(U) und sind k1; : : : ; kn 2
f1; : : : ; dg, so gilt f�ur jede Permutation p : f1; : : : ; ng ! f1; : : : ; ng:

@kn : : : @k1f(x) = @kp(n) : : : @kp(1)f(x) (x 2 U) ;

d. h. die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen @k1 ; : : : ; @kn gebildet werden,

spielt keine Rolle.
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2. Die Aussage von 1. wird i. A. falsch, wenn man auf die Voraussetzung der Stetig-

keit der partiellen Ableitungen der Ordnung n verzichtet. So kann man etwa f�ur die

Funktion f : R2 ! R mit

f(x; y) :=

8><>: xy
x2 � y2
x2 + y2

; (x; y) 6= (0; 0)

0 ; (x; y) = (0; 0)

zeigen ([�U]): Alle partiellen Ableitungen der Ordnung 2 existieren auf R2 und sind

stetig auf R2 n f(0; 0)g, aber es gilt

@2@1f(0; 0) = �1 ; @1@2f(0; 0) = 1 :

In Verallgemeinerung von S. 15.17 ergibt sich

Satz 16.5 Es sei U � Rd o�en und es sei f 2 Cn(U). Dann existiert @nr f f�ur alle

Richtungen r 2 Rd auf U und ist dort stetig. Ferner gilt mit r = (r1; : : : ; rd)

@nr f(x) =
dX

k1;:::;kn=1

(@kn : : : @k1f)(x) � rk1 � � � rkn :

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n.

n = 1: Ist f 2 C1(U), so folgt aus S. 15.13, dass f di�erenzierbar auf U ist. Aus S.

15.17 erhalten wir

@1rf(x) = @rf(x) = gradT f(x) � r =
dX

k1=1

@k1f(x) � rk1 :

n! n+ 1: Da f 2 Cn+1(U) ist, folgt @nr f 2 C1(U) mit der Induktionsvoraussetzung

(man beachte: x 7! @nr f(x) ist eine Linearkombination von partiellen Ableitungen der

Ordnung n). Also ergibt sich wie oben beim Induktionsanfang

@n+1
r f(x) = @r(@

n
r f)(x) = gradT (@nr f)(x) � r

=
dX

kn+1=1

dX
k1;:::;kn=1

@kn+1(@kn : : : @k1f)(x)rk1 � � � rkn � rkn+1 ;

woraus die Behauptung f�ur n+ 1 folgt. 2

De�nition 16.6 Eine MengeM � Rd hei�t konvex, falls I[x; y] �M f�ur alle x; y 2M
gilt.
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Damit erhalten wir

Satz 16.7 (Taylor-Satz)

Es sei U � Rd o�en und konvex, und es sei n 2 N0. Ferner seien f 2 Cn+1(U) und

x(0) 2 U . Ist r eine Richtung, so gilt f�ur alle t 2 R mit x(0) + tr 2 U

f(x(0) + tr) =
nX
�=0

@�r f(x
(0))

�!
t� +

1

n!

tZ
0

(t� s)n@n+1
r f(x(0) + sr) ds :

Dabei bezeichnet man den ersten Summanden der rechten Seite als das n-te Taylorpo-

lynom von f bzgl. x(0) und r und den zweiten als Restglied.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n.

1. Induktionsanfang n = 0: Aus f 2 C1(U) folgt nach S. 16.5 @rf 2 C0(U) und damit

nach dem HDI, Teil 2 (angwandt auf s 7! f(x(0) + sr))

f(x(0) + tr)� f(x(0)) =
tZ

0

@rf(x
(0) + sr) ds :

2. Induktionsschritt n � 1 ! n: Es sei f 2 Cn+1(U). Ist g(s) := @nr f(x
(0) + sr) f�ur

s 2 I[0; t], so ist g0(s) = @n+1
r f(x(0) + sr). Also gilt nach Induktionsannahme und mit

partieller Integration

f(x(0) + tr) �
n�1X
�=0

@�r f(x
(0))

�!
t� =

1

(n� 1)!

tZ
0

(t� s)n�1@nr f(x(0) + sr) ds

=
1

(n� 1)!

24�(t� s)n
n

@nr f(x
(0) + tr)jt0 +

tZ
0

(t� s)n
n

@n+1
r f(x(0) + sr) ds

35
=

tn

n!
@nr f(x

(0)) +
1

n!

tZ
0

(t� s)n@n+1
r f(x(0) + sr) ds :

2

Bemerkung 16.8 Ist K = R, so existiert ein � 2 I[x(0); x(0) + tr] so, dass

1

n!

tZ
0

(t� s)n@n+1
r f(x(0) + sr) ds =

tn+1

(n+ 1)!
@n+1
r f(�) :

Diese Form des Restgliedes nennt man auch Lagrange-Form.
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(Denn: Man kann zeigen ([�U]), dass folgende Variante eines (eindimensionalen) Mit-

telwertsatzes gilt: Ist [a; b] � R und sind h : [a; b] ! R stetig sowie g 2 R[a; b] mit

g � 0 auf [a; b] (oder g � 0 auf [a; b]), so existiert ein � 2 [a; b] mit
bZ
a

hg = h(�)

bZ
a

g

Wendet man dies auf g(s) := (t�s)n=n! und h(s) := @n+1
r f(x(0)+sr) mit [a; b] := I[0; t]

an, und beachtet man, dass

1

n!

tZ
0

(t� s)n ds = tn+1

(n+ 1)!

gilt, so ergibt sich die Existenz eines � 2 I[0; t] mit

1

n!

tZ
0

(t� s)n@n+1
r f(x(0) + sr) ds =

tn+1

(n+ 1)!
@n+1
r f(x(0) + �r) :

F�ur � := x(0) + �r ergibt sich die Behauptung.)

Wir werden nun sehr bescheiden und betrachten speziell die F�alle n = 0 und n = 1.

Ist

x := x(0) + tr

und ist f 2 C1(U), so ergibt sich die Existenz eines � 2 I[x(0); x] so, dass

f(x) = f(x(0)) + @rf(�)t = f(x(0)) + gradT f(�)(x� x(0))

also wieder die Aussage des Mittelwertsatzes S. 15.20.

Ist f 2 C2(U) so gilt f�ur y 2 U nach S. 16.5

@2rf(y) =
dX

j;k=1

@k@jf(y)rjrk = rTHf(y)r ;

wobei

Hf(y) :=
�
@k@jf(y)

�
j;k=1;:::;d

2 Rd�d

die sog. Hesse-Matrix von f an der Stelle y bezeichnet. Damit erhalten wir mit einem

� 2 I[[x(0); x]

f(x) = f(x(0)) + @rf(x
(0))t+

1

2
@2rf(�)t

2

= f(x(0)) + gradT f(x(0))r � t+ 1

2
rTHf(�)r � t2

= f(x(0)) + gradT f(x(0))(x� x(0)) + 1

2
(x� x(0))THf(�)(x� x(0)) :
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Bemerkung 16.9 Wir greifen nun speziell den Fall d = 1 auf (und schreiben x0 statt

x(0)). F�ur f 2 Cn+1(U) und r = 1 ist @�r f = f�auf U . Mit x := x0+ tr = x0+ t ergibt

sich die Existenz eines � = �n;x0(x) 2 I[x0; x] mit

f(x) =
nX
�=0

f (�)(x0)

�!
(x� x0)� + f (n+1)(�)

(n+ 1)!
(x� x0)n+1 :

Dabei hei�t

Tn(x) := Tn;x0(x) :=
nX
�=0

f (�)(x0)

�!
(x� x0)�

n-tes Taylorpolynom von f bzgl. der Entwicklungsmitte x0 (und der Variable x). Ist

f 2 C1(U) und gilt dabei

Rn;x0(x) =
f (n+1)(�n;x0(x))

(n+ 1)!
(x� x0)n+1 ! 0 (n!1)

so ist

f(x) =
1X
�=0

f (�)(x0)

�!
(x� x0)�

Diese Reihe nennt man die Taylorreihe von f bzgl. der Entwicklungsmitte x0 (man

beachte: es handelt sich dabei um eine Potenzreihe).

Als wesentliche Anwendung des Taylor-Satzes werden wir nun ein hinreichendes Kri-

terium f�ur lokale Extrema herleiten. Zun�achst gilt folgendes wichtige notwendige

Kriterium f�ur Extremstellen.

Satz 16.10 Es sei U � Rd o�en und es sei f : U ! R. Ferner sei x(0) 2 U so, dass

grad f(x(0)) existiert. Hat f an x(0) ein lokales Extremum, so ist x(0) ein kritischer

Punkt, d. h.

grad f(x(0)) = 0 :

Beweis. Hat f an x(0) ein lokales Extremum, so haben auch alle Funktionen gk : Uk !
R mit

gk(t) := f(x(0) + tek) (t 2 Uk := fs : x(0) + sek 2 Ug)
ein lokales Extremum an t0 = 0. Also gilt nach S. 10.13 und D. 15.3

0 = g0k(0) = @kf(x
(0)) (k = 1; : : : ; d) :

2
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Beispiel 16.11 1. Es sei f : R2 ! R mit

f(x; y) = x2 + y2 (x; y 2 R) :

Dann hat f an (0; 0) o�enbar ein (sogar globales) Minimum. Es gilt grad f(x; y) =

(2x; 2y), also tats�achlich grad f(0; 0) = 0.

2. Es sei f : R2 ! R mit

f(x; y) = x2 � y2 (x; y 2 R) :

Dann gilt grad f(x; y) = (2x;�2y), also grad f(0; 0) = (0; 0). Trotzdem hat f an

(x0; y0) = (0; 0) o�enbar kein lokales Extremum, d. h. wie im Eindimensionalen ist

die Bedingung \grad f(x; y) = (0; 0)" i. A. nicht hinreichend f�ur das Vorliegen einer

Extremstelle.

De�nition 16.12 Es sei A 2 Rd�d symmetrisch. Dann hei�t A

1. positiv de�nit, falls xTAx > 0 f�ur alle x 2 Rd n f0g gilt,

2. positiv semide�nit, falls xTAx � 0 f�ur alle x 2 Rd gilt,

3. negativ (semi-) de�nit, falls �A positiv (semi-) de�nit ist,

4. inde�nit, falls A weder positiv noch negativ semide�nit ist.

Bemerkung 16.13 1. Ist f 2 C2(U), f�ur eine o�ene Menge U in Rd, so ist die Hesse-

Matrix

Hf(x) =
�
@k@jf(x)

�
j;k=1;:::;d

2 Rd�d

nach dem Satz von Schwarz (S. 16.3) f�ur alle x 2 U symmetrisch.

2. F�ur Charakterisierungen der De�nitheitsbegri�e aus D. 16.12 verweisen wir auf die

Lineare Algebra. Erw�ahnt werden soll hier nur folgendes: Sind �1; : : : ; �d die Eigen-

werte von A, so ist

A

8>>>>><>>>>>:
positiv de�nit

positiv semide�nit

negativ de�nit

negativ semide�nit

9>>>>>=>>>>>;
()

8>>>>><>>>>>:
�1; : : : ; �d > 0

�1; : : : ; �d � 0

�1; : : : ; �d < 0

�1; : : : ; �d � 0

9>>>>>=>>>>>;
:

Weiter ergibt sich im Falle d = 2:

A = (ajk) ist genau dann positiv de�nit (bzw. semide�nit), wenn det(A) > 0 (bzw.

� 0) und a11 > 0 (bzw. a11; a22 � 0) gilt. Entsprechend ist A ist genau dann negativ

de�nit (bzw. semide�nit), wenn det(A) > 0 (bzw. � 0) und a11 < 0 (bzw. a11; a22 � 0)

gilt.
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Es gilt nun folgendes f�ur die mehrdimensionale Optimierung zentrale Resultat

Satz 16.14 Es sei U � Rd o�en, und es sei f 2 C2(U). Ferner sei x(0) 2 U ein

kritischer Punkt (d. h. grad f(x(0)) = 0). Dann gilt:

1. Ist Hf(x(0)) positiv de�nit, so hat f an x(0) ein lokales Minimum.

2. Ist Hf(x(0)) negativ de�nit, so hat f an x(0) ein lokales Maximum.

3. Hat f an x(0) ein lokales Minimum, so ist Hf(x(0)) positiv semide�nit.

4. Hat f an x(0) ein lokales Maximum, so ist Hf(x(0)) negativ semide�nit.

Beweis. Es gen�ugt, die Behauptungen 1. und 3. zu beweisen. Die Aussagen 2. und 4.

ergeben sich dann durch Betrachtung von �f .
Dazu bemerken wir zun�achst: Die Funktion Hf : (U; j � j)! (Rd�d; jj � jj) ist stetig.
(Denn: F�ur x 2 U ist

Hf(x) = J(gradf)(x)

und da nach Voraussetzung alle partiellen Ableitungen von grad f stetig auf U sind,

ist Hf stetig auf U nach S. 15.13.)

1. Es sei Hf(x(0)) positiv de�nit. Da die Funktion

Rd 3 r 7! rTHf(x(0))r 2 R

stetig auf Rd und Sd�1 := fr : jrj = 1g � Rd beschr�ankt und abgeschlossen, also

kompakt ist, existiert ein r0 2 Sd�1 mit

rTHf(x(0))r � rT0Hf(x(0))r0 =: " > 0 (r 2 Sd�1) :

Weiter existiert nach der Vorbemerkung ein � = �" > 0 mit jjHf(y)�Hf(x(0))jj < "

f�ur alle y 2 U�(x(0)).
Es sei x 2 U�(x(0)); x 6= x(0). Wir setzen

r :=
x� x(0)
jx� x(0)j ; t := jx� x(0)j:

Nach dem Taylor-Satz und B. 16.8 existiert ein � 2 I[x; x(0)] � U�(x(0)) mit

f(x)� f(x(0))
t2

=
1

2
rTHf(�)r

=
1

2
rT (Hf(�)�Hf(x(0)))r + 1

2
rTHf(x(0))r :
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Weiter folgt mit der Cauchy-Schwarz'schen Ungleichung und S. 15.11.1

jrT (Hf(�)�Hf(x(0)))rj � jrT j � j(Hf(�)�Hf(x(0))rj
� jjHf(�)�Hf(x(0))jj < " :

Also ist f(x) > f(x(0)). Damit liegt an x(0) ein (sogar striktes) lokales Minimum vor.

2. Die Funktion f habe an x(0) ein lokales Minimum. Angenommen, Hf(x(0)) ist nicht

positiv semide�nit. Dann existiert ein r1 2 Sd�1 mit rT1Hf(x(0))r1 < 0. Ist � > 0 so,

dass U�(x
(0)) � U , so gilt f�ur

x(n) := x(0) +
�

n
r1

wie in 1. mit einer Folge (�(n))

f(x(n))� f(x(0))
(�=n)2

=
1

2
rT1 (Hf(�

(n))�Hf(x(0)))r1 + 1

2
rT1Hf(x

(0))r1 :

Aus �(n) 2 I[x(n); x(0)] folgt �(n) ! x(0) (n!1) und damit rT1 (Hf(�
(n))�Hf(x(0)))r1 !

0 (n!1). Also ist f(x(n)) < f(x(0)) f�ur alle gen�ugend gro�en n. Widerspruch! 2

Beispiel 16.15 1. Ist f(x; y) = x2 + y2 f�ur x; y 2 R (vgl. B. 16.11.1), so gilt

Hf(x; y) =

 
2 0

0 2

!

also ist Hf stets positiv de�nit. Insbesondere liegt am kritischen Punkt (0; 0) ein

lokales Minimum vor.

2. Ist f(x; y) = x2 � y2 f�ur x; y 2 R (vgl. B. 16.11.2) so gilt

Hf(x; y) =

 
2 0

0 �2

!
:

Hier ist Hf stets inde�nit. Also hat f nach S. 16.14.3./4. keine lokalen Extrema.

3. Es sei f : R2 ! R de�niert durch

f(x; y) = 2x3 � 3x2 + 2y3 + 3y2 (x; y 2 R) :

Dann gilt

grad f(x; y) = (6(x2 � x) ; 6(y2 + y)) = (0; 0)

genau dann, wenn x 2 f0; 1g und y 2 f0;�1g. Also haben wir die kritischen Stellen

(0; 0) ; (0;�1) ; (1; 0) ; (1;�1) :
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Weiter gilt

Hf(x; y) =

 
12x� 6 0

0 12y + 6

!
Also ist

Hf(0; 0) =

 
�6 0

0 6

!
inde�nit

Hf(0;�1) =

 
�6 0

0 �6

!
negativ de�nit

Hf(1; 0) =

 
6 0

0 6

!
positiv de�nit

und

Hf(1;�1) =

 
6 0

0 �6

!
inde�nit

Damit ist f an (0;�1) ein lokales Maximum, an (1; 0) ein lokales Minimum und an-

sonsten keine Extremstellen.
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17 Haupts�atze der mehrdimensionalen Analysis

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit zentralen Ergebnissen der mehrdimensionalen

Analysis besch�aftigen. Dazu starten wir mit einem sehr allgemeinen Hilfsresultat, das

auch sp�ater noch an verschiedenen Stellen von Bedeutung sein wird.

Satz 17.1 (Banachscher Fixpunktsatz)

Es sei (X; d) ein vollst�andiger metrischer Raum und es sei ' : X ! X. Ferner existiere

ein � < 1 so, dass

d('(x); '(y)) � �d(x; y) (x; y 2 X)

(eine Abbildung mit dieser Eigenschaft hei�t �-Kontraktion). Dann existiert genau ein

x� 2 X mit x� = '(x�), also genau ein Fixpunkt von '. Au�erdem konvergiert f�ur alle

x0 2 X die Folge (xn) mit

xn+1 := '(xn) (n 2 N0)

gegen x� und es gilt f�ur alle n 2 N0

d(xn; x
�) � �nd(x0; x�)

�
� �n

1� �d(x1; x0)
�
:

Beweis. F�ur alle n 2 N gilt

d(xn+1; xn) = d('(xn); '(xn�1)) � � � d(xn; xn�1) � : : : � �n � d(x1; x0) :

Also ist f�ur m;n 2 N mit m > n

d(xm; xn) �
m�1X
k=n

d(xk+1; xk) �
m�1X
k=n

�kd(x1; x0)

� d(x1; x0)
1X
k=n

�k =
�n

1� �d(x1; x0) :

Ist " > 0, so existiert ein N" 2 N mit

�n

1� �d(x1; x0) < " (n � N") ;

also auch

d(xm; xn) < " (m > n � N") :

Folglich ist (xn) eine Cauchy-Folge in X. Da X vollst�andig ist, existiert ein x� 2 X
mit xn ! x� (n ! 1). Da ' nach Voraussetzung insbesondere stetig auf X ist, gilt

damit

x�  xn+1 = '(xn)! '(x�) (n!1)
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d. h. x� = '(x�). Au�erdem erhalten wir

d(xn; x
�) = d('(xn�1); '(x�)) � �d(xn�1; x�) � : : : � �nd(x0; x�)

und zudem

d(x0; x
�) � d(x0; x1) + d(x1; x

�) � d(x0; x1) + �d(x0; x
�) ;

also

(1� �)d(x0; x�) � d(x0; x1) :
Ist schlie�lich ~x ein weiterer Fixpunkt von ', so ist

d(~x; x�) = d('(~x); '(x�)) � �d(~x; x�) ;

also d(~x; x�) = 0. 2

Bemerkung 17.2 Oft kann man die Kontraktionseigenschaft unter Ausnutzung fol-

gender Eigenschaft di�erenzierbarer Funktionen nachweisen:

Es sei M � Rd und f : M ! Rm sei stetig auf M sowie di�erenzierbar auf M0. Sind

x; y 2M mit I(x; y) �M0, so existiert ein � 2 I(x; y) mit

jf(y)� f(x)j � jjJf(�)jj � jy � xj :

(Denn: Es sei g :M ! R de�niert durch

g(u) := (f(y)� f(x))T f(u) (u 2M) :

Dann ist g stetig auf M und es gilt mit der Kettenregel

gradT g(u) = ((f(y)� f(x))T (Jf)(u) (u 2M0) :

Nach dem Mittelwertsatz (S. 15.20) existiert ein � 2 I(x; y) so, dass

jf(y)� f(x)j2 = g(y)� g(x) = gradT g(�) � (y � x)
= (f(y)� f(x))TJf(�)(y � x) � jf(y)� f(x)j � jJf(�)(y � x)j
� jf(y)� f(x)j � jjJf(�)jj � jy � xj :

Ist f(x) = f(y), so ist die Behauptung klar und ist f(x) 6= f(y) ergibt sich die

Behauptung nach Division durch jf(y)� f(x)j.)



17 HAUPTS�ATZE DER MEHRDIMENSIONALEN ANALYSIS 162

Wir besch�aftigen uns nun mit der \lokalen Umkehrbarkeit" von Funktionen f :M !
Rd, wobei M � Rd. Ist f : M ! N bijektiv, so bedeutet dies, dass f�ur jedes y =

(y1; : : : ; yd) 2 N das Gleichungssystem

f1(x1; : : : ; xd) = y1
...

fd(x1; : : : ; xd) = yd

genau eine L�osung x = (x1; : : : ; xd) 2 M besitzt. Betrachten wir zun�achst zwei be-

kannte Spezialf�alle:

1. Ist f : Rd ! Rd de�niert durch

f(x) := Ax (x 2 Rd)

wobei A 2 Rd�d ist, so ist das lineare Gleichungssystem

Ax = f(x) = y

genau dann f�ur alle y 2 Rd eindeutig l�osbar, wenn detA 6= 0 ist. In diesem Falle ist

also f : Rd ! Rd bijektiv, und es gilt bekanntlich

x = f�1(y) = A�1y (y 2 Rd) :

2. Ist 
 � R o�en und f : 
! R stetig di�erenzierbar mit f 0(x0) 6= 0 f�ur ein x0 2 
,

so existiert ein � > 0so, dass f 0(x) entweder durchgehend > 0 oder < 0 auf U := U�(x0)

und damit f streng monoton auf U ist. Also existiert f�1 := (fjU )�1 auf V = f(U)

und es gilt f�ur y = f(x) 2 V
(f�1)0(y) =

1

f 0(x)
:

Wir setzen f�ur eine o�ene Menge 
 2 Rd und k;m 2 N

Ck(
;Km) := ff = (f1; : : : ; fm)
T : 
! Km : f1; : : : ; fm 2 Ck(
)g :

Insbesondere gilt dabei f 2 C1(
;Kd) genau dann, wenn f : 
 ! Kd di�erenzierbar

und Jf : 
! Km�d (versehen mit der Operatornorm jj � jj) stetig ist.
(Dies ergibt sich leicht daraus, dass f�ur beliebige Matrizen A = (ajk); An = (a

(n)
jk ) 2

Km�d genau dann jjAn � Ajj ! 0 gilt, wenn a
(n)
jk ! ajk (n ! 1) f�ur alle j; k erf�ullt

ist ([ �U]).)

Satz 17.3 (Hauptsatz �uber Umkehrfunktionen)

Es sei 
 � Rd o�en, und es sei f 2 C1(
;Rd). Ferner sei x(0) 2 
 mit

det Jf(x(0)) 6= 0 :

Dann gilt:
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1. Es existieren o�ene Umgebungen U von x(0) und V von y(0) := f(x(0)) so, dass

fjU : U ! V bijektiv ist.

2. Ist f�1 = (fjU )�1 : V ! U , so ist f�1 2 C1(V;Rd) und f�ur y = f(x) 2 V gilt

Jf�1(y) = [Jf(x)]�1 :

Beweis. 1. Wir setzen A := Jf(x(0)). Nach Voraussetzung existiert A�1( 6= 0). Da

x 7! Jf(x) stetig auf 
 ist, existiert ein � > 0 so, dass f�ur " := (2jjA�1jj)�1 gilt

jjJf(x)�Ajj < "
�
x 2 U�(x(0))

�
:

Damit de�nieren wir

U := U�(x
(0)) ; V := f(U)

und zeigen:

(i) fjU : U ! V ist injektiv (also bijektiv), d. h. g := (fjU )�1 existiert

(ii) V � Rd ist o�en

(iii) detJf(x) 6= 0 (x 2 U)

(iv) g 2 C1(V;Rd) und Jg(y) = [Jf(x)]�1 f�ur alle y 2 V; y = f(x).

An verschiedenen Stellen wird folgende Hilfsfunktion von Nutzen sein: Es sei y 2 V
und ' = 'y : U ! Rd de�niert durch

'(x) := x+A�1(y � f(x)) (x 2 U) :

Dann ist '(x) = x genau dann, wenn y = f(x) gilt. Ferner gilt f�ur x 2 U

J'(x) = E �A�1Jf(x) = A�1(A� Jf(x))

und damit

jjJ'(x)jj � jjA�1jj � jjA� Jf(x)jj < jjA�1jj" = 1

2
:

Also gilt nach B. 17.2 f�ur x; ~x 2 U

j'(x)� '(~x)j � 1

2
jx� ~xj :

2. Zu (i): Es sei y 2 V und ' = 'y wie in 1. Es gen�ugt zu zeigen: ' hat h�ochstens

einen Fixpunkt. Sind x; ~x Fixpunkte von ', so gilt nach 1.

jx� ~xj = j'(x)� '(~x)j � 1

2
jx� ~xj ;

also x = ~x.
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Zu (ii): Es sei y(1) = f(x(1)) 2 V . Da U = U�(x
(0)) o�en ist, existiert ein � > 0 mit

U�(x(1)) =:M � U . Wir setzen � := "� und zeigen: U�(y
(1)) � V .

Dazu sei y 2 U�(y(1)) gegeben und ' = 'y wie in 1. Dann gilt '(M) � M , denn f�ur

x 2M ist

j'(x)� x(1)j � j'(x)� '(x(1))j+ j'(x(1))� x(1)j
� 1

2
jx� x(1)j+ jA�1(y � f(x(1)))j

� 1

2
jx� x(1)j+ jjA�1jj � jy � y(1)j � �

2
+
�

2
= �

also '(x) 2M .

Au�erdem ist nach 1. ' : M ! M nach B. 17.2 eine 1=2-Kontraktion. S. 17.1 zeigt,

dass (genau) ein x 2M existiert mit '(x) = x, also f(x) = y.

3. Es gilt nach 1. (wobei ' = 'y mit einem beliebigen y 2 V )
Jf(x) = A � (E � J'(x)) (x 2 U)

also

det Jf(x) = det(A) � det(E � J'(x)) (x 2 U) :
Wieder nach 1. ist jjJ'(x)jj � 1

2 (x 2 U) und damit ist E � J'(x) invertierbar. (Es
gilt (E �B)�1 =

1P
�=0

B� , falls jjBjj < 1 ist; [ �U]). Also ist auch det Jf(x) 6= 0.

4. Wir betrachten ein beliebiges y(1) 2 V . Ist ' = 'y(1) wie in 1. und y(1) = f(x(1)),

so gilt

'(x) = x+A�1
�
f(x(1))� f(x)

�
also f�ur x 2 U

1

2
jx� x(1)j � j'(x)� '(x(1))j =

= jx� x(1) +A�1(f(x(1))� f(x))j
� jx� x(1)j � jjA�1jj � jf(x(1))� f(x)j

und damit

jf(x)� f(x(1))j � 1

2jjA�1jj jx� x
(1)j = "jx� x(1)j : (�)

F�ur y 2 V ; y 6= y(1), folgt mit y = f(x)

jg(y)� g(y(1))� [Jf(x(1))]�1(y � y(1))j
jy � y(1)j �

� jj[Jf(x(1))]�1jj jJf(x
(1))(x� x(1))� (f(x)� f(x(1)))j

jf(x)� f(x(1))j

� jj[Jf(x(1))]�1jj
"

jf(x)� f(x(1))� Jf(x(1))(x� x(1))j
jx� x(1)j ! 0 (x! x(1)) :
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Ist (y(n))n�2 eine Folge in V mit y(n) ! y(1), so folgt x(n) = g(y(n)) ! x(1) = g(x(1))

aus (�). Also ist g di�erenzierbar an y(1) und es gilt mit S. 15.10

Jg(y(1)) = [Jf(x(1))]�1 = [Jf(f�1(y(1)))]�1 :

Da A 7! A�1 eine stetige Abbildung von Rd�dnfB : det(B) = 0g in sich selbst ist (bzgl.
der Operatornorm)([�U]), ist y 7! Jg(y) als Verkn�upfung der stetigen Abbildungen g

sowie x 7! Jf(x) und A 7! A�1 stetig auf V . Dies ist �aquivalent dazu, dass g in

C1(V;Rd) liegt. 2

Beispiel 17.4 Wir betrachten f : (0;1)� R! R2 mit

f(r; ') :=

�
r cos'

r sin'

�
(r > 0; ' 2 R) :

Dann ist f 2 C1(
;R2), wobei 
 = (0;1)� R, und es gilt

det Jf(r; ') =

����� cos' �r sin'
sin' r cos'

����� = r > 0 :

Also existiert nach S. 17.3 zu jedem (r0; '0) 2 
 eine Umgebung U von (r0; '0) so, dass

f : U ! f(U) = V bijektiv ist. Au�erdem ist V o�en und f�1 = (fjU )�1 2 C1(V;R2).

Jedoch ist f nicht umkehrbar auf ganz 
!

Wie sehen \maximale" o�ene Mengen aus, auf denen f umkehrbar ist?

Ist f(r; ') = f(~r; ~'), so gilt r cos' = ~r cos ~' und r sin' = ~r sin ~', also

r2(cos2 '+ sin2 ') = ~r2(cos2 ~'+ sin2 ~')

und damit r = ~r. Folglich gilt cos' = cos ~' und sin' = sin ~', woraus wiederum

~' = '+ 2k� f�ur ein k 2 Z folgt. Also ist f etwa umkehrbar auf

U = U� = f(r; ') 2 
 : � < ' < �+ 2�g

f�ur beliebiges � 2 R. Auf jeder echten o�enen Obermenge von U� ist f nicht mehr

umkehrbar. Au�erdem gilt f(U�) = R2 n f(r cos�; r sin�) : r > 0g f�ur alle � 2 R. Wie

sieht eine (nicht die) Umkehrfunktion aus? Betrachten wir

U = U��=2 =
�
(r; ') : r > 0 ; ' 2

�
��
2
;
3

2
�

��
:

Ist (x; y) 2 f(U��=2) mit �
x

y

�
=

�
r cos'

r sin'

�
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so gilt r =
p
x2 + y2. F�ur x = 0 ist ' = �=2. Ist x 6= 0, so folgt

y

x
= tan'

also

' =

(
arctan(y=x) ; falls x > 0

arctan(y=x) + � ; falls x < 0

(beachte: cos' > 0, falls ' 2 (��=2; �=2)). Insgesamt erhalten wir

f�1(x; y) = (fjU��=2)
�1(x; y) =

8>><>>:
�p

x2 + y2; arctan(y=x)
�

; falls x > 0

(y; �=2) ; falls x = 0�p
x2 + y2; arctan(y=x) + �

�
; falls x < 0

:

In enger Beziehung zum Hauptsatz �uber Umkehrfunktionen steht ein weiterer Haupt-

satz: der �uber implizite Funktionen. Worum geht es dabei?

Gegeben ist eine Funktion F :M ! Rm mitM � Rd�Rm und damit das Gleichungs-

system

F (x; y) = 0

wobei Rd � Rm = f(x; y) : x = (x1; : : : ; xd) 2 Rd ; y = (y1; : : : ; ym) 2 Rmg, d. h.

F1(x1; : : : ; xd; y1; : : : ; ym) = 0

...

Fm(x1; : : : ; xd; y1; : : : ; ym) = 0

(also d+m \Unbekannte" undm Gleichungen). Ferner sei (x(0); y(0)) 2M eine L�osung,

also F (x(0); y(0)) = 0. Ziel ist, das Gleichungssystem \lokal nach y aufzul�osen", d. h. wir

suchen Umgebungen U von x(0) undW von (x(0); y(0)) sowie eine Funktion f : U ! Rm

so, dass f�ur alle (x; y) 2W gilt

F (x; y) = 0, y = f(x) :

Wir orientieren uns wieder an zwei einfachen Beispielen

Beispiel 17.5 1. Wir betrachten die Gleichung

F (x; y) := x2 � y2 � 1 = 0 (x; y 2 R) :

Dann ist o�enbar (x0; y0) = (
p
2; 1) eine L�osung der Gleichung. Hier gilt etwa f�ur

U := (1;1) und W := (1;1)� (0;1)

F (x; y) = 0, y =
p
x2 � 1 =: f(x)
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(d. h. f(x; y) 2 W : F (x; y) = 0g = f(x; f(x)) : x 2 Ug; die L�osungsmenge ist lokal
der Graph der Funktion f). Dies ist etwa falsch f�ur W = (1;1)� R.
2. Es seien A 2 Rm�d ; B 2 Rm�m sowie F : Rd � Rm ! Rm mit

F (x; y) = Ax+By = (A B)

�
x

y

�
(also lineares GLS Ax+By = 0). Dann gilt im Falle detB 6= 0

F (x; y) = 0, By = �Ax, y = �B�1Ax =: f(x)

also L := f(x; y) : F (x; y) = 0g = f(x; f(x)) : x 2 Rdg.

Satz 17.6 (Hauptsatz �uber implizite Funktionen)

Es sei 
 � Rd � Rm o�en und es sei F 2 C1(
;Rm). Wir setzen zur Abk�urzung

@F

@y
(x; y) :=

�
@F�
@y�

(x; y)

�
�;�=1;:::;m

und
@F

@x
(x; y) :=

�
@F�
@x�

(x; y)

�
�=1;:::;m
�=1;:::;d

:

Ferner sei (x(0); y(0)) 2 
 so, dass F (x(0); y(0)) = 0 und

det
@F

@y
(x(0); y(0)) 6= 0 :

Dann gilt

1. Es existieren o�ene Umgebungen U von x(0) und W von (x(0); y(0)) sowie eine

Funktion f : U ! Rm so, dass f�ur (x; y) 2W gilt

F (x; y) = 0, y = f(x) :

2. Es ist f 2 C1(U;Rm) und

Jf(x) = �
�
@F

@y
(x; f(x))

��1 @F
@x

(x; f(x)) (x 2 U) :

Beweis. 1. Wir betrachten G : 
! Rd � Rm mit

G(x; y) =
�
x; F (x; y)

� �
(x; y) 2 


�
:

Dann gilt G(x(0); y(0)) = (x(0); 0) und G 2 C1(
;Rd � Rm). Au�erdem ist

JG(x; y) =

26664
Ed

... 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

@F
@x (x; y)

... @F
@y (x; y)

37775
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und damit det JG(x(0); y(0)) = det @F@y (x
(0); y(0)) 6= 0. Nach S. 17.3 existieren o�ene

Umgebungen R von (x(0); y(0)) und S von (x(0); 0) = G(x(0); y(0)) so, dassGjR :W ! S

bijektiv ist mit

G�1 = (GjR)�1 2 C1(S;Rd � Rm) :
Da S o�en ist, existieren o�ene Umgebungen U von x(0) und V von 0 mit U �V � S.
Dann ist W := G�1(U � V ) o�en in R (nach S. 9.19) also auch in Rd � Rm. Aus der
De�nition von G ergibt sich, dass G�1 von der Form

G�1(x; z) = (x;H(x; z)) ((x; z) 2 U � V )
mit H 2 C1(U � V;Rm) ist.
Ist �2 : R

d � Rm ! Rm de�niert durch �2(x; y) := y, so gilt

�2(G(x; y)) = �2(x; F (x; y)) = F (x; y) ((x; y) 2 
)
also f�ur (x; z) 2 U � V :

F (x;H(x; z)) = �2(G(x;H(x; z))) = �2(x; z) = z :

De�niert man f : U ! Rm durch

f(x) := H(x; 0) (x 2 U)
so gilt f�ur x 2 U

F (x; f(x)) = 0

und aus F (x; y) = 0 f�ur ein (x; y) 2W folgt

G(x; y) = (x; 0) = G(G�1(x; 0)) = G(x; f(x))

und damit, da GjW bijektiv ist, y = f(x). Also ergibt sich 1.

2. Weiter folgt aus H 2 C1(S;Rm) auch f 2 C1(U;Rm) und mit der Kettenregel ergibt

sich aus

'(x) := F (x; f(x)) � 0 (x 2 U)
schlie�lich

0 = J'(x) = JF (x; f(x)) �
�

Ed
Jf(x)

�
=
@F

@x
(x; f(x)) +

@F

@y
(x; f(x))Jf(x)

und damit

Jf(x) = �
�
@F

@y
(x; f(x))

��1 @F
@x

(x; f(x)) (x 2 U) :

(Man beachte dabei: Es gilt nach S. 17.3

det
@F

@y
(x; y) = detJG(x; y) 6= 0

f�ur alle (x; y) 2W .) 2



17 HAUPTS�ATZE DER MEHRDIMENSIONALEN ANALYSIS 169

Beispiel 17.7 (Lemniskate)

Es sei F : R� R! R de�niert durch

F (x; y) = (x2 + y2)2 � 2(x2 � y2) (x; y 2 R) :
Dann gilt

0 =
@F

@y
(x; y) = 2(x2 + y2)2y + 4y = 4y(x2 + y2 + 1)

genau dann, wenn y = 0 ist. Ist y = 0 und F (x; y) = 0, so gilt x4�2x2 = 0, also x = 0

oder x = �p2.
Nach S. 17.6 ist f�ur alle (x0; y0) mit F (x0; y0) = 0 und (x0; y0) 62 f(0; 0); (�

p
2; 0)g

die Gleichung F (x; y) = 0 auf einer Umgebung W von (x0; y0) \au�osbar nach y".

\Implizites Di�erenzieren" ergibt f�ur die Funktion f = f(x0;y0) aus S. 17.6

f 0(x) = �
@F
@x (x; f(x))
@F
@y (x; f(x))

=
4x(x2 + y2 � 1)

4y(x2 + y2 + 1) jy=f(x)

auf einer Umgebung U von x0. Also hat f Extremstellen h�ochstens in Punkten x mit

x2 + f2(x) = x2 + y2 = 1 :

Um eine Vorstellung von der L�osungsmenge zu bekommen, betrachten wir Polarkoor-

dinaten: Es gilt f�ur (x; y) 6= 0

0 = F (x; y) = F (r cos'; r sin') = r4 � 2r2(cos2 '� sin2 ') = r2(r2 � 2 cos 2')

genau dann, wenn r =
p
2 cos 2', wobei ' so, dass cos(2') > 0 ist (beachte: r > 0).

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2
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Eine wichtige Anwendung des Hauptsatzes �uber implizite Funktionen ergibt sich im

Bereich der Optimierung unter Nebenbedingungen. Wir untersuchen folgendes Pro-

blem:

Gegeben sind Funktionen f :M ! R; g :M ! Rm, wobei M � Rd. Gesucht sind die

\Extremstellen von f unter der Nebenbedingung g(x) = 0".

Wir wollen dies in einer De�nition etwas pr�azisieren

De�nition 17.8 Es sei M � Rd, und es seien f :M ! R sowie g :M ! Rm. Ist

L := fx 2M : g(x) = 0g

und ist x(0) 2 L, so hei�t x(0) ein lokales Maximum (bzw. Minimum) von f unter der

Nebenbedingung g(x) = 0, falls x(0) ein lokales Maximum (bzw. Minimum) von fjL ist.

Der folgende Satz liefert eine notwendige Bedingung f�ur das Vorliegen einer solchen

Extremstelle

Satz 17.9 (Lagrange)

Es sei 
 � Rd o�en und es seien f 2 C1(
) und g 2 C1(
;Rm) mit m < d. Ferner

sei x(0) 2 
 so, dass

Rang
�
Jg(x(0))

�
= m

ist. Dann gilt: Hat f an x(0) ein lokales Maximum oder Minimum unter der Nebenbe-

dingung g(x) = 0, so existiert ein � 2 Rm mit

grad f(x(0)) =
mX
j=1

�j grad gj(x
(0)) = (Jg)T (x(0))�

(die Komponenten �1; : : : ; �m von � hei�en \Lagrange-Multiplikatoren").

Beweis. Wir schreiben zur Abk�urzung x = (y; z) mit

y = (x1; : : : ; xm) ; z = (xm+1; : : : ; xd)

f�ur x = (x1; : : : ; xd) 2 Rd und insbesondere

(y(0); z(0)) = x(0) :

O. E. gelte

det

�
@g

@y
(x(0))

�
= det

�
@g�
@x�

(x(0))

�
�;�=1;:::;m

6= 0 ;
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d. h. @g@y (x
(0)) habe vollen Rang m. Dann hat das lineare Gleichungssystem�

@g

@y

�T
(x(0)) � � =

�
@f

@y

�T
(x(0))

genau eine L�osung � = (�1; : : : ; �m)
T 2 Rm.

Nach dem Hauptsatz �uber implizite Funktionen ist weiterhin g(x) = g(y; z) = 0 an

x(0) \lokal nach y au�osbar". Insbesondere existieren eine Umgebung U von z(0) =

(x
(0)
m+1; : : : ; x

(0)
d ) sowie eine Funktion ' 2 C1(U;Rm) so, dass '(z(0)) = y(0) und

g('(z); z) � 0 (z 2 U)

gilt. Hieraus folgt

0 = Jg(x(0))

�
J'(z(0))

Ed�m

�
=
@g

@y
(x(0))J'(z(0)) +

@g

@z
(x(0))

Schlie�lich de�nieren wir F 2 C1(U) durch

F (z) := f('(z); z) (z 2 U) :

Nach Voraussetzung hat F an z(0) ein lokales Extremum (ohne Nebenbedingung). Also

gilt nach S. 16.10

grad F (z(0)) = 0

und mit der Kettenregel daher

0 = gradT f(x(0)) �
�
J'(z(0))

Ed�m

�
=
@f

@y
(x(0))J'(z(0)) +

@f

@z
(x(0)) :

Hieraus ergibt sich wiederum

@f

@z
(x(0)) = �@f

@y
(x(0))J'(z(0)) = ��T @g

@y
(x(0))J'(z(0)) = �T

@g

@z
(x(0))

und damit insgesamt grad f(x(0)) = (Jg)T (x(0))�. 2

Bemerkung 17.10 �Ahnlich wie S. 16.10 liefert S. 17.9 lediglich eine notwendige Be-

dingung f�ur das Vorliegen eines Extremums unter der Nebenbedingung g(x) = 0. Um

die entsprechenden Punkte x(0) zu bestimmen, hat man die Gleichungen

gj(x1; : : : ; xd) = 0 (j = 1; : : : ;m)

und
@f

@xk
(x1; : : : ; xd) =

mX
j=1

�j
@gj
@xk

(x1; : : : ; xd) (k = 1; : : : ; d)

zu l�osen (also (d + m) Gleichungen f�ur die (d + m) Unbekannten x1; : : : ; xd und

�1; : : : ; �m).
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Beispiel 17.11 Die Produktion eines Unternehmens sei in Abh�angigkeit der Produk-

tionsfaktoren x; y beschrieben durch die (Cobb-Douglas-) Funktion

P (x; y) = x�y1�� (x; y > 0)

wobei � 2 (0; 1) fest ist. Die Produktionskosten seien gegeben durch eine lineare

Kostenfunktion K der Form

K(x; y) = px+ qy (x; y > 0)

mit Konstanten p; q > 0. Gesucht ist eine kostenminimale Faktorkombination (x; y)

zu einem vorgegebenen Produktionsniveau c > 0, d. h. wir wollen das Optimierungs-

problem

K(x; y)
!! min

unter der Nebenbedingung

P (x; y)� c = 0

l�osen. Nach S. 17.9 ist eine notwendige Bedingung gegeben durch

grad K(x; y) = � grad P (x; y) ;

d. h. wir haben die 3 Gleichungen

x�y1�� = c

p = ��x��1y1��

q = �(1� �)x�y��

f�ur die Unbekannten x; y; �. Division der 2. und 3. Gleichung ergibt

x =
�

1� � �
q

p
� y

und mit der 1. Gleichung erhalten wir

y = c

�
p(1� �)
q�

��
und damit

x = c

�
q�

p(1� �)
�1��

:

Also kann nur an dieser Stelle (x; y) ein Minimum unter der Nebenbedingung vorliegen.

Man kann sich �uberlegen, dass dies tats�achlich der Fall ist.
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18 Gew�ohnliche Di�erenzialgleichungen: einfache Beispie-

le und L�osungemethoden

Di�erenzialgleichungen sind Gleichungen, in denen eine unabh�angige Variable, Funk-

tionen und Ableitungen der Funktionen auftauchen. Dabei bezeichnen wir die un-

abh�angige Variable meist mit t (Zeit). Bevor wir uns mit der allgemeinen Theorie

besch�aftigen, betrachten wir einige einfache Spezialf�alle mit Anwendungsbeispielen.

Beispiel 18.1 Wir betrachten ein sehr vereinfachtes Keynesianisches Modell des Wachs-

tums einer Volkswirtschaft. Ist Y das (Volks)einkommen (etwa gemessen als Brutto-

sozialprodukt), so besagt der Keynesianische Ansatz, dass das die Ver�anderung Y 0

proportional zur Di�erenz von Nachfrage D und Einkommen ist, d.h.

Y 0(t) = k(D(t)� Y (t)) oder kurz Y 0 = k(D � Y ) ;

wobei k eine positive Konstante ist. Weiter nimmt man an, dass die Nachfrage D sich

als Summe aus privatem Konsum C, Investitionen I und Staatsausgaben G ergibt

(geschlossene Volkswirtschaft; ohne Ausland). Ein weiter vereinfachtes Modell geht

davon aus, dass I und G konstant sind (man schreibt I = �I;G = �G), und dass C(t)

von der Form C(t) = c0 + cY (t) mit Konstanten c0 > 0 und c 2 (0; 1) ist. Damit

erhalten wir

Y 0(t) = k(c0 + cY (t) + �I + �G� Y (t)) =
= �k(1� c)Y (t) + k(c0 + �I + �G) =: ��Y (t) + �

mit Konstanten � > 0 und � > 0. Gesucht ist nun eine Funktion Y , die die Gleichung

unter der
"
Anfangsbedingung\ Y (0) = Y0 l�ost.

De�nition 18.2 Es sei D � R�Kd o�en, und es sei f : D ! Kd stetig. Wir schreiben

ein Element aus R�Kd meist in der Form (t; y), wobei t 2 R und y 2 Kd ist.

1. Eine (gew�ohnliche) Di�erenzialgleichung (1. Ordnung) (bzw. System gew�ohnli-

cher Di�erenzialgleichungen (1. Ordnung)) ist eine Gleichung der Form

y0(t) = f(t; y(t)) (18.1)

oder kurz

y0 = f(t; y) ;

wobei y0(t) = (y01(t); :::; y
0
d(t)).
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2. Eine Funktion ' : I ! Kd bzw. das Paar ('; I) hei�t L�osung der Di�erenzial-

gleichung (18.1) falls ' di�erenzierbar auf (dem Intervall) I ist, falls

graph(') = f(t; '(t)) : t 2 Ig � D

gilt, und falls (18.1) f�ur alle t 2 I erf�ullt ist, d.h.

'0(t) = f(t; '(t)) f�ur alle t 2 I :

3. Ist (t0; y
(0)) 2 D, so hei�t ein Gleichungssystem der Form

y0 = f(t; y) y(t0) = y(0) (18.2)

ein Anfangswertproblem (f�ur die Di�erenzialgleichung (18.1)) (kurz: AWP). Ist

t0 2 I und ist ('; I) eine L�osung von (18.1) mit '(t0) = y(0), so hei�t ' bzw.

('; I) L�osung des AWP (18.2).

Ist d = 1, so nennt man (18.1) auch skalare Di�erenzialgleichung. In diesem Fall haben

wir eine L�osung ' : I ! K (reell- oder komplexwertig).

Ist weiterhin speziell D = I � J mit Intervallen I; J � R und f von der Form

f(t; y) = h(t)g(y)

mit h : I ! R und g : J ! R, so spricht man von einer Di�erenzialgleichung mit ge-

trennten Ver�anderlichen (oder von einer separierbaren Di�erenzialgleichung). In B.18.1

haben wir eine solche Gleichung mit h(t) � 1 und g(y) = � � �y vorliegen. Wir

besch�aftigen uns zun�achst mit L�osungen solcher Gleichungen.

Ist g(y0) = 0 f�ur ein y0 2 J , so ist o�enbar '(t) � y0 eine L�osung von y0 = h(t)g(y)

auf R (sog. triviale oder station�are L�sung).

Das folgende Beispiel zeigt, dass unter Umst�anden mehrere L�osungen existieren k�onnen.

Beispiel 18.3 Es sei D = R� R und

f(t; y) = g(y) =

( p
y ; falls y � 0

0 ; falls y < 0
:

Dann ist o�enbar '(t) � 0 eine L�osung des AWP

y0 = g(y) ; y(0) = 0 :

Man rechnet nach, dass auch die Funktionen

'c(t) :=

(
(t� c)2=4 ; falls t � c
0 ; falls t < c

f�ur alle c � 0 L�osungen des AWPs darstellen. Also haben wir unendlich viele L�osungen.
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Im Falle g(y0) 6= 0 treten entsprechende Probleme nicht auf:

Satz 18.4 Es seien I; J � R o�ene Intervalle, und es seien h : I ! R und g : J ! R

stetig. Ferner gelte

g(y) 6= 0 (y 2 J) :
Ist t0 2 I; y0 2 J und

H(t) :=

tZ
t0

h(s)ds (t 2 I); G(y) :=

yZ
y0

ds

g(s)
(y 2 J);

so hat das AWP

y0 = h(t)g(y) ; y(t0) = y0

auf jedem Intervall I0 � I mit t0 2 I0 und H(I0) � G(J) genau eine L�osung ('; I0),

und diese ergibt sich durch Au�osen der Gleichung

G(y) = H(t)

nach y (d.h. '(t) = G�1(H(t)) (t 2 I0)).

Beweis. 1. Da G0(y) = 1=g(y) 6= 0 f�ur alle y 2 J gilt, ist G0 > 0 oder G0 > 0

durchgehend auf J (da G0 stetig auf J) und damit G streng monoton (wachsend oder

fallend) auf J . Also besitzt G eine Umkehrfunktion G�1 : G(J) ! J . Ist I0 � I mit

t0 2 I0 und H(I0) � G(J), so betrachten wir ' : I0 ! R mit

'(t) = G�1(H(t)) (t 2 I0) :

Dann gilt

'0(t) S:10:9=
1

G0(G�1(H(t)))
�H 0(t) = g('(t))h(t) (t 2 I0)

und '(t0) = G�1(H(t0)) = G�1(0) = y0, d.h. ('; I0) l�ost das AWP.

2. Ist ( ; I0) eine weitere L�osung des AWP, so gilt

 0(t)
g( (t))

= h(t) (t 2 I0)

und damit f�ur alle t 2 I0 (Substitution u =  (s))

G( (t)) =

 (t)Z
 (t0)

du

g(u)
=

tZ
t0

 0(s)
g( (s))

ds =

tZ
t0

h(s)ds = H(t)

d.h.

 (t) = G�1(H(t)) = '(t) :



18 DGLN: EINFACHE BEISPIELE UND L�OSUNGSMETHODEN 176

2

Satz 18.4 erweist sich als �au�erst n�utzlich, da die Aussage
"
konstruktiv\ ist, d.h. es

wird ein Verfahren zur Berechnung der L�osung geliefert. Im Wesentlichen hat man

zwei Stammfunktionen (H und G) zu berechnen und die Umkehrfunktion von G an-

zuwenden.

Beispiel 18.5 1. Wir betrachten das AWP Y 0 = ��Y + �; Y (0) = Y0 aus B. 18.1,

wobei wir zun�achst Y0 < �=� annehmen.

Dann ist das AWP nach S. 18.4 (jedenfalls f�ur jtj gen�ugend klein) eindeutig l�osbar,

und die L�osung ergibt sich aus

t =

tZ
0

ds =

YZ
Y0

ds

� � �s =
1

�
ln(� � �s)jYY0 = �

1

�

�
ln(� � �Y )� ln(� � �Y0)

�
;

also

ln(� � �Y ) = ��t+ ln(� � �Y0)
d.h.

Y = Y (t) = �=�� e��t(�=�� Y0) = c0 + �I + �G

1� c � e�k(1�c)t�c0 + �I + �G

1� c � Y0
�

Dies ist eine L�osung auf ganz R, wie man sofort durch Nachrechnen sieht.

Eine entsprechende Rechnung gilt f�ur Y0 > �=� und im Falle Y0 = �=� hat man die

triviale L�osung Y (t) � �=�.
2. Wir betrachten die in der Populationsdynamik zur Modellierung von Tier- oder

Panzenpopulationen oft verwendete sogenannte logistische Gleichung

y0 = g(y) = ay(b� y) ;

wobei a; b > 0 Konstanten sind. Wir suchen die L�osung des AWP

y0 = g(y) ; y(0) = y0

mit y0 > 0. Ist y0 = b, so ist g(y0) = 0, und damit ist y � b eine L�osung des AWP

(unter Umst�anden nicht die einzige).

Es sei nun y0 6= b. Dann erhalten wir nach S. 18.4 die L�osung aus

t =

tZ
0

ds =

yZ
y0

ds

g(s)
=

1

a

yZ
y0

ds

s(b� s) =
1

ab

yZ
y0

ds

s
+

1

ab

yZ
y0

ds

b� s

=
1

ab

�
ln jyj � ln jb� yj+ ln jb� y0j � ln jy0j

�
d.h. ���� y

b� y
���� = eabt

���� y0
b� y0

���� :
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F�ur y0 < b erhalten wir (da dann auch y(t) < b f�ur jtj klein)
y

b� y =
b

b� y � 1 = eabt � y0
b� y0

bzw.

y = y(t) = b

 
eabt y0

b�y0
1 + eabt y0

b�y0

!
=

b

1 + ( by0 � 1)e�abt
:

Eine entsprechende Rechnung gilt f�ur y0 > b.

3. Wir betrachten mit I = J = R das AWP

y0 = h(t)g(y) = et(1 + y2) ; y(0) = 0 :

Die L�osung ergibt sich wieder nach S. 18.4 (auf einer Umgebung von t0 = 0) aus

et � 1| {z }
=H(t)

=

tZ
0

esds =

yZ
0

ds

1 + s2
= arctan(y)| {z }

=G(y)

;

also

y = y(t) = tan
�
et � 1

�
(Es gilt dabei G(R) = (��=2; �=2), also ist H(t) 2 G(R) f�ur t 2 (�1; ln(1 + �=2)).

Nach S. 18.4 ist y L�osung auf (�1; ln(1 + �=2)), und dieses Intervall ist o�enbar

maximal. Man sieht, dass die L�osung i.A. nur auf einem echten Teilintervall von I

(= R) existiert.

Eine weitere Klasse von Di�erenzialgleichungen, bei denen man die L�osungen i. W.

mittels Integration bestimmen kann, sind (skalare) lineare Di�erenzialgleichungen 1.

Ordnung:

Ist I � R ein o�enes Intervall und sind a : I ! K und b : I ! K stetig, so hei�t

y0 = a(t)y + b(t)

eine lineare Di�erenzialgleichung 1. Ordnung. Ist b = 0, so spricht man von einer

homogenen Gleichung. Es gilt daf�ur

Satz 18.6 Es sei I � R ein o�enes Intervall, und es sei (t0; y0) 2 I�K. Ferner seien
a; b : I ! K stetig. Dann hat das AWP

y0 = a(t)y + b(t) ; y(t0) = y0
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hat genau eine L�osung ' auf I, gegeben durch

'(t) = eA(t)
h
y0 +

tZ
t0

e�A(s)b(s)ds
i
;

wobei A(t) =
R t
t0
a(s)ds (t 2 I).

Beweis. Es gilt f�ur t 2 I

'0(t) = eA(t)a(t)

24y0 + tZ
t0

e�A(s)b(s)ds

35+ eA(t)e�A(t)| {z }
=1

b(t) = a(t)'(t) + b(t)

und

'(t0) = eA(t0)y0 = y0 ;

d.h. ' ist L�osung des AWP auf I.

Ist ( ~'; I) eine weitere L�osung, so betrachten wir

 (t) := ('(t)� ~'(t))e�A(t) :

Dann gilt

 0(t) = ('0(t)� ~'0(t))| {z }
=a(t)('(t)� ~'(t))

e�A(t) � ('(t)� ~'(t))e�A(t)a(t) � 0 ;

also ist  �  (t0) = 0 auf I und damit (da e�A(t) 6= 0) auch ' � ~' auf I . 2

Beispiel 18.7 Wir betrachten noch einmal das AWP aus B. 18.1. Nach S. 18.6 (mit

a(t) � �� und b(t) � �) ist durch

'(t) = e��t
h
Y0 + �

tZ
0

e�sds
i
= e��t

h
Y0 +

�

�
e�sjt0

i
=
�

�
� e��t

h�
�
� Y0

i
(t 2 R)

die (eindeutig bestimmte) L�osung auf R gegeben (vgl. B. 18.5.1).

Zum Abschluss wollen wir uns noch mit einer Klasse von Di�erenzialgleichungen

besch�aftigen, in denen h�ohere Ableitungen auftreten. Zun�achst wieder ein Beispiel

aus der �Okonomie.
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Beispiel 18.8 Wir betrachten wieder ein dynamisches Modell einer Volkswirtschaft:

Das Einkommen Y ver�andere sich proportional zur Di�erenz aus Nachfrage D und

Einkommen, d.h.

Y 0(t) = k(D(t)� Y (t)) :
Weiter betrachten wir das Zinsniveau r, dessen Ver�anderung proportional zur Di�e-

renz aus Geldnachfrage und Geldangebot ist. Geht man weiter davon aus, dass die

Geldnachfrage proportional zu Y und das Geldangebot konstant (M = �M) sind, so

erhalten wir

r0(t) = m(dY (t)� �M) :

Schlie�lich ergibt sich { nach dem Modell { die Nachfrage D als Summe von privatem

Konstum C, der als proportional zu Y angenommen wird (C = cY ), und Investitionen

I, die ihrerseits als I = a0�ar mit positiven Konstanten a; a0 angesetzt sind. Insgesamt
ergibt sich

Y 0(t) = �k(1� c)Y (t) + ka0 � kar(t)
r0(t) = mdY (t)�m �M

:

(also ein System von Di�erenzialgleichungen 1. Ordnung). Di�erenziert man die erste

Gleichung und setzt die zweite ein, so folgt

Y 00(t) = �k(1� c)Y 0(t)� kar0(t) = �k(1� c)Y 0(t)� kamdY (t) + kam �M :

Dies ist eine sogenannte Di�erenzialgleichung 2. Ordnung, in der erste und zweite

Ableitungen auftauchen.

Allgemeiner betrachten wir nun Gleichungen n-ter Ordnung:

De�nition 18.9 Es sei D � R � Kn o�en, und es sei f 2 C(D;K). Eine Gleichung
der Gestalt

y(n)(t) = f
�
t; y(t); y0(t); :::; y(n�1)(t)

�
(18.3)

oder kurz

y(n) = f
�
t; y; y0; :::; y(n�1)

�
hei�t (gew�ohnliche) Di�erenzialgleichung n-ter Ordnung.

Eine Funktion ' : I ! K (bzw. das Paar ('; I)) hei�t L�osung von (18.3), falls ' n-mal

di�erenzierbar auf I ist mit (t; '(t); :::; '(n�1)(t)) 2 D und

'(n)(t) = f
�
t; '(t); :::; '(n�1)(t)

�
f�ur alle t 2 I :

Ist (t0; �0; :::; �n�1) 2 D, so hei�t ein Gleichungssystem der Form

y(n) = f
�
t; y; :::; y(n�1)

�
; y(t0) = �0; :::; y

(n�1)(t0) = �n�1 (18.4)
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ein Anfangswertproblem (AWP) f�ur (18.3). Schlie�lich hei�t eine L�osung ('; I) von

(18.3) L�osung des AWP (18.4), falls

'(t0) = �0; :::; '
(n�1)(tn) = �n�1

gilt.

Beispiel 18.10 Das AWP

y00 = �y; y(0) = 1; y0(0) = 0

hat die L�osung '(t) = cos t auf R.

Bemerkung 18.11 Man kann eine DGL n-ter Ordnung stets auf ein System von

Di�erenzialgleichungen 1. Ordnung wie aus D. 18.2 umschreiben:

Betrachten wir F : D ! Kn mit

F1(t; y1; :::; yn) = y2
...

...

Fn�1(t; y1; :::; yn) = yn

Fn(t; y1; :::; yn) = f(t; y1; :::; yn)

;

so sieht man sofort: Ist ' : I ! K eine L�osung von (18.3) (bzw. (18.4)), so ist

�(t) =

0BBBBB@
�1(t)

�2(t)
...

�n(t)

1CCCCCA :=

0BBBBB@
'(t)

'0(t)
...

'(n�1)(t)

1CCCCCA (t 2 I) ;

eine L�osung von

y0 = F (t; y)

(bzw. y0 = F (t; y) und y(t0) = (�0; :::; �n�1)T ). Ist umgekehrt � : I ! Kn eine L�osung

von y0 = F (t; y) (bzw. y0 = F (t; y) und y(t0) = (�0; :::; �n�1)T ), so ist ' := �1 : I ! K

(also die 1. Komponente von �) eine L�osung von (18.3) (bzw. (18.4)), auf I.

Dies zeigt, dass man sich bei einer allgemeinen L�osungstheorie auf Gleichungen 1.

Ordnung beschr�anken kann. Einer solchen allgemeinen L�osungstheorie wenden wir

uns als n�achstes zu.
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19 L�osungstheorie f�ur allgemeine gew�ohnliche Di�eren-

zialgleichungen

Wir studieren nun allgemeine Anfangswertprobleme wie in (18.2), d.h. f�ur eine ge-

gebene Funktion f 2 C(D;Kd), wobei D � R � Kd o�en ist, und f�ur (t0; y
0) 2 D

betrachten wir das AWP

y0 = f(t; y) y(t0) = y0 :

In 18.3 hatten wir gesehen, dass nicht jedes solche AWP eine eindeutige L�osung besitzt.

Im folgenden wollen wir zeigen, dass unter etwas st�arkeren Voraussetzungen an f

(au�er der Stetigkeit) stets genau eine sog. maximale L�osung des AWPs existiert.

De�nition 19.1 Es sei D � R�Kd o�en, und es sei f : D ! Kd. Man sagt, f gen�ugt

auf D einer lokalen Lipschitz-Bedingung bez�uglich y, wenn zu jedem (t0; y
0) 2 D eine

Umgebung U = U(t0; y
0) von (t0; y

0) und eine Konstante L = L(U) existieren mit

jf(t; y)� f(t; ~y)j < Ljy � ~yj f�ur alle (t; y); (t; ~y) 2 U

(wobei j � j stets die euklidische Norm ist).

Bemerkung 19.2 1. Gen�ugt f auf D einer lokalen Lipschitz-Bedingung bez�uglich y

so existiert f�ur alle K � D, K kompakt, eine Konstante L = L(K) mit

jf(t; y)� f(t; ~y)j � Ljy � ~yj

f�ur alle (t; y) und (t; ~y) 2 K.

(Denn: Es sei K � D kompakt. Angenommen, es existiert keine Konstante L wie

gew�unscht. Dann existieren Folgen (tn; y
(n)) und (tn; ~y

(n)) inK und eine Folge Ln !1
mit

jf(tn; y(n))� f(tn; ~y(n))j > Lnjy(n) � ~y(n)j (n 2 N) :
Da K kompakt ist, besitzt (tn; y

(n)) eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert (t0; y
0)

in K. O. E. k�onnen wir annehmen, dass die Folge (tn; y
(n)) selbst konvergiert. Aus

Lnjy(n) � ~y(n)j � 2 max
(t;y)2K

jf(t; y)j (n 2 N)

folgt, dass auch (tn; ~y
(n))! (t0; y

0) gilt. Nach Voraussetzung existieren eine Umgebung

U von (t0; y
0) und ein L > 0 mit

jf(t; y)� f(t; ~y)j � Ljy � ~yj f�ur alle (t; y); (t; ~y) 2 U :

Da (tn; y
(n)) und (tn; ~y

(n)) f�ur n gen�ugend gro� in U liegen, ergibt sich ein Wider-

spruch.)
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2. Ist K = R, existiert f�ur jedes (t; y) 2 D

@f

@y
(t; y) :=

0BB@
@f1
@y1

(t; y) � � � @f1
@yd

(t; y)

� � � � � �
@fd
@y1

(t; y) � � � @fd
@yd

(t; y)

1CCA
und sind s�amtliche partiellen Ableitungen @fj=@yk : D ! R stetig auf D, so gen�ugt f

auf D einer lokalen Lipschitz-Bedingung bez�uglich y.

(Denn: Wie im Beweis zu Satz 15.13 sieht man, dass @f=@y : D ! Rd�d stetig ist

(wobei Rd�d mit der von der Operatornorm herkommenden Metrik versehen ist). Ist

(t0; y
0) 2 D, so existiert eine Kugel U := U�(t0; y

0) mit �U � D. Da �U kompakt ist,

existiert

L := L(U) := max
(t;y)2 �U

k @f
@y

(t; y) k :

Wir setzen Vt := fy 2 Rd : (t; y) 2 Ug f�ur t 2 R und de�nieren f�ur alle t mit Vt 6= ;

gt(y) := f(t; y) (y 2 Vt) :

Dann ist Vt konvex und es gilt Jgt = (@f=@y) (t; �) auf Vt.
Sind (t; y); (t; ~y) 2 U , so existiert nach B. 17.2 ein � 2 I(y; ~y) � Vt so, dass

jf(t; y)� f(t; ~y)j = jgt(y)� gt(~y)j � jjJgt(�)jj � jy � ~yj � Ljy � ~yj :

Beispiel 19.3 1. Es sei

f(t; y) = et(1 + y2) (t; y 2 R)

(vgl. B. 18.5.3). Dann gilt

@f

@y
(t; y) = et2y (t; y 2 R) :

Insbesondere ist @f=@y stetig auf R2. Nach B. 19.2.2 gen�ugt f auf R2 einer lokalen

Lipschitz-Bedingung bez�uglich y.

Man beachte jedoch: F�ur t0 2 R fest existiert kein L > 0 so, dass

jf(t0; y)� f(t0; ~y)j = et0 jy + ~yjjy � ~yj � Ljy � ~yj

f�ur alle y; ~y 2 R erf�ullt ist (f gen�ugt keiner globalen Lipschitz-Bedingung bzgl. y).

2. Es sei

f(t; y) :=

( p
y; y � 0

0; y < 0
; t 2 R
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(vgl B. 18.3). Dann gilt f�ur alle t und y; ~y > 0

jf(t; y)� f(t; ~y)j = jpy �
p
~yj = jy � ~yjp

y +
p
~y
:

Ist L > 0 beliebig, so gilt f�ur y; ~y gen�ugend klein

1p
y +
p
~y
> L :

Also existieren keine Umgebung U von (0; 0) und L � 0 so, dass

jf(t; y)� f(t; ~y)j � Ljy � ~yj f�ur alle (t; y); (t; ~y) 2 U

erf�ullt ist. Folglich gen�ugt f auf keiner o�enen Menge D mit D \ (R � f0g 6= ; einer
lokalen Lipschitz-Bedingung bez�uglich y.

Wir zeigen nun, dass das AWP (18.2) �aquivalent ist zu einer gewissen Integralglei-

chung. Um dies f�ur Kd-wertige Funktionen formulieren zu k�onnen, setzen wir f�ur

f = (f1; :::; fd)
T : [a; b]! Kd, mit fj 2 R[a; b] f�ur j = 1; :::; d

bZ
a

f(s)ds :=

0@ bZ
a

f1(s)ds; :::;

bZ
a

fd(s)ds

1AT

:

Dann hat
R
die �ublichen Eigenschaften skalarer Integrale; einzig nichttrivial ist dabei

j R ba f j � R ba jf j:
Es gilt f�ur alle f = (f1; :::; fd)

T mit fj 2 R[a; b]

��� bZ
a

f(s)ds
��� � bZ

a

jf(s)jds :

(Denn: Es sei

u :=

bZ
a

f(s)ds 2 Kd :

Dann gilt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

juj2 = �uTu =
dX
j=1

�uj

bZ
a

fj(s)ds =

bZ
a

0@ dX
j=1

�ujfj(s)

1A ds

=

bZ
a

�uT f(s)ds = Re

bZ
a

�uT f(s)ds =

bZ
a

Re(�uT f(s))ds

�
bZ
a

j�uT f(s)jds �
bZ
a

juj jf(s)jds ;
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also

juj �
bZ
a

jf(s)jds :)

Satz 19.4 Es sei D � R�Kd o�en, und es sei f 2 C(D;Kd). Ferner sei (t0; y0) 2 D.

Ist I � R ein Intervall mit t0 2 I, so sind f�ur ' 2 C(I;Kd) �aquivalent:

a) ('; I) ist eine L�osung von (18.2), d.h. '(t0) = y0 und

'0(t) = f(t; '(t)) (t 2 I) :

b) Es ist graph(') � D und f�ur alle t 2 I gilt

'(t) = y0 +

tZ
t0

f(s; '(s))ds :

Beweis. a) ) b): Es sei ' = ('1; :::; 'd); y
0 = (y01; :::; y

0
d). Aus '

0
j(s) = fj(s; '(s))

und 'j(t0) = y0j ergibt sich durch Au�ntegrieren und Anwendung des HDI, Teil 2, f�ur

alle t 2 I und j = 1; :::; d

'j(t)� y0j = 'j(t)� 'j(t0) =
tZ

t0

'0j(s)ds =
tZ

t0

fj(s; '(s))ds :

(Man beachte dabei '0j ist stetig auf I, da s 7! fj(s; '(s)) stetig ist.)

b) ) a): Da ' stetig auf I und f stetig auf D sind, ist s 7! f(s; '(s)) stetig auf I.

Also ergibt sich a) wieder durch Anwendung des HDI, diesmal Teil 1. 2

Damit k�onnen wir folgende (zun�achst
"
lokale\) Version eines Existenz- und Eindeu-

tigkeitssatzes f�ur Anfangswertprobleme beweisen.

Satz 19.5 (Picard-Lindel�of; lokale Version)

Es sei D � R � Kd o�en, und es sei f 2 C(D;Kd). Ferner gen�uge f auf D einer

lokalen Lipschitz-Bedingung bez�uglich y. Dann existiert f�ur jedes K � D, K kompakt,

ein �0 = �0(K) > 0 so, dass das AWP

y0 = f(t; y) ; y(�) = �

f�ur jedes (�; �) 2 K und jedes Intervall I � [� � �0; � + �0] mit � 2 I genau eine

L�osung auf I besitzt.



19 L �OSUNGSTHEORIE F�UR ALLGEMEINE GEW�OHNLICHE DGLN 185

Beweis. Unser Beweis beruht auf einer geeigneten Anwendung des Banachschen Fix-

punktsatzes.

1. Wir stellen zun�achst einige kleinere Vor�uberlegungnen topologischer Art an.

Ist (X; d) ein metrischer Raum, so setzen wir f�ur A;B � X (mit inf ; =1)

dist(A;B) := inffd(a; b) : a 2 A; b 2 Bg :

Es gilt dabei ([ �U]):

� dist(A;B) = dist(A;B).

� Ist A abgeschlossen und K kompakt mit A \K = ;, so ist dist(A;K) > 0.

Es sei nun K � D kompakt. Wir w�ahlen eine o�ene und beschr�ankte Menge V mit

K � V � V � D :

(Eine solche existiert: Da K kompakt und Dc abgeschlossen ist, gilt

dist(K;Dc) > 0 :

Ist 0 <  < dist(K; @D), so ist

V :=
[

(�;�)2K
U((�; �))

o�en und beschr�ankt, und es gilt dist(Dc; V ) = dist(Dc; V ) � dist(Dc;K) �  > 0,

also insbesondere V � D.)
Da auch dist(K;V c) > 0 ist, existieren �; � > 0 so, dass f�ur alle (�; �) 2 K gilt

R(�; �) := f(t; y) : jt� �j � �; jy � �j � �g � V :

Wir setzen weiter (beachte: V kompakt)

M := max
(t;y)2V

jf(t; y)j

und (mit L = L(V ) wie in B. 19.2.1 und %=0 :=1 f�ur % > 0)

�0 := min

�
�;

�

M
;
1

2L

�
:

2. Es sei (�; �) 2 K fest, und es sei I ein Intervall mit � 2 I und

I � [� � �0; � + �0] :

Wir setzen

A := f' 2 C(I;Kd) : j'(t)� �j � � f�ur alle t 2 Ig :
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Nach B. 11.9 ist (B(I;Kd); d) mit

d(f; g) :=k f � g k1
ein vollst�andiger metrischer Raum. Weiter ist A � B(I;Kd) abgeschlossen.
(Denn: Es sei ('n)n eine Folge in A mit 'n ! ' f�ur ein ' 2 B(I;Kd). Dann ist nach

S. 11.10 ' stetig auf I, d.h. ' 2 C(I;Kd). Au�erdem gilt f�ur alle t 2 I; n 2 N

j'(t)� �j � j'n(t)� �j| {z }
��

+ j'n(t)� '(t)j| {z }
!0 (n!1)

;

also auch j'(t)� �j � � und damit ' 2 A. Nach S. 9.15 ist A abgeschlossen.)

Als abgeschlossene Teilmenge des vollst�andigen Raumes (B(I;Kd); d) ist (A; d) eben-

falls vollst�andig ([�U]).

3. Wir de�nieren f�ur ' 2 A

T'(t) := � +

tZ
�

f(s; '(s))ds (t 2 I) :

(Man beachte: aus ' 2 A folgt (s; '(s)) 2 R(�; �) � V � D f�ur alle s 2 I).
Da s 7! f(s; '(s)) stetig auf I ist, ist auch T' stetig auf I nach dem HDI (sogar

di�erenzierbar). Weiter gilt f�ur t 2 I

jT'(t)� �j =
��� tZ
�

f(s; '(s))ds
��� � ��� tZ

�

jf(s; '(s))j| {z }
�M

ds
���

� M � jt� �j �M � �0 � � ;

also ist T' 2 A. Damit gilt T : A! A.

4. Behauptung: T : A! A ist eine 1=2-Kontraktion.

Denn: F�ur '; ~' 2 A und t 2 I gilt

jT'(t)� T ~'(t)j �
��� tZ
�

jf(s; '(s))� f(s; ~'(s))jds
��� �

� L
��� tZ
�

j'(s)� ~'(s)jds
��� � L k '� ~' k1 jt� �j

� L k '� ~' k1 ��0 � 1

2
k '� ~' k1 :

5. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat T genau einen Fixpunkt ' 2 A, d.h. es
existiert genau eine Funktion ' 2 A mit

'(t) = � +

tZ
�

f(s; '(s))ds (t 2 I) : (19.5)
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Da jede Funktion ' 2 C(I;Kd), die (19.5) erf�ullt, notwendigerweise in A liegt, ist '

nach S. 19.4 die eindeutig bestimmte L�osung des AWPs y0 = f(t; y); y(�) = � auf I.

2

Bemerkung 19.6 1. Man kann zeigen, dass auch ohne die Voraussetzung einer lo-

kalen Lipschitz-Bedingung die Existenz einer L�osung des AWP (18.2) auf einer Um-

gebung eines jeden Anfangswertepaares (t0; y
0) 2 D gesichert ist. (Existenzsatz von

Peano). Wie etwa B. 18.3 zeigt, sind die L�osungen in diesem Fall allerdings nicht mehr

eindeutig.

Auf den Beweis des Satzes von Peano, der weitergehende Hilfsmittel der Analysis er-

fordert, wollen wir nicht eingehen.

2. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis zu S. 19.5 ergibt sich mit dem Banach-

schen Fixpunktsatz folgendes iterative Verfahren zur n�aherungsweisen Berechnung der

L�osung des AWP (18.2) auf einer Umgebung von t0:

Ist '0 2 A (etwa '0(t) � y0), so konvergiert die Folge ('n) in A mit

'n+1(t) := T'n(t) = y0 +

tZ
t0

f(s; 'n(s))ds

f�ur jt� t0j gen�ugend klein gegen die L�osung '. Au�erdem ergibt sich aus dem Banach-

schen Fixpunktsatz eine Absch�atzung f�ur den Fehler k '� 'n k1.

Dieses N�aherungsverfahren zur Bestimmung der L�osung hei�t
"
Picard-Lindel�ofsches

Iterationsverfahren\ oder auch
"
Methode der sukzessiven Approximationen\. F�ur das

einfache Beispiel y0 = �y; y(0) = 1 erhalten wir etwa mit '0 � 1

'n(t) =
nX
�=0

��t�

�!
;

also '(t) = lim
n!1'n(t) = e�t (hier sogar f�ur alle t 2 R).

De�nition 19.7 1. Es seien ('; I) und ( ~'; ~I) L�osungen des AWP (18.2). Dann hei�t

( ~'; ~I) (echte) Fortsetzung von ('; I), falls ~I � I (~I 6= I) und ~'jI = ' gilt.

2. Eine L�osung ('0; I0) von (18.2) hei�t maximal, falls ('0; I0) Fortsetzung jeder

L�osung ('; I) von (18.2) ist. Das Intervall I0 hei�t dann maximales Existenzinter-

vall der L�osung des AWP. (Man beachte: ('0; I0) ist eindeutig.)

Es gilt damit
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Satz 19.8 (Picard-Lindel�of, globale Version)

Es sei D � R � Kd o�en, und es sei f 2 C(D;Kd). Ferner gen�uge f auf D einer

lokalen Lipschitz-Bedingung bez�uglich y. Dann existiert zu jedem (t0; y
0) 2 D (genau)

eine maximale L�osung ('0; I0) des AWPs (18.2). Weiter gilt: I0 ist o�en, und die

maximale L�osung
"
verl�asst jede kompakte Teilmenge von D\, d.h., zu jedem K � D,

K kompakt, existieren T1; T2 2 I0; T1 < T2 mit

(t; '0(t)) 62 K

f�ur alle t < T1 und t > T2.

Beweis.

1. Wir zeigen zun�achst: Sind ('1; I1) und ('2; I2) L�osungen des AWPs (18.2), so gilt

'1(t) = '2(t) (t 2 I1 \ I2) :

Denn: Angenommen, es existiert ein �t 2 I1\ I2 mit '1(�t) 6= '2(�t). O.E. betrachten wir

den Fall �t > t0. Dann setzen wir

�s := infft 2 I1 \ I2 : t > t0; '1(t) 6= '2(t)g :

Nach S. 19.5 ist t0 < �s(� �t) und nach De�nition gilt

'1(t) = '2(t) f�ur alle t 2 [t0; �s) :

Da '1 und '2 stetig auf [t0; �s] � I1 \ I2 sind, gilt auch

'1(�s) = '2(�s) :

Damit ist �s kein Randpunkt von I1 \ I2 und '1 und '2 sind L�osungen von y0 =
f(t; y); y(�s) = '1(�s)(= '2(�s)) auf einer Umgebung von �s. Nach S. 19.5 muss dann

aber '1(t) = '2(t) auf einer Umgebung von �s gelten, im Widerspruch zur De�nition

von �s.

2. Es sei I0 die Vereinigung aller Intervalle I mit t0 2 I und so, dass auf I eine L�osung

' = 'I existiert (solche Intervalle existieren nach S. 19.5). F�ur t 2 I0 setzen wir

'0(t) := 'I(t) falls t 2 I :

Dann ist '0 nach 1. wohlde�niert, denn sind ' = 'I und ~' = ~'~I zwei L�osungen mit

t 2 I \ ~I, so gilt ~'(t) = '(t).

Au�erdem ergibt sich aus der De�nition, dass ('0; I0) maximale L�osung von (18.2) ist.

3. Es sei K � D kompakt. Angenommen, es existiert kein T2 wie gefordert. Ist b 2
(t0;1] der rechte Randpunkt von I0, so existiert damit eine Folge (tn) in I0 mit tn " b

(tn; '0(tn)) 2 K (n 2 N) :



19 L �OSUNGSTHEORIE F�UR ALLGEMEINE GEW�OHNLICHE DGLN 189

Dann ist insbesondere b <1.

Es sei nun �0 = �0(K) wie in S. 19.5. Wir w�ahlen ein N 2 N mit tN > b� �0. Nach
S. 19.5 hat das AWP

y0 = f(t; y); y(tN ) = '0(tN )

eine L�osung ~' auf [tN � �0; tN + �0]. Dann ist durch

�'(t) :=

(
'0(t) ; t 2 [t0; tN ]
~'(t) ; t 2 (tN ; tN + �0]

eine L�osung von (18.2) auf [t0; tN +�0] gegeben (wichtig dabei: �'0(tN ) = f(b; '0(tN )),

auch
"
rechtsseitig\). Da tN + �0 > b ist, ergibt sich ein Widerspruch zur Maximalit�at

von I0.

Damit ist insbesondere auch b 62 I0, denn sonst w�are [t0; b]�'0([t0; b])(� D) kompakt
als Bild der stetigen Funktion t 7! (t; '0(t)) unter der kompakten Menge [t0; b]. Dies

widerspricht aber dem eben bewiesenen.

Eine entsprechende Argumentation f�ur den linken Randpunkt a von I0 zeigt die Exi-

stenz eines T1 wie gefordert und damit insbesondere auch a 62 I0. 2

Bemerkung 19.9 Unter den Voraussetzungen von S. 19.8 existiert also zu jedem

Punkt (t0; y
0) 2 D eine eindeutig bestimmte maximale L�osung ('0; I0). Wir schreiben

statt '0 auch '(�; t0; y0) und statt I0 auch I(t0;y0). Die dadurch de�nierte Funktion

' : 
! Kd mit


 :=
[

(t0;y0)2D
f(t; t0; y0) : t 2 I(t0; y0)g � R� R�Kd

betrachten wir als die
"
allgemeine L�osung\ der Di�erentialgleichung y0 = f(t; y).

Beispiel 19.10 1. Es sei D = R� R. F�ur festes � 2 R hat das AWP

y0 = �y ; y(t0) = y0

f�ur (t0; y0) 2 R� R die maximale L�osung

'0(t) = '(t; t0; y0) = y0e
�(t�t0) auf I0 = I(t0;y0) = R :

2. Es sei D = R� R. Wir betrachten das AWP

y0 = y2 ; y(t0) = y0

f�ur (t0; y0) 2 R � R. Nach S. 18.4 ergibt sich die L�osung (jedenfalls lokal) f�ur y0 6= 0

durch Au�osen von

t� t0 =
tZ

t0

ds =

yZ
y0

ds

s2
= �1

y
+

1

y0
;
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also

y = y(t) =
y0

1� y0(t� t0) f�ur jt� t0j klein :

Man sieht (durch Di�erenzieren), dass dabei gilt

'(t; t0; y0) =
y0

1� y0(t� t0) f�ur

8>><>>:
t > t0 + 1=y0 ; falls y0 < 0

t 2 R ; falls y0 = 0

t < t0 + 1=y0 ; falls y0 > 0

;

also

I(t0;y0) =

8>><>>:
(t0 + 1=y0;1) ; falls y0 < 0

(�1;1) ; falls y0 = 0

(�1; t0 + 1=y0) falls y0 > 0

:

Obwohl D = R�R ist, sind die maximalen L�osungsintervalle dabei i.A. nicht ganz R;

die L�osungen haben eine
"
endliche Entweichzeit\.

Man beachte auch: Alle L�osungen verlassen jede kompakte Teilmenge von R2, sowohl,

wenn t sich dem rechten Randpunkt, als auch, wenn t sich dem linken Randpunkt von

I(t0;y0) ann�ahert. Genauer gilt hier

'(t; t0; y0)!
(
�1 f�ur t! (t0 + 1=y0)

+ ; falls y0 < 0

1 f�ur t! (t0 + 1=y0)
� ; falls y0 > 0

:

Komplizierter ist das Randverhalten bei folgendem (ersten h�oherdimensionalen) Bei-

spiel.

3. Es sei D = (0;1)� R2 und�
y01
y02

�
= f(t; y1; y2) =

��y2=t2
y1=t2

�
; y

�
1

�

�
=

�
0

�1
�
:

Dann ist

'

�
t;
1

�
;

�
0

�1
��

=

�
sin(1=t)

cos(1=t)

�
(t 2 (0;1))

die maximale L�osung des AWP. Hier existiert lim
t!0+

'(t) nicht!

Unter starken Voraussetzungen an f kann man eine Aussage �uber die Gr�o�e der ma-

ximalen L�osungsintervalle machen.

Satz 19.11 Es sei D = I �Kd, wobei I � R ein o�enes Intervall ist. Ferner gen�uge

f 2 C(D;Kd) einer lokalen Lipschitz-Bedingung bez�uglich y, und es gelte

jf(t; y)j � %(t)jyj+ �(t) ((t; y) 2 I �Kd)

mit stetigen Fuktionen %; � : I ! [0;1). Dann gilt f�ur alle (t0; y
0) 2 D:

I(t0;y0) = I :
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Beim Beweis verwenden wir das �au�erst n�utzliche sogenannte
"
Lemma von Gronwall\:

Satz 19.12 Es sei  2 C([0; T )) f�ur ein T > 0, und es gelte

 (t) � A+B

tZ
0

 (s)ds (t 2 [0; T ))

f�ur gewisse Konstanten A 2 R und B > 0. Dann ist

 (t) � AeBt (t 2 [0; T )) :

Beweis. Es sei � > 0 und

g(t) = g�(t) = (A+ �)eBt (t 2 [0; T )) :

Dann gilt

g(t) = A+ � +B

tZ
0

g(s)ds (t 2 [0; T )) :

Wir zeigen:  (t) < g(t) auf [0; T ). (Da � > 0 beliebig war, ergibt sich hieraus die

Behauptung.)

F�ur t = 0 ist jedenfalls  (0) < g(0). Angenommen, es existiert ein t0 > 0 mit  (t0) �
g(t0). F�ur

t1 := infft > 0;  (t) � g(t)g (> 0)

gilt dann  (t1) = g(t1) und  (s) � g(s) f�ur s 2 [0; t1] und deshalb

 (t1) � A+B

t1Z
0

 (s)ds < A+ � +B

t1Z
0

g(s)ds = g(t1) :

Widerspruch! 2

Beweis. (zu S. 19.11) Angenommen, (�; �) := I(t0;y0) 6= I =: (a; b). O.E. sei dann

� < b. Wir setzen

R := max
t2[0;�]

%(t); S :=

�Z
t0

�(t)dt :

Dann gilt f�ur t0 � t < �

'0(t) = '(t; t0; y
0) = y0 +

tZ
t0

f(s; '0(s))ds
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und damit

j'0(t)j � jy0j+
tZ

t0

%(s)j'0(s)jds+
tZ

t0

�(s)ds

� jy0j+ S +R

tZ
t0

j'0(s)jds (t 2 [t0; �)) :

Nach dem Lemma von Gronwall (angewandt auf  (t) := j'0(t+ t0)j) gilt

j'0(t)j � (jy0j+ S)eR(t�t0)

� (jy0j+ S)eR(��t0) (t 2 [t0; �)) ;

also ist '0 beschr�ankt auf [t0; �). Das widerspricht aber der Tatsache, dass '0 nach S.

19.8 f�ur t! �� jede kompakte Teilmenge von D = I � Rd verl�asst. 2



20 ALLGEMEINE LINEARE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN 193

20 Allgemeine lineare Di�erenzialgleichungen

Bereits in Abschnitt 18 hatten wir uns kurz mit (skalaren) linearen Di�erenzialglei-

chungen besch�aftigt. Wir untersuchen jetzt den wesentlich allgemeineren Fall von Sy-

stemen linearer Di�erenzialgleichungen.

Es seien im Folgenden stets I � R ein o�enes Intervall und

A = (ajk) : I ! Kd�d

sowie

b : I ! Kd

stetig. Eine Di�erenzialgleichung der Form

y0 = A(t)y + b(t) (20.1)

nennen wir ein lineares System (von Di�erenzialgleichungen) oder kurz lineare Di�e-

renzialgleichung. Die Gleichung

y0 = A(t)y (20.2)

hei�t zugeh�orige homogene Gleichung. Ist b = 0, so hei�t (20.1) homogen. Meist be-

trachten wir auch jetzt wieder zugeh�orige AWPe der Form

y0 = A(t)y + b(t) ; y(�) = � (20.3)

f�ur � 2 I; � 2 Kd.
Aus den Ergebnissen des vorigen Abschnittes erhalten wir unmittelbar

Satz 20.1 Es seien I � R ein o�enes Intervall und A : I ! Kd�d; b : I ! Kd stetig.

Dann hat f�ur jedes (�; �) 2 I � Kd das AWP (20.3), genau eine maximale L�osung

'(�; �; �) mit I(�;�) = I.

Beweis. Wir betrachten f : I �Kd ! Kd

f(t; y) := A(t)y + b(t) (t 2 I; y 2 Kd) :

Dann ist f stetig (warum ?), und es gilt

jf(t; y)� f(t; ~y)j = jA(t)(y � ~y)j � jjA(t)jj jy � ~yj (t 2 I; y 2 Kd) :

Ist I0 � I kompakt, so existiert

L := max
t2I0
jjA(t)jj :
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Also gilt

jf(t; y)� f(t; ~y)j � Ljy � ~yj (t 2 I0; y 2 Kd) :
Insbesondere impliziert dies, dass f auf I � Kd einer lokalen Lipschitz-Bedingung

bez�uglich y gen�ugt. Ferner gilt

jf(t; y)j � jjA(t)jj jyj+ jb(t)j (t 2 I; y 2 Kd) :

Aus S. 19.11 (angewandt mit �(t) = jjA(t)jj und �(t) = jb(t)j) ergibt sich die Behaup-

tung. 2

Wir wollen uns nun die Struktur der L�osungsgesamtheit von (20.1) genauer anschauen.

Dazu betonen wir die Abh�angigkeit von der Inhomogenit�at b und schreiben 'b(�; �; �)
f�ur die maximale L�osung von (20.3). Au�erdem setzen wir

Lb := f :  l�ost (20.1) auf Ig ;

also insbesondere

L0 = f :  l�ost (20.2) auf Ig :
Dann gilt f�ur � 2 I fest (beachte  = 'b(�; �;  (�)) f�ur alle  2 Lb)

Lb = f'b(�; �; �) : � 2 Kdg

und insbesondere

L0 := f'0(�; �; �) : � 2 Kdg :
Weiter erhalten wir

Satz 20.2 1. L0 ist ein d-dimensionaler Unterraum von C(I;Kd), und f�ur jedes

� 2 I ist die Abbildung � 7! '0(�; �; �) von Kd auf L0 ein Isomorphismus (linear

und bijektiv).

2. Weiter gilt: Ist  b 2 Lb fest, so gilt

Lb =  b + L0 (:= f b +  0 :  0 2 L0g) ;

d.h. Lb ist ein (d-dimensionaler) a�ner Unterraum von C(I;Kd).

Beweis. 1. Wir zeigen: Die Abbildung T = T� : K
d ! C(I;Kd) mit

T (�) = '0(�; �; �) (� 2 Kd)



20 ALLGEMEINE LINEARE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN 195

ist linear und injektiv. (Hieraus folgt, dass T ein Isomorphismus auf L0 = Bild(T ) und

damit L0 ein d-dimensionaler Unterraum von C(I;Kd) ist.)

Es gilt f�ur �1; �2 2 Kd und �1; �2 2 K mit  1 := '0(�; �; �1) und  2 := '0(�; �; �2)

(�1 1 + �2 2)
0(t) = �1 

0
1(t) + �2 

0
2(t) =

= �1A(t) 1(t) + �2A(t) 2(t) =

= A(t)[�1 1 + �2 2](t)

f�ur alle t 2 I, sowie

(�1 1 + �2 2)(�) = �1'0(�; �; �1) + �2'0(�; �; �2) = �1�1 + �2�2 :

Also ist (Eindeutigkeit der L�osung von (20.3))

�1'0(�; �; �1) + �2'0(�; �; �2) = '0(�; �; �1�1 + �2�2) ;

mit anderen Worten

�1T (�1) + �2T (�2) = T (�1�1 + �2�2) :

Folglich ist T linear.

Ist T (�) = 0, so gilt

� = '0(�; �; �) = 0

also ist Kern(T ) = f0g. Damit ist T injektiv.

2.
"
� \ Es sei  2  b + L0, d.h.  =  b +  0 f�ur ein  0 2 Lb. Dann gilt

 0(t) = A(t) 0b(t) + b(t) +A(t) 0(t) = A(t) (t) + b(t)

auf I, d.h.  l�ost (20.1). Damit ist  2 Lb.
"
� \ Es sei  2 Lb, d.h.  0 = A(t) + b(t) auf I. Dann gilt ( � b)0 = A(t)( � b),

d.h.  �  b 2 L0. Also ist  =  b + ( �  b) 2 '+ L0. 2

Bemerkung und De�nition 20.3 Da nach S. 20.2 der L�osungsraum L0 der homo-

genen Gleichung y0 = A(t)y ein d-dimensionaler linearer Raum ist, reicht es, zur Be-

stimmung einer beliebigen L�osung eine Basis von L0 zu kennen (jede L�osung ist dann

Linearkombination der Basiselemente). Eine solche Basis hei�t Fundamentalsystem.

Au�erdem zeigt der zweite Teil des Satzes, dass sich die Bestimmung einer beliebigen

L�osung des inhomogenen Systems y0 = A(t)y + b(t) auf die Bestimmung einer spe-

ziellen L�osung des inhomogenen Systems und einer Basis des L�osungsraumes L0 der

zugeh�origen inhomogenen Gleichung reduziert.
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Wir werden uns zun�achst mit homogenen Gleichungen befassen. Der erste Satz zeigt,

dass die lineare Unabh�angigkeit von L�osungen �aquivalent ist zur linearen Unabh�angig-

keit der Anfangswerte.

Satz 20.4 Es seien  (1); :::;  (m) 2 L0, also L�osungen des homogenen Systems y0 =
A(t)y. Dann sind �aquivalent:

a)  (1); :::;  (m) sind linear unabh�angig.

b) F�ur alle � 2 I sind  (1)(�); :::;  (m)(�) linear unabh�angig.

c) Es existiert ein t0 2 I so, dass  (1)(t0); :::;  
(m)(t0) linear unabh�angig sind.

Beweis. a) ) b): Es sei � 2 I gegeben. Ist T = T� wie im Beweis zu S. 20.2, so sind

 (1) = T ( (1)(�)); :::;  (m) = T ( (m)(�)) linear unabh�angig. Da T linear ist, sind dann

auch  (1)(�); :::;  (m)(�) linear unabh�angig.

b) ) c) ist klar.

c) ) a): Ist
mP
j=1

�j 
(j) = 0, so ist insbesondere auch

mP
j=1

�j 
(j)(t0) = 0. Also folgt

�1 = : : : �m = 0. 2

Beispiel 20.5 (vgl. B. 19.10.3) Wir betrachten I = (0;1) und

A(t) :=

 
0 �1=t2

1=t2 0

!
(t 2 (0;1)) :

Dann ist nach B. 19.10.3

 (1)(t) =

�
sin(1=t)

cos(1=t)

�
(t 2 (0;1))

eine L�osung des homogenen Systems

y0 =

 
y01
y02

!
=

 
0 �1=t2

1=t2 0

! 
y1

y2

!
= A(t) y

(genauer gilt  (1)(t) = '0(t; 1=�;
� 0
�1
�
) f�ur t > 0). Man rechnet leicht nach, dass auch

 (2)(t) =

�� cos(1=t)
sin(1=t)

�
(t > 0)

eine L�osung von y0 = A(t)y ist (genauer  (2)(t) = '0(t; 1=�;
�1
0

�
)).
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Da  (1)(1=�) =
� 0
�1
�
und  (2)(1=�) =

�1
0

�
in R2 linear unabh�angig sind, sind auch

 (1);  (2) linear unabh�angig, also eine Basis des L�osungsraumes L0. Folglich ist jede

L�osung von y0 = A(t)y von der Form

 = �1 
(1) + �2 

(2)

f�ur gewisse �1; �2 2 R.

Bemerkung 20.6 1. Sind  (1); :::;  (d) beliebige L�osungen von y0 = A(t)y auf I, so

bezeichnet man f�ur t 2 I die Determinante

W (t) :=W ( (1); :::;  (d); t) := det�(t) ;

wobei

�(t) :=

0BB@
 
(1)
1 (t) : : :  

(d)
1 (t)

...
...

 
(1)
d (t) : : :  

(d)
d (t)

1CCA ;

als Wronski-Determinante von  (1); :::;  (d) (an der Stelle t). Es gilt nach S. 20.4:

 (1); :::;  (d) ist ein Fundamentalsystem (also eine Basis des L�osungsraumes) genau

dann, wenn W (t0) 6= 0 f�ur ein t0 2 I ist. Au�erdem ist in diesem Falle schon W (t) 6= 0

f�ur alle t 2 I! (Also: Entweder ist W (t) 6= 0 f�ur alle t 2 I oder W (t) � 0 auf I.)

2. Bilden  (1); :::;  (d) ein Fundamentalsystem, so hei�t die Funktion � : I ! Kd�d

eine Fundamentalmatrix. Nach 1. ist �(�) f�ur alle � 2 I invertierbar (da det�(�) 6= 0).

Es gilt damit

'0(t; �; �) = �(t) � ��1(�) � � (t 2 I) (20.4)

d.h. die allgemeine L�osung ergibt sich als Produkt der matrixwertigen Funktion � mit

dem Vektor ��1(�)�.
(Denn: F�ur jedes (�; �) ist

 = ���1(�) � �
eine Linearkombination der Funktionen  (1); :::;  (d), also eine L�osung von y0 = A(t)y.

Au�erdem gilt

 (�) = �(�)��1(�)� = � ;

d. h. auch die Anfangsbedingung ist erf�ullt. Folglich ist  = '0(�; �; �).)

Beispiel 20.7 Es sei A wie in B. 20.5. Dann ist

� =

 
sin(1=�) � cos(1=�)
cos(1=�) sin(1=�)

!
=

 
 
(1)
1  

(2)
1

 
(1)
2  

(2)
2

!
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eine Fundamentalmatrix. Speziell gilt

�
� 1
�

�
=

 
0 1

�1 0

!

und damit

��1
� 1
�

�
=

 
0 �1
1 0

!
:

Also ist die L�osung von y0 = A(t)y; y(1=�) = � gegeben durch

'0

�
t;
1

�
; �
�
= �(t)

���2
�1

�
= =

0@ ��2 sin(1=t)� �1 cos(1=t)
��2 cos(1=t) + �1 sin(1=t)

1A :

Wir kommen nun zur�uck zum inhomogenen System (20.1). Es gilt hierf�ur

Satz 20.8 (Variation der Konstanten)

Es sei �(�) eine Fundamentalmatrix von (20.2). Dann gilt f�ur � 2 I: Die Funktion

t 7! �(t)

tZ
�

��1(s)b(s)ds

ist eine spezielle L�osung von (20.1), n�amlich 'b(t; �; 0), und es gilt

'b(t; �; �) = �(t)
h
��1(�)� +

tZ
�

��1(s)b(s)ds
i

(t 2 I) (20.5)

( = '0(t; �; �) + 'b(t; �; 0) ) :

Beweis. Wir schreiben f�ur eine Funktion C : I ! Kd�d mit C = (cjk)j=1;:::;d und

di�erenzierbaren Funktionen cjk : I ! K kurz

C 0(t) :=

0BB@
c011(t) : : : c01d(t)
...

c0d1(t) : : : c0dd(t)

1CCA (t 2 I) :

Dann gilt folgende Produktregel f�ur di�erenzierbares g : I ! Kd

(Cg)0(t) = C 0(t)g(t) + C(t)g0(t) (t 2 I) :

(Denn: f�ur t 2 I ist

(Cg)0j(t) =
� dX
k=1

cjk(t)gk(t)
�0

=
dX

k=1

c0jk(t)gk(t)+
dX

k=1

cjk(t)g
0
k(t) = (C 0g)j(t)+(Cg0)j(t)

�
:
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Folglich gilt auf I (HDI komponentenweise angewandt)

�
�(t)

tZ
�

��1(s)b(s)ds
�0

= �0(t)
tZ
�

��1(s)b(s)ds+�(t)��1(t)b(t)

[ �U ]
= A(t)�(t)

tZ
�

��1(s)b(s)ds+ b(t)

d.h. t 7! �(t)
tR
�

��1(s)b(s)ds ist L�osung von (20.1) mit Funktionswert 0 an t = �. Nach

S. 20.2 ist Lb = 'b(�; �; 0) + L0 , und nach (20.4) ist L0 = f�(�)��1(�)� : � 2 Kdg. Da

�(�)
h
��1(�)� +

tZ
�

��1(s)b(s)ds
i
= �

gilt, folgt die Behauptung. 2

Beispiel 20.9 Wir betrachten wieder A aus B. 20.7. Ferner sei

b(t) =

�
1=t2

0

�
(t > 0) :

Dann ist f�ur � = 1=� mit � aus B. 20.7 nach S. 20.8

'b

�
t;
1

�
; 0
�
= �(t)

tZ
1=�

��1(s)b(s)ds :

Weiter gilt

��1(t) =

 
sin(1=t) cos(1=t)

� cos(1=t) sin(1=t)

!
;

also
tZ

1=�

��1(s)b(s)ds =
tZ

1=�

�
sin(1=s)=s2

� cos(1=s)=s2
�
ds

1=s=u
=

�
cos(1=t) + 1

sin(1=t)

�
und damit ist

�(t)

tZ
1=�

��1(s)b(s)ds =

 
sin(1=t) � cos(1=t)
cos(1=t) sin(1=t)

!�
cos(1=t) + 1

sin(1=t)

�
=

�
sin(1=t)

1 + cos(1=t)

�

eine spezielle L�osung der inhomogenen Gleichung. Insgesamt ist nach S. 20.8

'b

�
t;
1

�
; �
�
= '0

�
t;
1

�
; �
�
+

�
sin(1=t)

1 + cos(1=t)

�
mit '0(�; 1=�; �) wie in B. 20.7.
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Wir wollen nun die obigen Ergebnisse auf lineare Di�erenzialgleichungen n-ter Ord-

nung anwenden: Sind a0; a1; :::; an�1 : I ! K und b : I ! K stetig, so hei�t eine

Gleichung der Form

y(n) = an�1(t)y(n�1) + : : :+ a0(t)y + b(t) =
n�1X
�=0

a�(t)y
(�) + b(t) (20.6)

eine lineare Di�erenzialgleichung n-ter Ordnung. Die Gleichung

y(n) =
n�1X
�=0

a�(t)y
(�) (20.7)

hei�t zugeh�orige homogene Gleichung. Entsprechende Anfangswertprobleme sind von

der Form

y(n) =
n�1X
�=0

a�(t)y
(�) + b(t); y(�)(�) = �� (� = 0; :::; n� 1) (20.8)

mit � 2 I; �0; :::; �n�1 2 K.
In B. 18.11 haten wir gesehen, dass man solche Gleichungen bzw. Anfangswertprobleme

in Systeme 1. Ordnung umschreiben kann. Hier lautet das entsprechende System0BBBBBBBB@

y01
y02
...

y0n�1
y0n

1CCCCCCCCA
=

0BBBBBBBB@

0 1 0 : : : : : : 0

0 0 1 0 : : : 0
...

...

0 : : : : : : : : : 0 1

a0(t) a1(t) : : : : : : : : : an�1(t)

1CCCCCCCCA

0BBBBBBBB@

y1

y2
...

yn�1
yn

1CCCCCCCCA
+

0BBBBBBBB@

0
...
...

0

b(t)

1CCCCCCCCA
;

(20.9)

also ein lineares System. Nach B. 18.11 lassen sich s�amliche Ergebnisse �uber L�osungen

dieses Systems in Ergebnisse �uber die L�osungen von (20.6) �ubertragen.

Insbesondere erhalten wir aus S. 20.1

Satz 20.10 Ist I � R ein o�enes Intervall und sind a0; :::; an�1; b : I ! K stetig,

so hat f�ur jedes (�; �) 2 I � Kn das AWP (20.8) (mit � = (�0; :::; �n�1)) genau eine

L�osung v =: ub(�; �; �0; :::; �n�1) =: ub(�; �; �) auf I.

Um eine S. 20.2 und S. 20.8 entsprechende Aussage �uber die L�osungsgesamtheit ma-

chen zu k�onnen, unterscheiden wir auch wieder

M0 := fv : v l�ost (20:7) auf Ig und Mb := fv : v l�ost (20:6) auf Ig:

Die wesentlichen Ergebnisse sind im folgenden Satz zusammengefasst.
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Satz 20.11 1. M0 ist ein n-dimensionaler Unterraum (von C(I;K)) und f�ur � 2 I
gilt M0 = fu0(�; �; �) : � 2 Kng.

2. F�ur jedes v 2Mb ist Mb = v +M0.

3. Sind v1; :::; vn L�osungen der homogenen Gleichung (20.7), d.h. v1; :::; vn 2M0, so

sind v1; :::; vn linear unabh�angig (ein
"
Fundamentalsystem\), genau dann, wenn

die
"
Wronski-Determinante\ W (t) = det�(t), wobei

�(t) =

0BBBBB@
v1(t) : : : : : : vn(t)

v01(t) : : : : : : v0n(t)
...

...

v
(n�1)
1 (t) : : : : : : v

(n�1)
n (t)

1CCCCCA 2 Kn�n ;

f�ur ein t0 2 I nicht verschwindet. In diesem Fall ist schon W (t) 6= 0 f�ur alle

t 2 I.

4. (Variation der Konstanten) Ist v1; :::; vn ein Fundamentalsystem der homogenen

Gleichung 20.7, so ist f�ur � 2 I

t 7! �
v1(t); :::; vn(t)

� � tZ
�

��1(s)

0BBBBB@
0
...

0

b(s)

1CCCCCA ds (t 2 I)

eine L�osung der inhomogenen Gleichung (20.6), n�amlich ub(t; �; 0). Au�erdem

gilt f�ur � = (�0; :::; �n�1)T 2 Kn

ub(t; �; �) = (v1(t); :::; vn(t))

2666664��1(�)
0BB@

�0
...

�n�1

1CCA+

tZ
�

��1(s)

0BBBBB@
0
...

0

b(s)

1CCCCCA ds

3777775
( = u0(t; �; �) + ub(t; �; 0) ) (20.10)

Beweis. Die Aussagen ergeben sich alle aus den entsprechenden Ergebnissen f�ur das

lineare System (20.9) durch Anwendung der (bijektiven (!) und im Falle b = 0 linearen)

Abbildung j = jb : Lb !Mb mit

j( 1; :::;  n) :=  1 (( 1; :::;  n) 2 Lb) ;

wobei Lb die L�osungsmenge von (20.9) ist, und deren Umkehrabbildung j
�1 :Mb ! Lb,

gegeben durch

j�1(v) = (v; v0; :::; v(n�1)) (v 2Mb) :
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Man beachte dabei insbesondere, dass die rechte Seite in (20.10) die erste Komponente

von (20.5) f�ur das entsprechende System ist. 2

Bemerkung 20.12 Will man (20.10) anwenden, so hat man insbesondere ��1(s)

0BBBBB@
0
...

0

b(s)

1CCCCCA
zu bestimmen, d.h. man hat das lineare Gleichungssystem

�(s)

0BB@
c1(s)
...

cn(s)

1CCA =

0BBBBB@
0
...

0

b(s)

1CCCCCA
zu l�osen. Auf Grund der speziellen Struktur der rechten Seite ist dies mit Hilfe der

Cramerschen Regel relativ einfach durchzuf�uhren. Man erh�alt hier

cj(s) =
1

det�(s)
det

0BBBBB@
v1 : : : vj�1 0 vj+1 : : : vn

v01 v0j�1 0 v0j+1 v0n
...

...
...

...
...

v
(n�1)
1 : : : v

(n�1)
j�1 b(s) v

(n�1)
j+1 : : : v

(n�1)
n

1CCCCCA
=

1

W (s)
(�1)n+jb(s)Wj(s) ;

wobei

Wj(s) = det

0BBBBB@
v1 : : : vj�1 vj+1 : : : vn

v01 v0j�1 v0j+1 v0n
...

...
...

...

v
(n�2)
1 : : : v

(n�2)
j�1 v

(n�2)
j+1 : : : v

(n�2)
n

1CCCCCA
ist. Also erhalten wir

ub(t; �; 0) =
nX
j=1

vj(t)(�1)n+j
tZ
�

b(s)Wj(s)

W (s)
ds (t 2 I) :

Diese Darstellung erkl�art den Namen
"
Variation der Konstanten\: W�ahrend jede

L�osung der homogenen Gleichung von der Form
Pn

j=1 �jvj(t) ist (also Linearkom-

bination der v1; :::; vn), ist hier

ub(t; �; 0) =
nX
j=1

�j(t)vj(t) ;
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also Linearkombination der v1(t); :::; vn(t) mit bez�uglich t variierenden Koe�zienten

�1(t); :::; �n(t).

Beispiel 20.13 Wir betrachten die lineare Di�erenzialgleichung 2. Ordnung

y00 = y + et :

Man rechnet sofort nach, dass

v1(t) = et ; v2(t) = e�t (t 2 R)

ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung y00 = y ist. Also erhalten wir nach

B. 20.12 mit
b(t) = et ;

W (t) = det

 
et e�t

et �e�t

!
= �2

W1(t) = det(e�t) = e�t; W2(t) = det(et) = et

die spezielle L�osung

ub(t; 0; 0; 0) = �v1(t)
tZ

0

b(s)W1(s)

W (s)
ds+ v2(t)

tZ
0

b(s)W2(s)

W (s)
ds =

t

2
et � 1

4
et +

1

4
e�t :

Weiter ergibt sich, da

�(t) =

 
et e�t

et �e�t

!
und ��1(0) =

1

2

 
1 1

1 �1

!
;

mit (20.10)

ub(t; 0; �0; �1) =
�
v1(t); v2(t)

�
��1(0)

�
�0
�1

�
+ ub(t; 0; 0; 0)

=
1

2
et
�
�0 + �1 � 1

2

�
+
1

2
e�t
�
�0 � �1 + 1

2

�
+
t

2
et

Sucht man speziell die L�osung mit der Anfangsbedingung y(0) = 0, y0(0) = 1, so ergibt

sich

ub(t; 0; ; 0; 1) =
1

4
et � 1

4
e�t +

t

2
et :

Also: Die obigen Ergebnisse zeigen, dass wir zur L�osung linearer Systeme oder linearer

Di�erenzialgleichungen n-ter Ordnung Fundamentalsysteme �nden m�ussen. Leider ist

dies ein i A. sehr schwieriges Unterfangen, und es gibt keineswegs eine geschlossene

Theorie. Wir werden uns im n�achsten Abschnitt intensiv mit dem Fall linearer Glei-

chungen mit konstanten Koe�zienten (d.h. A(t) � A auf R bzw. aj(t) � aj auf R f�ur
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j = 1; :::; n) besch�aftigen. Zum Abschluss dieses Abschnittes stellen wir noch kurz zwei

m�ogliche Ans�atze f�ur allgemeine lineare Gleichungen vor.

Kennt man (woher auch immer) bereits eine nichtverschwindende L�osung einer linearen

Di�erenzialgleichung der Ordnung n, so l�asst sich dies nutzen, um weitere L�osungen

aus einer linearen Di�erenzialgleichung (n�1)-ter Ordnung zu bestimmen (
"
Reduktion

der Ordnung\). Wir beschr�anken uns bei der Darstellung dieses Verfahrens auf den

Fall n = 2.

Satz 20.14 Es sei I � R ein o�enes Intervall, und es seien a0; a1 : I ! K stetig. Ist

(u; I) eine L�osung der Di�erenzialgleichung

y00 = a1(t)y
0 + a0(t)y

mit u(t) 6= 0 f�ur alle t 2 J , wobei J � I ein o�enes Intervall ist, so erh�alt man eine

zweite, von u linear unabh�angige L�osung v : J ! K durch den Ansatz

v(t) = z(t)u(t) (t 2 J) ;

wobei z0 = w 6� 0 eine L�osung der linearen Di�erenzialgleichung 1. Ordnung

w0 =
�
a1(t)� 2

u0(t)
u(t)

�
w

ist.

Beweis. Aus v = zu folgt

v0 = z0u+ zu0 ; v00 = z00u+ 2z0u0 + u00z ;

und mit u00 = a1u
0 + a0u erhalten wir, falls z00 = (a1 � 2u0=u)z0 gilt,

v00 � a1v0 � a0v = z00u+ 2z0u0 + u00z � a1z0u� a1zu0 � a0zu = 0 ;

d.h. v ist ebenfalls L�osung (auf J).

Ist z0 6� 0, so ist z nicht konstant auf J , und damit sind u und v linear unabh�angig. 2

Beispiel 20.15 Wir betrachten die lineare Di�erenzialgleichung 2. Ordnung

y00 =
2t

1� t2 y
0 � 2

1� t2 y

auf I = (�1; 1). Man sieht sofort, dass

u(t) = t
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eine L�osung auf (�1; 1) ist. Also erhalten wir nach S. 20.14 eine zweite, linear un-

abh�angige L�osung v, etwa auf (0; 1) durch

v = zu ;

wobei w = z0 L�osung von

w0 =
�
a1 � 2

u0

u

�
w =

� 2t

1� t2 �
2

t

�
w

ist. Nach S. 18.6 ist mit

A(t) =

Z
2tdt

1� t2 �
Z

2dt

t
= ln

� 1

1� t2
�
� 2 ln(t) [+c]

= ln
� 1

1� t2
�
+ ln

� 1
t2

�
[+c]

die Funktion

w(t) = eA(t) =
1

(1� t2)t2
L�osung, also

z(t) =

Z
dt

(1� t2)t2 =

Z
1

t2
+
1

2

� 1

1� t +
1

1 + t

�
dt = �1

t
+
1

2
ln
�1 + t

1� t
�

und damit

v(t) = tz(t) =
t

2
ln
�1 + t

1� t
�
� 1 :

Folglich bilden (u; v) ein Fundamentalsystem der Ausgangsgleichung (zun�achst auf

(0; 1), aber tats�achlich auch auf (�1; 1)).

Im manchen F�allen ist es m�oglich, L�osungen einer Di�erenzialgleichung durch einen

sogenannten Potenzreihenansatz zu gewinnen. Wir erl�autern die zu Grunde liegende

Idee auch nur f�ur den Fall linearer Di�erenzialgleichungen 2. Ordnung.

Satz 20.16 Es sei r > 0, und es seien

p(z) =
1X
�=0

p�z
� ; q(z) =

1X
�=0

q�z
�

Potenzreihen mit Konvergenzradius � r. Ferner sei p0 62 N. Sind �0; �1 2 K beliebig,

so de�nieren wir die Folge (a�)�2N0 rekursiv durch

a0 = �0 ; a1 = �1 ; falls p0 = q0 = 0

a0 = �0 ; a1 = � q0
p0
a0 ; falls p0 6= 0

a0 = 0 ; a1 = �1 ; falls p0 = 0; q0 6= 0
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sowie

a�+1 :=
1

(� + 1)(� � p0)
�X

�=0

(� p�+1�� + q���)a� (� 2 N):

Dann gilt: Hat die Potenzreihe u(z) =
1P
�=0

a�z
� Konvergenzradius � r, so ist

zu00(z) = p(z)u0(z) + q(z)u(z) (jzj < r)

und damit ist insbesondere u eine L�osung der Di�erenzialgleichung

y00 =
p(t)

t
y0 +

q(t)

t
y

auf (0; r) und auf (�r; 0).

Beweis. Nach S. 12.5 gilt

u0(z) =
1X
�=0

(� + 1)a�+1z
�

u00(z) =
1X
�=0

(� + 1)(� + 2)a�+2z
�

(jzj < r) :

Also erhalten wir mit Hilfe des Cauchy-Produktes

zu00(z)� p(z)u0(z)� q(z)u(z) =

=
1X
�=0

(� + 1)� a�+1z
� �

 1X
�=0

p�z
�

! 1X
�=0

(� + 1)a�+1z
�

!
�
 1X

0

q�z
�

! 1X
0

a�z
�

!

=
1X
�=0

(� + 1)� a�+1z
� �

1X
�=0

z�
�X

�=0

(�+ 1)a�+1p��� �
1X
�=0

z�
�X

�=0

q���a�

=
1X
�=0

z�

24(� + 1)� a�+1 � (� + 1)p0a�+1 �
�X

�=0

(� p�+1�� + q���)a�

35
| {z }

=:b�

:

Nach Voraussetzung gilt b� = 0 (� 2 N), und f�ur � = 0 erhalten wir

b0 = �p0a1 � q0a0 :

Die Bedingungen an a0; a1 sind gerade so eingerichtet, dass stets b0 = 0 ist. 2

Bemerkung 20.17 1. Man kann beweisen, dass die Potenzreihe u stets Konvergenz-

radius � r hat (falls dies f�ur p und q gilt). Wir verzichten auf den (mit den uns derzeit
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zur Verf�ugung stehenden Mitteln etwas aufw�andigen) Beweis. In den Beispielen ist die

Konvergenz meist leicht zu sehen.

2. Gilt p0 = q0 = 0, so folgt

~p(t) =
p(t)

t
=

1X
�=1

p�t
��1 ; ~q(t) =

q(t)

t
=

1X
�=1

q�t
��1 ;

d.h. wir k�onnen die Di�erenzialgleichung

y00 = ~p(t)y0 + ~q(t)y (=
p(t)

t
y0 +

q(t)

t
y f�ur t 6= 0)

auf ganz I = (�r; r) betrachten. In diesem Fall erhalten wir, indem wir speziell etwa

die beiden Vektoren �
�0
�1

�
=

�
1

0

�
und

�
�0
�1

�
=

�
0

1

�
als Anfangsbedingungen w�ahlen (man beachte: dann gilt u(0) = �0; u

0(0) = �1), ein

Fundamentalsystem f�ur diese Gleichung.

Beispiel 20.18 1. Wir betrachten f�ur festes � 2 R die Gleichung

y00 = 2ty0 � �y auf I = R

(Hermitesche Di�erenzialgleichung). Hier ist

p(t) = 2t2 q(t) = ��t ;

d.h.
p2 = 2 ; p� = 0 sonst

q1 = �� ; q� = 0 sonst
:

Wir sind also in der Situation von B. 20.17.2 (d. h. p0 = q0 = 0).

Die Rekursionsformel aus S. 20.16 ergibt hier

a�+1 =
2(� � 1)� �
(� + 1)�

a��1 (� 2 N) :

W�ahlen wir speziell a0 = �0 = 1; a1 = �1 = 0, so erhalten wir

u0(t; 0; 1; 0) = 1� �
2!
t2�(4� �)�

4!
t4�(8� �)(4� �)�

6!
t6 : : :

0@= 1X
�=0

t2�

(2�)!

��1Y
k=0

(4k � �)
1A :

Mit a0 = �0 = 0 und a1 = �1 = 1 ergibt sich entsprechend

u0(t; 0; 0; 1) = t+
2� �
3!

t3 +
(6� �)(2� �)

5!
t5 : : :

0@= 1X
�=0

t2�+1

(2�+ 1)!

��1Y
k=0

(4k + 2� �)
1A :
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Beide Potenzreihen konvergieren auf R und bilden ein Fundamentalsystem der Glei-

chung.

2. Wir betrachten f�ur feste a; b 2 C die Gleichung

y00 =
t� b
t
y0 +

a

t
y

(Kummersche Di�erenzialgleichung). Hier ist

p(t) = t� b; q(t) = a ;

d.h.
p0 = �b; p1 = 1; p� = 0 sonst

q0 = a; q� = 0 sonst.

F�ur �b 62 N0 ergibt die Rekursionsformel aus S. 20.16

a1 =
aa0
b

und a�+1 =
� + a

(� + 1)(� + b)
� a� (� 2 N) :

W�ahlen wir etwa �0 = a0 = 1, so ergibt sich

u(t) = 1 +
a

b
t+

(1 + a)a

(1 + b)b

t2

2
+
(2 + a)(1 + a)a

(2 + b)(1 + b)b

t3

3!
+ : : : ;

d.h.

u(t) =
1X
�=0

(a)�
(b)��!

t� mit
(c)� := c(c+ 1) : : : (c+ � � 1)

(c)0 := 1
:

Die Potenzreihe konvergiert auf R. Die Funktion u hei�t Kummer-Funktion (mit Pa-

rametern a; b) oder auch konuente hypergeometrische Funktion.
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21 Lineare Di�erenzialgleichungen mit konstanten Koef-

�zienten

Nach den �Uberlegungen der letzten Abschnitte stellt sich weiter die Frage, wie man

Fundamentalsysteme homogener Systeme bestimmen kann. Wir wollen diese Frage

(jedenfalls im Prinzip) kl�aren f�ur Systeme der Gestalt

y0 = Ay ; (21.1)

wobei A 2 Kd�d eine feste Matrix ist (also unabh�angig von t). Eine solche Gleichung

hei�t lineares System mit konstanten Koe�zienten.

Eine sehr kompakte Darstellung f�ur Fundamentalmatrizen erh�alt man durch Einf�uhrung

der Matrix-Exponentialfunktion. Dazu werden wir zun�achst allgemeiner das Konzept

sogenannter Matrix-Potenzreihen kurz vorstellen:

Es sei (E; jj � jj) ein Banachraum. Ist (An) eine Folge in E so, dass die Folge (Sn) mit

Sn :=
nP
�=0

A� konvergent in E ist, so spricht man (wie im skalaren Fall) von Konvergenz

der Reihe
1P
�=0

A� und setzt

1X
�=0

A� := lim
n!1Sn = lim

n!1

nX
�=0

A� :

Dabei gilt: Ist
1P
�=0
jjA� jj < 1, so ist

1P
�=0

A� konvergent, d. h. absolute Konvergenz

impliziert Konvergenz.

(Denn: Es sei " > 0. Dann existiert ein N" 2 N so, dass

mX
�=n+1

k A� jj < " (m > n � N") :

Also folgt f�ur m > n � N"

jjSm � Snjj = jj
mX

�=n+1

A� jj �
mX

�=n+1

jjA� jj < " :

Damit ist (Sn) eine Cauchy-Folge in E. Da (E; djj�jj) vollst�andig ist, konvergiert (Sn).)
Man kann unter Verwendung von S. 15.11 leicht zeigen (�U):

(Km�d; jj � jj) ist ein Banachraum. Au�erdem gilt hier f�ur jede Folge (An) in K
m�d mit

1P
�=0
jjA� jj <1 und B 2 Kp�m; C 2 Kd�q

1X
�=0

BA� = B
1X
�=0

A� und
1X
�=0

A�C =
� 1X
�=0

A�

�
C :
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(Denn: Zun�achst gilt
1P
�=0
jjBA�jj � jjBjj

1P
�=0
jjA� jj <1, also ist auch

1P
�=0

BA� konver-

gent. Au�erdem erhalten wir

jj
nX
�=0

BA� �B
1X
�=0

A� jj � jjBjj � jj
nX
�=0

A� �
1X
�=0

A� jj ! 0 (n!1) ;

d.h.
nP
�=0

BA� ! B
1P
�=0

A� .

Entsprechend argumentiert man mit C statt B.)

Schlie�lich erhalten wir ([�U]): ist B� = (b
(�)
jk ) so gilt

1P
�=0

B� =

� 1P
�=0

b
(�)
jk

�
j;k=1;:::;d

.

Nun sei f(z) =
1P
�=0

c�z
� eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Ist B 2 Kd�d

mit jjBjj < r, so ist jjc�B� jj � jc� j � jjBjj� . Nach dem Satz von Cauchy-Hadamard und

dem Majorantenkriterium ist
1P
�=0
jjc�B� jj konvergent. Damit existiert auch

f(B) :=
1X
�=0

c�B
� 2 Kd�d :

Es gilt

Satz 21.1 Es sei f(z) =
1P
�=0

c�z
� eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Ist

A 2 Kd�d, so de�nieren wir  : Ur=jjAjj(0)! Kd�d durch

 (z) := f(zA)
�jzj < r

jjAjj
�
:

Dann gilt:  ist di�erenzierbar auf Ur=jjAjj(0) mit

 0(z) = A � f 0(zA) = f 0(zA) �A �jzj < r

jjAjj
�
:

Beweis. Zun�achst beachte man, dass nach der Vorbemerkung f(zA) existiert, da

jjzAjj = jzj � jjAjj < r gilt. Da auch die Potenzreihe

f 0(z) =
1X
�=1

�c�z
��1 =

1X
�=0

(� + 1)c�+1z
�

Konvergenzradius r hat, existiert auch f 0(zA) f�ur alle z mit jzj < r=jjAjj. Au�erdem
gilt mit A� = (a

(�)
jk )j;k=1;:::;d

f(zA) =

 1X
�=0

c�a
(�)
jk z

�

!
j;k=1;:::;d

;
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d.h. alle Eintr�age der Matrix sind Potenzreihen in der Variablen z (mit Konvergenz-

radius � r=jjAjj). Da diese gliedweise di�erenziert werden d�urfen (S. 12.5), erhalten

wir f�ur jzj < r=jjAjj

 0(z) =

 � 1X
�=0

c�a
(�)
jk z

�
�0!

j;k=1;:::;d

=

=

 1X
�=0

(� + 1)c�+1a
(�+1)
jk z�

!
j;k=1;:::;d

=

=
1X
�=0

(� + 1)c�+1z
�A�+1 = Af 0(zA) (= f 0(zA)A) :

2

Betrachten wir speziell die Potenzreihe

ez = exp(z) =
1X
�=0

z�

�!

mit Konvergenzradius r = 1, so ergibt sich f�ur  (z) = exp(zA) die f�urs Weitere

zentrale Folgerung

 0(z) = A � exp(zA) (z 2 C) :
f�ur exp(B) schreiben wir auch wieder kurz eB. Damit ergibt sich

(ezA)0 = AezA = ezAA: (21.2)

Die Eleganz dieser Betrachtungen belegt folgender

Satz 21.2 Es sei A 2 Kd�d. Dann ist f�ur alle � 2 Kd die (maximale) L�osung des

AWP

y0 = Ay ; y(0) = �

gegeben durch

'(t; 0; �) = etA � � (t 2 R) :
Au�erdem ist etA eine Fundamentalmatrix f�ur (21.1).

Beweis. Mit der Produktregel f�ur matrixwertige Funktionen aus dem Beweis zu S.

20.8 ergibt sich

d

dt
(etA � �) = (etA)0 � � (21:2)

= AetA � � (t 2 R) ;

d.h. t 7! etA � � ist L�osung von (21.1). Au�erdem ist

etA � �jt=0 = e0A � � = Ed� = � :
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Also ist '(t; 0; �) = etA � �.
W�ahlt man speziell � = ek, wobei ek den k-ten Einheitsvektor bezeichnet, so ist e

tA �ek
die k-te Spalte von etA, d.h. jede Spalte ist L�osung von (21.1). Da e0A = Ed gilt, sind

die Spalten (nach S. 20.4 mit � = 0) linear unabh�angig. Folglich ist etAe1; :::; e
tAed ein

Fundamentalsystem, d.h. etA eine Fundamentralmatrix. 2

Im Prinzip haben wir also ein Fundamentalsystem f�ur (21.1) gefunden (n�amlich das

System etAe1; :::; e
tAed). Es stellt sich allerdings dabei die Frage, wie man e

tA

"
konkret\

berechnen kann. Dazu versucht man, die Berechnung von etA f�ur allgemeines A auf

die Berechnung von et
~A f�ur gewisse einfache Matrizen ~A zur�uck zu f�uhren.

Um in diese Richtung weitergehen zu k�onnen, brauchen wir zun�achst einige Rechen-

regeln f�ur die Matrixexponentialfunktion.

Satz 21.3 Es seien A;B;C 2 Kd�d.
1. Gilt AB = BA, so folgt eAeB = eA+B.

(Insbesondere gilt damit e(t+s)A = etAesA f�ur alle t; s 2 R und eAe�A = e0 = Ed,

d. h. eA ist stets invertierbar mit (eA)�1 = e�A.)

2. Ist C invertierbar, so gilt

eC
�1AC = C�1eAC :

3. Hat A Blockdiagonalform

A =

0BB@
A1 O

. . .

O Am

1CCA ;

d.h. A = diag(A1; :::; Am), so gilt

eA = diag(eA1 ; :::; eAm) :

Beweis. 1. Mit A� =: (a
(�)
jk ) und B

� =: (b
(�)
jk ) erh�alt man f�ur den (j; k)-ten Eintrag

von eAeB (Cauchy-Produkt)

dX
`=1

 1X
�=0

1

�!
a
(�)
j`

! 1X
�=0

1

�!
b
(�)
`k

!
=

=
dX
`=1

1X
n=0

nX
�=0

1

�!

1

(n� �)!| {z }
= 1
n! (

n
�)

a
(�)
j` b

(n��)
`k =

=
1X
n=0

1

n!

nX
�=0

�
n

�

� dX
`=1

a
(�)
j` b

(n��)
`k ;
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was auch der (j; k)-te Eintrag von
1P
n=0

Sn=n! mit

Sn :=
nX
�=0

�
n

�

�
A�Bn��

ist. Aus AB = BA folgt die G�ultigkeit der binomischen Formel Sn = (A + B)n und

damit ist
1P
n=0

Sn=n! = eA+B.

2. Es gilt

(C�1AC)� = C�1A�C (� 2 N0)

(Beweis per Induktion). Also erhalten wir

C�1eAC = C�1
 1X
�=0

1

�!
A�

!
C =

1X
�=0

1

�!
C�1A�C = eC

�1AC :

3. Ist

A =

0BBBBB@
A1

A2 O
. . .

O Am

1CCCCCA (� 2 N0) ;

so ist

A� =

0BBBBB@
A�1

A�2 O

. . .

O A�m

1CCCCCA (� 2 N0) ;

also ergibt sich 3. durch Betrachtung der (j; k)-ten Eintr�age von eA. 2

Bemerkung 21.4 Es sei A 2 Kd�d diagonalisierbar, d.h. es existieren eine Diagonal-

matrix � = diag(�1; :::; �d) sowie eine invertierbare Matrix C 2 Kd�d mit
A = C�C�1

(dabei sind �1; :::; �d die Eigenwerte von A und die Spalten von C, also Ce1; :::; Ced,

bilden eine Basis aus Eigenvektoren von A).

Dann gilt mit S. 21.3

etA = Cet�C�1 = C � diag(e�1t; :::; e�dt)C�1 :

Die Spalten bilden nach S. 21.2 ein Fundamentalsystem. Au�erdem ist mit ck := Cek

auch

e�1tc1; : : : ; e
�dtcd

ein Fundamentalsystem (folgt etwa aus e�ktck = etAck und S. 21.2).
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Beispiel 21.5 1. Wir betrachten das lineare System

y0 =

0BB@
0 �1 1

�1 0 1

1 1 0

1CCA y = Ay :

Es gilt

det(A� �E) = ��3 + 3�� 2 = 0 , � = 1 oder � = �2 ;
also haben wir die Eigenwerte 1 und �2. Weiter rechnet man nach, dass0BB@

1

0

1

1CCA und

0BB@
0

1

1

1CCA
(linear unabh�angige) Eigenvektoren zu �1 = 1 sind, und dass0BB@

�1
�1
1

1CCA
ein Eigenvektor zu �2 = 2 ist. Also gilt hier

etA =

0BB@
1 0 �1
0 1 �1
1 1 1

1CCA
0BB@

et 0 0

0 et 0

0 0 e�2t

1CCA
0BB@

1 0 �1
0 1 �1
1 1 1

1CCA
�1

| {z }
= 1

3

0
@

2 �1 1

�1 2 1

�1 �1 1

1
A

=
1

3

0BB@
1 0 �1
0 1 �1
1 1 1

1CCA
0BB@

2et �et et

�et 2et et

�e�2t �e�2t e�2t

1CCA

=
1

3

0BB@
2et + e�2t �et + e�2t et � e�2t
�et + e�2t 2et + e�2t et � e�2t
et � e�2t et � e�2t 2et + e�2t

1CCA :

Die Spalten bilden bilden nach S. 21.2 ein Fundamentalsystem.

Direkter erh�alt man allerdings (vgl. B. 21.4) das Fundamentalsystem

et

0BB@
1

0

1

1CCA ; et

0BB@
0

1

1

1CCA ; e�2t

0BB@
�1
�1
1

1CCA :
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2. Wir betrachten das lineare System

y0 =

0BB@
1 3 4

0 1 �1
0 1 1

1CCA y = Ay :

Es gilt

det(A�AE) = (1� �)(�2 � 2�+ 2) ;

also haben wir (in C) die Eigenwerte

�1 = 1 ; �2 = 1 + i ; �3 = 1� i (= �2) :

Zugeh�orige Eigenvektoren sind

c1 =

0BB@
1

0

0

1CCA ; c2 =

0BB@
3� 4i

i

1

1CCA ; c3 =

0BB@
3 + 4i

�i
1

1CCA (= c2) :

Damit bilden etwa

et

0BB@
1

0

0

1CCA ; e(1+i)t

0BB@
3� 4i

i

1

1CCA ; e(1�i)t

0BB@
3 + 4i

�i
1

1CCA
ein Fundamentalsystem von y0 = Ay (als Gleichung in C betrachtet).

Ein reelles Fundamentalsystem erh�alt man, indem man

e(1�i)t

0BB@
3� 4i

�i
i

1CCA
durch

Re

0BB@e(1+i)t
0BB@

3� 4i

i

1

1CCA
1CCA und Im

0BB@e(1+i)t
0BB@

3� 4i

i

1

1CCA
1CCA

ersetzt. ([ �U])
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Au�erdem gilt

etA =

0BB@
1 3� 4i 3 + 4i

0 i �i
0 1 1

1CCA
0BB@

et 0 0

0 e(1+i)t 0

0 0 e(1�i)t

1CCA
0BB@

1 3� 4i 3 + 4i

0 i �1
0 1 1

1CCA
�1

| {z }0
@

1 4 �3

0 �i=2 1=2

0 i=2 1=2

1
A

=

0BB@
et 4et � 4et cos t+ 3et sin t �3et + 3et cos t+ 4et sin t

0 et cos t �et sin t
0 et sin t et cos t

1CCA :

Schwieriger wird die Berechnung eines Fundamentalsystems nat�urlich dann, wenn A

nicht diagonalisierbar ist. Aus der Linearen Algebra sollte bekannt sein, dass jede

Matrix A 2 Cd�d (die nat�urlich auch rein reelle Eintr�age haben kann) �ahnlich zu einer

Blockdiagonalmatrix der Form

B =

0BBBBB@
J1

J2 O
. . .

O Jm

1CCCCCA
ist (d.h. A = CBC�1 f�ur eine Matrix C mit det(C) 6= 0), wobei der Jordan-Block Jk

die Form

Jk =

0BBBBBBBBBBB@

�k 1 0 0 : : : 0

�k 1 0 : : : 0
. . .

...

O
. . . 0

1

�k

1CCCCCCCCCCCA
bzw. Jk = (�k)

hat.

Nach S. 21.3 reduziert sich die Berechnung der Matrix etA auf die Berechnung der

Matrizen C;C�1 sowie etJk (k = 1; :::;m). Aus Sicht der Analysis stellt sich dabei

insbesondere die Frage nach der Berechnung von etJ , wobei J eine Jordan-Matrix

obiger Gestalt ist.
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Satz 21.6 Es sei

J =

0BBBBBBBBB@

� 1 0 : : : 0
. . .

. . .
. . .

...

. . .
. . . 0

O
. . . 1

�

1CCCCCCCCCA
= �Er +Nr 2 Kr�r

eine Jordan-Matrix. Dann gilt etJ = e�tetNr mit

etNr =

0BBBBBBBB@

1 t t2

2! : : : tr�1

(r�1)!
1 t : : : tr�2

(r�2)!
. . .

. . .
...

O
. . . t

1

1CCCCCCCCA
:

Beweis. Zun�achst ist

Nr =

0BBBBBBBBB@

0 1 0 : : : 0
. . .

. . .
. . .

...
. . .

. . . 0

O
. . . 1

0

1CCCCCCCCCA
2 Kr�r ;

also (beachte: �Er und Nr vertauschen)

etJ = et�EretNr = et�etNr :

Weiter rechnet man nach, dass

N2
r =

0BBBBBBBBBBBB@

0 0 1 0 : : : 0
. . .

. . .
. . .

...
. . .

. . .
. . . 0

. . .
. . . 1

O
. . . 0

0

1CCCCCCCCCCCCA
; : : : ; N r�1

r =

0BBBBB@
0 : : : 0 1

. . . 0

O
. . .

...

0

1CCCCCA ; N�
r = 0 (� � r)
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gilt (d.h. die
"
1-Diagonale r�uckt jeweils um einen Schritt nach rechts\). Hieraus folgt

etNr =
r�1X
�=0

1

�!
t�N�

r =

0BBBBBBBBB@

1 t t2

2! : : : tr�1

(r�1)!
. . .

. . .
...

. . .
. . .

...
. . . t

1

1CCCCCCCCCA
:

2

Beispiel 21.7 Es sei

A =

0BB@
�1 1 0

0 �1 0

0 0 2

1CCA =

 
J1 O

O J2

!

mit

J1 =

 
�1 1

0 �1

!
; J2 = (2) :

Dann gilt

etA =

0BB@
e�t te�t 0

0 e�t 0

0 0 e2t

1CCA :

Zusammenfassend erhalten wir mit S. 21.6 und den vorangegangenen �Uberlegungen

folgendes Ergebnis �uber die Struktur des L�osungsraumes.

Satz 21.8 Es sei A 2 Cd�d und f�ur k = 1; : : : ;m seien Jk = �kErk + Nrk wie oben

die zugeh�origen Jordanbl�ocke. Dann existiert ein Fundamentalsystem der Form

t 7! e�ktP (k;`)(t) k = 1; :::;m; ` = 0; :::; rk � 1 ;

wobei die Komponenten P
(k;`)
1 ; :::; P

(k;`)
d von P (k;`) Polynome vom Grad � ` sind.

Beweis. Es sei C 2 Cd�d wie oben, d.h.

etAC = C � diag(etJ1 ; :::; etJm) = C � diag(e�1tetNr1 ; :::; e�mtetNrm ) :
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Da etA eine Fundamentalmatrix ist, ist

etACe1; :::; e
tACed

ein Fundamentalsystem. Es gilt mit C = (cjk)

C � diag(e�1tetNr1 ; :::; e�mtetNrm ) =

0BBBBB@
c11 : : : c1;r1 : : : c1;r1+r2 : : : c1;d
...

...
...

...
...

...
...

...

cd1 : : : cd;r1 : : : cd;r1+r2 : : : cd;d

1CCCCCA

0BBBBB@
e�1tetNr1 O

e�2tetNr2

. . .

O e�mtetNrm

1CCCCCA :

Die ersten r1 Spalten haben die Form

e�1tc11 e�1t(c11t+ c12) : : : e�1t
�
c11

tr1�1

(r1�1)! + c12
tr1�2

(r1�2)! + � � �+ c1r1

�
...

...
...

e�1tcd1 e�1t(cd1t+ cd2) : : : e�1t
�
cd1

tr1�1

(r1�1)! + cd2
tr1�2

(r1�2)! + � � �+ cdr1

�
und entsprechend in den

Spalten r1 + 1; :::; r1 + r2 mit e�2t(: : :)
...

Spalten
m�1P
j=1

rj + 1; :::;
mP
j=1

rj = d mit e�mt(: : :)

:

Damit ergibt sich die Behauptung. 2

Ein wesentlicher Untersuchungsgegenstand bei Di�erenzialgleichungen ist die Frage

nach dem Verhalten von L�osungen wenn t sich einem der Randpunkte des L�osungs-

intervalls n�ahert. Bei linearen Systemen mit konstanten Koe�zienten interessiert also

das Verhalten f�ur t!1 (oder t! �1; wir beschr�anken uns auf den Fall t!1).

Als Anwendung von S. 21.8 erhalten wir

Satz 21.9 (Stabilit�atskriterium)

Es sei A 2 Cd�d und �(A) := f� : � Eigenwert von Ag. Dann sind �aquivalent:

a) Es existieren M;� > 0 mit jjetAjj �Me��t f�ur t � 0.

b) f�ur alle L�osungen  von (21.1) gilt  (t)! 0 (t!1).

c) f�ur alle � 2 �(A) ist
Re(�) < 0 :
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Beweis. a)) b): Ist  (0) = �, so ist  (t) = etA�, also j (t)j � jjetAjj j�j ! 0 (t!1).

b) ) c): Angenommen, es existiert ein Eigenwert � von A mit Re(�) � 0. Ist P (0) das

zugeh�orige Polynom vom Grad 0 aus S. 21.8 (dann ist P (0) 6= 0 ein Eigenvektor von

A), so ist

 (t) = e�tP (0)

eine L�osung von (21.1) mit j (t)j = etRe�jP (0)j � jP (0)j f�ur alle t � 0. Widerspruch zu

 (t)! 0 f�ur t!1 !

c) ) a): Es sei � > 0 so, dass Re(�) < ��(< 0) f�ur alle � 2 �(A). F�ur jedes

k 2 f1; :::; dg ist etAek Linearkombination von Funktionen der Form

e�tt`y ;

wobei ` 2 N0; � 2 �(A) und y 2 Kd. F�ur jedes solche Tripel (`; �; y) existiert ein

M`;�;y > 0 mit

je�tt`yj � etRe�t`jyj �M`;�;ye
��t (t � 0) :

Also existieren Mk > 0 mit jetAekj �Mke
��t f�ur t � 0. Da

jjetAjj �
dX

k=1

jetAekj � e��t
dX

k=1

Mk

gilt, folgt a). 2

Bemerkung 21.10 Hat man ein (inhomogenes) lineares System mit konstanter Ko-

e�zientenmatrix A, also

y0 = Ay + b(t)

mit A 2 Kd�d und b : I ! Kd stetig, so erh�alt man eine spezielle L�osung der inhomo-

genen Gleichung nach S. 20.8 und S. 21.3.1 durch

'b(t; �; 0) = etA
tZ
�

e�sAb(s)ds :

Au�erdem ist dann

'b(t; �; �) = '0(t; �; �) + '(t) = etA
h
e��A� +

tZ
�

e�sAb(s)ds
i
:

Ist auch die rechte Seite b unabh�angig von t (also b(t) � b auf R), so erh�alt man dabei,

falls A invertierbar ist,

'b(t; �; �) = etA(e��A� � e�tAA�1b+ e��AA�1b)

= e(t��)A(� +A�1b)�A�1b
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Beispiel 21.11 Wir betrachten (mit k = m = 1) das lineare System aus B. 18.8, d.h.�
Y 0

r0

�
=

 
�s �a
d 0

!�
Y

r

�
+

�
a0
�M

�

(mit Konstanten s := 1� c; a; d;M > 0). Es gilt

det(A� �E) := (�s� �)(��) + ad = 0

,
8<: �1;2 = � s

2 �
q

s2

4 � ad ; falls � := s2

4 � ad � 0

�1;2 = � s
2 � i

q
ad� s2

4 falls � < 0
:

Dabei gilt in beiden F�allen

Re(�1;2) < 0 ;

also konvergieren nach S. 21.9 alle L�osungen der homogenen Gleichung gegen 0 f�ur

t ! 1 (mit exponentieller Geschwindigkeit). Au�erdem gilt jjeuAjj ! 0 f�ur u ! 1.

Folglich erhalten wir mit B. 21.10 f�ur alle L�osungen ' der inhomogenen Gleichung�
Y (t)

r(t)

�
! �A�1b =

 
0 �1=d

1=a s=(da)

!�
a0
�M

�
=

 
M=d

(a0d� sM)=(da)

!
(t!1) :

Insbesondere w�urde nach diesem Modell das Einkommen Y (t) sich f�ur t ! 1 der

Konstante M=d ann�ahern, d.h. ist M (Geldangebot)
"
gro�\ und d (Verh�altnis von

GeldnachFrage zu Einkommen)
"
klein\, so wird das Einkommen im Zeitverlauf

"
gro�\

werden. [
"
It's money, that matters\]

Wie im Abschnitt vorher wollen wir uns auch hier gesondert mit (skalaren) linearen

Di�erenzialgleichungen h�oherer Ordnung besch�aftigen. Es seien a0; a1; :::; an�1 2 K.
Dann hei�t eine Gleichung der Form

y(n) =
n�1X
�=0

a�y
(�)

bzw.

L(y) := y(n) �
n�1X
�=0

a�y
(�) = 0 (21.3)

eine (homogene) lineare Di�erenzialgleichung n�ter Ordnung mit konstanten Koe�-

zienten.

Nat�urlich kann man zur Berechnung eines Fundamentalsystems, also n linear un-

abh�angiger L�osungen von (21.3) auf R, so vorgehen, dass man die Matrix etA f�ur
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das entsprechende lineare System (20.9) mit

A =

0BBBBBBBBBBB@

0 1 : : : : : : : : : 0
. . .

...
. . .

...
. . .

...

0 1

a0 a1 : : : : : : an�2 an�1

1CCCCCCCCCCCA
2 Kn�n

bestimmt. Wir wollen hier jedoch eine direktere Methode herleiten, die lediglich die

Eigenwerte von A (inkl. algebraischen Vielfachheiten), also die Nullstellen des charak-

teristischen Polynoms, ben�otigt.

Durch Entwicklung nach der letzten Zeile sieht man, dass gilt

P (�) := det(A� �E) = (�1)n(�n � an�1�n�1 � : : :� a1�� a0) ;

d.h. die Koe�zienten sind bis auf Vorzeichen die a0; :::; an�1. Es gilt nun

Satz 21.12 Es seien �1; :::; �m die paarweise verschiedenen Nullstellen des charakteri-

stischen Polynoms P mit algebraischen Vielfachheiten (d. h. Nullstellenordnungen)r1; :::; rm.

Dann bilden die Funktionen

t 7! e�ktt` (` = 0; :::; rk � 1; k = 1; :::;m)

ein Fundamentalsystem von (21.3) (im Falle K = C).

Beweis. Ist

A =

0BBBBBBBB@

0 1 0 : : : : : : 0

0 0 1 : : : : : : 0
...

0 1

a0 a1 a2 : : : an�2 an�1

1CCCCCCCCA
die Koe�zientenmatrix des entsprechenden Systems (20.9), so existiert nach S. 21.8

ein Fundamentalsystem f�ur dieses System, bestehend aus Funktionen der Form

e��k tP (k;`)(t) (k = 1; :::; ~m; ` = 0; :::; ~rk � 1) ;

wobei ~m die Anzahl der entsprechenden Jordanbl�ocke und ~rk deren Dimension sowie

�k 2 f1; :::;mg ist (dabei gilt ~m � m). Da die Abbildung j : L0 �M0 aus dem Beweis

zu S. 20.11 ein Isomorphismus ist, ergeben die ersten Komponenten

e��k tQ(k;`)(t) := e��k tP
(k;`)
1 (t) (k = 1; :::; ~m; ` = 0; :::; ~rk � 1)
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eine Basis von M0, also ein Fundamentalsystem zu (21.3). Dabei sind die Funktio-

nen Q(k;`) Polynome vom Grad � `. Hieraus folgt, dass ~m = m sein muss, d.h. zu

jedem Eigenwert geh�ort nur ein Jordanblock (was i.A. nicht der Fall ist). (Denn sonst

w�are ��k = ��k0 f�ur k; k
0 2 f1; :::;mg; k 6= k0. Dann w�aren aber e��k tQ(k;0)(t) und

e��k0 tQ(k0;0)(t) linear abh�angig.)

O.E. sei nun �k = k f�ur k = 1; :::;m (ansonsten: Umnummerieren).

Damit ist, da n =
~mP

k=1

~rk =
mP
k=1

rk (und ~rk � rk), auch rk = ~rk. Also haben wir ein

Fundamentalsystem der Form

e�kt �Q(k;`)(t) (k = 1; :::;m; ` = 0; :::; rk � 1) :

Weiter bilden die Polynome Q(k;0); :::; Q(k;rk�1) eine Basis des Raumes der Polynome
vom Grad � rk � 1 (denn aus der linearen Unabh�angigkeit von

e�ktQ(k;0)(t); :::; e�ktQ(k;rk�1)(t)

folgt auch die lineare Unabh�angigkeit der Polynome Q(k;0); :::; Q(k;rk�1)). Also l�asst

sich jedes Monom t`; ` = 0; :::; rk � 1, als Linearkombination der Q(k;0); :::; Q(k;rk�1)

schreiben. Folglich sind

e�ktt` (k = 1; :::;m; ` = 0; :::; rk � 1)

L�osungen von (21.3). Nach obigen �Uberlegungen ist jedes v 2 M0 Linearkombination

dieser (insgesamt n) Funktionen. Also bilden diese eine Basis des n-dimensionalen

Raumes M0. 2

Bemerkung 21.13 Ist � = �+i� eine nichtreelle r-fache Nullstelle und ist A 2 Rd�d,
so ist auch � = �� i� eine r-fache Nullstelle charakteristischen Polynoms. In diesem

Fall haben wir also die 2r L�osungen

e�tt` = e�tei�tt`

e�tt` = e�te�i�tt`
` = 0; :::; r � 1 :

Ein reelles Fundamentalsystem erh�alt man dann, indem man f�ur alle solchen Eigen-

werte diese L�osungen ersetzt durch ([�U])

Re(e�tt`) = e�t cos(�t)t`

Im(e�tt`) = e�t sin(�t)t`
` = 0; :::; r � 1 :
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Beispiel 21.14 Auch hier betrachten wir noch einmal das B. 18.8 (mit k = m = 1).

Dort hatten wir f�ur Y auch die (inhomogene) lineare Di�erenzialgleichung 2. Ordnung

mit konstanten Koe�zienten

Y 00(t) + (1� c)Y 0(t) + adY (t) = aM

hergeleitet. F�ur das charakteristische Polynom gilt hier (mit s = 1� c)

P (�) = �2 + s�+ ad ;

also

P (�) = 0, �1;2 =

8<: � s
2 �

q
s2

4 � ad ; Falls s2

4 � ad � 0

� s
2 � i

q
ad� s2

4 ; sonst

(vgl. B. 21.11). O�ensichtlich ist

vb(t) =
M

d

eine spezielle L�osung der inhomogenen Gleichung.

Nach S. 20.11, S. 21.12 und B. 21.13 sind alle L�osungen von der Form

v(t) =

8>><>>:
M=d+ c1e

�1t + c2e
�2t ; Falls s2=4� ad > 0

M=d+ c1e
st=2 + c2te

�st=2 ; Falls s2=4� ad = 0

M=d+ c1e
�st=2 cos(�t) + c2e

�st=2 sin(�t) ; Falls �2 := ad� s2=4 > 0

;

wobei c1; c2 2 R beliebig sind.



22 WEGE, KURVEN UND ZUSAMMENH�ANGENDE MENGEN 225

22 Wege, Kurven und zusammenh�angende Mengen

Ist ' : I ! Kd L�osung einer Di�erentialgleichung, so beschreibt f'(t) : t 2 I0g, wobei
I0 � I kompakt ist, eine sogenannte Kurve in Kd. Wir wollen nun allgemein de�nieren,

was man unter Wegen und Kurven versteht.

De�nition 22.1 Es sei [a; b] � R ein kompaktes Intervall, und es sei (X; d) ein me-

trischer Raum.

1. Ist  : [a; b] ! X stetig, so hei�t  ein Weg (in X). Der Punkt (a) hei�t

Anfangspunkt des Weges und (b) hei�t Endpunkt des Weges. Gilt (a) = (b),

so hei�t der Weg geschlossen. Ferner hei�t  ein Jordanweg, falls [a;b) injektiv

ist.

2. Es sei � � X. Dann hei�t � eine Kurve (oder ein Bogen) in X, falls ein Weg 

existiert mit

� = ([a; b]) = f(t) : t 2 [a; b]g =W () :

In diesem Fall hei�t  eine Parameterdarstellung (oder Parametrisierung) von �.

Eine Kurve � hei�t Jordankurve, falls eine Parameterdarstellung  so existiert,

dass der Weg  ein Jordanweg ist. Eine solche Parameterdarstellung hei�t dann

auch Jordan-Darstellung von �. Schlie�lich nennt man eine Jordankurve geschlos-

sen, falls eine Jordandarstellung  so existiert, dass der Weg  geschlossen ist.

Beispiel 22.2 1. Es sei ' : R! R2 de�niert durch

(t) =

�
cos t

sin t

�
(t 2 R) :

F�ur [a; b] � R ist dann a;b = 'j[a;b] ein Weg. Also ist

� = �a;b =
n�cos t

sin t

�
: t 2 [a; b]

o
eine Kurve in R2. Ist dabei b� a � 2�, so ist

� = �a;b = fx 2 R2 : jxj = 1g

der Einheitskreis.

F�ur a = 0; b = 2� ist

a;b(b) = (2�) =

�
1

0

�
= '(0) = a;b(a) ;

also ist der Weg 0;2� geschlossen.

Entsprechendes gilt f�ur die Wege a;a+2k� f�ur k 2 N; a 2 R. Ist b � a 6= 2k� f�ur
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alle k 2 Z, so ist a;b nicht geschlossen. Weiter ist f�ur alle a; b die Kurve � = �a;b

eine Jordankurve. (Denn: Man kann stets eine Parameterdarstellung so w�ahlen, dass

b� a � 2� gilt. Dann ist 'j[a;b) injektiv, denn gilt�
cos t

sin t

�
=

�
cos ~t

sin ~t

�
f�ur t; ~t 2 R, so ist ~t = t+ 2k� f�ur ein k 2 Z.)
Man beachte aber dabei: Nicht jede Parameterdarstellung  f�ur � ist eine Jordan-

Darstellung! (Ist b� a > 2�, so ist 'j[a;b) nicht mehr injektiv.)
Au�erdem beachte man, dass � viele weitere Parameterdarstellungen hat. So gilt etwa

�0;� =
�
(cos t; sin t)T : t 2 [0; �]	 =

=
�
(t;
p
1� t2)T : t 2 [�1; 1]	

= : : :

2. Wir betrachten die Funktion  : [0; 2�]! R2 mit

(t) = (1 + cos t)

�
cos t

sin t

�
(t 2 [0; 2�]) :

Dann ist � = ([0; 2�]), die sogenannte Kardioide (oder auch Herzkurve), eine ge-

schlossene Jordankurve (denn j[0;2�), ist injektiv und (0) = (2�)).

3. Es sei  : R ! C de�niert durch (t) = e(1+i)t = eteit (die Menge (R) wird als

"
logarithmische Spirale\ bezeichet). Dann ist f�ur jedes [a; b] � R

�a;b = ([a; b])

eine Jordankurve.

4. Es seien x(0); :::; x(n) 2 Kd und  : [0; n]! Kd sei de�niert durch

(t) = x(j�1) + (t� j + 1)(x(j) � x(j�1)) (t 2 [j � 1; j]; j = 1; : : : ; n):

Dann nennen wir  Polygonweg durch x(0); x(1); :::; x(n).

Wir werden nun die Frage untersuchen, wie man einem Weg in sinnvoller Weise eine

L�ange zuordnen kann. Dazu n�ahern wir einen gegebenen Weg  : [a; b] ! Kd durch

Polygonwege an: Ist Z = ft0; t1; :::; tng eine Zerlegung von [a; b], so betrachten wir den

Polygonweg durch x(0) = (t0); :::; x
(n) = (tn).

Dessen
"
L�ange\ ist

Pn
j=1 jx(j) � x(j�1)j. W�ahlt man nun immer feinere Zerlegungen

von [a; b], so sollten die L�angen der entsprechenden Polygonwege das ann�ahern, was

wir als L�ange von  betrachten wollen. Dies f�uhrt zu folgender De�nition.
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De�nition 22.3 Es sei  : [a; b] ! Kd ein Weg. Ist Z = ft0; :::; tng eine Zerlegung

von [a; b], so setzen wir

LZ() :=
nX
j=1

j(tj)� (tj�1)j :

Ist

L() := supfLZ() : Z Zerlegung von [a; b]g <1 ;

so hei�t  rekti�zierbar und L() hei�t L�ange von �.

Man k�onnte auf den Gedanken kommen, dass jeder Weg (in Kd) rekti�zierbar ist. Das

folgende Beispiel zeigt, dass dies nicht der Fall ist

Beispiel 22.4 Es sei  : [0; 1]! R2 de�niert durch

(t) =

8<:
�
t; t � cos

��
t

��T
; t 6= 0

0 ; t = 0
:

Dann ist  ein Weg (und � =W () eine Jordankurve).

Ist Zn = f0; 1n ; 1
n�1 ; :::;

1
2 ; 1g = ft0; :::; tng, so gilt

LZn() �
nX
j=2

j(tj)� (tj�1)j �
nX
j=2

����2� 1

n+ 1� j
�
� 2

�
1

n+ 2� j
�����

=
nX
j=2

��� 1

n+ 1� j cos(�(n+ 1� j))| {z }
=(�1)n+1�j

� 1

n+ 2� j cos(�(n+ 2� j))| {z }
=(�1)n+2�j

���
=

nX
j=2

�
1

n+ 1� j +
1

n+ 2� j
�
=

n�1X
k=1

1

k
+

nX
k=2

1

k
!1 (n!1) :

Damit ist fLZ() : Z Zerlegung von [0; 1]g unbeschr�ankt, d. h. L() =1.

Es dr�angt sich nat�urlich die Frage auf, wie man L�angen von Kurven konkret berechnen

kann. Die De�nition erweist sich schon in einfachsten F�allen als sehr ungeeignet. Oft

ist folgender einfache Sachverhalt hilfreich.

Bemerkung 22.5 Ist  : [a; b] ! Kd ein Weg und ist c 2 (a; b), so ist  genau dann

rekti�zierbar, wenn j[a;c] und j[c;b] beide rekti�zierbar sind, und in dem Falle gilt

L() = L(j[a;c]) + L(j[c;b]):

(Denn: Wir schreiben kurz a;c := [a;c] und c;b := [c;b].
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"
) \ Es sei  rekti�zierbar. Sind Za;c bzw. Zc;b Zerlegungen von [a; c] bzw. [c; b], so

ist Z = Za;c [ Zc;b eine Zerlegung von [a; b], und es gilt

LZa;c(a;c) + LZc;b(c;b) = LZ() � L() :

Also gilt: L(a;c) <1; L(c;b) <1 und

L(a;c) + L(c;b) � L() :

"
(\ Es sei Z = ft0; :::; tng eine Zerlegung von [a; b]. Dann existiert ein k 2 f1; : : : ; ng
mit tk�1 < c � tk. Damit ist Za;c = ft0; :::; tk�1; cg eine Zerlegung von [a; c] und

Zc;b = fc; tk; :::; tng (bzw. Zc;b = ftk; :::; tng im Falle c = tk) eine Zerlegung von [a; b].

Es gilt

LZ() =
nX
j=1

j(tj)� (tt�1)j �
k�1X
j=1

j(tj)� (tj�1)j+ j(c)� (tk�1)j

+ j(tk)� (c)j+
nX

j=k+1

j(tj)� (tj�1)j

= LZa;c(a;c) + LZc;b(c;b) � L(a;c) + L(c;b) :

Also ist L() <1 und L() � L(a;c) + L(c;b)).

De�nition 22.6 Ein Weg  : [a; b] ! Kd hei�t st�uckweise C1 (oder ein Pfad), falls

0(t) = (01(t); :::; 
0
d(t)) bis auf endlich viele t 2 [a; b] existiert und falls jede Komonente

von 0 fortsetzbar zu einer st�uckweise stetigen Funktion auf [a; b] ist (vgl. B./D. 13.7).

Im Falle von Pfaden ist es m�oglich, die L�ange �uber ein geeignetes Integral auszu-

dr�ucken.

Satz 22.7 Es sei  : [a; b]! Kd ein Pfad. Dann ist  rekti�zierbar und es gilt

L() =

bZ
a

j0j :

Beweis. 1. Es sei Z = ft0; :::; tng eine Zerlegung von [a; b]. Dann gilt nach dem HDI,

Teil 2 (komponentenweise angewandt)

j(tj)� (tj�1)j =
��� tjZ
tj�1

0
��� � tjZ

tj�1

j0j (j = 1; :::; n) ;
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also

LZ() =
nX
j=1

j(tj)� (tj�1)j �
nX
j=1

tjZ
tj�1

j0j =
bZ
a

j0j :

Da Z beliebig war, ist  rekti�zierbar, und es gilt jedenfalls

L() �
bZ
a

j0j :

2. Es bleibt noch die Gleichheit zu zeigen. Dazu k�onnen wir nach B. 22.5 ohne Ein-

schr�ankung annehmen, dass  auf ganz [a; b] stetig di�erenzierbar ist.

Wir de�nieren s : [a; b]! R durch

s(t) := L(j[a;t]) (t 2 [a; b])
mit L(j[a;a]) := 0 (sog. Wegl�angenfunktion).

Dann gilt mit B. 22.5 f�ur t 2 [a; b); h > 0 (so, dass t+ h � b)
s(t+ h)� s(t) = L(j[a;t+h])� L(j[a;t]) = L(j[t;t+h]) :

Folglich ist mit 1.

j(t+ h)� (t)j
h

� 1

h
L(j[t;t+h]) =

s(t+ h)� s(t)
h

� 1

h

t+hZ
t

j0j :

F�ur h! 0 konvergieren die rechte und die linke Seite diese Ungleichung gegen j0(t)j
(beachte: Ist F (t) :=

R t
a j0(s)jds, so ist nach dem HDI, Teil 1,

j0(t)j = F 0(t) = lim
h!0

F (t+ h)� F (t)
h

= lim
h!0

1

h

t+hZ
t

j0j :)

Also ist s rechtsseitig di�erenzierbar an der Stelle t 2 [a; b) mit

lim
h!0+

s(t+ h)� s(t)
h

= j0(t)j :

Entsprechend sieht man, dass s linksseitig di�erenzierbar an allen Stellen t 2 (a; b] ist
mit

lim
h!0�

s(t+ h)� s(t)
h

= j0(t)j :
Also ist s di�erenzierbar auf [a; b] mit s0 = j0j. Wieder mit dem HDI, Teil 2, ergibt

sich (beachte: s0 = j0j ist stetig)

L() = s(b)� s(a) =
bZ
a

s0 =
bZ
a

j0j :

2
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Beispiel 22.8 F�ur 0 < � � � sei  : R! R2 de�niert durch

(t) =

�
� cos t

� sin t

�
(t 2 R) :

Dann ist �a;b := ([a; b]) ein Ellipsenbogen bzw eine Ellipse. Es gilt

j0(t)j2 = �2 sin2 t+ �2 cos2 t = �2
�
1�

�
1� �2

�2

�
cos2 t

�
;

also

L(j[a;b]) = �

bZ
a

p
1� k2 cos2 t dt

mit k :=
p
1� �2=�2 (sog. elliptisches Integral). Ist � = �, so ist

L(j[a;b]) = �(b� a) :

Wir wenden uns zum Abschluss dieses Abschnittes noch einem Begri� zu, der zu den

topologischen Grundbegri�en gez�ahlt werden kann.

De�nition 22.9 Es sei (X; d) ein metrischer Raum.

1. X hei�t unzusammenh�angend, falls o�ene Mengen U; V � X existieren mit

X = U [ V; U 6= ;; V 6= ;; U \ V = ; :

Anderenfalls heist X zusammenh�angend.

2. M � X hei�t unzusammenh�angend, falls (M;djM�M ) unzusammenh�angend ist

(d. h. falls o�ene Mengen U; V � X existieren mit M � U [ V; U \ M 6=
;; V \M 6= ;; U \ V \M = ;). Anderenfalls hei�t M zusammenh�angend.

Beispiel 22.10 Es sei (X; d) = (R; dj�j) und M = [0; 1] [ [2; 3]. Dann gilt f�ur die

o�enen Mengen U = (�1
2 ;

3
2); V = (32 ;

7
2):

M � U [ V; U \M 6= ;; V \M 6= ; und U \ V \M = ; ;

also ist M unzusammenh�angend.

Ist M = Q, so gilt f�ur die o�enen Mengen U = (�1;p2); V = (
p
2;1):

Q � U [ V; U \Q 6= ;; V \Q 6= ; und U \ V \Q = ; ;

also ist auch Q unzusammenh�angend.
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Bemerkung 22.11 Es sei (X; d) ein metrischer Raum. Aus obiger De�nition ergibt

sich leicht ([�U]):

1. Die einpunktigen Mengen sind zusammenh�angend.

2. X ist unzusammenh�angend genau dann, wenn eine Menge U mit ; 6= U 6= X

existiert, die o�en und abgeschlossen ist.

3. SindM� (� 2 I) zusammenh�angende Mengen in X mit
T
�2M

M� 6= ;, so ist
S
�2M

M�

ebenfalls zusammenh�angend.

In (R; dj�j) gilt

Satz 22.12 Eine nichtleere Teilmenge M von R ist genau dann zusammenh�angend,

wenn sie ein (ggfs. einpunktiges oder leeres) Intervall ist.

Beweis.
"
)\ Es seiM � R kein Intervall. Dann existieren Punkte a; b; cmit a < b < c

und a; c 2M; b 62M . Folglich gilt f�ur U := (�1; b); V := (b;1)

M � U [ V; U \M 6= ;; V \M 6= ; und U \ V \M = ; ;

also ist M unzusammenh�angend.

"
(\ Es sei M ein Intervall. Ist x0 2M , so gilt

M =
[
x2M

I[x; x0] :

Es reicht also nach B. 22.11.3 zu zeigen: F�ur alle a � b ist [a; b] zusammenh�angend.
Angenommen, nicht. Dann existieren in ([a; b]; dj�j) o�ene Mengen U und V mit

[a; b] = U [ V; U 6= ;; V 6= ;; U \ V = ; :

Folglich sind U = [a; b] n V und V = [a; b] n U auch abgeschlossen und damit gilt

� := supU 2 U; � := supV 2 V :

Da U; V o�en in ([a; b]; dj�j) sind, muss � = � = b gelten. Dies widersprcht aber U\V =

;. 2

Der folgende Satz zeigt, dass der Zusammenhang einer Menge sich unter stetigen

Abbildungen auf die Bildmenge �ubertr�agt.

Satz 22.13 Es seien (X; d) und (Y; e) metrische R�aume. IstM � X zusammenh�angend

und f :M ! Y stetig, so ist auch f(M) � Y zusammenh�angend.
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Beweis. Wir k�onnen uns beim Beweis auf den Fall M = X und Y = f(M) be-

schr�anken.

Angenommen, Y ist unzusammenh�angend. Dann existieren o�ene Mengen V1; V2 �M
mit

Y = V1 [ V2 V1 6= ;; V2 6= ;; V1 \ V2 = ; :
Da f : X ! Y stetig ist, sind

U1 = f�1(V1) U2 = f�1(V2)

o�en (in (X; d)). Es gilt daf�ur

U1 6= ;; U2 6= ;; U1 \ U2 = f�1(V1 \ V2) = f�1(;) = ;

und

U1 [ U2 = f�1(U1 [ U2) = f�1(Y ) = X ;

also ist X unzusammenh�angend. Widerspruch! 2

Als Konsequenz aus S. 22.12 und S. 22.13 erhalten wir eine Verallgemeinerung des

Zwischenwertsatzes (S. 8.13):

Satz 22.14 Es sei (X; d) ein metrischer Raum, und es seiM � X zusammenh�angend.

Ist f :M ! R stetig, so ist f(M) � R ein Intervall.

Beweis. Nach S. 22.13 ist f(M) � R zusammenh�angend, also ein Intervall nach S.

22.12. 2

De�nition 22.15 Es sei (X; d) ein metrischer Raum.

1. Eine MengeM � X hei�t Bogen-zusammenh�angend, falls zu allen Punkten x; y 2
X eine Kurve � existiert mit x; y 2 � und � �M .

2. Ist (X; d) = (Kd; dj�j), so hei�t M � X Polygon-zusammenh�angend, falls � in

1. als Polygonzug gew�ahlt werden kann. (Dabei nennt man eine Kurve � � Kd
einen Polygonzug (durch x(0); : : : ; x(m)), falls x(0); : : : ; x(m) 2 Kd existieren mit

� =
mS
j=1

I[x(j�1); x(j)].)

Ist dies der Fall, so kann man stets x = x(0) und y = x(m) fordern. Wir sagen

dann, dass � die Punkte x und y verbindet.

O�ensichtlich ist jede Polygon-zusammenh�angende Menge auch Bogen-zusammenh�angend.

Weiter gilt:
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Satz 22.16 Es sei (X; d) ein metrischer Raum. IstM � X Bogen-zusammenh�angend,

so ist M auch zusammenh�angend. Insbesondere haben wir damit in Kd:

Polygon-zusammenh�angend ) Bogen-zusammenh�angend ) zusammenh�angend.

Beweis. Wir k�onnen uns wieder auf den Spezialfall X =M beschr�anken.

Angenommen, X ist nicht zusammenh�angend, d.h. es existieren U; V � X o�en (und

abgeschlossen) mit

U [ V = X; U 6= ;; V 6= ;; U \ V = ; :

Es sei x 2 U; y 2 V . Da X Bogen-zusammenh�angend ist, existiert eine Kurve � in X

mit x; y 2 �. Es sei  : [a; b]! X eine Parameterdarstellung von �. Wir betrachten

A := ft 2 [a; b] : (t) 2 Ug = �1(U)

B := ft 2 [a; b] : (t) 2 V g = �1(V )
:

Dann sind nach S. 9.19 A und B o�en und abgeschlossen in ([a; b]; dj�j) (und nicht leer).

Da ([a; b]; dj�j) zusammenh�angend ist, muss nach B. 22.11.2 damit A = B = [a; b] sein.

Dann ist aber � � U \ V . Widerspruch zu U \ V = ; ! 2

Bemerkung 22.17 I.A. folgt aus
"
zusammenh�angend\ nicht

"
Bogen-zusammenh�angend\.

So kann man etwa f�ur die Menge M � R2 mit

M =

��
t; sin

1

t

�
: t 2 (0; 1)

�
[ (f0g � [�1; 1])

zeigen:M ist zusammenh�angend, aber nicht Bogen-zusammenh�angend (ohne Beweis).

De�nition 22.18 Es sei (X; d) ein metrischer Raum. Eine Menge G � X hei�t Ge-

biet, falls G nichtleer, o�en und zusammenh�angend ist.

Im Falle von o�en Mengen (in Kd) fallen alle drei Zusammenhangsbegri�fe zusammen:

Satz 22.19 Es sei G � Kd ein Gebiet. Dann ist G Polygon-zusammenh�angend.
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Beweis. Es sei x(0) 2 G fest. Wir setzen

M := fx 2 G : 9Polygonzug � � G der x; x(0) verbindetg

und zeigen: M ist o�en und abgeschlossen im metrischen Raum (G; dj�j). Da M 6= ;
ist, ist dann M = G nach B. 22.11.2. und damit ist G Polygon-zusammenh�angend.

Also: M ist o�en, denn ist x 2 M , so existiert ein � > 0 mit U�(x) � G. Da man x

und x(0) durch einen Polygonzug in G verbinden kann, gilt dies auch f�ur x(0) und alle

y 2 U�(x). Also ist U�(x) �M .

M ist auch abgeschlossen (in (G; dj�j)), denn es sei (y(n)) eine Folge inM mit y(n) ! y 2
G. Es sei wieder � > 0 so, dass U�(y) � G gilt. Dann existiert ein n mit y(n) 2 U�(y).
Da x(0) und y(n) durch einen Polygonzug in G verbunden werden k�onnen, gilt dies

auch f�ur x(0) und y. Also ist y 2M . 2

Als eine Anwendung ergibt sich etwa:

Satz 22.20 Es sei G � Rd ein Gebiet, und es sei f : G! Rm di�erenzierbar mit

Jf(x) = 0 (x 2 G) :

Dann ist f konstant.

Beweis. Es gen�ugt zu zeigen: Sind x; y 2 G, so gilt f(x) = f(y).

Nach S. 22.19 existiert ein Polygonzug � � G durch x(0) = x; : : : ; x(m) = y und nach

B. 17.2 existieren �(j) 2 I(x(j�1); x(j)) so, dass

jf(x(j))� f(x(j�1))j � jjJf(�(j))jj � jx(j) � x(j�1)j = 0 (j = 1; : : : ;m):

Folglich ist f(x) = f(x(0)) = : : : = f(x(m)) = f(y). 2
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23 Ma�e und Integrale

Integrale haben wir schon an verschiedenen Stellen kennen gelernt. Zum einen ha-

ben wir uns mit Integralen f�ur Regelfunktionen, also gleichm�a�igen Grenzwerten von

Treppenfunktionen auf kompakten Intervallen [a; b] � R, befasst. Weiter sind auch

uneigentliche Integrale auf (halb-) o�enen Intervallen studiert worden.

Wir werden im Folgenden eine wesentlich allgemeinere Integrationstheorie entwickeln.

Dabei werden wir uns auf die eher analytischen Aspekte der Theorie konzentrieren

und f�ur Beweise an der einen oder anderen Stelle auf die Wahrscheinlichkeitstheorie

verweisen.

De�nition 23.1 Es sei 
 eine Menge. Ein Mengensystem S � Pot(
) hei�t �-

Algebra (auf 
), falls gilt

(�1): ; 2 S

(�1): Aus A 2 S folgt Ac = 
nA 2 S

(�1): Ist (An)n2N eine Folge in S , so ist
S
n2N

An 2 S .

Das Paar (
;S ) hei�t dann ein Messraum.

Bemerkung 23.2 Ist S eine �-Algebra auf 
, so gilt auch ([�U]):

� 
 2 S

� (An) Folge in S )
T
n2N

An 2 S

� A;B 2 S ) A [B; A \B; AnB 2 S

Beispiel 23.3 Ist (X; d) ein metrischer Raum, so setzen wir

O := OX := fU � X : U o�eng :

Dann ist durch

B := BX :=
\
fS : S � O �-Algebrag

eine �-Algebra auf X gegeben. B hei�t Borel �-Algebra auf X und die Mengen A 2 B
nennt man Borelmengen. Insbesondere sind neben den o�enen und den abgeschlos-

senen Mengen auch alle abz�ahlbaren Schnitte von o�enen Mengen (sog. G�-Mengen)

und alle abz�ahlbaren Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen (sog. F�-Mengen)

Borelmengen.

Ist speziell (X; d) = (Rm; dj�j), so schreiben wir kurz Bm := BRm und in Falle m = 1

noch k�urzer B := B1.
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De�nition 23.4 Es seien (
;S ) ein Messraum und (Y; d) ein metrischer Raum. Eine

Abbildung f : 
! Y hei�t (S ; BY )-messbar (oder kurz messbar), falls

f�1(B) 2 S f�ur alle B 2 BY :

Bemerkung 23.5 1. Gilt lediglich

f�1(V ) 2 S f�ur alle V 2 OY ;

so ist schon f : 
! Y messbar.

(Denn: Zun�achst gilt: Ist f : 
! Y beliebig, so ist

T := fB � Y : f�1(B) 2 S g

eine �-Algebra ([�U]). Nach Voraussetzung ist OY � T , und damit ist nach De�nition

auch BY � T , d.h. f ist messbar.)

Genauso ist f schon dann messbar, wenn gilt

f�1(B) � S f�ur alle B � Y abgeschlossen:

(Denn: Ist V 2 OY , so ist V c =: B abgeschlossen. Also folgt mit (�2):

f�1(V ) = f�1(Bc) =
�
f�1(B)

�c 2 S :)

2. Ist (Z; e) ein metrischer Raum und ist g : Y ! Z stetig, so ist g insbesondere

(BY ;BZ)-messbar. (Denn: Nach S. 9.19 gilt g�1(W ) 2 OY � BY f�ur alle W 2 OZ .)
(BY ;BZ)-messbare Funktionen bezeichnet man auch als Borel-messbar. Man sieht

sofort: Ist f : 
! Y messbar und g : Y ! Z Borel-messbar, so ist auch g � f : 
! Z

messbar. Damit ist insbesondere g � f messbar, falls g stetig ist.

Wir hatten fr�uher gesehen, dass sich f�ur eine konvergente Folge stetiger Funktionen fn

die Stetigkeit i. A. nur dann auf die Grenzfunktion f �ubertr�agt, wenn die Konvergenz

gleichm�a�ig ist. Der folgende Satz zeigt, dass sich Messbarkeit schon bei punktweiser

Konvergenz auf die Grenzfunktion
"
vererbt\.

Satz 23.6 Es seien (
;S ) ein Messraum und (Y; d) ein metrischer Raum. Ferner

seien fn : 
! Y messbar und so, dass

f(x) := lim
n!1 f(x)

f�ur alle x 2 
 existiert (wir schreiben in dem Fall kurz fn ! f). Dann ist f : 
! Y

messbar.
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Beweis. Es sei B � Y abgeschlossen. Nach B. 23.5.1 gen�ugt es, zu zeigen: f�1(B) 2
S .

Zun�achst ist f�1(;) = ; 2 S . Also k�onnen wir B 6= ; annehmen. Wir de�nieren

� : Y ! [0;1) durch

�(y) := dist
�
y;B

� �
:= inffd(y; z) : z 2 Bg� (y 2 Y ):

Dann gilt (siehe Beweis zu S. 19.5)

B = fy 2 Y : �(y) = 0g:
Au�erdem ist � stetig.

(Denn: Es seien y1; y2 2 Y , und es sei " > 0 gegeben. Dann existiert ein z 2 B mit

d(y1; z) < �(y1) + ";

also

�(y2)� �(y1) < d(y2; z)� d(y1; z) + " � d(y2; y1) + ":

Da " beliebig war, folgt

�(y2)� �(y1) � d(y2; y1):
Durch Vertauschung der Rollen von y1 und y2 ergibt sich analog

�(y1)� �(y2) � d(y2; y1):
Also ist insgesamt

j�(y2)� �(y1)j � d(y2; y1)
und damit � (Lipschitz-)stetig.)

Damit erhalten wir f�ur x 2 
:
f(x) 2 B , lim

n!1 �
�
fn(x)

�
= �
�
f(x)

�
= 0;

d.h.

f�1(B) =
�
x 2 
 : lim

n!1 �
�
fn(x)

�
= 0
	

=
\
k2N

[
N2N

\
n�N

n
x 2 
 : �

�
fn(x)

�
<

1

k

o
=

\
k2N

[
N2N

\
n�N

�
� � fn

��1���1; 1
k

i�
:

Da � stetig ist, ist � � fn messbar, also ist

(� � fn)�1
��
�1; 1

k

i�
2 S (n; k 2 N):

Mit (�3) ergibt sich f�1(B) 2 S . 2
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Beispiel 23.7 Ist f : R! R di�erenzierbar, so ist f 0 Borel-messbar.
(Denn: Da f di�erenzierbar ist, ist auch

gn := n(f(�+ 1=n)� f)

di�erenzierbar, also insbesondere stetig auf R und damit nach B. 23.5.2 Borel-messbar.

Nach S. 23.6 ist auch f 0 = lim
n!1 gn Borel-messbar.)

Man beachte, dass i. A. f 0 nicht stetig ist.
(Ist etwa

f(x) =

8><>:
x2 � sin 1

x
; x 6= 0

0 ; x = 0

;

so ist f di�erenzierbar auf R mit

f 0(x) =

8><>:
2x sin

1

x
� cos

1

x
; x 6= 0

0 ; x = 0

;

also f 0 nicht stetig an x0 = 0.)

Bemerkung 23.8 1. Es sei V � Rm o�en. Dann ist f(a; b) 2 Qm �Qm : [a; b] � V g
abz�ahlbar und

V =
[

[a;b]�V; a;b2Qm
[a; b] :

(Denn: Ist x = (x1; : : : ; xm) 2 V , so existiert ein " > 0 mit U"(x) � V . Weiter

existieren aj ; bj 2 Q mit

xj � "=(2
p
m) < aj � xj � bj < "=(2

p
m) :

Insbesondere ist dann x 2 [a; b] =
mQ
j=1

[aj ; bj ]. Ist weiter y 2 [a; b] beliebig, so folgt

jx� yj2 =
mX
j=1

jxj � yj j2 < "2

also y 2 U"(x). Folglich ist x 2 [a; b] � V , d. h. x liegt in der rechten Seite. Die andere

Inklusion ist klar nach De�nition.)

Damit folgt: f = (f1; : : : ; fm)
T : 
! Rm ist schon dann (S ;Bm)-messbar, wenn f�ur

alle [a; b] � Rm gilt

f�1([a; b]) 2 S :

(Denn: Ist V � Rm o�en, so gilt

f�1(V ) =
[

[a;b]�V; a;b2Qd
f�1([a; b]) 2 S :
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Nach B. 23.5.1. ist f messbar.)

2. Es sei f = (f1; : : : ; fm)
T : 
! Rm. Dann ist f (S ;Bm)-messbar genau dann, wenn

f1; : : : ; fm (S ;B)-messbar sind.

(Denn:

"
) \ Es gilt f�ur j = 1; : : : ;m

fj = pj � f;
wobei pj : R

m ! R die Projektion auf die j-te Komponente bezeichnet. Da pj stetig

ist, ist fj (S ;B)-messbar nach B. 23.5.2.

"
( \: Ist [a; b] =

mQ
j=1

[aj ; bj ], so gilt

f�1([a; b]) =
m\
j=1

f�1j ([aj ; bj ]) 2 S :

Damit ist f nach 1. (S ;Bm)-messbar.)

3. Als wichtige Folgerung aus 2. erhalten wir etwa: Sind f; g : 
! K messbar, so sind

auch f + g und f � g messbar.
(Denn: Es reicht, die Behauptung f�ur reellwertige f; g zu beweisen (!). Die Abbildungen

+ : R� R! R und � : R� R! R sind stetig. Au�erdem ist (f; g) : 
! R2 messbar

nach 2. Also sind nach B. 23.5.2. auch f + g und f � g messbar.)
4. F�ur m = 1 gilt weiterhin: f : 
 ! R ist schon dann (S ;B)-messbar, wenn nur

f�1((�1; b]) 2 S f�ur alle b 2 R gilt. (Man beachte: F�ur a � b ist

[a; b] = (�1; b] n
[
n2N

(�1; a� 1=n] :)

De�nition 23.9 Ist (
;S ) ein Messraum, so hei�t eine Abbildung � : S ! [0;1]

Ma� auf S (bzw. (
;S )), falls

(M1): �(;) = 0

(M2): Ist (An) eine Folge paarweise disjunkter (kurz p. d.) Mengen in S (p. d. hei�t

Aj \ Ak = ;, f�ur alle k 6= j), so gilt mit der Konvention 1 + a := 1 f�ur alle

a 2 [0;1]

�(
[
n2N

An) =
1X
n=1

�(An) :

Das Tripel (
;S ; �) hei�t dann Ma�raum.

Wir stellen einige wichtige Eigenschaften von Ma�en zusammen.

Satz 23.10 Es sei (
;S ; �) ein Ma�raum. Dann gilt:
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1. � ist endlich-additiv, d.h. sind A1; : : : ; An 2 S p. d., so gilt

�
� n[
j=1

Aj

�
=

nX
j=1

�(Aj):

2. Sind A;B 2 S mit A � B, so gilt

�(A) + �(B nA) = �(B)

(und damit insbesondere �(A) � �(B)).

3. Ist (An) eine Folge in S mit An " A, so gilt

�(An) " �(A)

(
"
Stetigkeit von unten\).

Beweis.

1. Wir setzen Aj := ; f�ur j > n. Dann sind Aj (j 2 N) p. d. und damit

�
� n[
j=n

Aj

�
= �

� 1[
j=1

Aj

�
=

1X
j=1

�(Aj) =
nX
j=1

�(Aj):

2. Es gilt B = A [ (B nA) und A \ (B nA) = ;, also ist nach 1.

�(B) = �(A) + �(B nA):

3. Ist �(AN ) =1 f�ur ein N 2 N, so ist nach 2. auch

�(An) =1 (n � N) und �(A) =1:

Es sei also �(An) <1 (n 2 N). Wir betrachten (mit A0 := ;)

Bn := An nAn�1 (n 2 N):

Dann sind auch die Bn p. d., und es gilt ([ �U])

A =
[
n2N

An =
[
n2N

Bn:

Damit erhalten wir

�(An) =
nX
j=1

�
�(Aj)� �(Aj�1)

� 2:
=

nX
j=1

�(Aj nAj�1)

�!
1X
j=1

�(Aj nAj�1) =
1X
j=1

�(Bj)
(M:2)
= �(A):
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2

Beispiel 23.11 (unser
"
Held\)

Man kann zeigen (siehe Wahrscheinlichkeitstheorie): Es gibt genau ein Ma� � = �d

auf Bd (also auf den Borelmengen in Rd) mit

�
� dY
j=1

[aj ; bj ]
�
=

dY
j=1

(bj � aj) f�ur alle [a; b] :

Dieses Ma� hei�t Lebesgue-Ma� (oder auch Lebesgue-Borel-Ma�) auf Bd.

Es gilt f�ur A 2 Bd

1. �d(A) = inff�d(U) : U � A o�eng
2. �d(A) = supf�d(K) : K � A kompaktg.

Wichtig f�ur uns ist insbesondere das Verhalten des Lebesgue-Ma�es unter a�n-linearen

Transformationen:

Ist C 2 Rd�d mit det(C) 6= 0, b 2 Rd und T : Rd ! Rd mit T (x) = Cx+ b f�ur x 2 Rd,
so gilt

�d(T (A)) = j det(C)j�d(A) (A 2 Bd) :

(Man beachte dabei: da T�1 existiert und stetig ist, gilt T (A) = (T�1)�1(A) 2 Bd.)

Insbesondere ergibt sich, dass das Lebesgue-Ma� invariant unter a�n-orthogonalen

Transformationen (sog. Bewegungen) ist, d. h. ist T (x) = Cx + b mit C orthogonal,

so folgt �(T (A)) = �(A). Wieder als Spezialfall (mit C = Ed) folgt die Translati-

onsinvarianz, d. h. f�ur alle A 2 Bd haben A und A + b := fa + b : a 2 Ag gleiches
Lebesgue-Ma�.

Schlie�lich gilt noch: Ist A ein a�ner Teilraum der Dimension < d, so ist �d(A) = 0.

Wir wollen nun Integrale bzgl. Ma�en de�nieren. Daf�ur betrachten wir, �ahnich wie im

Falle des Regelfunktionen-Integrals, zun�achst wieder sehr einfache Funktionen.

Wir verwenden dabei folgende �au�erst suggestive Kurzschreibweise: Sind 
; Y beliebige

Mengen, sind f; g : 
! Y und ist R eine Relation auf Y , so schreiben wir

ffRgg := fx 2 
 : f(x)Rg(x)g:
Ist etwa Y = R, so ist f�ur � 2 R

ff � �g = fx 2 
 : f(x) � �g = f�1
�
(�1; �]�

oder

ff > gg = fx 2 
 : f(x) > g(x)g
usw.

Au�erdem schreiben auch kurz �(fRg) statt �(ffRgg) (falls de�nert).
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De�nition 23.12 Es sei (
;S ) ein Messraum.

1. Eine Funktion ' : 
! K hei�t (S -)Elementarfunktion (oder (S -)einfach), falls

'(
) endlich ist und falls f' = �g 2 S f�ur alle � 2 '(
) gilt.
Wir setzen

E := E(
;S ) := f' : 
! K : ' Elementarfunktiong

und

E+ := E+(
;S ) := f' 2 E : ' � 0 auf
g:

2. Ist � ein Ma� auf S , so setzen wir ferner

E(�) := E(
;S ; �) := f' 2 E : �(' 6= 0) <1g:

Beispiel 23.13 Es sei (
;S ) ein Messraum. Ist A 2 S , so ist die Indikatorfunktion

�A, de�niert durch

�A(x) := 1A(x) :=

(
1; x 2 A
0; x =2 A

eine Elementarfunktion. Insbesondere sind damit im Falle (
;S ) = (R;B) etwa

�[a;b); �Q; : : : Elementarfunktionen.

De�nition 23.14 Es sei (
;S ; �) ein Ma�raum. Wir setzen f�ur ' 2 E+ [E(�) (mit
der Konvention 1 � 0 := 0; 1 � x :=1 f�ur x > 0)

Z
'd� :=

Z
'(x)d�(x) :=

X
�2'(
)

�(' = �) � �
(
2 [0;1]; falls ' 2 E+

2 K; falls ' 2 E(�)
:

Bemerkung 23.15 Man kann zeigen (nicht schwer, aber etwas umst�andlich, daher

Verweis auf Wahrscheinlichkeitstheorie):

� Summen und Produkte von Elementarfunktionen sind wieder Elementarfunktio-

nen.

� E(�) ist ein linearer Raum, und f�ur '; 2 E(�); a; b 2 K giltZ
(a'+ b )d� = a

Z
'd�+ b

Z
 d�:

F�ur '; 2 E+ und a; b � 0 ist a'+ b 2 E+, und es gilt wiederZ
(a'+ b )d� = a

Z
'd�+ b

Z
 d�:
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� F�ur alle ' 2 E+ [ E(�) ist �� Z 'd�
�� � Z j'jd�

(mit j1j :=1).

Beispiel 23.16 Ist (
;S ; �) = (R;B; �) und ist ' = �[a;b], so giltZ
'd� = �(' = 1) � 1 = �

�
[a; b]

�
= b� a;

also Z
'd� =

bZ
a

1 dx:

Ist also allgemeiner f�ur a = x0 < x1 < : : : < xn = b und c1; : : : ; cn 2 K

' =
nX
j=1

cj � �[xj�1;xj ];

so gilt Z
'd� =

nX
j=1

cj(xj � xj�1) =
bZ
a

'j[a;b](x) dx;

d.h. f�ur Treppenfunktionen wie in Abschnitt 13 stimmt das dort de�nierte Integral

mit dem Integral bzgl. des Lebesgue-Ma�es �uberein.

De�nition 23.17 Es sei (
;S ; �) ein Ma�raum. Wir setzen

M :=M(
;S ) := ff : 
! K : f messbarg
M+ :=M+(
;S ) := ff 2M : f � 0g

und f�ur f 2M+Z
fd� := sup

nZ
'd� : ' 2 E+; ' � f

o � 2 [0;1]
�
:

O�ensichtlich gilt f�ur f; g 2M+ mit f � g auchZ
fd� �

Z
gd�:

Au�erdem gilt

Satz 23.18 (monotone Konvergenz; Levi)

Ist (fn) eine Folge in M+ mit fn " f , so ist auch f 2M+, und es giltZ
fn d� "

Z
f d�:
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Beweis. Nach S.23.6 ist f 2M+. Aus fn " f ergibt sich sofortZ
fnd� " lim

n!1

Z
fnd� =: c 2 [0;1]

und c � R fd�. Es bleibt lediglich c � R fd� zu zeigen. Dazu seien ' 2 E+ mit ' � f
und � 2 (0; 1) gegeben. Wir setzen f�ur � 2 '(
)

An;� := f' = �g \ ffn � ��g (n 2 N):

Dann ist An;� 2 S und An;� " f' = �g, also auf Grund der Stetigkeit von unten

�(An;�) " �(' = �) (n!1):

Mit  n :=
P
�2


�An;� folgt

Z
' nd� =

X
�2'(
)

Z
'�An;�d� =

X
�2'(
)

� � �(An;�)

�!
X

�2'(
)
��(' = �) =

Z
'd� (n!1)

und � � ' �  n � fn, also

� �
Z
'd� = lim

n!1

Z
(� � ' �  n)d� � lim

n!1

Z
fnd� = c:

Da � < 1 beliebig war, ist auch
R
'd� � c, und da ' 2 E+ mit ' � f beliebig war, ist

auch
R
fd� � c. 2

Bemerkung 23.19 Es sei stets (
;S ; �) ein Ma�raum.

1. Mna kann zeigen (vgl. Wahrscheinlichkeitstheorie): Ist f : 
 ! K messbar, so

existiert eine Folge ('n) in E mit 'n ! f und j'nj � jf j. Ist f 2 M+, so kann man

dabei 0 � 'n(x) " f(x) erreichen.
2. Es seien f; g 2 M+. Nach B. 23.15 existieren Folgen ('n); ( n) in E+ mit 'n "
f;  n " g. Damit gilt auch 'n +  n " f + g, also mit S. 23.18Z

(f + g)d� = lim
n!1

Z
('n +  n)d� = lim

n!1

�Z
'nd�+

Z
 nd�

�
= lim

n!1

Z
'd�+ lim

n!1

Z
 nd� =

Z
fd�+

Z
gd�:

3. Es gilt folgendes sogenannte Lemma von Fatou:

Ist (fn) eine beliebige Folge in M+ so, dass f := lim inf fn existiert, so gilt f 2 M+

und Z
fd� � lim

n!1

Z
fnd�:
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(Denn: Wir de�nieren f�ur n 2 N

gn := inf
k�n

fk:

Dann ist gn 2M+ ([ �U]), und es gilt gn � fk f�ur alle k � n, d.h.Z
gnd� �

Z
fkd� (k � n)

und damit auch Z
gnd� � inf

k�n

Z
fkd�:

Au�erdem gilt gn " lim
n!1

fn = f , also ist nach S. 23.18 f 2M+ mitZ
fd� = lim

n!1

Z
gnd� � lim

n!1 inf
k�n

Z
fk = lim

n!1

Z
fnd�:)

De�nition 23.20 Es sei (fn) eine Folge in M mit fn ! f und so, dass jfnj � g f�ur

ein g 2M+ mit
R
g d� <1. Dann sprechen wir von (�-)dominierter Konvergenz und

schreiben

fn ! f �-dominiert :

Satz 23.21 (dominierte Konvergenz; Lebesgue)

Ist (fn) eine Folge in M mit fn ! f �-dominiert, so giltZ
jfn � f jd�! 0 (n!1):

Beweis. Wir setzen hn := 1
2 jfn � f j. Dann ist hn 2 M+. Aus 0 � g � hn � g und

g � hn ! g folgt mit dem Lemma von FatouZ
gd� � lim

Z
(g � hn)d� � lim

Z
(g � hn)d� �

Z
g d�;

d.h. Z
(g � hn)d�!

Z
gd� (n!1):

Au�erdem ist nach B. 23.19.1Z
gd� =

Z
(g � hn)d�+

Z
hnd�;

also Z
hnd� =

Z
gd��

Z
(g � hn)d�! 0 (n!1):

2

Damit kommen wir schlie�lich zur De�nition des Integrales f�ur allgemeine K-wertige

Funktionen.
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Bemerkung und De�nition 23.22 Es sei (
;S ; �) ein Ma�raum. Wir sagen, f 2
M sei �-integrierbar, falls Z

jf j d� <1 ;

Ferner setzen wir

M(�) :=M(
;S ; �) := ff : 
! K : jf j � -integrierbarg

und f�ur f 2M(�) Z
fd� := lim

n!1

Z
'nd�;

wobei ('n) eine beliebige Folge in E(�) mit 'n ! f �-dominiert.

Man beachte dabei: Nach B. 23.15 existiert eine solche Folge ('n) (man beachte:

g := jf j ist eine geeignete dominierende Funktion).
Au�erdem gilt f�ur eine beliebige Folge (') in E(�) mit ' ! f und j'nj � g, wobeiR
g d� <1,��� Z 'nd��

Z
'md�

��� =
��� Z ('n � 'm)d�

��� � Z j'n � 'mjd�
�

Z
j'n � f jd�+

Z
j'm � f jd�:

Aus dem Satz von Lebesgue folgtZ
j'n � f jd�! 0 (n!1)

und damit ist (
R
'nd�) eine Cauchy-Folge in K, also konvergent. Ist schlie�lich ( n)

eine weitere Folge in E(�) mit  n ! f; j nj � jf j, so gilt entsprechend��� Z 'nd��
Z
 nd�

��� � Z j'n � f jd�+ Z j n � f jd�! 0;

d.h. die De�nition ist unabh�angig von der Wahl der Folge ('n).

Au�erdem kann im Falle f � 0 (d.h. f 2M+) die Folge ('n) so gew�ahlt werden, dass

0 � 'n " f . Also stimmen die alte und die neue De�nition f�ur f 2M+ nach dem Satz

von der monotonen Konvergenz �uberein.

Bemerkung 23.23 Durch �Ubertragung der entsprechenden Eigenschaften f�ur Ele-

mentarfunktionen erh�alt man leicht:

� F�ur alle f; g 2M(�) und a; b 2 K giltZ
(af + bf)d� = a

Z
fd�+ b

Z
gd�:
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� F�ur alle f 2M(�) ist ��� Z fd�
��� � Z jf jd�:

Bemerkung und De�nition 23.24 Es sei (
;S ; �) ein Ma�raum, und es sei D 2
S . Wir setzen

S \D := fA \D : A 2 S g (= fA 2 S : A � Dg)

und

�D := �jS\D:

Dann ist S \D eine �-Algebra auf D (die sog. Spur-�-Algebra bzgl. D) und �D ein

Ma� auf S \D, d.h. (D;S \D;�D) ist ein Ma�raum.

Ist speziell (X; d) ein metrischer Raum und ist D 2 BX , so ist

BD = BX \D;

wobei BD die Borel-�-Algebra in (D; djD�D) bezeichnet ([�U]).
Wir setzen f�ur f 2M+(D;S \D) [M(D;S \D;�D)Z

D

f d� :=

Z
f d�D :

Damit erhalten wir: Ist f 2 M(
;S ), so ist fjD 2 M(D;S \ D), und f�ur f 2
M+ [M(�) gilt Z

f�D d� =

Z
D

fjD d�:

(Denn: F�ur f = �A, wobei A 2 S , giltZ
�A�Dd� =

Z
�A\Dd� = �(A \D) = �D(A \D) =

Z
D

�AjDd�:

Also gilt die Behauptung f�ur Indikatorfunktionen. Aus Linearit�atsgr�unden gilt sie da-

mit auch f�ur ' 2 E+ [ E(�) und durch Grenz�ubergang unter Anwendung des Satzes

von der monotonen Konvergenz bzw. des Satzes von der dominierten Konvergenz auch

f�ur f 2M+ [M(�).

Diese Schlussweise von Indikatorfunktionen �uber Elementarfunktionen hin zu beliebi-

gen Funktionen in M+ [M(�) hei�t Standardschluss.)

Wir schreiben im Weiteren dann auch kurz

Z
D

f d� statt

Z
f�D d�.

Beispiel 23.25 Es sei f 2 R[a; b] f�ur ein Intervall [a; b]. Dann existiert eine Folge

('n) von Treppenfunktionen mit 'n ! f gleichm�a�ig auf [a; b]. Insbesondere gilt
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dann 'n 2 E(�[a;b]) und j'nj � jjf jj1 + 1 f�ur n gen�ugend gro�. Da �
�
[a; b]

�
<1 gilt,

folgt mit dem Satz von Lebesgue

Z
[a;b]

f d� = lim
n!1

Z
[a;b]

'nd�

| {z }
=
R b
a 'n(x) dx

=

bZ
a

f(x) dx;

d.h. Lebesgueintegral und Regelfunktionenintegral stimmen �uberein.

Dar�uber hinaus erhalten wir auch ([�U]): Ist f : [a; b) ! R mit f 2 R[a;B] f�ur alle

a < B < b so, dass

b�Z
a

jf j existiert, so ist f 2M(�[a;b)) und es gilt

b�Z
a

f(x) dx =

Z
[a;b)

f d� :
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24 Transformation von Ma�en

Bemerkung und De�nition 24.1 Es seien (
;S ; �) ein Ma�raum, (Y; d) ein me-

trischer Raum und T : 
! Y messbar. Dann ist durch

�T (B) := �
�
T�1(B)

�
(B 2 BY )

ein Ma� auf BY gegeben. Dieses Ma� hei�t Bildma� von � unter T .

(Denn: �T (;) = �
�
T�1(;)� = �(;) = 0, also ist (M1) erf�ullt. Ist (Bn) eine Folge

p. d. Mengen in BY , so sind auch T�1(Bn) 2 S p. d. (da T�1(Bn) \ T�1(Bm) =
T�1(Bn \Bm)

�
). Also folgt

�T
� 1[
n=1

Bn

�
= �

�
T�1

� 1[
n=1

Bn

��
= �

� 1[
n=1

T�1(Bn)
�
=

=
1X
n=1

�
�
T�1(Bn)

�
=

1X
�=1

�T (Bn):)

Man kann mit Standardschluss leicht zeigen:

Es ist f 2 M+(Y;BY ) [ M(Y;BY ; �
T ) genau dann, wenn f � T 2 M+(
;S ) [

M(
;S ; �) und in diesem Falle gilt folgende TransformationsformelZ
f d�T =

Z
f � T d� :

Beispiel 24.2 1. Ist � das Lebesgue-Ma� auf Bd und ist T : Rd ! Rd; T (x) = Cx+ b

mit det(C) 6= 0 (vgl. B.23.11), so gilt

�T
�1
(A) = �

�
T (A)

�
= jdetCj � �(A)

d.h.

�T
�1

= jdetCj � � :
bzw.

� = �T�T
�1

= (�T
�1
)T = (j detCj � �)T :

2. Es sei S := fz 2 C : jzj = 1g und T : [0; 2�]! S mit T (x) = eix. Dann ist durch

m :=
1

2�
�T[0;2�]

ein Ma� auf BS gegeben. Dabei gilt f�ur n 2 Z mit obiger Transformationsformel

Z
zndm(z) =

1

2�

Z
[0;2�]

(eix)nd�(x) =
1

2�

2�Z
0

einxdx =

8<: 1; falls n = 0
1

2�in
einxj2�0 = 0; falls n 6= 0

:
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Bemerkung und De�nition 24.3 Es seien (
;S ; �) ein Ma�raum und h 2M+(
;S ).

Dann ist durch

�(A) :=

Z
A

hd� (A 2 S )

ein Ma� auf S de�niniert. Wir schreiben daf�ur h � � und nennen h Dichte von � bzgl.

�.

(Denn: Es gilt

�(;) =
Z
;

hd� =

Z
0d� = 0:

Ist (An) eine Folge p. d. Mengen in S , so gilt

nX
j=1

h � �Aj = h �
nX
j=1

�Aj = h � � nS
j=1

Aj
" h � � 1S

j=1
Aj
;

also mit monotoner Konvergenz

�
� 1[
j=1

Aj

�
=

Z
h� 1S

j=1
Aj
d� = lim

n!1

nX
j=1

Z
h�Ajd� =

=
1X
j=1

Z
h�Ajd� =

1X
j=1

�(Aj):)

Wieder kann man durch Standardschluss zeigen: Es ist f 2M(h ��) genau dann, wenn
f � h 2M(�) und in diesem Falle sowie im Falle f 2M+ gilt:Z

f d(h � �) =
Z
fh d� :

Beispiel 24.4 Es sei h : R! R de�niert durch

h(x) =
1p
2�
e�x

2=2 (x 2 R):

Dann ist h � � ein Ma� auf B, und es gilt

(h�)(R) =

Z
hd� =

1p
2�

1Z
�1

e�x
2=2dx = 1;

d.h. die
"
Gesamtmasse\ ist 1. Das Ma� h � � hei�t Standard-Normalverteilung.

Bemerkung und De�nition 24.5 Es seien U; V � Rd o�en, und es sei T : U ! V

bijektiv mit T 2 C1(U;Rd) und det JT (x) 6= 0 (x 2 U). Dann ist nach dem Hauptsatz

�uber Umkehrfunktionen (S. 17.3) auch T�1 : V ! U in C1(V;Rd) und es gilt

(JT )�1 = J(T�1) � T :

Eine Abbildung T : U ! V mit diesen Eigenschaften nennt man einen Di�eomorphis-

mus von U nach V .
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Satz 24.6 (Substitutionsregel)

Es seien U; V � Rd o�en, und es sei T : U ! V ein Di�eomorphismus. Dann gilt

1. �V = (j det JT j � �U )T ,

2. Ist f : V ! K messbar, so ist f 2 M(�V ) genau dann, wenn (f � T ) jdet JT j 2
M(�U ), und in diesem Falle giltZ

V

fd� =

Z
U

(f � T ) j det JT j d� :

Beweis.

F�ur � = (�1; :::; �d) 2 Rd und � > 0 sei

Q := Q�;� := (�1 � �=
p
d; �1 + �=

p
d]� : : :� (�d � �=

p
d; �d + �=

p
d]

der
"
(halbo�ene) W�urfel mit Zentrum � und Durchmesser 2�\. Ferner setzen wir f�ur

� 2 U
T�(x) := T (�) + JT (�)(x� �) (x 2 Rd) :

1. Wir zeigen: F�ur alle kompakte Teilmengen L von U und alle " > 0 existiert ein � =

�(L; ") > 0 so, dass f�ur jeden W�urfel Q = Q�;� mit Zentrum � 2 L und Durchmesser

< 2� (d.h. � < �) gilt: Q � U und

T (Q) � T�(Q�;(1+")�) :

Beweis dazu: Es seien L � U kompakt und " > 0. Da (JT )�1 = JT�1 � T stetig auf

U ist, existiert

M := max
�2L
k (JT (�))�1 k :

Wir setzen f�ur � > 0

U�(L) :=
[
�2L

U�(�) :

Dann ist U�(L) o�en und beschr�ankt, und es gilt f�ur � > 0 gen�ugend klein

U�(L) � U

(da dist(L;U c) > 0; vgl. Beweis zu S. 19.5). Da JT stetig auf U , also gleichm�a�ig

stetig auf der kompakten Menge U�(L) ist, existiert ein � 2 (0; �) so, dass

jjJT (�)� JT (�)jj < "

M
p
d

f�ur alle � 2 L; � 2 U�(�).
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Nach B. 17.2 existiert f�ur alle � 2 L und x 2 U�(�) ein � 2 U�(�) � U�(L) mit

jT (x)� T�(x)j = j(T � T�)(x)� (T � T�)(�)j
� jjJ(T � T�)(�)jj � jx� �j
= jjJT (�)� JT (�)jj � jx� �j � "

M
p
d
jx� �j :

Da T�1� y � T�1� z = (JT (�))�1(y � z) f�ur alle � 2 U und y; z 2 Rd gilt, folgt hieraus
f�ur alle � 2 L und x 2 U�(�)

jT�1� (T (x))� xj = jT�1� (T (x))� T�1� (T�(x))j �M jT (x)� T�(x)j � "p
d
jx� �j :

Ist also x 2 Q = Q�;� mit � < �, so ist jx� �j � � < � und damit

jT�1� (T (x))� xj < "p
d
� :

Folglich ist

T�1� T (x) 2 Q�;(1+")�
bzw.

T (x) 2 T�(Q�;(1+")�) :
2. Wir setzen h := j det JT j und zeigen:

�V � (h � �U )T :

Zun�achst gen�ugt es dazu,

�(B) � (h�U )
T (B)

f�ur alle B � V kompakt zu beweisen (denn dann ist f�ur A 2 BV und B � A kompakt

auch

�(B) � (h�U )
T (A)

und damit nach B. 23.11

�(A) = supf�(B) : B � A kompaktg � (h�U )
T (A)):

Weiter ist B � V kompakt genau dann, wenn K = T�1(B) � U kompakt ist. Also ist

zu zeigen: F�ur alle K � U kompakt ist

�(T (K)) � (h � �U )(K):

Beweis dazu: Es sei K � U kompakt . Ist U0 o�en und beschr�ankt mit

K � U0 � U0 � U;

so existiert, da h stetig auf U ,

c = max
U0

h(x)
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F�ur alle N 2 BU0 ergibt sich dann

(h�U )(N) =

Z
N

h d� � c�(N):

Nun sei " > 0 gegeben. Ist � = �" > 0 so klein, dass L := U�(K) � U0 und �(LnK) < "

(existiert nach B. 23.11), so folgt

(h�U )(L) = (h�U )(K) + (h�U )(LnK)

� (h�U )(K) + c � �(LnK) � (h�U )(K) + c":

Da h stetig auf der kompakten Menge L ist, ist h gleichm�a�ig stetig auf L. Also existiert

ein � = �" 2 (0; �(L; ")) (wobei �(L; ") wie in 1.) mit

h(�) < h(x) + " f�ur alle x; � 2 L; jx� �j < � :

Dabei sei weiterhin � � �=2 (dann ist jeder W�urfel mit Durchmesser < 2�, der K

schneidet, in L enthalten).

Durch �Uberdecken von K mit einem Gitter aus (halbo�enen) W�urfeln mit Durchmes-

ser 2�, wobei � < �, sieht man, dass endlich viele W�urfel Qm = Q�m;� (m = 1; : : : ; N)

mit folgenden Eigenschaften existieren:

(i) K �
NS
m=1

Qm � L,

(ii) Qm sind paarweise disjunkt (hierf�ur haben wir
"
halbo�ene\ W�urfel gew�ahlt).

Damit folgt

�(T (K))
(i)

� �
�
T
� N[
m=1

Qm
�� (ii);T bijekiv

=
NX
m=1

�(T (Qm))

1:�
NX
m=1

�(T�m(Q�m;(1+")�))

B:23:11
=

NX
m=1

h(�m)�(Q�m;(1+")�)

= (1 + ")d
NX
m=1

h(�m)�(Qm)

� (1 + ")d
NX
m=1

�
(h+ ") � �U

�
(Qm)

(ii)
= (1 + ")d

�
(h+ ") � �U

�
(
N[
1

Qm)

� (1 + ")d
�
(h � �U )(L) + "�(U0)

�
� (1 + ")d

�
(h � �U )(K) + "(�(U0) + c)

�
:
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Da " > 0 beliebig war, ist �(T (K)) � (h � �U )(K).

3. Wendet man 2. mit T�1 statt T an, so ergibt sich

�U � (j det JT�1j � �V )T�1

bzw.

�TU � jdet JT�1j � �V
und damit auch

1

jdet JT�1j � �
T
U � �V :

Weiter ist ([ �U])

1

jdet JT�1j � �
T
U =

�
1

j det JT�1j � T � �U
�T

und nach der Umkehrregel ist (1=jdet JT�1j)�T = (1=jdet JT�1 � T| {z }
=(JT )�1

)j = h. Also folgt

(h�U )
T � �V :

Mit 2. ergibt sich der erste Teil des Satzes.

4. Die zweite Teil ergibt sich unmittelbar aus dem ersten unter Verwendung der Trans-

formationsformel und der Formel f�ur die Integration bzgl. Ma�en mit Dichten aus

B./D. 24.3. 2

Bemerkung 24.7 Um die Substitutionsregel nutzen zu k�onnen, brauchen wir noch

ein zweites wichtiges Resultat der mehrdimensionalen Integrationstheorie, den folgen-

den Satz von Fubini, f�ur dessen Beweis wieder auf die Wahrscheinlichkeitstheorie ver-

weisen:

Es seien A 2 Bd und B 2 Bm. Ferner sei f 2M(�A�B).
Dann existiert eine Menge N 2 BB mit �m(N) = 0 und so, dass

x 7�! f(x; y)

f�ur alle y 2 B nN �A-integrierbar ist. Au�erdem gilt dannZ
A�B

f d�d+m =

Z
B

Z
A

f(x; y) d�d(x)d�m(y)

(wobei wir f�ur y 2 N etwa
R
A f(x; y) d�d(x) := 0 setzen). Entsprechend existiert eine

Menge M 2 BA mit �d(M) = 0 und so, dass

y 7�! f(x; y)
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f�ur alle x 2 A nM �B-integrierbar ist, und dass giltZ
A�B

f d�d+m =

Z
A

Z
B

f(x; y) d�m(y)d�d(x)

(wobei
R
B f(x; y)d�m(y) := 0 f�ur x 2M).

In Anwendungen der Substitutionsregel treten Transformationen mit Polarkoordinaten

besonders h�au�g auf.

Beispiel 24.8 (ebene Polarkoordinaten, vgl. B. 17.4).

Wir betrachten die Funktion T : U ! V , de�niert durch

T (r; ') =

�
r cos'

r sin'

�
((r; ') 2 U) ;

wobei U = (0;1)� (��; �) und V = R2 n ((�1; 0]� f0g).
Dann ist T : U ! V bijektiv und T 2 C1(U) mit

det JT (r; ') = r > 0

(siehe B. 17.4). Also erhalten wir mit S. 24.6 f�ur alle messbaren f : V ! K:

f ist genau dann �V -integrierbar, wenn (r; ') 7! rf(T (r; ')) �U -integrierbar ist, und

dann gilt Z
V

f(x; y)d�2(x; y) =

Z
U

f(r cos'; r sin') r d�2(r; ') :

Mt dem Satz von Fubini folgt weiterZ
V

fd�2 =

Z
(0;1)�(��;�)

f(r cos'; r sin') r d�2(r; ') =

Z
(��;�)

Z
(0;1)

f(r cos'; r sin') r drd' :

Ist speziell f = �UR(0), so gilt

f(T (r; ')) =

(
1; falls 0 � r < R

0; sonst.
;

also (beachte: �2(V
c) = 0 nach B. 23.11)

�2(UR(0)) = �2(UR(0)\V ) =
Z
V

�Ur(0) d�2 =

�Z
��

RZ
0

rdrd' =

�Z
��

r2

2

���R
0
d' = 2�

R2

2
= �R2 :

F�ur Mengen M � R2 der Form

M = f(r cos'; r sin') : 0 � r < �('); ' 2 (��; �)g ;
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mit einer (messbaren) Funktion � : (��; �)! [0;1) ergibt sich allgemeiner

�2(M) = �2(M \ V ) =
Z
V

�Md�2 =

�Z
��

�(')Z
0

rdrd' =
1

2

�Z
��

�2(')d'

(ist etwa M = S�;� = f(cos'; sin') : � � ' � �g ein Kreissektor, so ist

�(') =

(
1; � � ' � �
0; sonst.

also

�2(S�;�) =
1

2

�Z
�

d' =
1

2
(� � �) :)

Beispiel 24.9 (Sph�arische Polarkoordinaten)

Wir betrachten die Abbildung T : U ! V mit

T (r; '; #) =

0BB@
r cos' cos#

r sin' cos#

r sin#

1CCA ((r; '; #) 2 U) ;

wobei

U = (0;1)� (��; �)� (��=2; �=2)
und

V = T (U) = R3 n ((�1; 0]� f0g � R) :
Man kann daf�ur zeigen ([�U]): Es ist T 2 C1(U;R3) und T : U ! V bijektiv mit

jdet JT (r; '; #)j = r2 cos# ((r; '; #) 2 U)
(Entwicklung nach der letzten Zeile). Also erhalten wir mit S. 24.6: Ist f : R3 ! R

messbar, so ist f genau dann �V -integrierbar, wenn

(r; '; #) 7�! f(T (r; '; #))r2 cos#

�U -integrierbar ist, und dann giltZ
V

fd�3 =

Z
U

f(T (r; '; #)) r2 cos# d�3(r; '; #) :

Mit dem Satz von Fubini ergibt sich weiterZ
V

f d�3 =

Z
(0;1)�(��;;�)�(���

2
;�
2
)

f(T (r; '; #) r2 cos# d�3(r; '; #)

Fubini
=

�Z
��

�=2Z
��=2

1Z
0

f(T (r; '; #)) r2 cos# drd#d'



24 TRANSFORMATION VON MASSEN 257

Ist etwa f = 1UR(0) (in R
3), so gilt

f(T (r; '; #)) =

(
1; falls 0 � r � R
0; sonst.

;

also (da �3(V
c) = 0)

�3(UR(0)) = �(UR(0) \ V ) =
Z
V

f d�3 =

�Z
��

�=2Z
��=2

RZ
0

r2 cos# drd#d' =

=
R3

3

�Z
��

�=2Z
��=2

cos# d#

| {z }
=2

d' =
4�R3

3
:

Manchmal lassen sich �uber den Umweg mehrdimensionaler Integration auch eindimen-

sionale Integrale elegant berechnen. Wir betrachten auch hierzu ein Beispiel.

Beispiel 24.10 Die Beta-Funktion B : (0;1)� (0;1)! R ist de�niert durch

B(p; q) :=

1�Z
0+

tp�1(1� t)q�1dt (p; q > 0)

(man beachte: das uneigentliche Integral existiert). Substituiert man t = cos2 ', so

folgt

B(p; q) = 2

�=2Z
0

cos2p�1(') sin2q�1(')d' :

Weiter gilt f�ur � > 0

1Z
0

r2��1e�r
2
dr =

1

2

1Z
0

t��1e�tdt =
1

2
�(�) ;
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wobei � die Eulersche Gammafunktion bezeichnet. Also ist

B(p; q)�(p+ q) = 2

1Z
0

B(p; q)r2p+2q�1e�r
2
dr

= 4

1Z
0

�=2Z
0

(r cos')2p�1(r sin')2q�1e�r
2
rd'dr

B:24:8
= 4

Z
(0;1)�(0;1)

x2p�1y2p�1e�x
2�y2d�2(x; y)

Fubini
= 4

1Z
0

x2p�1e�x
2
d�(x)

1Z
0

y2p�1e�y
2
d�(y)

= �(p)�(q) ;

d.h.

B(p; q) =
�(p)�(q)

�(p+ q)
:
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25 Holomorphe Funktionen und Cauchyscher Integral-

satz

Die Funktionentheorie besch�aftigt sich im Wesentlichen mit Funktionen f : 
 ! C,

wobei 
 � C o�en und f di�erenzierbar ist. Da man solche Funktionen auch als (kom-

plexwertige) Funktionen zweier reeller Variablen au�assen kann, wollen wir zun�achst

kurz auf die Unterschiede zwischen reeller und komplexer Di�erenzierbarkeit eingehen.

Bemerkung 25.1 Es sei M � C (= R2), und es sei f : M ! C. Ist f (komplex)

di�erenzierbar an der Stelle z0 2M (gem�a� D. 10.1) und existiert f�ur ein � 2 C; j�j = 1

die Richtungsableitung @�f(z0) (gem�a� D. 15.3), so gilt

@�f(z0) = f 0(z0) � � : (25.1)

(Denn: Jeweils nach De�nition gilt

@�f(z0) = lim
t!0

f(z0 + t�)� f(z0)
t

= � � lim
t!0

f(z0 + t�)� f(z0)
�t

= � � f 0(z0):)

Existieren insbesondere @f
@y (z0) = @if(z0) und

@f

@x
(z0) = @1f(z0), so gilt

@f

@y
(z0) = i � @f

@x
(z0) (25.2)

oder mit anderen Worten

grad f(z0) =
@f

@x
(z0)

�
1

i

�
:

Ist M � C o�en und ist f komplex di�erenzierbar an z0, so gilt (25.1) f�ur alle � und

damit insbesondere (25.2).

Ist umgekehrt M o�en, f reell di�erenzierbar an z0 und gilt (25.2), so ist f auch

komplex di�erenzierbar an z0.

(Denn: Da f reell di�erenzierbar an z0 ist, existiert eine Funktion " : 
 ! C mit

"(z)! 0 (z ! z0) und so, dass

f(z) = f(z0) + gradT f(z0)

�
x� x0
y � y0

�
+ jz � z0j "(z0)

= f(z0) +
@f

@x
(z0) � (1; i)

�
x� x0
y � y0

�
+ jz � z0j "(z)

= f(z0) +
@f

@x
(z0)(z � z0) + jz � z0j "(z):

Nach der Zerlegungsformel (S. 10.6) ist f (komplex) di�erenzierbar an z0 mit f
0(z0) =

@f
@x (z0).)
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De�nition 25.2 Es sei 
 � C o�en, und es sei f : 
 ! C. Dann hei�t f holomorph

in 
, falls f 0 auf 
 existiert und stetig ist. Wir setzen

H(
) := ff : 
! C : f holomorph in 
g :

Satz 25.3 Es sei 
 � C o�en. F�ur f : 
! C sind �aquivalent

a) f ist holomorph in 
.

b) f 2 C1(
), und es gilt (25.2) f�ur alle z0 2 
.

Beweis.

a)) b): Ist f holomorph in 
, so ist f 0 stetig auf 
 und damit sind nach B. 25.1 auch

die partiellen Ableitungen stetig auf 
 (und es gilt (25.2)).

b) ) a): Ist f 2 C1(
), so sind die partiellen Ableitungen stetig auf 
. Nach S. 15.13

ist f insbesondere reell di�erenzierbar auf 
. Nach B. 25.1 ist f komplex di�erenzierbar

an z0. Da
@f
@x stetig auf 
 ist, ist f holomorph. 2

Beispiel 25.4 Es seien (a�) eine Folge in C und z0 2 C. Dann ist durch

f(z) :=
1X
�=0

a�(z � z0)� jz � z0j < R

eine holomorphe Funktion im Konvergenzkreis der Potenzreihe gegeben (denn nach S.

12.5 ist f sogar beliebig oft di�erenzierbar in jz � z0j < R).

Insbesondere sind also Funktionen wie exp, sin, cos und alle Polynome holomorph in

C.

Ein wesentliches Ziel wird es sein, zu zeigen, dass jede holomorphe Funktion
"
lokal\ als

Potenzreihe gegeben und damit nach S. 12.5 insbesondere beliebig oft di�erenzierbar

ist. Eine Art mathematisches Wunder!

Wir wenden uns zun�achst der Frage nach der Existenz von Stammfunktionen zu.

Vorbereitend dazu gibt es ein Ergebnis �uber die Di�erenzierbarkeit von Parameterin-

tegralen.

Satz 25.5 Es sei U � C o�en, und es sei I = [a; b] � R. Ferner sei f : U � I ! C

so, dass
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1. f(z; �) f�ur alle z 2 U eine Regelfunktion ist,

2. f(�; t) f�ur alle t 2 I di�erenzierbar und @f
@z : U � I ! C mit @f

@z := f 0(�; t) stetig
ist.

Dann ist F : U ! C, de�niert durch

F (z) :=

bZ
a

f(z; t) dt (z 2 U);

di�erenzierbar auf U mit

F 0(z) =
bZ
a

@f

@z
(z; t) dt (z 2 U):

Beweis. Es sei z0 2 U fest. Dann existiert ein r > 0 so, dass M := Ur(z0) in U liegt.

Wir setzen f�ur t 2 I

ht(z) := f(z; t)� @f

@z
(z0; t) � z (z 2 U):

Dann ist ht di�erenzierbar auf U mit

h0t(z) =
@f

@z
(z; t)� @f

@z
(z0; t) (z 2 U):

Es sei " > 0 gegeben. Da @f
@z stetig auf M � I und ferner M � I kompakt ist, ist @f

@z

gleichm�a�ig stetig auf M � I. Also existiert ein � 2 (0; r) so, dass

jh0t(z)j < " (jz � z0j < �; t 2 I):

Ist z 2 U mit 0 < jz � z0j < �, so ergibt sich mit � := z�z0
jz�z0j und � := jz � z0j f�ur alle

t 2 I nach dem HDI, Teil 2

ht(z)� ht(z0) =
�Z

0

@�ht(z0 + s�)ds =

�Z
0

h0t(z0 + s�)ds � �:

Hieraus folgt f�ur alle t 2 I

jf(z; t)� f(z0; t)� @f

@z
(z0; t)(z � z0)j =

= jht(z)� ht(z0)j �
�Z

0

jh0t(z0 + s�)j| {z }
<"

ds � " � � = "jz � z0j;
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also

jF (z)� F (z0)�
bZ
a

@f

@z
(z0; t) dt � (z � z0)j

�
bZ
a

jf(z; t)� f(z0; t)� @f

@z
(z0; t)(z � z0)j dt � "jz � z0j(b� a)

und damit ���F (z)� F (z0)
z � z0 �

bZ
a

@f

@z
(z0; t)dt

��� � "(b� a):
Da " > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. 2

Bemerkung und De�nition 25.6 Es sei M � C. Dann hei�t M sternf�ormig, falls

ein z� 2 G so existiert, dass f�ur alle z 2M die Strecke

I[z; z�] = fz� + t(z � z�) : t 2 [0; 1]g
in M liegt.

O�ensichtlich ist jedes konvexe Menge auch sternf�ormig. Ein Beispiel einer nicht-

konvexen, sternf�ormigen Menge ist etwa M = C n [1;1).

Damit erhalten wir

Satz 25.7 Es sei G � C ein sternf�ormiges Gebiet, und es sei f holomorph in G.

Dann existiert eine Funktion F : G! C mit F 0 = f .

Beweis. Es sei ohne Einschr�ankung z� = 0. Wir de�nieren F : G! C durch

F (z) :=

1Z
0

z � f(zt)dt (z 2 G):

Dann gilt
@

@z
(zf(zt)) = f(zt) + zf 0(zt)t (z 2 U; t 2 [0; 1]):

Da f holomorph in G ist, ist die rechte Seite stetig auf G � [0; 1]. Nach S. 25.5 ist F

di�erenzierbar auf G mit

F 0(z) =

1Z
0

@

@z
(zf(zt)) dt =

1Z
0

f(zt) dt+

1Z
0

t � zf 0(zt) dt

=

1Z
0

f(zt) dt+ t � f(zt)��1
0
�

1Z
0

f(zt) dt = f(z):
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2

Als erste Anwendung wollen wir uns mit der Frage der Existenz von Logarithmen und

allgemeinen Potenzen in C besch�aftigen. Im ersten Teil der Analysis hatten wir die

reelle Logarithmusfunktion als Umkehrung der (reellen) Exponentialfunktion de�niert.

Schon die Tatsache, dass die Exponentialfunktion im Komplexen nicht mehr injektiv

ist, deutet an, dass die Situation hier komplizierter wird. Es gilt jedenfalls

Satz 25.8 Es sei G � C ein Gebiet. Dann gilt

1. Ist G sternf�ormig mit 0 62 G, und ist ferner z0 2 G mit z0 = r0e
i'0, so existiert

eine Funktion f 2 H(G) mit f(z0) = ln r0 + i'0 und

ef(z) = z f�ur alle z 2 G :

2. Sind f; ~f : G ! C stetig mit ef(z) = e
~f(z) f�ur alle z 2 G, so existiert ein k 2 Z

mit
~f(z) = f(z) + 2k�i (z 2 G) :

Beweis. 1. Da 0 62 G ist, ist z 7! 1=z holomorph in G. Da G sternf�ormig ist, existiert

nach S. 25.7 eine Funktion f 2 H(G) mit f 0(z) = 1=z. Dabei kann f so gew�ahlt

werden, dass f(z0) = ln r0 + i'0 gilt (ggfs. addiere man eine geeignete Konstante). Es

folgt

(ze�f(z))0 = e�f(z) + ze�f(z)(�f 0(z)) � 0 in G:

Also existiert eine Konstante c mit

z = cef(z) f�ur alle z 2 G:
Aus ef(z0) = z0 ergibt sich c = 1 und damit die Behauptung.

2. Sind f; ~f 2 C(G) mit e ~f = ef , so gilt

e
~f(z)�f(z) = e

~f(z)=ef(z) � 1 in G:

Damit ist

'(z) =
~f(z)� f(z)

2�i
2 Z

f�ur alle z 2 G. Da G zusammenh�angend und ' stetig auf G ist, ist '(z) � const auf

G nach S. 22.14, d.h. es existiert ein k 2 Z mit

~f(z) = f(z) + 2k�i (z 2 G) :
2
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Bemerkung und De�nition 25.9 Es sei G ein Gebiet. Jede Funktion f 2 H(G)

mit ef(z) = z in G hei�t Zweig des Logarithmus in G. Ist f ein solcher Zweig, so ist

auch ~f mit ~f(z) = f(z) + 2k�i f�ur ein k 2 Z ein Zweig. Nach S. 25.8.2 sind durch

diese (abz�ahlbar unendlich vielen) Funktionen alle Zweige gegeben. Au�erdem zeigt

S. 25.8.2 auch, dass im Falle der Existenz eine Zweiges jede stetige Funktion f mit

ef(z) = z
"
automatisch\ holomorph in G ist.

Beispiel 25.10 Es sei

C� := C n (�1; 0] :
Dann ist C� sternf�ormig. Nach S. 25.8.1 existiert eine in Funktion f 2 H(C�) mit

ef(z) = z f�ur alle z 2 C�.

(also ein Zweig des Logarithmus) und f(1) = 0.

Ist z 2 C�, so existieren eindeutig bestimmte r > 0 und ' 2 (��; �) mit z = rei'. Die

Abbildung p : C� ! (0;1)� (��; �) mit

p(z) = (r; ') (z = rei' 2 C�)

ist stetig auf C� (vgl. B.17.4). Damit ist auch ~f : C� ! C mit

~f(z) = ln r + i' (z 2 C�)

stetig. Weiter gilt nat�urlich auch

e
~f(z) = eln r+i' = rei' = z (z 2 C�) :

Da ~f(1) = 0 = f(1) gilt, ist f(z) � ~f(z) in C�. F�ur z = r > 0 haben wir insbesondere

f(r) = ln r, d.h. dieser Zweig setzt den
"
reellen Logarithmus\ ln holomorph auf C�

fort. Wir nennen f den Hauptzweig des Logarithmus (von z) in C� und schreiben

daf�ur auch

f(z) =: log z (z 2 C�) :
Nach S. 25.8.2 sind alle weiteren Zweige von der Form

z 7! log z + 2k�i = ln r + i('+ 2k�)

f�ur ein k 2 Z.

Wie sieht es mit der G�ultigkeit der Funktionalgleichung

log(zw) = log(z) + log(w)

f�ur z; w 2 C� aus?
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Ist z = rei', w = %ei# mit '; # 2 (��; �) und '+ # 2 (��; �), so ist zw = r%ei('+#).

Es gilt also

log(zw) = ln(r%) + i('+ #) = ln r + i'+ ln %+ i# = log z + logw :

Ist jedoch etwa '+ # > �, so ist zw = r%ei('+#�2�), also

log(zw) = ln(r%) + i('+ #� 2�) = log z + logw � 2�i :

Es kommt also ein
"
Korrekturterm\ 2�i hinzu. Im Falle ' + # = � ist log(zw) nicht

einmal de�niert.

Die Beispiele zeigen, dass Vorsicht im Umgang mit komplexen Logarithmen angebracht

ist!

Wie im Reellen de�nieren wir allgemein Potenzen mit Hilfe von Logarithmen. Wir

beschr�anken uns dabei auf Potenzen, die unter Verwendung des Hauptzweiges de�niert

sind.

De�nition 25.11 Es sei C� = C n (�1; 0], und es sei b 2 C. Wir setzen

zb := eb�log z (z 2 C�) :

Ist speziell b = 1=k f�ur ein k 2 N; k � 2, so schreiben wir auch k
p
z an Stelle von z1=k,

und ist k = 2, so schreiben wir kurz
p
z. Die Funktion z 7! k

p
z hei�t Hauptzweig der

k-ten Wurzel (f�ur k = 2 Hauptzweig der Wurzel) (von z) in C�. F�ur z = r > 0 stimmt

diese De�nition nach B. 25.10 mit der aus D. C.15 �uberein.

Andere Zweige der k-ten Wurzel erh�alt man durch Verwendung anderer Zweige des

Logarithmus. Au�erdem kann man allgemeine Potenzen auch in anderen Gebieten

betrachten, in denen Logarithmen existieren.

Bemerkung 25.12 1. F�ur z 2 C� und b1; b2 2 C gilt

zb1+b2 = zb1zb2 :

Weiter ist z 7! zb holomorph in C� mit

(zb)0 = b � zb�1 :

2. Ist z = rei' 2 C� mit ' 2 (��; �), so gilt k
p
z = k

p
rei'=k (und damit auch

( k
p
z)k = z).

Wir besch�aftigen uns nun mit dem Konzept komplexer Wegintegrale. Wir werden uns

dabei auf Integrale l�angs Pfaden beschr�anken.



25 HOLOMORPHE FUNKTIONEN UND CAUCHYSCHER INTEGRALSATZ266

De�nition 25.13 Es sei  : [�; �]! C ein Pfad (vgl. D. 22.6). Ferner sei � = ([�; �])

die Kurve mit Parameterdarstellung . Ist f : � ! C stetig auf �, so ist f �  � 0 2
R[�; �]. Wir de�nieren das Integral von f l�angs  durch

Z


f :=

Z


f(z)dz :=

�Z
�

f �  � 0 =
�Z
�

f((t))0(t)dt :

Bemerkung 25.14 1. Es seien [�1; �1] und [�; �] Intervalle, und es sei ' : [�1; �1]!
[�; �] stetig di�erenzierbar mit '0 > 0 und '(�1) = �; '(�1) = �. Ist  : [�; �] ! C

ein Pfad, so ist auch 1 :=  � ' ein Pfad (mit � = ([�; �]) = 1([�1; �1]), d.h. beide

parametrisieren die selbe Kurve). Mit der Substitutionsregel gilt dann

Z
1

f =

�1Z
�1

f � 1 � 01 =
�1Z
�1

f �  � ' � 0 � ' � '0 =
�Z
�

f �  � 0 =
Z


f :

Sind  und ~ Pfade, f�ur die eine solche Funktion ' existiert, so sagen wir  und ~

seien �aquivalent. Insbesondere zeigt obige �Uberlegung, dass zu jedem Pfad  und zu

jedem kompakten Intervall [�; � ] ein zu  �aquivalenter Pfad ~ : [�; � ] ! C existiert.

Wir k�onnen also das Parameterintervall stets nach Wunsch w�ahlen.

Man beachte jedoch: Ist  wie oben und '(t) = � + � � t (t 2 [�; �]), so gilt f�ur

1 =  � ' (also 1(t) = (�+ � � t))
Z
1

f =

�Z
�

f � 1 � 01 =
�Z
�

f �  � ' � 0 � ' � '0 =
�Z
�

f �  � 0 = �
Z


f :

Wir schreiben f�ur den Weg 1 deshalb auch �. Es gilt damit sehr suggestivZ
�

f = �
Z


f (f 2 C(�)) :

2. Eine einfache, aber oft sehr n�utzliche Absch�atzung f�ur das Integral von f l�angs 

ergibt sich (mit kfk�;1 = sup
�2�
jf(�)j) als

��� Z


f
��� = ��� �Z

�

f �  � 0
��� � �Z

�

jf � jj0j � kfk1 �
�Z
�

j0j = kfk�;1 � L() :

3. Ist � = t0 < t1 < : : : < tN = � eine Zerlegung von [�; �] und ist j := j[tj�1;tj ], so
folgt aus D. 25.13 unmittelbar Z



f =
NX
j=1

Z
j

f

f�ur alle stetigen f : �! C.
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Beispiel 25.15 Es sei  : [�; �] ! C ein beliebiger Pfad, m 2 N0 und f(z) = zm

(z 2 C). Dann gilt nach dem HDI

Z


zmdz =

�Z
�

m(t)0(t)dt =
1

m+ 1

�Z
�

(m+1)0(t)dt =
1

m+ 1
(bm+1 � am+1) ;

wobei (�) = a; (�) = b. Also: Der Wert des Integrals h�angt nur von den Anfangs-

und Endpunkten von  ab, nicht aber vom Weg !

Insbesondere gilt f�ur jeden geschlossenen Pfad Z


zmdz = 0 :

Der folgende Satz { und gleiche Beweis { zeigt, dass ganz allgemein bei Existenz einer

Stammfunktion Integrale wegunabh�angig sind.

Satz 25.16 Es sei G � C ein Gebiet, und es sei f : G ! C stetig. Existiert eine

Funktion F 2 H(G) mit F 0 = f in G (d.h. F ist eine Stammfunktion zu f in G), so

gilt f�ur alle Pfade  in G mit Anfangspunkt a und Endpunkt bZ


f = F (b)� F (a) :

Insbesondere ist damit Z


f = 0

f�ur alle geschlossenen Pfade in G.

Beweis. Es sei  : [�; �]! G mit (�) = a und (�) = b. Dann gilt

Z


f =

�Z
�

f �  � 0 =
�Z
�

(F � )0 = F ((�))� F ((�)) == F (b)� F (a)

nach dem HDI. 2

Damit ergibt sich unmittelbar

Satz 25.17 (Cauchyscher Integralsatz f�ur sternf�ormige Gebiete)

Es sei G � C ein sternf�ormiges Gebiet, und es sei f holomorph in G. Dann istZ


f = 0

f�ur alle geschlossenen Pfade in G.
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Beweis. Nach S. 25.7 existiert ein F mit F 0 = f in G. Also folgt die Behauptung aus

S. 25.16 2

Bemerkung 25.18 Oft werden wir Kreise betrachten. In diesem Fall liegt eine ge-

wisse Parametrisierung nahe.

Wir schreiben daher f�ur  : [0; 2�] mit (t) = z0 +Reit wobei z0 2 C und R > 0, und

f�ur f stetig auf KR(z0) := fz : jz � z0j = Rg (= @UR(z0))Z
jz�z0j=R

f =

Z
KR(z0)

f :=

Z


f (f 2 C(�)) :

Beispiel 25.19 Es sei z0 2 C; R > 0. Dann gilt f�ur m 2 ZZ
KR(z0)

(z � z0)mdz =
(

0 ; falls m 6= �1
2�i ; falls m = �1

:

(Denn: F�ur m 6= �1 ist
Z

KR(z0)

(z � z0)mdz =

2�Z
0

(Reit)m iReit dt = iRm+1

2�Z
0

eit(m+1)dt

= iRm+1 1

i(m+ 1)
eit(m+1)

��2�
0

= 0

und f�ur m = �1 ist
Z

KR(z0)

dz

z � z0 =

2�Z
0

(Reit)�1 iReit dt = i

2�Z
0

dt = 2�i:)

Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass die Aussage von S. 25.17 nicht f�ur

allgemeine Gebiete gilt!

Man beachte jedoch: In allen F�allen (also auch f�ur m = �1) h�angt der Wert des

Integrals nicht vom Radius R ab.



26 ANALYTIZIT�AT HOLOMORPHER FUNKTIONEN 269

26 Analytizit�at holomorpher Funktionen

Bemerkung 26.1 In B. 25.18 haben wir gesehen, dass

1

2�i

Z
j�j=1

d�

�
= 1:

Wir schreiben im Folgenden f�ur r 2 (0;1]

Dr := fz 2 C : jzj < rg = Ur(0)

und D := D1.

Dann ist allgemeiner
1

2�i

Z
j�j=1

d�

� � z = 1 (z 2 D):

(Denn: Es gilt

1

2�i

Z
j�j=1

d�

� � z =
1

2�

2�Z
0

eit

eit � z dt:

Wir betrachten ' : D� [0; 2�]! C mit

'(z; t) :=
eit

eit � z (z 2 D; t 2 [0; 2�])

und � : D! C mit

�(z) :=

2�Z
0

'(z; t)dt (z 2 D):

Dann ist nach S. 25.5 � di�erenzierbar auf D mit

�0(z) =
2�Z
0

@'

@z
(z; t)dt ==

2�Z
0

eit

(eit � z)2dt =
i

eit � z
���2�
t=0

= 0:

Also ist �(z) � �(0) = 2� auf D.)

Tats�achlich gilt wesentlich allgemeiner

Satz 26.2 (Cauchysche Integralformel f�ur Kreise)

Es sei 
 � C o�en, und es sei f 2 H(
). Ferner seien z0 2 
; R > 0 so, dass

UR(z0) � 
. Dann gilt

f(z) =
1

2�i

Z
KR(z0)

f(�)

� � z d� (z 2 UR(z0)):
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Beweis. Ohne Einschr�ankung k�onnen wir z0 = 0 und R = 1, d.h. UR(z0) = D anneh-

men (ansonsten: a�n-lineare Transformation anwenden).

Es sei z 2 D fest. Dann gilt nach B. 26.1

f(z) =
1

2�i

Z
j�j=1

f(z)

� � z d� =
1

2�

2�Z
0

f(z)eit

eit � z dt

und nach De�nition

1

2�i

Z
j�j=1

f(�)

� � z d� =
1

2�

2�Z
0

f(eit)eit

eit � z dt:

Wir betrachten die Funktionen ' : [0; 1]� [0; 2�]! C mit

'(�; t) :=
f(z + �(eit � z))eit

eit � z
und � : [0; 1]! C mit

�(�) :=

2�Z
0

'(�; t)dt (� 2 [0; 1]):

Dann sieht man wie in S. 25.5, dass � auf [0; 1] di�erenzierbar ist mit

�0(�) =

2�Z
0

@'

@�
(�; t) dt =

2�Z
0

f 0(z + �(eit � z))eit dt

=
1

i�
f(z + �(eit � z))

���2�
t=0

= 0 (0 < � � 1):

Also ist �(�) � const auf [0; 1] und damit �(0) = �(1). Dies ist die Behauptung. 2

Bemerkung 26.3 Man beachte: S. 26.2 zeigt insbesondere, dass die Funktionswerte

in UR(z0) bereits vollst�andig durch die Werte am Rand KR(z0) festgelegt sind!

W�ahlt man speziell z = z0, so ergibt sich die wichtige Mittelwertformel

f(z0) =
1

2�i

2�Z
0

f(z0 +Reit)

Reit
i Reitdt =

1

2�

2�Z
0

f(z0 +Reit)dt : (26.1)

Also: Der Funktionswert im Kreismittelpunkt ergibt sich als
"
Integralmittel\ der

Funktionswerte am Rand des Kreises.
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De�nition 26.4 Es sei 
 � K o�en, und es sei f : 
 ! C. Dann hei�t f analytisch

an der Stelle z0 2 
, falls ein R > 0 und eine Folge (a�) so existieren, dass

f(z) =
1X
�=0

a�(z � z0)� (z 2 UR(z0))

gilt.

[Dann ist nat�urlich notwendigerweise a� = f (�)(z0)=�! nach S. 12.5.]

Weiter hei�t f analytisch in 
, falls f analytisch an jedem Punkt z0 2 
 ist.

Bemerkung 26.5 Aus S.12.5 ergibt sich mit dieser Sprechweise: Ist 
 � C o�en und

f : 
! C analytisch, so ist insbesondere f holomorph in 
.

Von fundamentaler Bedeutung f�ur die gesamte Funktionentheorie ist die Tatsache,

dass auch die Umkehrung dieser Aussage wahr ist, wie wir gleich sehen werden. Als

letzten Baustein ben�otigen wir lediglich noch folgendes Resultat:

Satz 26.6 Es sei [a; b] � R ein kompaktes Intervall, und es seien '; : [a; b] ! K

st�uckweise stetig. Ferner sei 
 := C n  ([a; b]). Wir de�nieren f : 
! C durch

f(z) :=

bZ
a

'(t)

 (t)� z dt (z 2 
) :

Dann ist f analytisch in 
, und es gilt

f (k)(z) = k!

bZ
a

'(t)

( (t)� z)k+1
dt (z 2 
; k 2 N) :

Beweis. Es sei z0 2 
 und R := dist(z0; @
) = dist(z0;  ([a;b])). Aus��� z � z0
 (t)� z0

��� � jz � z0j
R

< 1

f�ur alle z 2 UR(z0) und alle t 2 [a; b] folgt, dass die Reihe
1X
�=0

(z � z0)�
( (t)� z0)�+1

=
1

 (t)� z0 �
1

1� z�z0
 (t)�z0

=
1

 (t)� z

f�ur jedes feste z 2 UR(z0) gleichm�a�ig auf [a; b] konvergiert. (Weierstra�sches Majo-

rantenkriterium; S. 11.7). Also erhalten wir mit S. 13.21

f(z) =

bZ
a

'(t)
1X
�=0

(z � z0)�
( (t)� z0)�+1

dt =
1X
�=0

(z � z0)� �
bZ
a

'(t)

( (t)� z0)�+1
dt ;
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d.h. mit

a� :=

bZ
a

'(t)

( (t)� z0)�+1
dt (� 2 N0)

gilt f�ur alle z 2 UR(z0)
f(z) =

1X
�=0

a�(z � z0)� :

Folglich ist f analytisch an der Stelle z0. Au�erdem erhalten wir f�ur z = z0

f (k)(z0) = k!ak = k!

bZ
a

'(t)

( (t)� z0)k+1
dt (k 2 N0)

nach S. 12.5. Da z0 2 
 beliebig war, folgt die Behauptung 2

Bemerkung 26.7 Der Beweis zu S. 26.6 zeigt, dass die Potenzreihenentwicklung

f(z) =
1X
�=0

a�(z � z0)�

f�ur alle z mit jz � z0j < dist(z0;  ([a; b])) gilt.

Damit erhalten wir endlich

Satz 26.8 Es sei 
 � C o�en, und es sei f 2 H(
). Dann gilt f�ur alle z0 2 
 (mit

dist(z0; ;) :=1)

f(z) =
1X
�=0

f (�)(z0)

�!
(z � z0)� in jz � z0j < dist(z0; @
) :

Insbesondere ist f analytisch in 
.

Beweis. 1. Es sei z0 2 
. Ist R < dist(z0; @
), so gilt UR(z0) � 
. Also folgt aus S.

26.2, dass f�ur alle z 2 UR(z0) gilt

f(z) =
1

2�i

Z
j��z0j=R

f(�)

� � z d� =
1

2�

2�Z
0

f(z0 +Reit)

z0 +Reit � z Re
itdt :

Nach S. 26.6 und B. 26.7 (angewandt mit [a; b] = [0; 2�];  (t) = z0 +Reit und '(t) =

f(z0 +Reit)Reit=2�) gilt

f(z) =
1X
�=0

a�(z � z0)� =
1X
�=0

f (�)(z0)

�!
(z � z0)�
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f�ur alle z 2 UR(z0). Da R < dist(z0; @
) beliebig war, gilt die Darstellung in jz� z0j <
dist(z0; @
). Da z0 2 
 beliebig war, ist f analytisch in 
. 2

Beispiel 26.9 Wit betrachten die Funktion f : C n f1g ! C mit

f(z) =
1

1� z :

Hier ist f�ur alle z0 6= 1 und alle z mit jz � z0j < j1� z0j

f(z) =
1

1� z + z0 � z0 =
1

1� z0 �
1

1� z�z0
1�z0

=
1X
�=0

1

(1� z0)�+1
(z � z0)�

mit 1=(1� z0)�+1 = f (�)(z0)=�!.

Bemerkung 26.10 Kombiniert man S. 26.8 und S. 12.5, so ergibt sich insbesondere,

dass jede Funktion f 2 H(
) beliebig oft di�erenzierbar auf 
 ist. Au�erdem gilt dann

auch folgende verallgemeinerte Cauchysche Integralformel f�ur die Ableitungen:

F�ur alle z0 2 
 und R < dist(z0; @
) ist

f (k)(z) =
k!

2�i

Z
j��z0j=R

f(�)

(� � z)k+1
d� (z 2 UR(z0)) :

(Denn: Nach S. 26.6 ist

f (k)(z) =
k!

2�

2�Z
0

f(z0 +Reit)

(z0 +Reit � z)k+1
Reitdt =

k!

2�i

Z
j��z0j=R

f(�)

(� � z)k+1
d� :)

Eine erste Folgerung ist

Satz 26.11 (Cauchysche Ungleichung)

Es sei 
 � C o�en, f 2 H(
), und es seien z0 2 
 und R < dist(z0; @
). Dann ist

f�ur 0 � r < R

jf (k)(z)j � k!R

(R� r)k+1
max

�2KR(z0)
jf(�)j (k 2 N0; jz � z0j � r)

und damit insbesondere

jf (k)(z0)j � k!

Rk
max

�2KR(z0)
jf(�)j (k 2 N0) :
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Beweis. Nach B. 26.10 gilt f�ur jz � z0j � r

jf (k)(z)j =
�� k!
2�i

Z
KR(z0)

f(�)

(� � z)k+1
d�
��

� max
�2KR(z0)

jf(�)j k!

2�(R� r)k+1
2�R ;

also die Behauptung. 2

Bemerkung und De�nition 26.12 Eine in C holomorphe Funktion f hei�t ganze

Funktion. Ist f ganz, so gilt nach S. 26.8 f�ur alle z0 2 C (da dist(z0; ;) =1)

f(z) =
1X
�=0

f (�)(z0)

�!
(z � z0)� (z 2 C) :

Satz 26.13 (Liouville)

Ist f ganz und beschr�ankt, so ist f konstant.

Beweis. Nach Voreaussetzung existiert ein M > 0 mit jf(z)j � M f�ur alle z 2 C.
Nach der Cauchyschen Ungleichung gilt f�ur alle k 2 N; R > 0

jf (k)(0)j � k!

Rk
M ! 0 (R!1) :

Also ist f (k)(0) = 0 f�ur alle k 2 N, d.h.

f(z) =
1X
�=0

f (�)(0)

�!
z� = f(0) (z 2 C) :

2

Bemerkung 26.14 Ist f ganz und nicht konstant, so existiert eine Folge (zn) in C

mit jznj ! 1 und jf(zn)j ! 1 f�ur n!1.

(Denn: Nach dem Satz von Liouville ist f unbeschr�ankt. Damit existiert eine Folge

(zn) so, dass jf(zn)j ! 1. F�ur diese gilt auch jznj ! 1, da ansonsten nach dem Satz

von Bolzano-Weierstrass eine Teilfolge znk mit znk ! z existieren w�urde. F�ur diese

w�urde dann aber auch f(znk)! f(z) gelten. Dies widerspr�ache aber jf(zn)j ! 1.)

Beispiel 26.15 Ist f(z) = sin z, so gilt etwa f�ur zn = in

jf(zn)j =
�� 1
2i
(e�n � en)��!1 (n!1) :
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Bemerkung 26.16 Als kleine Anwendung des Satzes von Liouville ergibt sich ein

kurzer Beweis zum Fundamentalsatz der Algebra (siehe S. D.2)

Wesentlicher Teil des Beweises zu S. D.2 war der Nachweis der Tatsache, dass jedes

nichtkonstante Polynom P eine Nullestlle besitzt. Wir zeigen noch einmal: P hat eine

Nullstelle in C.

Denn: Angenommen, nicht, d.h. 1=P ist eine ganze Funktion. Dann existiert nach

B. 26.14 eine Folge (zn) in C mit jznj ! 1 und j1=P (zn)j ! 1 (n ! 1), also

P (zn) ! 0 (n ! 1). Dies widerspricht aber jP (z)j ! 1 (jzj ! 1) (vgl. Teil 1 zum

Beweis zu S. D.2).

Bemerkung und De�nition 26.17 Es sei 
 � K o�en, und es sei f : 
 ! C

analytisch an der Stelle z0 2 
. Dann hei�t z0 Nullstelle der Ordnung m 2 N0 von f

(oder m-fache Nullstelle), falls f (j)(z0) = 0 f�ur j = 0; : : : ;m� 1 und f (m)(z0) 6= 0 gilt.

In diesem Fall existiert eine Funktion g : 
! C, die analytisch an z0 ist mit g(z0) 6= 0

und so, dass

f(z) = (z � z0)mg(z) (z 2 
) :
(Denn: Es sei

f(z) =
1X
�=m

a�(z � z0)�

f�ur z 2 UR(z0). Wir setzen

g(z) :=

(
(z � z0)�mf(z) f�ur z 2 
 n fz0g

am f�ur z = z0

Dann gilt f(z) = (z � z0)mg(z) f�ur alle z 2 
, und au�erdem ist

g(z) =
1X
�=0

am+�(z � z0)� (z 2 UR(z0)) ;

also g analytisch an z0. Au�erdem ist g(z0) = am 6= 0.)

Hieraus folgt insbesondere, dass ein r > 0 so existiert, das f(z) 6= 0 f�ur alle

z mit 0 < jz � z0j < r.

Wir beweisen damit eine Eigenschaft, die analytische Funktionen wesentlich gegen�uber

"
gew�ohnlichen\ C1-Funktionen auszeichnet.

Satz 26.18 Es sei G � K ein Gebiet, und es sei f : G! C analytisch. Wir setzen

Z(f) := fz0 2 G : f(z0) = 0g :

Dann gilt: Entweder ist Z(f) = G (d.h. f � 0) oder Z(f) hat keinen H�aufungspunkt

in G.
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Beweis. Es sei z0 2 Z(f) fest, und es sei R = R(z0) > 0 so, dass

f(z) =
1X
�=1

a�(z � z0)� (z 2 UR(z0))

(mit a� = f (�)(z0)=�!) gilt. Nun sind zwei F�alle m�oglich: Entweder ist a� = 0 f�ur alle

� 2 N0, also f(z) � 0 auf UR(z0), oder es existiert eine kleinste Zahlm 2 Nmit am 6= 0,

d. h. f hat eine Nullstelle der Ornung m. In diesem Fall ist z0 kein H�aufungspunkt

von Nullstellen nach B./D. 26.17.

Es sei A die Menge der H�aufungspunkte von Z(f) im metrischen Raum (G; dj�j) (also
nicht in (C; dj�j)). Da f stetig auf G ist, gilt A � Z(f).
Also: Ist A 6= ; und z0 2 A, so tritt notwendigerweise der erste Fall auf, d.h. f(z) � 0

auf einer Umgebung von z0. Damit ist z0 2 A0, also A o�en. Au�erdem ist A auch

abgeschlossen (in (G; dj�j)) als Menge von H�aufungspunkten ([�U]). Da (G; dj�j) zusam-
menh�angend ist, gilt schon A = G und damit auch Z(f) = G. Dies war zu zeigen. 2

Als Konsequenz erhalten wir unmittelbar folgendes fundamentale Ergebnis.

Satz 26.19 (Identit�atssatz f�ur analytische Funktionen)

Es sei G � K ein Gebiet, und es seien f; g : G ! C analytisch. Existiert eine Menge

M in G mit H�aufungspunkt in G und so, dass

f(z) = g(z)

f�ur alle z 2M gilt, so ist f � g in G.

Beweis. Mit f und g ist o�enbar auch f�g analytisch in G. AusM � Z(f�g) ergibt
sich die Behauptung sofort aus S. 26.18. 2

Bemerkung 26.20 Es kann durchaus sein, dass Z(f) H�aufungspunkte in C hat. Ist

etwa G := C n f0g und f : G ! C de�niert durch f(z) = sin(�=z) f�ur z 6= 0 so ist f

analytisch in G und es gilt Z(f) = f1=n : n 2 Z; z 6= 0g. Also ist 0 ein H�aufungspunkt

von Z(f) in C.

Eines der zentralen Themen der reellen Analysis ist die Frage nach Extremstellen von

Funktionen (mit Werten in R). Da wir keine Ordnung in C haben, macht eine solche

Fragestellung f�ur komplexwertige Funktionen keinen Sinn. Wir k�onnen jedoch nach

Extremstellen von jf j suchen.
Bei holomorphen Funktionen bleibt diese meist erfolglos. Es gilt n�amlich
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Satz 26.21 (Maximumprinzip; negative Formulierung)

Es seien G � C ein Gebiet und f 2 H(G). Hat jf j ein lokales Maximium, so ist

f � const.

Beweis. Es sei z0 ein lokales Maximum von jf j, d.h. es existiert ein r > 0 mit

jf(z0)j � jf(z)j f�ur alle z 2 Ur(z0) :
Angenommen, es existiert ein z1 2 Ur(z0) mit jf(z1)j < jf(z0)j. Ist % = jz1�z0j, so gilt
auf Grund der Stetigkeit von t 7! f(z0 + %eit) auf [0; 2�] und jf(z0 + %eit)j � jf(z0)j

1

2�

2�Z
0

jf(z0 + %eit)jdt < jf(z0)j 1
2�

2�Z
0

dt = jf(z0)j ;

also mit der Mittelwertformel (26.1)

jf(z0)j � 1

2�

2�Z
0

jf(z0 + %eit)jdt < jf(z0)j :

Widerspruch! Damit ist jf j � const auf Ur(z0).

Hieraus folgt, dass auch f � const auf Ur(z0) ist ([ �U]). Nach dem Identit�atssatz (S.

26.19) ist damit f � const auf G. 2

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir

Satz 26.22 (Maximumprinzip; positive Formulierung)

Es sei G � C ein beschr�anktes Gebiet, und es sei f : G ! C stetig auf G und

holomorph in G. Dann existiert ein z0 2 @G mit

jf(z0)j = max
z2G
jf(z)j :

Beweis. Ist f � const, so ist die Behauptung klar.

Es sei f 6� const. Da G beschr�ankt ist, ist G = G [ @G kompakt. Also existiert ein

z0 2 G mit jf(z0)j = max
z2G
jf(z)j (beachte: jf j stetig auf G). Dabei ist z0 62 G nach S.

26.21, also z0 2 @G. 2

Bemerkung und De�nition 26.23 Es sei f : C! C ganz. Wir setzen

M(r; f) := max
jzj�r
jf(z)j (r � 0) :

Dann existiert zu jeden r � 0 ein zr mit jzrj = r und

M(r; f) = jf(zr)j :
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Beispiel 26.24 Wir betrachten

f(z) = cos z :

Hier gilt: Ist z = x+ iy, mit jzj � r, so folgt

j cos zj � 1

2
(jeizj+ je�izj) = 1

2
(e�y + ey) = cosh(y) � cosh(r) :

(beachte: cosh ist auf [0;1) monoton wachsend und gerade). Folglich ist M(r; f) �
cosh(r). F�ur zr := ir gilt dabei

j cos zrj = cos(ir) = cosh(r) :

Also ist

cosh(r) =M(r; f) = j cos zrj :

Bemerkung 26.25 Ist G � C ein Gebiet und ist f 2 H(G), so gilt nat�urlich f�ur alle

Nullstellen z0 von f

jf(z0)j = 0 � jf(z)j (z 2 G) ;
d.h. Nullstellen sind Minima von jf j. Ist aber f(z) 6= 0 f�ur alle z 2 G (d.h. Z(f) = ;), so
hat f im Falle f 6� const auch kein lokales Minimum in G (Minimumprinzip; negative

Formulierung).

Au�erdem existiert dann im Falle, dass G beschr�ankt ist, stets ein z0 2 @G mit

jf(z0)j = min
z2G
jf(z)j

(Minimumprinzip; positive Formulierung).

Beides ergibt sich unmittelbar durch Anwendung obiger Maximumprinzipien auf 1=f .

Wir wollen nun das lokale Abbildungsverhalten einer holomorphen Funktion etwas

genauer beleuchten. Das Maximumprinzip wird sich dabei auch noch einmal als Kon-

sequenz eines allgemeineren Resultats ergeben.

Satz 26.26 Es sei 
 � C o�en, und es sei f 2 H(
). Ist z0 2 
 mit f 0(z0) 6= 0, so

existieren o�ene Umgebungen U von z0 in 
 und V von w0 = f(z0) in f(
) so, dass

fjU : U ! V bijektiv ist mit f 0(z) 6= 0 in U . Au�erdem ist dann f�1 := (fjU )�1 : V !
U holomorph mit

(f�1)0(w) =
1

f 0(f�1(w))
(w 2 V ) :
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Beweis. Betrachtet man f als Abblildung von 
 � R2 nach R2, so folgt aus (25.2)

leicht ([�U])

jf 0(z)j2 = det Jf(z) :

Also ergeben sich der erste Teil der Aussage und die Stetigkeit von f�1 durch Anwen-

dung des Hauptsatzes �uber Umkehrfunktionen (S. 17.3).

Ist w 2 V fest und ist wn eine Folge in V mit wn ! w; wn 6= w, gilt f�ur zn = f�1(wn)
und z = f�1(w) (da zn 6= z f�ur alle n und zn ! z)

f�1(wn)� f�1(w)
wn � w =

zn � z
f(zn)� f(z) !

1

f 0(z)
(n!1) :

Folglich ist f�1 di�erenzierbar an w mit

(f�1)0(w) =
1

f 0(f�1(w))
:

Da f 0 � f�1 stetig auf V ist, ist f�1 holomorph in V . 2

Beispiel 26.27 Wir betrachten f(z) = z2 (z 2 C). Dann gilt f 0(z) = 2z 6= 0 f�ur alle

z 6= 0. Ist also z0 6= 0, so existieren o�ene Umgebungen U von z0 und V von z20 so,

dass fjU : U ! V bijektiv ist.

Man beachte jedoch: f ist nicht injektiv auf C n f0g (da f(z) = f(�z) f�ur alle z 2 C
gilt).

Satz 26.28 Es sei 
 � C o�en, und es sei f 2 H(
). Ferner sei z0 2 
 und w0 =

f(z0), wobei z0 eine Nullstelle der Ordnung m von f � w0 ist. Dann existieren eine

o�ene Umgebung U von z0 und eine in U holomorphe Funktion ' mit '(z0) = 0 sowie

'0(z0) 6= 0 und so, dass

f(z) = w0 + 'm(z) (z 2 U) :

Beweis. O. E. k�onnen wir w0 = 0 annehmen (sonst: f � w0 statt f betrachten).

Es seien U := Ur(z0) und g 2 H(U) so, dass f(z) = (z � z0)mg(z) und g(z) 6= 0 f�ur

alle z 2 U (existieren nach B./D. 26.17). Dann existiert nach S. 25.7 ein h 2 H(U)

mit h0 = g0=g. W�ahlt man h so, dass eh(z0) = g(z0) gilt, so ist damit auch e
h = g ([ �U]).

Ist ' : U ! C de�niert durch

'(z) = (z � z0)eh(z)=m (z 2 U) ;
so gilt

'm(z) = (z � z0)meh(z) = (z � z0)mg(z) = f(z) (z 2 G) :
Dabei ist '(z0) = 0 und '0(z0) 6= 0. 2

Als unmittelbare Konsequenz erhalten wir
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Satz 26.29 (Gebietstreue holomorpher Funktionen)

Ist G � C ein Gebiet und ist f 2 H(G); f 6� const, so ist auch f(G) ein Gebiet.

Beweis. Es sei w0 = f(z0) 2 f(G), und es seien U und ' wie in S. 26.28 (man

beachte: jede Nullstelle von f � w0 hat endliche Ordnung nach S. 26.18). Nach S.

26.26 kann dabei U so gew�ahlt werden, dass ' : U ! U�(0) f�ur ein � > 0 bijektiv

ist. Da w 7! wm + w0 die Kreisscheibe U�(0) auf U�m(w0) abbildet, ist U�m(w0) =

f(U) � f(G), also ist f(G) o�en. Da f insbesondere stetig auf G ist, ist f(G) auch

zusammenh�angend nach S. 22.13. 2

Bemerkung 26.30 Ist G � C ein Gebiet und ist f 2 H(G); f 6� const, so ist f�ur

alle w0 2 f(G) und alle r > 0 mit Ur(z0) � G die Menge f(Ur(z0)), wobei z0 so, dass

f(z0) = w0, o�en. Also existiert insbesondere stets ein w1 2 f(Ur(z0)) mit jw1j > jw0j.
Damit hat jf j keine lokalen Maxima inG. Dies zeigt, dass S. 26.29 das Maximumprinzip

umfasst.
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27 Fourier- und Laurent-Reihen

In verschiedenen vorangegangenen Abschnitten haben wir uns mit Taylor-Reihen bzw.

Potenzreihen besch�aftigt. Wir wollen nun eine andere Art von Reihenentwicklungen

untersuchen, die den wesentlichen Vorteil hat, dass keine Ableitungen von f ben�otigt

werden. Dazu stellen wir zun�achst einige Vor�uberlegungen an.

Bemerkung und De�nition 27.1 Es sei  : [�; �] ! C ein Pfad, und es sei � :=

([�; �]). Wir de�nieren f�ur f : �! C stetig

Z


f(z)jdzj :=
�Z
�

f((t))j0(t)jdt:

Ist

C(�) := ff : �! C; f stetigg;
so sind im Falle j0(t)j 6= 0 f�ur alle t 2 [�; �] durch

< f; g >:=
1

L()
�
Z


f(z) g(z) jdzj (f; g 2 C(�))

ein Skalarprodukt auf C(�) und durch

kfk2 := kfk :=< f; f >

eine Norm auf C(�) de�niert.

Beispiel 27.2 Es sei (t) := eit(t 2 [��; �]). Dann ist j0(t)j � 1, d.h.

Z


f(z)jdzj =
�Z

��
f(eit)dt =

Z


f(z)
dz

iz
(f 2 C(@D)):

Wir schreiben im Weiteren kurz

S := @D(= K1(0))

und Z
jzj=1

f(z)jdzj :=
Z
S

f(z)jdzj :=
Z


f(z)jdzj:

Ist ferner fk : S ! C f�ur k 2 Z de�niert durch

fk(z) := zk (z 2 S);
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so gilt dabei

< fk; fj > =
1

2�

Z
S

zk zj jdzj = 1

2�

�Z
��

ei(k�j)tdt

=

8><>:
1

2�i(k � j)e
i(k�j)t

����
��

= 0 ; k 6= j

1 ; k = j

:

Damit ist (fk)k2Z ein Orthonormalsystem (ONS) in (C(S); < �; � >).
Mit S. 11.10 und S. 13.21 ergibt sich: Ist

f(z) =
1X

�=�1
a�z

� := lim
n!1

nX
�=�n

a�z
� gleichm�a�ig auf S ;

so gilt f 2 C(S) und ak =< f; fk > f�ur alle k.

(Denn: Es ist

< f; fk >=
1

2�

�Z
��

1X
�=�1

a�e
i(��k)tdt =

1X
�=�1

a�
1

2�

�Z
��

ei(��k)tdt = ak:)

De�nition 27.3 Es sei f 2 C(S). Dann hei�t f�ur k 2 Z

f̂(k) :=< f; fk > :=
1

2�

Z
S

f(�) �
k jd�j = 1

2�

�Z
��

f(eis)e�iksds =
1

2�i

Z
S

f(�)

�k+1
d�

k-ter Fourier-Koe�zient von f . Weiter hei�t f�ur n 2 N0

Sn(z) := Sn(f)(z) :=
nX

�=�n
f̂(�)z� =

nX
�=�n

< f; fk > fk(z) (z 2 S)

n-te Fourier-Teilsumme von f und die formale Reihe

1X
�=�1

f̂(�)z� := (Sn(z))n2N0

Fourier-Reihe von f .

Beispiel 27.4 1. Ist

f(z) =
1X
�=0

f (�)(0)

�!
z� (z 2 DR)

f�ur ein R > 1, so konvergiert die Taylor-Reihe nach S. 12.3 gleichm�a�ig auf jeder

kompakten Teilmenge von DR, also insbesondere gleichm�a�ig auf S. Nach B. 27.2
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ergibt sich f̂(k) = f (k)(0)=k! f�ur k � 0 und f̂(k) = 0 f�ur k < 0. Also stimmt die

Taylor-Reihe von f auf S mit der Fourier-Reihe von fjS �uberein.

2. Wir betrachten f : S ! R mit

f(eit) := jtj (t 2 [��; �]) ;

d. h f(z) = j arg(z)j wobei Im(log z) =: arg(z) f�ur z 2 S n f�1g (und arg(�1) := �).

Dann gilt f�ur k 6= 0

2�f̂(k) ==

�Z
��
jsj cos(�ks) ds+i

�Z
��
jsj sin(�ks) ds

| {z }
=0

= 2

�Z
0

s cos(ks) ds =
2

k2
((�1)k�1) ;

also

f̂(k) = � 2

�k2
(k ungerade) ; f̂(k) = 0 (k gerade; k 6= 0) :

Au�erdem ist

f̂(0) =
1

2�

�Z
��
jtjdt = �

2
:

Folglich gilt f�ur z = eit 2 S
1X

�=�1
f̂(�)z� =

�

2
� 2

�

X
� ungerade

z�

�2

=
�

2
� 2

�

X
�>0 ungerade

z� + z��

�2

=
�

2
� 4

�

X
�>0 ungerade

Re(z�)

�2
=
�

2
� 4

�

X
�>0 ungerade

cos(�t)

�2
:

Dabei ist die Konvergenz (auch f�ur die mit den Absolutbetr�agen gebildete Reihe)

gleichm�a�ig auf S.

Bemerkung 27.5 Bisher wissen wir nur wenig dar�uber, unter welchen Bedingungen

die Fourierreihe die Funktion f darstellt, d.h. wann (und in welchem Sinne)

f = lim
n!1Sn(f)

gilt.

Da (fk)k2Z ein ONS ist, ergibt sich (siehe Lineare Algebra)

kf � Sn(f)k2 = dist(f; Tn);

wobei

Tn := linspanffk : k 2 f�n; : : : ; ngg
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die Menge des trigonometrischen Polynome vom Grad � n bezeichnet.

Also: Sn(f) 2 Tn ist die beste Approximation an f bez�uglich der k � k2-Norm.
Wenn wir also nach Konvergenz bzgl. jj � jj2 fragen, so folgt, dass

jjf � Sn(f)jj2 ! 0 (n!1)

f�ur alle f 2 C(S) schon dann gilt, wenn nur dist(f; Tn)! 0 erf�ullt ist, m.a.W., wennS
n2N

Tn (die Menge der trigonometrischen Polynome) dicht in (C(S); jj � jj2) ist. Da f�ur
alle f 2 C(S)

jjf jj2 =
� 1

2�

Z
S

jf(z)j2jdzj
�1=2 � jjf jj1 � = max

z2S
jf(z)j

�
gilt, reicht es daf�ur zu zeigen, dass

S
n2N

Tn dicht in (C(S); jj � jj1) ist.

Bemerkung und De�nition 27.6 Es seien f; g 2 C(S). Wir de�nieren die Faltung

f � g : S ! C von f und g durch

(f � g)(z) :=
1

2�

Z
S

f(z�)g(�)jd�j

=
1

2�i

Z
S

f(z=�)g(�)
d�

�
(z 2 S):

Dann ist f � g stetig auf S, und es gilt

f � g = g � f:

([ �U]). Ist dabei speziell f 2 Tn, so gilt

f =
nX

�=�n
f̂(�)z� ;

und damit

(f � g)(z) =
nX

�=�n
f̂(�)z�

1

2�

Z
S

�
�
g(�)jd�j

=
nX

�=�n
f̂(�)ĝ(�)z� (z 2 S):

Also ist auch f � g 2 Tn mit

(f � g)b(k) = f̂(k)ĝ(k):
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Wir setzen f�ur A � S mit t 7! �A(e
it) 2 R[��; �]Z

A

f(z)jdzj :=
�Z

��
f(eit)�A(e

it)dt:

Satz 27.7 Es sei (Qn) eine Folge mit Qn 2 Tn (n 2 N) und so, dass

(i) Qn � 0 auf S (n 2 N),

(ii)
1

2�

Z
S

Qn(�)jd�j = 1 (n 2 N),

(iii)
R

SnU�(1)
Qn(�)jd�j ! 0 (n!1; � > 0):

Ist f 2 C(S), so gilt

f �Qn ! f gleichm�a�ig auf S.

Beweis. Mit (ii) ergibt sich zun�achst

(f �Qn)(z)� f(z) = 1

2�

Z
S

(f(z�)� f(z))Qn(�)jd�j (z 2 S; n 2 N);

also mit (i)

j(f �Qn)(z)� f(z)j � 1

2�

Z
S

jf(z�)� f(z)jQn(�)jd�j (z 2 S; n 2 N):

Es sei nun " > 0 gegeben. Da f stetig auf der kompakten Menge S ist, ist f gleichm�a�ig

stetig. Also existiert ein � > 0 so, dass

jf(z�)� f(z)j < " (z 2 S; j� � 1j < �):

Hieraus folgt wieder mit (ii)

sup
z2S

1

2�

Z
U�(1)

jf(z�)� f(z)jQn(�)jd�j � " � 1
2�

Z
U�(1)

Qn(�)jd�j � "

Mit (iii) gilt zudem

sup
z2S

1

2�

Z
SnU�(1)

jf(z�)�f(z)jQn(�)jd�j � 2kfk1� 1
2�

Z
SnU�(1)

Qn(�)jd�j ! 0 (n!1):

Folglich ist f�ur n gen�ugend gro�

kf �Qn � fk1 < 2":

2
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Beispiel 27.8 Es stellt sich nat�urlich die Frage nach der Existenz von Folgen (Qn)

wie in S. 27.7. Ein Beispiel ist

Qn(z) =
nX

�=�n

�
1� j�j

n+ 1

�
z� (z 2 S; n 2 N)

(Qn hei�t n-ter Fej�er-Kern). Es gilt daf�ur: Qn 2 Tn und

1

2�

Z
S

Qn(�)jd�j =
nX

�=�n

�
1� j�j

n+ 1

� 1

2�

Z
S

�� jd�j
| {z }

=�0;�

= 1;

also ist jedenfalls (ii) erf�ullt. Weiter ist f�ur z 2 S
1

n+ 1

�� nX
j=0

zj
��2 =

1

n+ 1

� nX
j=0

zj
�� nX

j=0

zj
�
=

=
1

n+ 1

nX
j;k=0

zj�k =
1

n+ 1

nX
`=�n

(n+ 1� j`j)z` = Qn(z);

also Qn � 0 und f�ur z 2 S n U�(1)

Qn(z) =
1

n+ 1

�� nX
j=0

zj
��2 = 1

n+ 1

��zn+1 � 1

z � 1

��2 � 1

n+ 1
� 4
�2
! 0:

Damit gilt Qn ! 0 gleichm�a�ig auf S n U�(1). Also ist insbesondere auch (iii) erf�ullt.

Nach S. 27.7 gilt also f�ur alle f 2 C(S)
f �Qn ! f gleichm�a�ig auf S:

Da alle f �Qn trigonometrische Polynome (von Grad � n) sind, ist insbesondere STn
dicht in (C(S); k � k1).

Satz 27.9 (Fej�er)

Es sei f 2 C(S). Dann gilt

1

n+ 1

nX
�=0

S�(f)! f gleichm�a�ig auf S:

Beweis. Es sei Qn der n-te Fej�er-Kern. Dann gilt

1

n+ 1

nX
�=0

S�(f)(z) =
1

n+ 1

nX
�=0

�X
�=��

f̂(�)z� =

=
1

n+ 1

nX
�=�n

f̂(�)z�
nX

�=j�j
1

| {z }
=n+1�j�j

=
nX

�=�n

�
1� j�j

n+ 1

�
f̂(�)z�

= f �Qn(z);
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d.h. f �Qn ist das arithmetische Mittel der Fourier-Teilsummen S0(f); : : : ; Sn(f). Also

folgt die Behauptung mit B. 27.8. 2

Bemerkung 27.10 Wie bereits in B. 27.5 erl�autert, impliziert B. 27.8 oder S. 27.9

insbesondere, dass f�ur alle f 2 C(S) gilt

jjf � Sn(f)jj2 ! 0 (n!1)

d.h. Sn(f)! f
"
im Mittel\. Dies bedeutet jedoch noch nicht, dass stets auch

Sn(f)(z)! f(z)

f�ur alle z 2 S gilt. Tats�achlich gilt dies auch nicht f�ur alle f 2 C(S) (genauer ist

(Sn(f)(z))n noch nicht einmal f�ur alle z unf f beschr�ankt, was wir jedoch nicht zeigen

werden).

Als Folgerung aus S. 27.9 erhalten wir

Satz 27.11 Es sei f 2 C(S). Dann gilt

1. jjf jj22 =
1P

�=�1
jf̂(�)j2 (Parsevalsche Gleichung).

2. Gilt f̂(�) = 0 f�ur alle � 2 Z, so ist f � 0.

3. Konvergiert Sn(f) gleichm�a�ig auf S, so gilt

Sn(f)! f :

Beweis.

1. Es gilt Sn(f) 2 Tn und f � Sn(f) 2 T?n (! Lineare Algebra). Also ergibt sich aus

dem Satz von Pythagoras

jjf jj22 = jjf � Sn(f)jj22 + jjSn(f)jj22 :

Nach B. 27.10 gilt jjf � Sn(f)jj22 ! 0 (n ! 1), d.h. jjSn(f)jj22 ! jjf jj22 (n ! 1).

Au�erdem ist (wieder mit Pythagoras)

jjSn(f)jj22 = jj
nX

�=�n
f̂(�)f� jj22 =

nX
�=�n

jf̂(�)j2 kf�k22| {z }
=1

=
nX

�=�n
jf̂(�)j2 :

Damit ergibt sich 1.
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2. Ist f̂(�) = 0 (� 2 Z), so ist jjf jj22 = 0 nach 1., also f � 0.

3. Nach Voraussetzung ist g : S ! C mit

g(z) := lim
n!1Sn(f)(z) =

1X
�=�1

f̂(�)z�

stetig auf S (S. 11.10). Au�erdem gilt nach B. 27.2

ĝ(k) = f̂(k) ;

also auch (f � g)b(k) = 0. Nach 2. ist f � g � 0. 2

Wir untersuchen nun Funktionen f , die holomorph sind in einem Kreisring

Vr;R(z0) = fz 2 C : r < jz � z0j < Rg ;

wobei 0 � r < R � 1.

Bemerkung 27.12 Es sei (a�)�2Z eine Folge in C. Ist

lim
�!1

�
p
ja� j = 1

R
und lim

�!1
�
p
ja�� j = r ;

so konvergiert
1P
�=0

a�(z � z0)� gleichm�a�ig auf jeder kompakten Teilnmenge von jz �

z0j < R (S. 12.3) und
1P
�=1

a��(z � z0)�� gleichm�a�ig auf jeder kompakten Teilmenge

von jz�z0j > r (Anwendung von S. 12.3 auf
1P
�=1

a���� mit � = (z�z0)�1). Also ist im

Falle r < R die Summe
1P

�=�1
a�(z � z0)� der beiden Reihen gleichm�a�ig konvergent

auf jeder kompakten Teilmenge des Kreisringes Vr;R(z0). Ausserdem ist

f(z) :=
1X
�=0

a�(z � z0)� +
1X
�=1

a��(z � z0)��

holomorph in Vr;R(z0) (wieder mit S. 12.3).

Beispiel 27.13 F�ur a� := 1=j�j! (� 2 Z) gilt

lim
�!1

�
p
ja� j = 0 und lim

�!1
�
p
ja�� j = 0 ;

also r = 0 und R =1. Hier ist

f(z) =
1X

�=�1
a�z

� =
1X
�=0

z�

�!
+

1X
�=1

1

�!z�
= ez + e1=z � 1

holomorph in V0;1(0) = C n f0g.
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Wir zeigen nun, dass jede in einem Kreisring holomorphe Funktion durch eine solche

Reihe dargestellt wird.

Bemerkung und De�nition 27.14 Es sei f 2 H(V ), wobei V = Vr;R(z0), und es

sei f�ur k 2 Z

ak(�) :=
1

2�i

Z
j��z0j=�

f(�)

(� � z0)k+1
d� (� 2 (r;R)) :

Dann ist � 7! ak(�) =: f̂V (k) konstant auf (r;R).

(Denn: O.E. k�onnen wir z0 = 0 und r < 1 < R annehmen (ansonsten: a�n-lineare

Transformation anwenden). Dann ist � 7! f(�)=�k holomorph in Vr;R(0). Der Beweis

zu S. 26.2 mit z = 0 und � 7! f(�)=�k anstelle von f zeigt zeigt, dass ak(�) unabh�angig

von � ist.)

Mit f̂V (k) := ak(�) hei�t die (formale) Reihe
1P

�=�1
f̂V (�)(z � z0)� Laurent-Reihe von

f bzgl. V . Ferner hei�en die (Potenz-)Reihe
1P
�=0

f̂V (�)(z � z0)� Regul�arteil (oder auch

Nebenteil) und die Reihe
�1P

�=�1
f̂V (�)(z � z0)� =

1P
�=1

f̂V (��)(z � z0)�� Hauptteil der

Laurent-Reihe.

Satz 27.15 Es seien 0 � r < R � 1 sowie z0 2 C, und es sei f 2 H(Vr;R(z0)). Dann

gilt

f(z) =
1X

�=�1
f̂V (�)(z � z0)�

mit gleichm�a�iger Konvergenz von Regul�ar- und Hauptteil auf allen kompakten Teil-

mengen von Vr;R(z0).

Au�erdem ist die Darstellung eindeutig, d.h. ist f(z) =
1P

�=�1
b�(z�z0)� mit gleichm�a�i-

ger Konvergenz auf allen kompakten Teilmengen von Vr;R(z0), so ist bk = f̂V (k) f�ur

alle k 2 Z.

Beweis.

1. Wir setzen zur Abk�urzung a� := f̂V (�). Es gilt f�ur r < � < R

ja� j =
��� 1

2�i

Z
j��z0j=�

f(�)

(� � z0)�+1
d�
��� � 1

2�

2��

��+1
max

j��z0j=�
jf(�)j = M

��
(� 2 Z)

mit M :=M� := max
j��z0j=�

jf(�)j. Also folgt

lim
�!1

�
p
ja� j � 1

�
und lim

�!1
�
p
ja�� j � � :
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Da � 2 (r;R) beliebig war, ist

lim
�!1

�
p
ja� j � 1

R
und lim

�!1
�
p
ja�� j � r :

Aus B. 27.12 ergibt sich die Konvergenzaussage.

Es sei ~f(z) :=
1P

�=�1
a�(z � z0)� und � 2 (r;R) fest. Ferner sei g = gz0;� : S ! C

de�niert durch

g(s) := f(z0 + �s) (s 2 S):
Dann gilt

ĝ(k) =
1

2�

�Z
��

g(s)e�iksds =
1

2�

�Z
��

f(z0 + �eis)e�iksds

=
�k

2�i

Z
j��z0j=�

f(�)

(� � z0)k+1
d� = �kak (k 2 Z)

und damit f�ur z = z0 + �s nach S. 27.11.3

~f(z) = ~f(z0 + �s) =
1X

�=�1
a��

�|{z}
=ĝ(�)

s� = lim
n!1Sn(g)(s) = g(s) = f(z) :

Da � 2 (r;R) beliebig war, ist f = ~f in Vr;R(z0).

2. Ist f(z) =
1P

�=�1
b�(z � z0)� lokal gleichm�a�ig in Vr;R(z0), so gilt f�ur � 2 (r;R) und

k 2 Z nach S. 13.21

f̂V (k) =
1

2�i

Z
j��z0j=�

f(�)

(� � z0)k+1
d� =

1X
�=�1

b�
1

2�i

Z
j��z0j=�

(� � z0)��k�1d� = bk :

2

Bemerkung 27.16 Es seien 
 � C o�en und f 2 H(
 n fz0g) f�ur ein z0 2 
. Ist f

beschr�ankt in 0 < jz � z0j � � f�ur ein � > 0, so gilt f�ur alle � < 0 und 0 < � � �

jf̂V (�)j � max
j�j��
jf(�)j��� ! 0 (�! 0)

(vgl. Beweis zu S. 27.15). Also ist f̂V (�) = 0 f�ur � < 0 und damit nach S. 27.15

f(z) =
1X
�=0

f̂V (�)(z � z0)�
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f�ur 0 < jz � z0j < R := dist(z0; @
). Also ist f zu einer in 
 holomorphen Funktion

fortsetzbar und die Potenzreihenentwicklung gilt auf UR(z0).

Ist schon f 2 H(
), so ist dies nat�urlich der Fall. Also haben wir einen weiteren Beweis

zu S. 26.8. Au�erdem gilt in diesem Fall auch f̂V (�) = f (�)(z0)=�! f�ur � � 0 nach S.

12.3.
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28 Isolierte Singularit�aten und Residuensatz

Bisher haben wir uns mit dem Verhalten holomorpher Funktionen f : 
 ! C in

der Menge 
 besch�aftigt. Oft ist aber das Verhalten holomorpher Funktionen bei

Ann�aherung an Randpunkte von 
 besonders interessant. Der einfachste Fall eines

solchen Randpunktes ist der eines isolierten Punktes, mit dem wir uns jetzt genauer

befassen.

Bemerkung und De�nition 28.1 Es sei 
 � C o�en, und es sei a 2 
. Ist f 2
H(
 n fag), so hei�t a eine isolierte Singuarlit�at von f . Ist dabei R := dist(a; @
), so

hat f in V := V0;R(a) = UR(a) n fag die Laurent-Entwicklung

f(z) =
1X

�=�1
f̂V (�)(z � a)� =

1X
�=1

a�(z � a)�

gem�a� S. 27.15. Is h der Hauptteil der Laurent-Reihe, so hei�t a

1. hebbare Singularit�at falls a�� = 0 f�ur alle � 2 N (d.h. h � 0).

2. Pol der Ordnung p 2 N falls a�p 6= 0 und a�� = 0 f�ur alle � > p (d.h. h(z) =
pP

�=1
a��(z � a)��).

3. wesentliche Singularit�at falls a�� 6= 0 f�ur 1 viele � 2 N.

Beispiel 28.2 1. Es sei f : C n f0g ! C de�niert durch

f(z) =
ez � 1

z
(z 6= 0) :

Hier gilt

f(z) =
1X
�=0

z�

(� + 1)!
in V0;1(0) ;

also ist h(z) � 0. d.h. a�� = 0 f�ur alle � 2 N. Damit hat f an 0 eine hebbare

Singularit�at.

2. Es sei a 2 C, p 2 N und f : C n fag ! C de�niert durch

f(z) =
1

(z � a)p (z 6= a):

Hier ist h(z) = (z�a)�p(= f(z)) in V0;1(a), d.h. a�p = 1 und a�� = 0 f�ur � 2 N; � 6= p.

Also hat f an a einen Pol der Ordung p.

3. Es sei f : C n f0g ! C de�niert durch

f(z) = e1=z (z 6= 0) :
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Dann ist

f(z) = 1 +
1X
�=1

1

�!
z�� in V0;R(0) ;

also ist hier h(z) =
1P
�=1

z��=�! =
1P
�=1

a��z�� , d.h. a�� = 1=j�j! 6= 0 f�ur alle � 2 N.
Folglich hat f an 0 eine wesentliche Singularit�at.

Wir wollen nun f�ur alle drei Typen isolierter Singularit�aten Charakterisierungen her-

leiten.

Satz 28.3 (Riemannscher Hebbarkeitssatz)

Es sei 
 � C o�en und f 2 H(
 n fag) f�ur ein a 2 
. Dann sind �aquivalent

a) f hat an a eine hebbare Singularit�at.

b) Es existiert eine Umgebung U von a so, dass f in U n fag beschr�ankt ist.

Beweis. a) ) b): Ist a eine hebbare Singularit�at von f , so existiert eine Funktion f0

in H(
) mit f(z) = f0(z) f�ur alle z 2 
 n fag. Insbesondere gilt dann

lim
z!a

f(z) = lim
z!a

f0(z) = f0(a) :

Also existiert ein r > 0 so, dass jf(z)j < jf0(z)j+ 1 f�ur alle z 2 Ur(a) n fag.
b) ) a): Ergibt sich aus B. 27.16. 2

F�ur Pole der Ordnung p gilt folgende Charakterisierung.

Satz 28.4 Es sei 
 � C o�en, a 2 
 und f 2 H(
 n fag). Dann sind �aquivalent:

a) f hat an a einen Pol der Ordnung p.

b) Es existiert eine Funktion g 2 H(
) mit g(a) 6= 0 und so, dass

f(z) =
g(z)

(z � a)p (z 2 
; z 6= a)

c) 1=f ist holomorph (fortsetzbar) auf einer o�enen Umgebung U von a mit Null-

stelle der Ordnung p an der Stelle a.

Beweis. a) ) b): Wir setzen g(z) := (z � a)pf(z) f�ur z 2 
, z 6= a. Ist

f(z) =
1X

�=�p
a�(z � a)� in V0;R(a)
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mit a�p 6= 0, so ist

g(z) =
1X

�=�p
a�(z � a)�+p =

1X
�=0

a��p(z � a)�

holomorph (fortsetzbar) nach 
 mit g(a) = a�p 6= 0 und

f(z) =
g(z)

(z � a)p in 
 n fag :

b) ) c): Es sei U eine o�ene Umgebung von a so, dass g(z) 6= 0 in U . Dann ist

1

f(z)
= (z � a)p 1

g(z)
(z 2 U n fag) :

Also ist 1=f holomorph fortsetzbar an der Stelle a, und die Fortsetzung hat nach B./D.

26.17 eine Nullstelle der Ordnung p an a.

c) ) a): Nach Voraussetzung gilt

1

f(z)
= (z � a)p � g0(z) (z 2 U n fag)

mit einer Funktion g0 2 H(U) mit g0(a) 6= 0. Dann ist auch g0(z) 6= 0 auf einer o�enen

Umgebung ~U von a. Also ist

f(z) =
1=g0(z)

(z � a)p (z 2 ~U n fag) :

Da 1=g0 holomoroph in ~U ist, hat 1=g0 eine Potenzreihendarstellung

1=g0(z) =
1X
�=0

b�(z � a)� in U�(a)

f�ur ein � > 0. Damit ist

f(z) =
1X
�=0

b�(z � a)��p =
1X

�=�p
b�+p(z � a)� ;

in V0;�(a) mit gleichm�a�iger Konvergenz auf allen kompakten Teilmengen, d. h.

h(z) =
�1X

�=�p
b�+p(z � a)� =

pX
�=1

bp��(z � a)��

ist der Haupttteil der Laurent-Reihe, und es gilt a�p = b0 = 1=g0(a) 6= 0. 2

Als Folgerung erhalten wir

Satz 28.5 Es sei 
 � C o�en, a 2 
 und f 2 H(
 n fag). Dann hat f an a genau

dann einen Pol, wenn gilt

lim
z!a
jf(z)j =1 :
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Beweis. Hat f an a einen Pol, etwa der Ordnung p, so gilt mit g wie in S. 28.4 (da

g(a) 6= 0)

jf(z)j = jg(z)j
jz � ajp !1 (z ! a) :

Gilt umgekehrt

jf(z)j ! 1 (z !1) ;

so existiert eine o�ene Umgebung U von a mit f(z) 6= 0 in U und

lim
z!a

1

f(z)
= 0 :

also ist 1=f nach S. 28.3 holomorph fortsetzbar an der Stelle a mit Nullstelle, etwa der

Ordnung p. Dann hat f nach S. 28.4 einen Pol der Ordnung p. 2

Beispiel 28.6 Es gilt

Z(sin) = fk� : k 2 Zg; Z(cos) =
��
k +

1

2

�
� : k 2 Z	 ;

und alle Nullstellen sind von der Ordnung 1. Damit hat auch tan an den Stellen

k� Nullstellen der Ordnung 1 und cot an den Stellen (k + 1=2)�. Nach S. 28.4 hat

cot = 1= tan Pole der Ordnung 1 an den Stellen k� und tan = 1= cot Pole der Ordnung

1 an den Stellen (k + 1=2)�.

Nach S. 28.5 gilt f�ur alle k 2 Z

lim
z!k�

j cot zj = lim
z!(k+ 1

2
)�
j tan zj =1 :

Bleibt noch, das Verhalten in der N�ahe von wesentlichen Singularit�aten zu charakte-

risieren. Bitte sch�on:

Satz 28.7 (Casorati-Weierstra�)

Es sei 
 � C o�en, a 2 
 und f 2 H(
 n fag). Dann sind �aquivalent:

a) f hat an a eine wesentliche Singularit�at.

b) F�ur alle o�enen Umgebungen U von a in 
 gilt

f(U n fag) = C ;

m.a.W. zu jedem w 2 C existiert eine Folge zn in 
 n fag mit zn ! a und

f(zn)! w f�ur n!1.
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Beweis. b) ) a): Gilt die Bedingung b), so ist f unbeschr�ankt in jeder Umgebung

von a, und es gilt sicher nicht jf(z)j ! 1 f�ur z ! a. Folglich hat f an a weder

eine hebbare Singularit�at noch einen Pol (S. 28.3 bzw. S. 28.5). Also hat f an a eine

wesentliche Singuarlit�at.

a) ) b): Angenommen, es existiert eine o�ene Umgebung U von a mit

f(U n fag) 6= C :

Dann existieren ein w 2 C und ein � > 0 so, dass jf(z) � wj � � f�ur alle z 2 U n fag
gilt. Wir de�nieren g : U n fag ! C durch

g(z) :=
1

f(z)� w (z 2 U n fag) :

Dann ist g 2 H(U n fag) mit jg(z)j < 1=� f�ur alle z 2 U; z 6= a. Also hat g an a eine

hebbare Singuarlit�at nach S. 28.3 (wir schreiben auch f�ur die Fortsetzung wieder g).

Ist g(a) 6= 0, so ist f(z) = w + 1=g(z) beschr�ankt in einer Umgebung von a, also hat

f wieder nach S. 28.3 eine hebbare Singuarlit�at. Widerspruch!

Ist g(a) = 0, so gilt

jf(z)� wj = 1

jg(z)j ! 1 (z ! a) ;

also auch

jf(z)j ! 1 (z ! a) :

Damit hat f an a einen Pol nach S. 28.5. Widerspruch! 2

Bemerkung 28.8 Hat f an a eine wesentliche Singularit�at, so existiert auch stets

eine Folge (zn) mit zn ! a und jf(zn)j ! 1.

(Denn: F�ur alle n existiert ein zn mit jzn � aj < 1=n und jf(zn)� nj < 1.)

Beispiel 28.9 Wir betrachten die Funktion f : C n f0g ! C

f(z) = e1=z (z 6= 0) :

F�ur die Folge (1=n) gilt f(1=n) ! 1 (n ! 1) und f�ur die Folge (�1=n) gilt

f(�1=n) ! 0 (n ! 1). Ist w 2 C; w 6= 0 und w = rei' mit ' 2 (��; �], so gilt

f�ur die Folge

zn = [ln r + i('+ 2n�)]�1

zn ! 0 (n!1) und

f(zn) = eln r+i('+2n�) = rei' = w :
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Also gilt hier sogar f(zn) = w f�ur alle n 2 N (und damit nat�urlich insbesondere

f(zn)! w (n!1)). Es ist also hier tats�achlich

f(U n f0g) = C n f0g

f�ur alle Umgebungen U von 0, d.h. in jeder (noch so kleinen) Umgebung von 0 wird

jeder Wert w 2 C n f0g (unendlich oft) als Funktionswert angenommen!

Bemerkung 28.10 Eine ganze Funktion f hei�t transzendent, falls f kein Polynom

ist. Durch �Ubertragung des Satzes von Casorati-Weierstra� sieht man: Ist f tran-

szendent, so existiert zu jedem w 2 C eine Folge (zn) in C mit jzn <! 1 und

f(zn)! w (n!1).

(Denn: Es sei f(z) =
1P
�=0

a�z
� (z 2 C). Dann hat g : C n f0g ! C,

g(z) = f
�1
z

�
(z 6= 0) ;

die Laurent-Entwicklung

g(z) = a0 +
1X
�=1

a�
z�

(z 6= 0) :

Da a� 6= 0 f�ur1 viele � gilt (beachte: f ist kein Polynom), hat g an 0 eine wesentliche

Singularit�at nach S. 28.1. Also existiert nach S. 28.7 zu jedem w 2 C eine Folge (�n)

in C n f0g mit �n ! 0 und g(�n) ! w (n ! 1). Die Folge (zn) mit zn = 1=�n erf�ullt

dann jznj ! 1 und f(zn)! w (n!1).)

Man sagt auch, eine ganze Funktion habe eine
"
isolierte Singularit�at an1\. Konstante

Funktionen haben dann eine
"
hebbare Singularit�at an 1\, Polynome vom Grad �

1 haben einen
"
Pol an 1\, und transzendente Funktionen haben eine

"
wesentliche

Singularit�at an 1\.

Wir wollen nun den sogenannten Residuensatz beweisen, ein Ergebnis, das man als

Verallgemeinerung der Cauchyschen Integralformel und des Cauchyschen Integralsat-

zes au�assen kann. Im Weiteren werden wir den Satz nutzen, um gewisse (z. T. reelle)

Integrale bequem zu berechnen. Zun�achst zum Begri� des Residuums.

De�nition 28.11 Es sei 
 � C o�en, a 2 
 und f 2 H(
 n fag). Dann hei�t

Res(f; a) := f̂V (�1)
�
=

1

2�i

Z
j��aj=r

f(�)d� f�ur 0 < r < R := dist(a; @
)
�

(wobei V = V0;R(a)) Residuum von f an der Stelle a.



28 ISOLIERTE SINGULARIT�ATEN UND RESIDUENSATZ 298

Beispiel 28.12 (vgl. B.28.2)

1. Hat f an a eine hebbare Singularit�at, so gilt

Res(f; a) = 0 :

2. Es sei f(z) = 1=(z � a)p f�ur ein a 2 C und ein p 2 N. Dann gilt

Res(f; a) =

(
0; falls p > 1

1; falls p = 1
:

3. Es sei

f(z) = e1=z = 1 +
1X
�=1

1

�!

1

z�

f�ur z 2 C n f0g. Dann gilt

Res(f; 0) = 1 :

De�nition 28.13 Es sei  : [�; �] ! C ein geschlossener Pfad. Dann hei�t f�ur z 2
C n �, wobei � = ([�; �]),

ind(z) :=
1

2�i

Z


d�

� � z

Index (oder auch Windungszahl) von z bzgl. .

Ist etwa (t) = z0 +Reit f�ur t 2 [��; �], so ist

ind(z) =

(
1; falls jz � z0j < R

0; falls jz � z0j > R
:

Es gilt damit

Satz 28.14 (Residuensatz)

Es sei G � C ein sternf�ormiges Gebiet, und es sei A � G endlich. Ferner sei f

holomorph in G nA. Dann gilt f�ur alle geschlossenen Pfade  in G nAZ


f = 2�i
X
w2A

ind(w) � Res(f; w) :

Beweis. O. E. k�onnen wir A 6= ; annehmen (f�ur A = ; ergibt sich der CIS).

Wir w�ahlen � > 0 so, dass U�(w) � G f�ur alle w 2 A und

jw � ~wj > �
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f�ur alle w; ~w 2 A;w 6= ~w gilt. Dann hat f f�ur alle w 2 A nach S.27.15 in V (w) :=

V0;�(w) eine Laurent-Entwicklung

f(z) =
1X

�=�1
f̂V (w)(�)(z � w)�

in V0;�(w). Der Hauptteil

hw(z) :=
1X
�=1

f̂V (w)(��)(z � w)��

konvergiert dann gleichm�a�ig auf allen kompakten Teilmengen von C n fwg (vgl. B.
27.12). Also folgt f�ur w 2 AZ



hw(z)dz =
1X
�=1

f̂V (w)(��)
Z


dz

(z � w)�

= f̂V (w)(�1) � 2�i ind(w) = 2�i ind(w) � Res(f; w) :

(Man beachte dabei: F�ur � > 1 ist z 7! (z � w)1��=(1 � �) eine Stammfunktion zu

z 7! (z � w)�� in C n fwg, also ist R

(z � w)��dz = 0 nach S.25.16.)

Die Funktion g : G nA! C

g(z) := f(z)�
X
w2A

hw(z) (z 2 G nA)

ist holomorph in G nA, und f�ur w 2 A gilt in V (w)

g(z) =
1X
�=0

f̂V (w)(�)(z � w)� �
X
~w2A
w 6= ~w

h ~w(z) :

Da die rechte Seite holomorph in U�(w) ist, hat g an w eine hebbare Singularit�at. Also

ist g holomorph fortsetzbar nach G. Damit gilt, da G sternf�ormig ist,Z


g = 0

nach dem CIS. Folglich ist

0 =

Z


f �
X
w2A

Z


hw =

Z


f � 2�i
X
w2A

ind(w) � Res(f; w) :

2
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Bemerkung 28.15 Der Residuensatz kann als Verallgemeinerung des CIS und der

CIF aufgefasst werden:

Ist f holomorph in G und A = ;, so gilt (mit P
;
= 0)

Z


f = 0

f�ur alle geschlossenen Pfade  in G, also die Aussage des CIS.

Ist z 2 G und A = fzg, so hat die Funktion g : G n fzg ! C mit

g(�) :=
f(�)

� � z (� 2 G n fzg)

an der Stelle z eine isolierte Singularit�at. Es gilt dabei

g(�) =
1X

�=�1

f (�+1)(z)

(� + 1)!
(� � z)�

f�ur j� � zj gen�ugend klein, also Res(g; z) = f(z). Damit erhalten wir aus S.28.14 f�ur

alle geschlossenen Pfade  in G n fzg
1

2�i

Z


f(�

� � z d� =
1

2�i

Z


g(�)d� = ind(z) � Res(g; z) = ind(z) � f(z) ;

also die Cauchysche Integralformel f�ur beliebige geschlossene Pfade.

Ist dabei speziell (t) = z0 + Reit (t 2 [��; �]) mit z0 2 G und R < dist(z0; @G), so

ergibt sich wieder die CIF f�ur Kreise (vgl. S. 26.2).

Um den Residuensatz anwenden zu k�onnen, ist es wichtig, Techniken zur Berechnung

von Residuen zur Verf�ugung zu haben. F�ur Pole gilt:

Satz 28.16 Es sei 
 � C o�en, a 2 
 und f 2 H(
 n fag).

1. Hat f an a einen Pol der Ordnung p, so ist '(z) := (z � a)pf(z) holomorph

fortsetzbar nach 
, und es gilt

Res(f; a) =
'(p�1)(a)
(p� 1)!

=
1

(p� 1)!
lim
z!a

dp�1

dzp�1
�
(z � a)pf(z)� :

2. Existieren eine o�ene Umgebung U von a und Funktionen g; h 2 H(U) mit

g(a) 6= 0, h(a) = 0, h0(a) 6= 0 und f = g=h in U n fag, so gilt

Res(f; a) =
g(a)

h0(a)
:
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Beweis. 1. Es gilt nach f�ur z 2 V := V0;R(a), wobei UR(a) � 
,

'(z) = (z � a)pf(z) =
1X

�=�p
f̂V (�)(z � a)�+p =

1X
�=0

f̂V (� � p)(z � a)� :

Also ist nach S. 12.3 (da die rechte Seite holomorph in UR(a) ist)

Res(f; a) =
'(p�1)(a)
(p� 1)!

=
1

(p� 1)!
lim
z!a

dp�1

dzp�1
�
(z � a)pf(z)� :

2. Nach Voraussetzung hat h=g eine Nullstelle der Ordnung 1 an a, also hat f einen

Pol der Ordnung 1 an a. Nach 1. ist

Res(f; a) = lim
z!a

(z � a) g(z)
h(z)

= lim
z!a

g(z) lim
z!a

1
h(z)�h(a)

z�a
=

g(a)

h0(a)
:

2

Beispiel 28.17 1. Es sei f(z) = cot z = cos z= sin z (z 2 C n fk� : k 2 Zg). Dann gilt

mit g(z) = cos z; h(z) = sin z nach S.28.16.2

g(k�) = (�1)k; h(k�) = 0; h0(k�) = cos(k�) = (�1)k

und damit

Res(f; k�) =
g(k�)

h0(k�)
= 1 (k 2 Z) :

2. Es sei f(z) = 1=(1 + z2) (z 2 C n f�ig). Dann gilt mit g(z) = 1; h(z) = 1+ z2 nach

S.28.16.2

Res(f;�i) = � 1

2i
= � i

2
:

Dies sieht man auch leicht direkt mittels Partialbruchzerlebung: Es gilt

f(z) =
1

(z + i)(z � i) =
i

2

1

z + i
� i

2

1

z � i ;

also

Res(f; i) =
1

2�i

Z
jz�ij=1

f(z)dz = � i

2

1

2�i

Z
jz�ij=1

dz

z � i = �
i

2

(und entsprechend f�ur �i).
3. Es sei f(z) = 1=(1 + z2)2 (z 6= 0). Dann hat f an �i Pole der Ordnung 2. Es gilt

nach S.28.16.1

Res(f; i) = lim
z!i

d

dz

�
(z � i)2f(z)� = lim

z!i

d

dz

� 1

(z + i)2

�
= lim

z!i
� 2

(z + i)3
=

1

4i
:
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Wir werden uns zum Abschluss des Abscnittes noch etwas mit der Windungszahl

besch�aftigen. Vorbereitend gibt es eine De�nition aud der Topologie.

Bemerkung und De�nition 28.18 Es sei (X; d) ein metrischer Raum, und es sei

M � X. F�ur x 2M hei�t

ZM (x) :=
[
fA �M : x 2 A;A zusammenh�angendg

(Zusammenhangs-)Komponente von M (bez�uglich x). Man sieht leicht ([�U]): ZM (x)

ist zusammenh�angend, und f�ur x; y 2M gilt entweder ZM (x) = ZM (y) oder ZM (x)\
ZM (y) = ;. Au�erdem ist bei o�enen Mengen auch jede Komponente o�en.

Ist speziell 
 � Kd o�en, so existieren h�ochstens abz�ahlbar viele paarweise disjunkte

Komponenten (G�)�2I von 
 mit


 =
[
�2I

G�

([ �U]). Die G� sind dann jeweils Gebiete.

Schlie�lich gilt: Ist K � Kd kompakt, so hat die o�ene Menge C n K genau eine

unbeschr�ankte Komponente (n�amlich die, die fz : jzj > supfj�j : � 2 Kgg enth�alt).

Satz 28.19 Es sei  : [�; �] ! C ein geschlossener Pfad, und es sei � := ([�; �]).

Dann ist ind(C n �) � Z. Au�erdem gilt ind(z) � const auf jeder Komponente von

C n � und ind(z) � 0 auf der unbeschr�ankten Komponente von C n �.

Beweis. 1. Es gilt

ind(z) =
1

2�i

�Z
�

0(s)
(s)� z ds (z 2 C n �) :

Also ist ind nach S.26.6 analytisch in C n �. F�ur w 2 C sieht man leicht ([�U]), dass

w=2�i 2 Z �aquivalent ist zu ew = 1. Also ist die Aussage, dass ind ganzzahlige Werte

hat, �aquivalent dazu ' = 'z : [�; �]! C mit

'(t) := exp
� tZ
�

0(s)
(s)� z ds

�
(t 2 [�; �])

f�ur alle z 2 C n � die Bedingung '(�) = 1 erf�ullt.

Die stetige Funktion '=( � z) ist eine Stammfunktion zu

'0( � z)� '0
( � z)2 auf [�; �]
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Weiter gilt
'0(t)
'(t)

=
0(t)

(t)� z ;

also auch

'0(t)((t)� z)� '(t)0(t) = 0

f�ur alle t 2 [�; �] bis auf eine endliche Ausnahmemenge. Hieraus folgt, dass eine Kon-
stante c existiert mit

'(t) = c((t)� z) auf [�; �] :

Aus (�) = (�) ergibt sich

'(�) = '(�) = 1 :

2. Es sei G eine Komponente von C n�. Da G zusammenh�angend und ind stetig und

ganzzahlig auf G ist, ist ind(z) � const in G nach S.22.14.

Da � kompakt ist, existiert R := max
�2�
j�j. Es gilt f�ur jzj > R

jind(z)j � 1

jzj �R
L()

2�
:

Also ist jind(z)j < 1 f�ur jzj gen�ugend gro�. Da ind(z) � const auf der unbeschr�ankten

Komponente von C n � ist, ist ind(z) � 0 dort. 2

Bemerkung und De�nition 28.20 Es sei  : [�; �] ! C ein geschlossener Pfad.

Dann hei�t  einfach geschlossen, falls C n �, wobei � := ([�; �]), nur zwei Kom-

ponenten hat (d.h. nur eine beschr�ankte Komponente; vgl. B/D.28.18), und falls

jind(z)j = 1 in der beschr�ankten Komponente gilt. Dann nennen wir die unbeschr�ank-

te Komponente das Au�engebiet Ext(�) und die beschr�ankte Komponente das Innen-

gebiet Int(�). Au�erdem sagen wir,  sei positiv orientiert, falls ind(z) = 1 f�ur alle

z 2 Int() gilt.
F�ur positiv orientierte, einfach geschlossene Pfade  in G n A ergibt sich unter den

Voraussetzungen von S. 28.14Z


f = 2�i
X

w2A[Int(�)
Res(f; w) ; (28.1)

d. h. das Integral summiert die Residuen im Innengebiet von � (bis auf den Faktor

2�i).

Beispiel 28.21 Wir betrachten  : [��; �]! C mit

(t) :=

(
R+ t 2R=�; falls t 2 [��; 0]
Reit; falls t 2 [o; �]

:
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Dann ist  einfach geschlossen und positiv orientiert, also

ind(z) =

(
1; falls z 2 Int(�)
0; falls z 2 Ext(�)

:

(Es sei z 2 C mit jzj < R und Im(z) > 0. Wir setzen 1 := j[��;0], 2 := j[0;�] und

~(t) := Reit f�ur t 2 [��; �] sowie ~1 := ~j[��;0]. Da � 7!
1

� � z holomorph im konvexen

Gebiet f� : Im(�) < Im(z)g ist, existiert dort eine Stammfunktion (S. 25.7) und damit
gilt nach S. 25.16 Z

1

d�

� � z =

Z
~1

d�

� � z :

Hieraus folgt

Z


d�

� � z =

0@Z
1

+

Z
2

1A d�

� � z =

0B@Z
~1

+

Z
2

1CA d�

� � z =

Z
~

d�

� � z = 2�i :

O�ensichtlich hat C n � h�ochstens zwei Komponenten. Da der Index in der unbe-

schr�ankten Komponente verschwindet, existieren tats�achlich genau zwei.)
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29 Anwendungen des Residuensatzes

Wir werden nun zeigen, dass man den Residuensatz insbesondere daf�ur nutzen kann,

uneigentliche Integrale der Form
1Z

�1
f(x)dx

zu berechnen.

Satz 29.1 Es sei E := fz 2 C : Im(z) � 0g, und es sei A � E0 endlich. Ferner sei

f 2 H(G n A), wobei G ein konvexes Gebiet mit E � G ist, und so, dass Konstanten

R0;M > 0 und � > 1 existieren mit

jf(z)j � M

jzj� (z 2 E; jzj � R0) :

Dann existiert
1R

�1
f(x)dx, und es gilt

1Z
�1

f(x)dx = 2�i
X
w2A

Res(f; w) :

Beweis. Zun�achst folgt aus jf(x)j � M=jxj� f�ur x 2 R; jxj � R0 und der Existenz

der Integrale
1R
1

dx=x� und
�1R
�1

dx=jxj� auch die Existenz der Integrale
1R
0

f(x)dx und

0R
�1

f(x)dx nach S.14.4 und S. 14.5 (man beachte dabei: f ist stetig auf R, also existiert

R0R
�R0

f(x)dx).

O.E. k�onnen wir davon ausgehen, dass jwj < R0 f�ur alle w 2 A gilt. F�ur R � R0

betrachten wir den Pfad  = (R) aus B. 28.21. Dann folgt aus (28.1)Z
(R)

f = 2�i
X
w2A

Res(f; w) f�ur alle R � R0.

Weiter gilt Z

(R)
1

f =

RZ
�R

f(x)dx

und ��� Z

(R)
2

f(z)dz
��� � M

R�
� �R =

M�

R��1
! 0 (R!1) :
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Also erhalten wir

RZ
�R

f =

Z
(R)

f �
Z

(R)
2

f = 2�i
X
w2A

Res(f; w)�
Z

(R)
2

f ! 2�i
X
w2A

Res(f; w)

f�ur R!1, woraus die Behauptung folgt. 2

Bemerkung 29.2 Insbesondere l�asst sich S.29.1 bei Integranden der Form

f(x) = eiax
P (x)

Q(x)
= cos(ax)

P (x)

Q(x)
+ i sin(ax)

P (x)

Q(x)

anwenden, wobei a � 0 ist und wobei P und Q Polynome sind mit deg(Q) � deg(P )+2

und Q(x) 6= 0 (x 2 R).
(Denn: Es sei

A := Z(Q) \ E0

die Menge der Nullstellen von Q in der oberen Halbebene E0. Dann ist

f(z) := eiaz
P (z)

Q(z)

holomorph in G� nA, f�ur G� := fz : Im(z) > ��g mit einem � > 0. Au�erdem gilt f�ur

Im(z) � 0; z = x+ iy mit einem M > 0

jf(z)j = e�ay|{z}
�1

jP (z)j
jQ(z)j �

jP (z)j
jQ(z)j �

M

jzj2

f�ur jzj gen�ugend gro�. Damit sind alle Voraussetzungen von S.29.1 erf�ullt.)

Beispiel 29.3 F�ur a > 0 sei f : C n f�ig ! C de�niert durch

f(z) =
eiaz

1 + z2
(z 2 C n f�ig) :

Dann ist f wie in B. 29.2. Also gilt nach S.29.1 (man beachte, dass

1Z
�1

sin(ax)=(1 + x2) = 0

gilt, da der Integrand ungerade ist)

1Z
�1

cos(ax)

1 + x2
dx =

1Z
�1

eiax

1 + x2
dx = 2�iRes(f; i) :
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Weiter ist (etwa nach S.28.16.2)

Res(f; i) =
eiaz

2z

���
z=i

=
e�a

2i
;

also 1Z
�1

cos(ax)

1 + x2
dx = �e�a :

Eine weitere interessante Klasse von Integralen, die mittels des Residuensatzes oft

leicht berechnet werden k�onnen, sind Integrale der Form

2�Z
0

R(cos t)dt bzw.

2�Z
0

R(sin t)dt :

wobei R eine rationale Funktion ist. Beachtet man, dass

cos t =
1

2

�
z +

1

z

�
; sin t =

1

2i

�
z � 1

z

�
f�ur z = eit gilt, so ergibt sich mit

R�(z) =
1

z
R
�1
2

�
z +

1

z

��
bzw. R��(z) =

1

z
R
� 1
2i

�
z � 1

z

��
dabei (falls R� bzw. R�� stetig auf jzj = 1 sind)

Z
jzj=1

R�(z)dz = i

Z
jzj=1

R
�1
2

�
z +

1

z

��dz
iz

= i

2�Z
0

R(cos t)dt (29.1)

bzw. Z
jzj=1

R��(z)dz = i

Z
jzj=1

R
� 1
2i

�
z � 1

z

��dz
iz

= i

2�Z
0

R(sin t)dt (29.2)

Dies beweist schon im Wesentlichen folgenden

Satz 29.4 Es sei R eine rationale Funktion.

1. Ist

R�(z) :=
1

z
R
�1
2

�
z +

1

z

��
holomorph in Dr nA� f�ur eine endliche Menge A� � D und ein r > 1, so gilt

2�Z
0

R(cos t)dt = 2�
X
w2A�

Res(R�; w) :
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2. Ist

R��(z) :=
1

z
R
� 1
2i

�
z � 1

z

��
holomorph in Dr nA�� f�ur eine endliche Menge A�� � D und ein r > 1, so folgt

2�Z
0

R(sin t)dt = 2�
X
w2A��

Res(R��; w) :

Beweis. Die Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus (29.1) bzw. (29.2) und dem

Residuensatz, angewandt auf R� bzw. R�� und G = U�(0) sowie (t) = eit (t 2 [0; 2�]).
2

Beispiel 29.5 1. F�ur 0 < � < 1 betrachten wir das Integral

2�Z
0

dt

1� 2� cos t+ �2
:

Ist

R(cos t) =
1

1� 2� cos t+ �2

und

R�(z) =
1

z
R
�1
2

�
z +

1

z

��
=

1

z
� 1

1� �(z + 1=z) + �2
=

1

(z � �)(1� �z) ;

so hat R� die beiden einfachen Pole � < 1 und 1=� > 1. Also gilt nach S.29.4 und

S.28.16.1

2�Z
0

dt

1� 2� cos t+ �2
= 2� � Res(R�; �) = 2� � 1

1� �z jz=�
=

2�

1� �2 :

[F�ur die Funktion

P (�; t) :=
1� �2

1� 2� cos t+ �2
(0 < � < 1; 0 � t � 2�)

folgt also

1

2�

2�Z
0

P (�; t)dt = 1

f�ur alle r. Diese Funktion, der sogenannte Poisson-Kern, spielt eine wichtige Rolle in

der Theorie harmonischer Funktionen; siehe Abschnitt 31]
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2. F�ur p 2 N und a > 1 betrachten wir das Integral

2�Z
0

dt

(a+ cos t)p
:

Hier ist

R(cos t) =
1

(a+ cos t)p
;

also

R�(z) =
1

z
� 1

(a+ (z + 1=z)=2)p
=

2pzp�1

(z2 + 2az + 1)p
=

2pzp�1

(z � w1)p(z � w2)p

mit w1 = �a+
p
a2 � 1 2 (�1; 0) und w2 = �a�

p
a2 � 1 < �1.

Also ergibt sich aus S.29.4 und S.28.16.1

2�Z
0

dt

(a+ cos t)p
= 2� � Res(R�; w1) =

2�

(p� 1)!

dp�1

dzp�1
� 2pzp�1

(z � w2)p

�
jz=w1

:

F�ur p = 1 erhalten wir

2�Z
0

dt

a+ cos t
= 2� � 2

2
p
a2 � 1

=
2�p
a2 � 1

;

und f�ur p = 2 folgt

2�Z
0

dz

(a+ cos t)2
= 2� � d

dt

� 4z

(z � w2)2

�
jz=w1

= 2� � 4 � �w1 � w2

(w1 � w2)3
=

2�ap
a2 � 1

3 :

Wir kommen zum Schluss dieses Abschnittes zu zwei interessanten funktionentheore-

tischen Anwendungen des Residuensatzes.

De�nition 29.6 Es sei 
 � C o�en. Eine Funktion f hei�t meromorph in 
, falls

eine Menge A � 
 ohne H�aufungspunkt in 
 existiert mit f 2 H(
 nA) und so, dass

f an den Stellen a 2 A (falls A 6= ;) Pole hat.

Bemerkung 29.7 1. Ist f 2 H(
), so ist f auch meromorph in 
 (da A = ; zul�assig
ist).

2. Es sei

S2 :=
n
s = (�; �; �) 2 R3 :

���s� (0; 0;
1

2
)
��� = 1

2

o
:
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Dann ist durch

P (z) := P (x+ iy) :=
1

jzj2 + 1
(x; y; jzj2) (z 2 C)

eine bijektive Abbildung von C auf S2 n f(0; 0; 1)g de�niert (die so genannte stereo-

graphische Projektion).

Setzt man

C1 := C [ f1g; P (1) := (0; 0; 1);

so ist P : C1 ! S2 bijektiv, und durch

d(z; w) := jP (z)� P (w)j (z; w 2 C1)

wird (C1; d) ein kompakter metrischer Raum (die so genannte Riemannsche Zahlen-

kugel).

Dabei gilt d(z;1) =
1p

1 + jzj2 f�ur z 6=1, also ergibt sich f�ur eine Folge (zn) in C

d(zn;1)! 0 (n!1)

genau dann, wenn jznj ! 1 (n ! 1). Ist also f meromorph in 
, so kann f durch

f(a) :=1 f�ur alle a aus der Polstellenmenge A zu einer stetigen Funktion f : 
! C1
fortgesetzt werden.

(Man beachte: Nach S. 28.5 gilt in (C1; d)

f(z)!1 (z ! a)

f�ur alle Pole a von f .)

Beispiel 29.8 1. Die Funktionen cot und tan sind meromorph in C, denn mit A =

fk� : k 2 Zg gilt: cot 2 H(CnA) und cot hat an den Stellen a 2 A Pole (1. Ordnung).

Entsprechendes gilt f�ur tan mit ~A = f(k + 1
2)� : k 2 Zg (vgl. B. 28.6). Man beachte

dabei: A bzw. ~A haben keine H�aufungspunkte in C.

2. Es sei f : C n (f1=(k�) : k 2 Zg [ f0g)! C, de�niert durch

f(z) =
1

sin(1=z)

�
z 6= 1

k�
; z 6= 0

�
:

Dann ist f meromorph in 
 = C n f0g (mit Polstellenmenge A = f1=(k�) : k 2 Zg),
jedoch nicht in C (da 0 ein H�aufungspunkt von A ist).

Als Folgerung aus dem Residuensatz erhalten wir
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Satz 29.9 (Argumentprinzip)

Es sei G � C ein sternf�ormiges Gebiet, und es sei f meromorph in G. Ferner seien

Z(f) := fNullstellen von f in Gg und P (f) := fPolstellen von f in Ggendlich. Ist 
ein geschlossener Pfad in G n (Z(f) [ P (f)), so gilt

1

2�i

Z


f 0

f
=

X
w2Z(f)

ind(w) � n(w)�
X

w2P (f)
ind(w) � p(w) ;

wobei n(w) = nf (w) die Ordnung der Nullstelle w von f und p(w) = pf (w) die

Ordnung der Polstelle w von f bezeichnet.

Beweis. 1. Ist a eine Nullstelle von f der Ordnung n(a), so existiert eine in einer

o�enen Umgebung U von a holomorphe Funktion g mit g(z) 6= 0 in U und

f(z) = (z � a)n(a)g(z) (z 2 U) :

Also folgt
f 0(z)
f(z)

=
n(a)

z � a +
g0(z)
g(z)

in U n fag :

d.h. f 0=f hat an a einen Pol der Ordnung 1, und es gilt

Res
�f 0
f
; a
�
= n(a) :

2. Ist a ein Pol der Ordnung p(a) von f , so existiert ein in einer Umgebung U von a

holomorphe Funktion g mit g(z) 6= 0 in U und

f(z) =
g(z)

(z � a)p(a) (z 2 U n fag) :

Aus

f 0(z) = g0(z) � 1

(z � a)p(a) + g(z) � �p(a)
(z � a)p(a)+1

(z 2 U n fag)

folgt
f 0(z)
f(z)

=
g0(z)
g(z)

� p(a)

z � a (z 2 U n fag) ;

d.h. f 0=f hat wieder einen Pol 1. Ordnung an a mit

Res
�f 0
f
; a
�
= �p(a) :

3. Ist  ein geschlossener Pfad in Gn (Z(f)[P (f)), so gilt nach S. 28.14 und 1. und 2.

1

2�i

Z


f 0

f
=

X
w2Z(f)

ind(w) � n(w) �
X

w2P (f)
ind(w) � p(w) :

2
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Bemerkung 29.10 F�ur positiv orientierte, einfach geschlossene Pfade  in Gn(Z(f)[
P (f)) ergibt sich unter den Voraussetzungen von S. 29.9

1

2�i

Z


f 0

f
=

X
w2Z(f)\Int(�)

n(w) �
X

w2P (f)\Int(�)
p(w) : (29.3)

d.h. das Integral auf der linken Seite gibt die Di�erenz zwischen der Anzahl der Null-

stellen und der Polstellen von f in Int(�) (inkl. Vielfachheiten) an.

Ist unter den Voraussetzungen von S. 29.9 zus�atzlich f holomorph in G (m. a. W.

P (f) = ;) und ist  ein positiv orientierter, einfach geschlossener Pfad in G nZ(f), so
erhalten wir aus (29.3)

1

2�i

Z


f 0

f
=

X
w2Z(f)\Int(�)

n(w) : (29.4)

d.h. das Integral auf der linken Seite
"
z�ahlt\ die Nullstellen von f in Int(�) (inkl.

Vielfachheiten).

Als Folgerung aus dem Argument-Prinzip (bzw. (29.4)) erhalten wir

Satz 29.11 (Rouch�e)

Es sei G � C ein sternf�ormiges Gebiet, und es seien f; g 2 H(G) so, dass Z(f) und

Z(g) endlich sind. Ferner sei  ein einfach geschlossener Pfad in G so, dass

jf(z)� g(z)j < jf(z)j f�ur alle z 2 � :

Dann haben f und g die gleiche Anzahl von Nullstellen in Int() (incl. Vielfachheiten),

d. h. X
w2Z(f)\Int(�)

nf (w) =
X

w2Z(g)\Int(�)
ng(w) :

Beweis. O. E. sei  positiv orientiert (ansonsten untersuche man �). F�ur t 2 [0; 1]

betrachten wir die Funktionen 't 2 H(G) mit

't := f � t(f � g) = f � th

mit h := f � g. F�ur z 2 � gilt

j't(z)j � jf(z)j � tjh(z)j � jf(z)j � jh(z)j > 0 ;

so dass 't auf � keine Nullstellen hat. Nach (29.4) gilt f�ur t 2 [0; 1]
1

2�i

Z


'0t(z)
't(z)

dz =
X

w2Z('t)\Int(�)
n't(w) =: N(t) :
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Die Funktion N : [0; 1]! N0 ist stetig.

(Denn: Sind t1; t2 2 [0; 1], so gilt��2�i�N(t2)�N(t1)
��� = ��� Z



(t2 � t1)(f 0h� fh0)
(f � t1h)(f � t2h)

��� � jt2 � t1j  fh0 � f 0h
(jf j � jhj)2


1;�

L() :

Dies zeigt die (Lipschitz-)Stetigkeit von N .)

Da [0; 1] zusammenh�angend ist, ist N(t) � const auf [0; 1], also insbesondere

1

2�i

Z


g0(z)
g(z)

dz = N(1) = N(0) =
1

2�i

Z


f 0(z)
f(z)

dz ;

d.h. X
w2Z(g)\Int(�)

ng(w) =
X

w2Z(f)\Int(�)
nf (w) :

2

Wir geben einige typische Anwendungsbeispiele zum Satz von Rouch�e.

Beispiel 29.12 1. Wir beweisen noch einmal den Fundamentalsatz der Algebra. Also:

Es sei P (z) =
nP
�=0

a�z
� ein Polynom vom Grad n 2 N. Dann ist

P
w2Z(P )

n(w) = n, d.h.

P hat n Nullstellen inkl. Vielfachheiten.

(Denn: Ist Q(z) := anz
n, so gilt f�ur R gen�ugend gro�

jP (z)�Q(z)j = �� n�1X
�=0

a�z
�
�� < janznj = jQ(z)j (jzj = R) :

Also ergibt sich aus S. 29.11 (mit (t) = Reit)X
w2Z(P )\UR(0)

nP (w) =
X

w2Z(Q)\UR(0)
nQ(w) = nQ(0) = n :)

2. Wir betrachten die (transzendente) Gleichung

ez = 1 + 2z :

Wir suchen alle L�osungen in D. O�ensichtlich ist z = 0 eine L�osung. Mit f(z) = 2z

und g(z) = 1 + 2z � ez gilt f�ur jzj = 1

jf(z)� g(z)j = jez � 1j < 2 = jf(z)j
(beachte: f�ur jzj � 1 gilt

jez � 1j �
1X
�=1

jzj�
�!

= ejzj � 1 � e� 1 < 2 ) :

Also haben f und g die gleiche Anzahl von Nullstellen, n�amlich eine in D. Folglich ist

z = 0 die einzige L�osung der Gleichung in D.
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30 Folgen holomorpher Funktionen

De�nition 30.1 Es seien (X; d) und (Y; e) metrische R�aume. Sind fn; f : X ! Y ,

so sagt man, die Folge (fn) sei lokal gleichm�a�ig konvergent gegen f (auf X), falls zu

jedem x 2 X eine Umgebung U von x existiert mit fn ! f gleichm�a�ig auf U .

Bemerkung 30.2 Es sei (unter den Bedingungen von D. 30.1) fn ! f lokal gleichm�a�ig

auf X. Dann gilt: Ist K � X kompakt, so konvergiert (fn) gleichm�a�ig auf K.

(Denn: Zu jedem x 2 X existiert ein � = �(x) > 0 mit fn ! f gleichm�a�ig auf U�(x).

Da

K �
[
x2K

U�(x)

gilt, existieren x1; : : : ; xm 2 K mit

K �
m[
j=1

U�(xj) :

Ist " > 0 gegeben, so existieren Nj(") 2 N mit

jfn(x)� f(x)j < " (z 2 U�(xj); n � Nj("))

f�ur j = 1; : : : ;m. Also gilt f�ur n � N" := max
j=1;:::;m

Nj(")

jfn(x)� f(x)j < " (x 2 K;n � N") ;

Wir untersuchen nun Folgen holomorpher Funktionen. Es gilt

Satz 30.3 Es sei 
 � C o�en, und es seien fn : 
 ! C holomorphe Funktionen.

Ferner gelte fn ! f lokal gleichm�a�ig auf 
. Dann ist auch f holomorph in 
, und

es gilt f�ur alle k 2 N
f (k)n ! f (k) (n!1)

lokal gleichm�a�ig auf 
.

Beweis. 1. Zun�achst ist f als lokal gleichm�a�iger Grenzwert stetiger Funktionen eben-

falls stetig (S. 11.10).

Ist z0 2 
, so existiert ein R > 0 mit fn ! f gleichm�a�ig auf UR(z0). Nach der

Cauchyschen Integralformel f�ur Kreise gilt f�ur z 2 UR(z0)

fn(z) =
1

2�i

Z
j��z0j=R

fn(�)

� � z d� :
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Also erhalten wir f�ur z 2 UR(z0)��fn(z)� 1

2�i

Z
j��z0j=R

f(�)

� � z d�
�� � R

R� jz � z0j � jjfn � f jj1;KR(z0) ! 0 (n!1) :

Damit gilt auch

f(z) =
1

2�i

Z
j��z0j=R

f(�)

� � z d� (z 2 UR(z0))

und folglich ist f analytisch in UR(z0) nach S. 26.6 (vgl. Beweis zu 26.8).

Aus der Cauchyschen Ungleichung folgt weiter f�ur alle festen k 2 N

max
jz�z0j�R=2

jf (k)(z)� f (k)n (z)j � k!2k+1

Rk
jjfn � f jj1;KR(z0) ! 0 (n!1) :

Also gilt f
(k)
n ! f (k) lokal gleichm�a�ig auf 
. 2

Beispiel 30.4 In B. 11.2.2 hatten wir die Riemannsche Zeta-Funktion � : (1;1)! R

de�niert. Wir setzen nun allgemein f�ur z 2 C mit Re z > 1

�(z) :=
1X
�=1

1

�z

�
=

1X
�=1

1

ez�ln �
�
:

Dann konvergieren die Teilsummen sn(z) =
nP
�=1

1
�z lokal gleichm�a�ig auf 
 := fz :

Re z > 1g ([ �U]). Da die Teilsummen ganze Funktionen sind, ist � holomorph in 
 nach

S. 30.3.

Bemerkung 30.5 Ist f�ur 
 � K o�en

A(
) := ff : 
! C : f analytisch in 
g ;
so gilt im Falle 
 � C nach S. 26.8

A(
) = H(
) :

Also gilt nach S. 30.3 insbesondere: Aus fn 2 A(
) und fn ! f lokal gleichm�a�ig auf


 folgt f 2 A(
). Eine entsprechende Aussage gilt nicht im Falle 
 � R.
Ist etwa 
 = R und ist f 2 C(R) beliebig, so existiert nach dem Weierstra�schen

Approximationssatz zu jedem n 2 N ein Polynom Pn mit

max
[�n;n]

jf(x)� Pn(x)j < 1

n
:

Also konvergiert die Folge (Pn) lokal gleichm�a�ig auf R gegen f , d.h. jede auf R stetige

Funktion ist lokal gleichm�a�iger Grenzwert in R analytischer Funktionen.



30 FOLGEN HOLOMORPHER FUNKTIONEN 316

Wir studieren zum Abschluss einige Auswirkungen des Satzes von Rouch�e auf Funk-

tionenfolgen.

Satz 30.6 Es sei G � C ein sternf�ormiges Gebiet, und es seien fn 2 H(G) mit

fn ! f lokal gleichm�a�ig auf G und Z(f); Z(fn) endlich. Ist  : [�; �] ! G ein

einfach geschlossener Pfad in G und ist f(z) 6= 0 f�ur alle z 2 � := ([�; �]), so haben

f und fn f�ur n gen�ugend gro� die gleiche Anzahl von Nullstellen (inkl. Vielfachheiten)

in Int(�).

Beweis. Da f stetig auf � ist, gilt

� := min
z2�
jf(z)j > 0 :

Da � � G kompakt ist, existiert ein N = N(�) > 0 so, dass

max
z2�
jf(z)� fn(z)j < �

f�ur alle n � N gilt. Damit folgt die Behauptung aus dem Satz von Rouch�e (S. 29.11).

2

Beispiel 30.7 Es sei

f(z) = ez =
1X
�=0

z�

�!
(z 2 C) :

Dann gilt f�ur die n-ten Teilsummen sn(z) =
nP
�=0

z�=�! nach S. 30.6 (angewandt mit

(t) = Reit(t 2 [0; 2�]): Es existiert ein N = N(R) so, dass sn f�ur alle n � N in

jzj < R keine Nullstelle hat (d.h. die Nullstellen, die nach dem Fundamentalsatz der

Algebra ja existieren, r�ucken mit wachsendem n immer weiter
"
Richtung 1\).

Als Folgerung aus S. 30.6 erhalten wir insbesondere

Satz 30.8 (Hurwitz)

Ist 
 � C o�en und ist (fn) eine Folge in 
 holomorpher Funktionen mit fn ! f

lokal gleichm�a�ig auf 
 und fn(z) 6= 0 in 
, so ist entweder f � 0 in 
 oder es ist

f(z) 6= 0 in 
.

Beweis. Es sei f 6� 0 in G. Angenommen, f habe eine Nullstelle z0, etwa der Ordnung

m 2 N. Ist r > 0 so, dass f(z) 6= 0 in Ur(z0)nfz0g gilt, so folgt aus S. 30.6 (angewandt
auf (t) = z0 + reit), dass fn f�ur n gen�ugend gro� in Ur(z0) ebenfalls m Nullstellen

hat. Widerspruch! 2
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31 Harmonische Funktionen und Dirichlet Problem

Ist f 2 C1(
), wobei 
 � C o�en ist, so haben wir in Abschnitt 25 gesehen, dass f

genau dann holomorph in 
 ist, wenn

@f

@y
= i

@f

@x

gilt, also genau dann, wenn f die homogene partielle Di�erenzialgleichung @f = 0 mit

@ :=
1

2i

�
i
@

@x
� @

@y

�
=

1

2

� @
@x

+ i
@

@y

�
l�ost. Wir betrachten jetzt L�osungen einer anderen homogenen partiellen Di�erenzial-

gleichung, der sog. Laplace-Gleichung.

De�nition 31.1 Es sei 
 � Rd o�en. Eine Funktion f 2 C2(
;K) hei�t harmonisch,

falls

�f :=
dX
j=1

@2f

@x2j
=

dX
j=1

@2j f � 0 auf 


gilt. Wir setzen

Har(
) := Har(
;K) := ff : 
! K : f harmonischg:

Wir werden uns im Folgenden auf den Fall d = 2 (also 
 � R2 = C) beschr�anken. Hier

gibt es enge Verbindungen zu holomorphen Funktionen:

Bemerkung 31.2 Es sei 
 � C o�en. Dann gilt

1. H(
) � H(
).

2. Ist f 2 Har(
), so ist
@f

@x
� i @f

@y
2 H(
):

3. Ist f = u+ iv mit u; v 2 C2(
;R), so sind �aquivalent

a) f 2 Har(
),
b) f 2 Har(
),
c) u; v 2 Har(
;R).

Dies zeigt, dass man sich (anders als im Falle holomorpher Funktionen) im

Wesentlichen auf die Untersuchung reellwertiger harmonischer Funktionen be-

schr�anken kann.
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(Denn:

1. Ist f holomorph in 
, so gilt nach S. 25.3

@f

@y
= i

@f

@x
= if 0 auf 
.

Da auch f 0 holomorph ist, erh�alt man wieder mit S. 25.3

@2f

@y2
=

@

@y
(if 0) = i

@f 0

@x
= � @

2f

@x2
:

[Alternativ: Es gilt

� =
@2

@y2
+

@2

@x2
=

�
@

@y
+ i

@

@x

�
�
�
@

@y
� i @

@x

�
Ist f holomorph, so gilt

�
@
@y � i @@x

�
f = 0, also auch �f = 0.]

2. Es gilt @f
@x ;

@f
@y 2 C1(
) und

i
@

@x

�
@f

@x
� i @f

@y

�
= i

@2f

@x2
+

@2f

@x@y
= �i @

2f

@y2
+

@2f

@y@x
=

@

@y

�
@f

@x
� i @f

@y

�
:

Also ist @f
@x � i @f@y 2 H(
)nach S. 25.3.

3. [ �U].)

Als Folgerung erhalten wir

Satz 31.3 Es sei G � C ein Gebiet, und es sei u 2 Har(G;R). Dann sind �aquivalent:

a) u = Ref f�ur ein f 2 H(G).

b)
@u

@x
� i @u

@y
hat eine Stammfunktion in G.

In diesem Fall ist f aus a) eine Stammfunktion.

Beweis. Zun�achst gilt f�ur beliebiges f 2 H(G)

@ Ref

@x
= Re

@f

@x
= Ref 0

und
@ Ref

@y
= Re

@f

@y
= Re(if 0) = �Im(f 0):

a) ) b): Ist u = Ref , so folgt

@u

@x
� i @u

@y
= Ref 0 + i Imf 0 = f 0:
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b) ) a): Ist f eine Stammfunktion zu @u
@x � i @u@y auf G (ohne Einschr�ankung so, dass

Ref(z0) = u(z0) f�ur ein z0 2 G), so gilt

Ref 0 + i Imf 0 = f 0 =
@u

@x
� i @u

@y
;

also
@ Ref

@x
=
@u

@x
;

@ Ref

@y
=
@u

@y
;

und damit ist u� Ref � const = u(z0)� Ref(z0) = 0. 2

Bemerkung 31.4 1. Ist G � C ein sternf�ormiges Gebiet, so hat @u
@x � i @u@y 2 H(G)

nach S. 25.7 eine Stammfunktion, also ist u = Ref f�ur ein f 2 H(G).

2. Im Allgemeinen ist nicht jede Funktion u 2 Har(G;R) von der Form u = Ref f�ur

ein f 2 H(G). Ist etwa G = C n f0g, so ist u : G! R mit

u(z) := ln jzj (z 6= 0)

harmonisch in G mit �
@u

@x
� i @u

@y

�
(z) =

1

z
(z 6= 0):

Bekanntlich hat z 7! 1=z keine Stammfunktion in G, und damit existiert kein f 2
H(G) mit u = Ref .

Satz 31.5 Es sei G � C ein Gebiet, und es sei f 2 Har(G).
1. (Mittelwert-Formel)

Ist z0 2 G, so gilt f�ur alle 0 < r < dist(z0; @G)

f(z0) =
1

2�

2�Z
0

f(z0 + reit)dt: (31.1)

2. (Identit�atssatz)

Ist g 2 Har(G) und gilt fjU = gjU f�ur eine o�ene Menge U � G, so ist f = g.

Beweis.

1. Es sei u = Ref , und es sei z0 2 G. Da U�(z0) mit � := dist(z0; @G) sternf�ormig ist,

existiert eine Funktion h 2 H�U�(z0)� mit u = Reh (B. 31.4). Also ergibt sich nach

der Mittelwert-Formel (26.1) f�ur 0 < r < �

u(z0) = Re
�
h(z0)

�
= Re

� 1

2�

2�Z
0

h(z0 + reit)dt
�
=

1

2�

2�Z
0

Reh(z0 + reit)dt:
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Eine entsprechende Argumentation gilt f�ur Imf . Zusammensetzen liefert dann die

Behauptung f�ur f .

2. Ohne Einschr�ankung sei g � 0 (ansonsten betrachte man ~f = f � g).
Wieder sei u := Ref . Dann ist nach B. 31.2/3

h :=
@u

@x
� i @u

@y
2 H(G):

Au�erdem gilt hjU = 0 (da fjU = 0). Nach dem Identit�atssatz f�ur holomorphe Funk-

tionen ist h � 0 auf G, also ist

@u

@x
� 0 � @u

@y
auf G

und damit u � const auf G. Aus u(z) = 0 auf U folgt u � 0.

Entsprechendes gilt wieder f�ur Imf . 2

Bemerkung 31.6 F�ur analytische { und damit f�ur holomorphe { Funktionen gilt

bekanntlich eine st�arkere Version des Identit�atssatzes (S. 26.19). Ein entsprechendes

Resultat ist im Allgemeinen nicht g�ultig f�ur harmonische Funktionen. So gilt etwa f�ur

u; v 2 Har(C) mit
u(z) = Re z; v(z) � 0 (z 2 C)

zwar f�ur u(z) = v(z) f�ur z 2 iR, aber u 6� v.

De�nition 31.7 Es sei (X; d) ein metrischer Raum. Ferner sei M � X und ' :M !
R. Wir setzen f�ur x0 2 H(M)

lim
x!x0

'(x) := lim
�!0

sup'
�
M \ (U�(x0) n fx0g)

�
:

(Man beachte dabei: Da � 7! sup'
�
M\(U�(x0)nfxg)

�
monoton wachsend ist, existiert

der Grenzwert in R [ f�1g:) Entsprechend de�niert man

lim
x!x0

'(x) := lim
�!0

inf '
�
M \ (U�(x0) n fx0g)

�
:

Satz 31.8 (Maximum-Prinzip)

Es sei G � C ein Gebiet, und es sei u : G! R harmonisch. Dann gilt:

1. Hat u ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum, so ist u � const.

2. Ist G beschr�ankt und ist f�ur � 2 @G
u�(�) := lim

z!�
u(z); u�(�) := lim

z!�
u(�);

so existieren w�; w� 2 @G mit

u�(w�) = supu(G); u�(w�) = inf u(G):
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Beweis.

1. Wie im Beweis zu S. 26.21 sieht man unter Verwendung der Mittelwert-Formel

(31.1): Hat u ein lokales Maximum an z0 2 G, so gilt u(z) = u(z0) auf Ur(z0) f�ur ein

r > 0. Nach S. 31.5.2 ist dann u(z) � u(z0) auf G.
Da mit u auch �u harmonisch ist, gilt dies auch im Falle der Existenz eines lokalen

Minimums.

2. Es sei

M := supu(G) (2 (�1;1]):

Dann existiert eine Folge (zn) in G mit u(zn)!M (n!1). Da G kompakt ist, kann

man ohne Einschr�ankung zn ! � 2 G annehmen.

Ist � 2 G, so gilt u(zn)! u(�) (n!1), also M = u(�) (<1).

Nach 1. ist dann u(z) � c auf G, und damit ist auch u� � c. Also ist jedes w� 2 @G
wie gew�unscht.

Ist � 2 @G, so gilt mit �n := 2jzn � �j

M  u(zn) � sup
�
G \ (U�n(�) n f�g)

� �M;

also M = lim
z!�

u(z) = u�(�). Damit ist w� = � geeignet.

Entsprechendes gilt f�ur u�. 2

Bemerkung 31.9 Ist G sei beschr�anktes Gebiet und ist f 2 C(G) harmonisch in G,

so folgt aus fj@G = 0 schon f � 0.

(Denn: Ist u := Re f , so ist u� = u� = 0. Damit ist nach S. 31.8.2 auch u = 0 auf G

Entsprechendes gilt f�ur Im f .)

Eine der zentralen Fragestellungen ist die nach der
"
harmonischen Fortsetzbarkeit\

stetiger Funktionen.

De�nition 31.10 Es sei G � Rd ein Gebiet, und es sei ' : @G! K stetig. Unter dem

Dirichlet-ProblemD(G;') versteht man die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit

von Funktionen f 2 C(G) mit
�f = 0 auf G

und

fj@G = '

(also f harmonisch in G mit Randwerten ').

Wir betrachten wieder nur den Fall d = 2. Die Frage der Eindeutigkeit l�asst sich {

jedenfalls f�ur beschr�ankte Gebiete { leicht kl�aren.
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Satz 31.11 Ist G � C ein beschr�anktes Gebiet, so existiert f�ur alle ' 2 C(@G)

h�ochstens eine L�osung von D(G;').

Beweis. Es seien f1; f2 L�osungen. Dann ist f1 � f2 2 C(G); f1 � f2 2 Har(G) und

(f1 � f2)j@G = 0. Also ist f1 � f2 � 0 auf G nach B. 31.9. 2

Bei der Suche nach L�osungen werden wir (aus Zeitgr�unden) sehr bescheiden. Wir

betrachten speziell den Fall G = D. Wie k�onnte eine L�osung aussehen?

Wir betrachten eine Folge (an)n2Z in K mit

lim
�!1

�
p
ja� j � 1 und lim

�!1
�
p
ja�� j � 1 :

Dann haben die beiden Potenzreihen

�+(z) :=
1X
�=0

a�z
�

und

��(z) :=
1X
�=1

a�� z�

Konvergenzradius � 1, d.h. es gilt �+;�� 2 H(D). Setzt man

� := �+ +��;

so ist � 2 Har(D) nach B. 31.2, und es gilt

�(z) =
1X
�=0

a�z
� +

1X
�=1

a��z� (z 2 D)

mit gleichm�a�iger Konvergenz der Reihen auf kompakten Teilmengen von D.

Konvergiert die Reihe

'(w) :=
1X

�=�1
a�w

� =
1X
�=0

a�w
� +

1X
�=1

a��w�

f�ur gewisse w 2 S = @D, so kann man zumindest die Ho�nung hegen, dass f�ur solche

w gilt

�(z)! '(w) (z ! w):

Dies wollen wir genauer untersuchen.

Bemerkung und De�nition 31.12 1. Wir setzen

R(S) := R(S;K) :=
�
' : S ! K : t 7! '(eit) 2 R[��; �]	
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und betrachten { etwas allgemeiner als fr�uher { f�ur ' 2 R(S) die (formale) Fourier-
Reihe

1P
�=�1

'̂(�)w� =
1P
�=0

'̂(�)w� +
1P
�=1

'̂(��)w� mit

'̂(�) =
1

2�

Z
S

'(�)�
� jd�j := 1

2�

�Z
��

'(eit)e�i�tdt:

Es gilt dabei ��'̂(�)�� � 1

�

�Z
��

��'(eit)��dt (� 2 Z);

d.h. die Folge
�
'̂(�)

�
�2Z ist beschr�ankt.

2. Es seien f 2 C(D) und g 2 R(S). Dann setzen wir

(f � g)(z) := 1

2�

Z
S

f(z�)g(�)jd�j (z 2 D):

(Man beachte: F�ur z 2 D fest ist

t 7! f(ze�it)g(eit) 2 R[��; �];

also existiert das Integral.)

Weiter betrachten wir P : D! C mit

P (z) :=
1X
�=0

z� +
1X
�=1

z� :

Dann ist P 2 Har(D) (nach obigen �Uberlegungnen mit an = 1 f�ur alle n 2 Z), und es

gilt f�ur ' 2 R(S) und f�ur z 2 D

(P � ')(z) =
1

2�

Z
S

 1X
�=0

z��
�

!
'(�)jd�j+ 1

2�

Z
S

 1X
�=1

z���

!
'(�)jd�j

(31.2)

=
1X
�=0

z�'̂(�) +
1X
�=1

z�'̂(��)

(da
1P
�=0

z��
�
und

1P
�=1

z��� gleichm�a�ig auf S konvergieren.)

Wie oben gesehen ist damit auch P � ' 2 Har(D).

Satz 31.13 Es sei ' 2 R(S). Ist ' stetig an w 2 S, so ist

lim
z!w

(P � ')(z) = '(w):

Insbesondere ist im Falle ' 2 C(S) die Funktion P �' L�osung des Dirichlet-Problems

D(D; ').
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Beweis.

1. Es gilt zun�achst

(i) P (z) =
1� jzj2
j1� zj2 > 0 (z 2 D),

(ii)
1

2�

Z
S

P (z�)jd�j = 1 (z 2 D),

(iii) F�ur alle w 2 S und � > 0 gilt lim
z!w

sup
j��wj��

P (z�) = 0.

Zu (i): F�ur z 2 D ist

P (z) =
1

1� z +
z

1� z =
1� z + z(1� z)
j1� zj2 =

1� jzj2
j1� zj2 > 0:

Zu (ii): Es gilt mit '(z) � 1 und (31.2) (da '̂(�) = �0;�)

1

2�

Z
S

P (z�)jd�j = (P � ')(z) � 1:

Zu (iii): Ist jz � wj < �=2, so folgt f�ur alle � mit j� � wj � �

P (z�) =
1� jzj2
j1� z�j2 =

1� jzj2
j� � zj2 �

1� jzj2
(j� � wj � jw � zj)2 �

1� jzj2
�2=4

und damit

(0 �) sup
j��wj��

P (z�) � 1� jzj2
�2=4

! 0 (z ! w) :

2. Es sei nun ' stetig an w, und es sei " > 0 gegeben. Dann existiert ein � > 0 mit

j'(�)� '(w)j < " f�ur alle � 2 S mit j� � wj < �.

F�ur z 2 D erhalten wir��(P � ')(z)� '(w)�� (ii)
=

��� 1
2�

Z
S

P (z�)
�
'(�)� '(w)�jd�j���

(i)

� 1

2�

Z
S

P (z�)
��'(�)� '(w)��jd�j:

Dabei ist
1

2�

Z
j��wj<�

P (z�)
��'(�)� '(w)��| {z }

<"

jd�j < ":

Au�erdem existiert nach (iii) ein �0 > 0 mit

sup
j��wj��

P (z�) < " f�ur alle z 2 D mit jz � wj < �0.
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Also gilt f�ur jz � wj < �0

1

2�

Z
j��wj��

P (z�)| {z }
<"

��'(�)� '(w)��| {z }
�2k'k1;S

jd�j � 2" � k'k1;S :

Insgesamt ist damit

j(P � ')(z)� '(w)j � "(1 + 2k'k1;S) :

Da " > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. 2

Bemerkung 31.14 1. Ist z = �ei# 2 D und � = eit, so ist

P (z�) =
1� jzj2
j1� z�j2 =

1� �2
j1� �ei(#�t)j2 =

=
1� �2

1� 2� cos(#� t) + �2
=: ~P (�; #� t);

wobei

~P (�; s) :=
1� �2

1� 2� cos(s) + �2

als Poisson-Kern bezeichnet wird (vgl. B. 29.5).

2. Es sei G � C ein beschr�anktes Gebiet. Ist h : G ! D holomorph und bijektiv und

so, dass h zu einer stetigen und bijektiven Funktion von G nach D forgesetzt werden

kann, so ist f�ur ' 2 C(@G) mit  := ' � (h�1jS )

(P �  ) � h

die L�osung des Dirichlet-Problems D(G;').

(Denn:  ist stetig auf S. Nach S. 31.13 ist P � L�osung von D(D;  ). Da h holomorph

in G ist, ist (P �  ) � h harmonisch in G ([ �U]). Au�erdem gilt

(P �  )�h(z)�!  
�
h(w)

�
= '(w) (z ! w)

f�ur alle w 2 @G, da h stetig auf G ist.)

Ist speziell G = Ur(z0) f�ur z0 2 C; r > 0, so hat h mit

h(z) =
z � z0
r

(z 2 Ur(z0))

o�enbar obige Eigenschaften. Ist also ' 2 C�Kr(z0)
�
, so ist durch

g(z) =
1

2�

Z
S

P
�z � z0

r
�
�
'(z0 + r�)jd�j �

z 2 Ur(z0)
�



31 HARMONISCHE FUNKTIONEN UND DIRICHLET PROBLEM 326

die L�osung von D
�
Ur(z0); '

�
gegeben.

3.Ist f stetig auf Ur(z0) und harmonisch in Ur(z0), so gilt nach 2.

f(z) =
1

2�

Z
S

P
�z � z0

r
�
�
f(z0 + r�)jd�j �

z 2 Ur(z0)
�

(31.3)

da beide Seiten L�osungen von D
�
Ur(z0); fjKr(z0)

�
sind. Die Darstellung (31.3) hei�t

Poisson-Integralformel f�ur f .

Wie im Beweis zu S. 30.3 ergibt sich damit auch: Ist (fn) eine Folge in Har(
) mit

fn ! f lokal gleichm�a�ig auf 
, so ist auch f 2 Har(
). ([�U])

Die Frage, f�ur welche G und ' das Problem D(G;') l�osbar ist, werden wir hier nicht

abschlie�end beantworten k�onnen. Wir wollen jedoch zumindest zeigen, dass D(G;')

nicht f�ur alle G und ' l�osbar ist. Dazu beweisen wir zun�achst folgenden Hebbarkeits-

satz.

Satz 31.15 Ist 
 � C o�en und ist f 2 Har(
 n fag), wobei a 2 
, beschr�ankt in

einer Umgebung von a, so ist f harmonisch fortsetzbar nach 
 (d.h. es existiert ein

f0 2 Har(
) mit f0 = f auf 
 n fag.)

Beweis. Ohne Einschr�ankung sei a = 0 und D � 
. Wir betrachten u := Re f und

f�ur " > 0

u" :=
�
P � ujS

�� u+ " � ln j � j:
Dann gilt u" 2 Har(D n f0g;R) und

lim
z!w

u"(z) = 0 f�ur alle w 2 S.

Da u beschr�ankt bei 0 ist, gilt au�erdem

u"(z)! �1 (z ! 0):

Nach S. 31.8.2 ist damit

u"(z) � 0 (z 2 D; z 6= 0):

Da dies f�ur alle " > 0 gilt, ist auch

(P � ujS)(z)� u(z) � 0 (z 2 D; z 6= 0);

also

P � ujS � u auf D n f0g.
Wendet man S. 31.8.2 auf

u�" := (P � ujS)� u� " � ln j � j
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an, so ergibt sich analog P � ujS � u, also "=\. Damit ist u durch P � ujS harmonisch

nach D fortsetzbar.

Entsprechendes gilt wieder f�ur v = Im f . 2

Bemerkung 31.16 Wir betrachten das Problem D(D n f0g; ') mit

'(w) :=

(
0; w 2 S
1; w = 0

:

Dann ist D(D n f0g; ') nicht l�osbar.
(Denn: Angenommen, es existiert ein f 2 C(D) harmonisch in Dnf0g mit f(w) = '(w)

f�ur w 2 S [ f0g. Dann ist nach S. 31.15 f harmonisch in D. Da fjS = 0 ist, muss nach

B. 31.9 schon f � 0 sein. Dies widerspricht f(0) = 1.)

De�nition 31.17 1. Es seien G1; G2 � C Gebiete. Ist h : G1 ! G2 bijektiv und

holomorph (dann ist nach S. 26.28 Z(f 0) = ; und damit nach S. 26.26 auch f�1

holomorph), so hei�t h eine konforme Abbildung von G1 auf G2. Existiert eine solche

Abbildung, so hei�en G1 und G2 konform �aquivalent.

2. Ist G � C ein Gebiet, so hei�t G einfach zusammenh�angend, falls Gc = C nG keine

beschr�ankten Komponenten hat.

Es gelten damit zwei zentrale S�atze, deren Beweisf�uhrungen unser Zeitlimit leider

wesentlich �uberschreiten w�urden.

Satz 31.18 (Riemannscher Abbildungssatz)

Ist G � C ein Gebiet, so ist G konform �aquivalent zu D genau dann, wenn G einfach

zusammenh�angend und 6= C ist.

Satz 31.19 (Rungescher Approximationssatz)

Es sei G � C ein Gebiet. Dann ist G genau dann einfach zusammenh�angend, wenn zu

jedem f 2 H(G) eine Folge von Polynomen Pn existiert mit Pn ! f lokal gleichm�a�ig

auf G.

Damit l�asst sich wiederum (ohne allzu gro�en weiteren Aufwand) folgender Katalog

an �Aquivalenzen beweisen:

Satz 31.20 Es sei G � C ein Gebiet. Dann sind folgende Aussagen �aquivalent:
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a) G ist topologisch �aquivalent zu D (d.h. es existiert eine Abbildung h : G ! D,

die bijektiv und (bi-)stetig ist.

b) G ist einfach zusammenh�angend.

c) C1 nG ist zusammenh�angend.

d) F�ur alle geschlossenen Pfade  in G und alle f holomorph in G giltZ


f = 0:

e) F�ur alle f 2 H(G) existiert ein F 2 H(G) mit F 0 = f .

f) Ist f 2 H(G) mit Z(f) = ;, so ist f = eg f�ur ein g 2 H(G).

g) Ist f 2 H(G) mit Z(f) = ;, so ist f = '2 f�ur ein ' 2 H(G).
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A Vollst�andigkeit geordneter K�orper

Geordnete K�orper sind, grob gesprochen, Mengen K, versehen mit zwei Operationen

"
+ \ und

"
-\ sowie einer Relation

"
<\ so, dass man alle

"
�ublichen\ Rechen- und

Ordnungsregeln zur Verf�ugung hat. (Genaue De�nition: siehe D. 2.1 (Axiome (K.1)

bis (K.6)) und D. 3.3 (Axiome (O.1) bis (O.4)))

Insbesondere ergibt sich aus diesen Axiomen:

F�ur alle a; b 2 K hat die Gleichung a+ x = b genau eine L�osung

(n�amlich x = b+ (�a) =: b� a).
F�ur alle a; b 2 K; a 6= 0, hat die Gleichung ax = b genau eine L�osung

(n�amlich x = ba�1 =: b=a).
F�ur alle c 2 K;n 2 N, hat die Gleichung nx = c genau eine L�osung

(n�amlich x = c(n1K)
�1 =: c=n).

Das
"
einfachste\ Beispiel eines geordneten K�orpers sind die rationalen Zahlen Q mit

den �ublichen Operationen +; �; <.
So weit, so gut. Damit l�asst sich wunderbar rechnen. Nur ein wesentliches De�zit

weisen die rationalen Zahlen auf: Gleichungen der Form

xn = c ; (A.4)

wobei n 2 N(n � 2) und c 2 Q; c > 0, sind nicht stets l�osbar. Dies ist schon seit der

Antike bekannt.

Auf Euklid geht die Erkenntnis zur�uck, dass Seite und Diagonale im Quadrat
"
inkom-

mensurabel\sind. Es gilt n�amlich

Satz A.1 Es gibt kein x 2 Q mit x2 = 2.

Beweis.

1. Zun�achst gilt: Ist m 2 Z, und ist m2 gerade, so ist auch m gerade. (Denn: W�are

m ungerade, also m = 2m0 + 1 f�ur ein m0 2 Z, so folgte

m2 = (2m0 + 1)2 = 4m2
0 + 4m0 + 1 ;

also w�are auch m2 ungerade.)

2. Angenommen, es existiert ein x = p=q 2 Q mit x2 = 2. O.E. seien p; q so, dass

q 2 N und p und q keine gemeinsamen Teiler haben. Aus�
p

q

�2

= 2
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folgt p2 = 2q2, d. h. p2 ist gerade. Nach 1. ist dann auch p gerade, d. h. p = 2p0

f�ur ein p0 2 Z. Dann ist

2q2 = p2 = 4p20

d. h. q2 = 2p20, also q2 und damit auch q gerade. Also haben p und q den

gemeinsamen Faktor 2 im Widerspruch zur Teilerfremdheit von p und q. Damit

ist die Annahme falsch d. h. es existiert kein x 2 Q mit x2 = 2.

2

Wie l�asst sich dieses De�zit beheben? Am Ende eines langwierigen Erkenntnisprozesses

stehen die reellen Zahlen, die sich als geeignete Erweiterung des geordneten K�orpers

Q ergeben, und zwar derart, dass (A.4) f�ur alle n 2 N; c � 0 l�osbar ist.

Bevor wir darauf zu sprechen kommen, wie die reellen Zahlen aus den rationalen

"
konstruierbar\ sind, besch�aftigen wir uns zun�achst mit der Frage, welche (�uber die

Forderungen (K.1) - (K.6) und (O.1) - (O.4) hinausgehende) Eigenschaft die L�osbarkeit

von Gleichungen der Form (A.4) sichert.

De�nition A.2 Es sei K ein geordneter K�orper, und es sei M � K.

1. M hei�t nach oben beschr�ankt, wenn ein s 2 K existiert mit

x � s f�ur alle x 2M :

Ein solches s hei�t dann obere Schranke von M .

2. M hei�t nach unten beschr�ankt, wenn ein s 2 K existiert mit

x � s f�ur alle x 2M :

Ein solches s hei�t dann untere Schranke von M .

3. M hei�t beschr�ankt wenn M nach oben und nach unten beschr�ankt ist.

Beispiel A.3 Es sei K = Q und

M := fx 2 Q : x � 0; x2 < 2g :

Dann ist M beschr�ankt, denn s = 0 ist eine untere Schranke und s = 3=2 ist eine

obere Schranke von M (Ist x > 3=2, so folgt x2 > (3=2)2 = 9=4 > 2, d. h. x 62M).
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Mit einer oberen Schranke s von M ist nat�urlich jedes s 2 K mit s > s ebenfalls eine

obere Schranke f�ur M . Es stellt sich in nat�urlicher Weise die Frage nach \kleinsten"

oberen Schranken.

De�nition A.4 Es sei K ein geordneter K�orper, und es sei M � K.

1. Ein � 2 K hei�t kleinste obere Schranke (oder Supremum) von M , falls

a) � obere Schranke von M ist

und

b) f�ur jede obere Schranke s von M gilt s � �.

Wir schreiben dann � = supM . Weiter nennen wir � Maximum von M (und

schreiben � = maxM), falls zus�atzlich � 2M gilt.

2. Ein � 2 K hei�t gr�o�te untere Schranke (oder In�mum) von M , falls

a) � untere Schranke von M ist

und

b) f�ur jede untere Schranke s von M gilt s � �.

Wir schreiben dann � := infM . Weiter nennen wir � Minimum von M (und

schreiben � = minM), falls zus�atzlich � 2M gilt.

Bemerkung A.5 Aus der De�nition ergibt sich sofort, dass f�ur jedes M h�ochstens

ein Supremum und ein In�mum existieren.

Beispiel A.6 Es sei K = Q.

1. Ist M = fx 2 Q : 0 � x � 1g, so gilt

0 = infM(= minM) und 1 = supM(= maxM) :

2. Ist M = fx 2 Q : 0 < x < 1g, so gilt ebenfalls

0 = infM und 1 = supM :

Man sieht, dass i.a. infM und supM nicht in M liegen m�ussen!

3. Es sei M = fx 2 Q : x � 0; x2 < 2g (= fx 2 Q : x � 0; x2 � 2g). Nach B. A.3

ist M beschr�ankt. Hier ist infM = 0, es existiert aber kein Supremum von

M . Dies ergibt sich aus S. A.1 und dem folgenden Resultat.
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Satz A.7 Es sei K ein geordneter K�orper, und es seien n 2 N sowie c 2 K; c � 0.

Wir setzen M := ft 2 K : t � 0; tn � cg. Dann gilt

1. M ist nach oben beschr�ankt.

2. Existiert x := supM , so gilt xn = c.

Beweis. O.E. k�onnen wir c > 0 annehmen (f�ur c = 0 ist M = f0g).

1. Es gilt, da 1 + c � 1,

c � 1 + c � (1 + c)2 � : : : � (1 + c)n :

Ist t 2M , so gilt tn � c � (1 + c)n und damit auch t � 1 + c (w�are t > 1 + c, so

w�are auch tn > 1 + cn). Also ist 1 + c obere Schranke von M .

2. Zun�achst gilt f�ur 0 � a < b

bn � an � n(b� a)bn�1 : (�)

Denn: Nach der verallgemeinerten geometrischen Summenformel ([�U]) ist

bn � an = (b� a)
n�1X
�=0

a�bn���1 � n(b� a)bn�1:

a) Angenommen, es ist xn > c. F�ur h :=
xn � c
nxn�1

gilt dann

0 < h <
xn

nxn�1
� xn

xn�1
= x :

Ist t > x� h, so folgt aus (�) mit b = x; a = x� h

xn � tn < xn � (x� h)n � n � h � xn�1 = xn � c :

Also ist tn > c, d.h. t 62 M . Damit ist x � h obere Schranke von M im

Widerspruch dazu, dass x kleinste obere Schranke ist. Also ist xn � c.
b) Angenommen, xn < c. Dann ist

y :=
c� xn

n(x+ 1)n+1
> 0 :

F�ur z := min(1; y) folgt dann aus (�) mit b = x+ z; a = x

(x+ z)n � xn � n � z(x+ z)n�1 � n � y(x+ 1)n�1 = c� xn ;

also ist (x+ z)n � c und damit x+ z 2M . Da z > 0 ist, ist damit x keine

obere Schranke von M . Widerspruch. Also ist xn = c nach a).
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2

De�nition A.8 Ein geordneter K�orperK hei�t (ordnungs-)vollst�andig, falls jede nicht-

leere, nach oben beschr�ankte Teilmenge M von K ein Supremum hat.

Satz A.9 Ist K vollst�andig, so hat f�ur jedes c 2 K; c � 0, und jedes n 2 N die

Gleichung

xn = c

genau eine L�osung x 2 K;x � 0. Wir setzen

n
p
c := x :

Beweis.

1. Die Existenz einer L�osung x ergibt sich aus S. A.7 (beachte 0 2 M dort, also

M 6= ;).

2. Es seien x1; x2 2 K mit 0 � x1 < x2. Dann ergibt sich auch xn1 < xn2 . Also hat

die Gleichung xn = c h�ochstens eine L�osung.

2

Von zentraler Bedeutung f�ur die Analysis ist die folgende Tatsache

Satz A.10 Es existiert ein vollst�andiger geordneter K�orper R.

Beweisskizze Wir wollen uns darauf beschr�anken, den Beweis zu skizzieren.

Die Elemente von R werden als gewisse Teilmengen von Q de�niert (sog. Dedekind'sche

Schnitte):

A � Q hei�t Dedekind'scher Schnitt, falls gilt:

(D.1) A 6= ; ; A 6= Q.

(D.2) Ist p 2 A so gilt q 2 A f�ur alle q < p.

(D.3) Ist p 2 A so existiert ein r 2 A mit p < r.

1. Sind A;B Schnitte, so de�niert man

A+B := fr + s : r 2 A; s 2 Bg :
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Dann ist auch A+B ein Schnitt, d. h. + : R� R! R.

(Denn: o�enbar ist A+B 6= ;.
Sind r0 62 A; s0 62 B, so ist r0 + s0 > r+ s f�ur alle r 2 A; s 2 B. Also ist r0 + s0 62 A+B

und insbesondere A + B 6= Q. Es sei p 2 A + B. Dann existieren r 2 A; s 2 B mit

p = r+s. Ist q < p, so folgt q�s < r, also q�s 2 A und damit q = (q�s)+s 2 A+B,
d. h. (ii) gilt.

Schlie�lich sei t 2 A so, dass t > r ist. Dann gilt p < t+ s und t+ s 2 A+B. Also gilt

auch (iii).)

(K.1)/2: Aus r + s = s+ r f�ur alle r 2 A; s 2 B folgt

A+B = fr + s : r 2 A; s 2 Bg = fs+ r : s 2 B; r 2 Ag = B +A

(K.2)/2: analog

(K.3): Wir de�nieren 0R := fr 2 Q : r < 0g. Dann ist 0R ein Schnitt.

Wir zeigen: A+ 0R = A f�ur alle Schnitte A.

Es sei A ein Schnitt und r 2 A; s 2 0R. Dann ist r + s < r,

also r + s 2 A, d. h. A+ 0R � A.
Umgekehrt sei p 2 A beliebig. W�ahlt man ein r > p; r 2 A so gilt

p� r 2 0R und p = r + (p� r) 2 A+ 0R. Also ist A � A+ 0R.

(K.5)/2: Es sei A ein Schnitt. Wir setzen

�A := fp 2 Q : �p� r 62 A f�ur ein r > 0g.
Man kann zeigen, dass dann A+ (�A) = 0R gilt.

2. Wir de�nieren nun eine Relation < auf den Schnitten (also auf R) durch

A < B :, A � B; A 6= B :

Man rechnet damit nach, dass die Ordnungsaxiome (O:1); (O:2) und (O:3) erf�ullt sind.

3. Nun kann man auch eine Multiplikation in R de�nieren. (Dies erweist sich als et-

was schwieriger als die De�nition der Addition, insbesondere weil Produkte negativer

rationaler Zahlen positiv sind). Zun�achst de�niert man daher eine Multiplikation auf

R+ := fA 2 R : A > 0Rg durch

A �B := fp 2 Q : 9r 2 A; s 2 B mit r; s > 0 und p < rsg

(wobei A;B > 0R). Anschlie�end de�nieren wir

A0R := 0RA := 0R

und

AB :=

8>><>>:
(�A)(�B) ; falls A < 0R ; B < 0R

�[(�A)B] ; falls A < 0R ; B > 0R

�[A(�B)] ; falls A > 0R ; B < 0R
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Hiermit wird (R;+; �; <) zu einem geordneten K�orper (mit Einselement 1R = fx 2 Q :

x < 1g).
4. Wir zeigen, dass dieser vollst�andig ist:

Dazu sei M � R;M 6= ; nach oben beschr�ankt. Wir de�nieren

B :=
[
A2M

A :

Dann kann man zeigen, dass B ein Schnitt, also B 2 R ist. Nat�urlich gilt A � B f�ur

alle A 2 M und ist C < B, so existiert ein s 2 B mit s 62 C. Wegen s 2 B ist s 2 A
f�ur ein A 2 M . Also ist C < A, d. h. C ist keine obere Schranke von M . Folglich ist

B = supM .) 2

Bemerkung A.11 De�niert man ' : Q! R durch

'(�) := fx 2 Q : x < �g ;

so ist ' injektiv, und es gilt '(�+ �) = '(�) +'(�) sowie '(��) = '(�)'(�) f�ur alle

�; � 2 Q. Au�erdem ist dabei '(�) < '(�) genau dann, wenn � < � ist. Indem wir �

mit '(�) identi�zieren, k�onnen wir Q als Teilmenge von R au�assen.

Es gilt dann: Sind A;B 2 R mit A < B, so existiert ein � 2 Q mit A < � < B.

(Denn: Da A < B ist, existiert ein p 2 Q mit p 2 B; p 62 A. Weiter existiert ein � 2 Q,
mit � > p und � 2 B (nach (D.3)). Dann ist

A � '(�) � B umd A 6= '(�) 6= B ;

d.h. A < � < B.)
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B M�achtigkeit von Mengen

Wir werden im Folgenden sehen, dass in gewisser Weise
"
sehr viele\ reelle Zahlen

irrational sind. Dazu besch�aftigen wir uns zun�achst mit dem Begri� der M�achtigkeit

einer Menge.

De�nition B.1 Es seien M;M1;M2 beliebige Mengen.

1. M1 und M2 hei�en von gleicher M�achtigkeit (oder kurz gleichm�achtig), falls eine

bijektive Abbildung ' :M1 !M2 existiert.

2. M hei�t endlich, falls M gleichm�achtig zu f1; : : : ; ng f�ur ein n 2 N (oder auch

= ;) ist. Anderenfalls hei�t M unendlich.

3. M hei�t abz�ahlbar unendlich falls M gleichm�achtig zu N ist.

4. M hei�t abz�ahlbar falls M endlich oder abz�ahlbar unendlich ist. Anderenfalls

hei�t M �uberabz�ahlbar.

Bemerkung B.2 1. Aus D. B.1 ergibt sich sofort, dass eine Menge M genau dann

abz�ahlbar unendlich ist, wenn paarweise veschiedene xn (n 2 N) existieren mit M =

fxn : n 2 Ng. Au�erdem sieht man leicht, dass jede unendliche Menge eine abz�ahlbar

unendliche Teilmenge besitzt. Weiter folgt aus D. B.1 auch, dass M 6= ; genau dann

abz�ahlbar ist, wenn M in der Form M = fxn : n 2 Ng geschrieben werden kann

(wobei jetzt die xn i.A. nicht mehr paarweise verschieden gew�ahlt werden k�onnen).

Eine solche Darstellung nennt man auch eine Abz�ahlung von M .

2. Jede Teilmenge einer abz�ahlbaren Menge ist wieder abz�ahlbar.

(Denn: Es seien M abz�ahlbar und M0 � M . Ist M0 endlich, so sind wir fertig. Es

sei also M0 unendlich. Dann ist M abz�ahlbar unendlich, also existieren paarweise

verschiedene xn so, dass M = fxn : n 2 Ng. Wir de�nieren n1 := minfn : xn 2 M0g.
Sind n1 < : : : < nj bereits de�niert, so setzen wir nj+1 := minfn : xn 2M0; n > njg.
(Man beachte: Nach dem Wohlordnungssatz (siehe (�U)) hat jede nichtleere Teilmenge

von N ein Minimum.) Dann gilt nach Konstruktion M0 = fxnj : j 2 Ng.)
Folglich ist auch jede Menge, die eine �uberabz�ahlbare Menge enth�alt, selbst �uberabz�ahl-

bar.

Satz B.3 Es sei I 6= ; eine abz�ahlbare Menge, und es seien An (n 2 I) abz�ahlbare
Mengen. Dann ist auch

S
n2I

An abz�ahlbar.

Beweisskizze Ohne Einschr�ankung k�onnen wir An 6= ; f�ur alle n 2 I annehmen.

Zudem koennen wir uns auch auf den Fall I = N beschr�anken. (Ist I endlich, so
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k�onnen wir ohne Einschr�ankung I = f1; : : : ; n0g w�ahlen und dann An := A1 f�ur

n > n0 setzen.) Es sei

A1 =
n
x
(1)
k : k 2 N

o
; A2 =

n
x
(2)
k : k 2 N

o
; : : :

Wir betrachten folgende Anordnung der Elemente x
(n)
k ;n 2 N; k 2 N:

x
(1)
1 ! x

(1)
2 x

(1)
3 ! x

(1)
4 x

(1)
5 ! x

(1)
6 : : :

. % . % .
x
(2)
1 x

(2)
2 x

(2)
3 x

(2)
4 x

(2)
5 : : : : : :

# % . % .
x
(3)
1 x

(3)
2 x

(3)
3 x

(3)
4 : : : : : : : : :

. % .
x
(4)
1 x

(4)
2 x

(4)
3 : : : : : : : : : : : :

# % .
x
(5)
1 x

(5)
2 : : : : : : : : : : : : : : :

.
x
(6)
1 : : : : : : : : : : : : : : : : : :

#
Hierbei treten alle x

(n)
k auf. Diese k�onnen durch \Verfolgen der Pfeile" zu einer Folge

angeordnet werden:

x
(1)
1 ; x

(1)
2 ; x

(2)
1 ; x

(3)
1 ; x

(2)
2 ; x

(1)
3 ; x

(1)
4 ; x

(2)
3 ; : : :

Dies ergibt eine Abz�ahlung von
S
n2N

An, d. h.
S
n2N

An ist abz�ahlbar. 2

Insbesondere ergibt sich aus S. B.3

Satz B.4 Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abz�ahlbar.

Beweis. Zun�achst sieht man leicht, dass Z abz�ahlbar ist ([ �U]). Also ist

An := fk=n : k 2 Zg f�ur alle n 2 N abz�ahlbar. Nach S. B.3 ist folglich auch[
n2N

An = fk=n : k 2 Z; n 2 Ng = Q

abz�ahlbar. 2

Wir wollen nun zeigen, dass jedes (nichttriviale) Intervall in R �uberabz�ahlbar ist.

Daraus ergibt sich auch unmittelbar die �Uberabz�ahlbarkeit von R oder C. Vorbereitend

zeigen wir:
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Satz B.5 (Intervallschachtelungsprinzip)

Ist In eine Folge von Intervallen der Form In = [an; bn], mit In+1 � In (n 2 N) und
bn � an ! 0 (n!1), so existiert ein x 2 R mit

fxg =
\
n2N

In :

Beweis. Nach Voraussetzung ist (an) " und (bn) #. Au�erdem gilt a1 � an � bn � b1.
Also existieren nach dem Hauptsatz �uber monotone Folgen

a := lim
n!1 an und b := lim

n!1 bn :

Aus an � bn folgt a � b, also auch
an � a � b � bn (n 2 N) :

Folglich ist

[a; b] �
\
n2N

In :

Aus bn � an ! 0 (n!1) folgt a = b, also ist [a; b] einpunktig. 2

Satz B.6 Jedes Intervall I � R (das mehr als einen Punkt enth�alt) ist �uberabz�ahlbar.

Beweis. Ohne Einschr�ankung k�onnen wir das Intervall [0; 1] betrachten. Angenom-

men, [0; 1] ist abz�ahlbar, d. h.

[0; 1] = fxn : n 2 Ng :
Wir teilen dann [0; 1] in die drei gleich langen Intervalle [0; 1=3]; [1=3; 2=3] und [2=3; 1]

auf. Dann ist x1 in einem dieser Intervalle (das wir I1 nennen) nicht enthalten. An-

schlie�end teilen wir I1 in drei gleich lange Intervalle (also der L�ange 1=9 = 1=32) auf.

Dann ist x2 in einem dieser Intervalle (I2 genannt) nicht enthalten. So fortfahrend

erhalten wir induktiv eine Folge In = [an; bn] von Intervallen in [0; 1] mit In+1 � In

sowie xn 62 In und bn � an = 1=3n ! 0 (n ! 1). Also ist
T
n2N

In = fxg f�ur ein

x 2 [0; 1]. Ist k 2 N so gilt nach Konstruktion xk 62
T
n2N

In, d. h. xk 6= x f�ur alle k 2 N.
Widerspruch! 2

Bemerkung B.7 Allgemein gilt: Ist M �uberabz�ahlbar und ist A �M abz�ahlbar, so

ist auch M n A �uberabz�ahlbar (denn sonst w�are nach S. B.3 auch M = A [ (M n A)
abz�ahlbar). Also ist insbesondere nach S. B.4 und S. B.6 die Menge der irrationalen

Zahlen R nQ �uberabz�ahlbar.
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C Elementare Funktionen

F�ur z 2 C betrachten wir die Reihe
1P
�=0

z�

�! , die nach B. 6.20 absolut konvergent ist.

De�nition C.1 1. Die Funktion exp : C! C, gegeben durch

exp(z) :=
1X
�=0

z�

�!
(z 2 C) ;

hei�t (komplexe) Exponentialfunktion.

2. Die Funktion cos : C! C, gegeben durch

cos(z) :=
1

2
(exp(iz) + exp(�iz)) (z 2 C) ;

hei�t (komplexe) Cosinusfunktion.

3. Die Funktion sin : C! C, gegeben durch

sin(z) :=
1

2i
(exp(iz)� exp(�iz)) (z 2 C) ;

hei�t (komplexe) Sinusfunktion.

Bemerkung C.2 1. Aus der De�nition ergibt sich sofort exp(0) = cos(0) = 1 und

sin(0) = 0 sowie

cos(�z) = cos z und sin(�z) = � sin z
f�ur alle z 2 C. Au�erdem sieht man leicht ([�U]), dass f�ur alle z 2 C die sog. Eulersche

Formel

exp(iz) = cos z + i sin z (z 2 C) (C.5)

sowie

cos(z) =
1X
�=0

� gerade

(�1)�=2z�
�!

=
1X
k=0

(�1)kz2k
(2k)!

und

sin(z) =
1X
�=0

� ungerade

(�1)(��1)=2z�
�!

=
1X
k=0

(�1)kz2k+1

(2k + 1)!

(mit absoluter Konvergenz der Reihen) gilt.

2. Ist speziell x reell, so sind auch exp(x), sin(x) und cos(x) reell und es gilt

cosx = Re(exp(ix)) und sinx = Im (exp(ix)) :

Eine der zentralen Eigenschaften der Exponentialfunktion stellt die folgende Funk-

tionalgleichung dar, die zeigt, dass exp aus der Addition eine Multiplikation macht.
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Satz C.3 Es seien z; w 2 C. Dann gilt

exp(z + w) = exp(z) � exp(w) :

Beweis. Die Reihen
1P
�=0

z�

�! und
1P
�=0

w�

�! konvergieren absolut nach B. 6.20. Also kon-

vergiert nach S. 6.22 das Cauchy-Produkt der beiden Reihen, und es gilt

exp(z) � exp(w) =

 1X
�=0

z�

�!

! 1X
�=0

w�

�!

!
=

1X
n=0

nX
�=0

z�

�!

wn��

(n� �)! =

=
1X
n=0

1

n!

nX
�=0

�
n

�

�
z�wn�� S:3:6=

1X
n=0

1

n!
(z + w)n = exp(z + w) :

2

Als Folgerung erhalten wir

Satz C.4 F�ur alle z 2 C und alle n 2 Z gilt exp(nz) = expn(z). Insbesondere ist

exp(�z) = 1= exp(z) und damit auch exp(z) 6= 0.

Beweis. Zun�achst ergibt sich f�ur beliebiges k 2 N

exp(�kz) = expk(�z)

induktiv aus S. C.3. Nach D. C.1 gilt exp(0) = 1. Also folgt aus S. C.3 auch

1 = exp(z � z) = exp(z) � exp(�z)

d. h. exp(�z) = 1= exp(z). Duch Kombination der beiden Identit�aten erh�alt man die

Behauptung auch f�ur negative n. 2

Satz C.5 F�ur alle z 2 C gilt

lim
n!1

�
1 +

z

n

�n
= exp(z)

 
=

1X
�=0

z�

�!

!
:

Beweis. Wir setzen

sn :=
nX
�=0

z�

�!
und bn := (1 + z=n)n :
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Damit gen�ugt es, zu zeigen sn � bn ! 0. Es gilt (mit der binomischen Formel)

bn =
nX
�=0

�
n

�

�
z�

n�

also auch

sn � bn =
nX
�=0

�
1� n(n� 1) � � � (n� � + 1)

n�| {z }
=:�n�

�z�
�!
:

Dabei ist �n� 2 [0; 1] und es gilt �n� ! 0 f�ur n!1 und alle festen �.

Nun sei " > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N" 2 N mit

nX
�=N

jzj�
�!

< "=2 (n � N) :

Aus
N�1P
�=0

jzj�
�! �n� ! 0 (n!1) folgt die Existenz eines N 0

" � N so, dass

N�1X
�=0

jzj�
�!
�n� < "=2 (n � N 0

") :

Also ergibt sich insgesamt f�ur alle n � N 0
"

jsn � bnj �
N�1X
�=0

jzj�
�!
�n� +

nX
�=N

jzj�
�!

�n�|{z}
�1

< " :

2

Bemerkung C.6 Aus S. C.5 ergibt sich insbesondere

exp(1) = lim
n!1

�
1 +

1

n

�n
= e :

Hieraus folgt nach S. C.4

exp(n) = en

f�ur alle n 2 Z. Deshalb schreiben wir in Zukunft auch ez statt exp(z) f�ur allgemeines

z 2 C.

Satz C.7 (Additionstheoreme)

F�ur z; w 2 C gilt

1. cos(z + w) = cos z cosw � sin z sinw ,
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2. sin(z + w) = sin z cosw + cos z sinw .

Beweis. 1. F�ur z; w 2 C gilt

cos(z) cos(w)� sin(z) sin(w) =
1

4

�
(eiz + e�iz)(eiw + e�iw) + (eiz � e�iz)(eiw � e�iw)�

=
1

2

�
eizeiw + e�ize�iw

�
=

1

2

�
ei(z+w) + e�i(z+w)

�
= cos(z + w)

2. ergibt sich durch eine entsprechende Rechnung. 2

Wir schauen uns nun trigonometrischen Funktionen sin und cos speziell f�ur reelle

Argumente, also die Exponentialfunktion f�ur rein imagin�are Argumente an.

Satz C.8 F�ur alle x 2 R ist

cos2 x+ sin2 x = jeixj = 1

und damit insbesondere �1 � cosx � 1 und �1 � sinx � 1.

Beweis. Zun�achst gilt f�ur beliebiges z 2 C

sn(z) =
nX
�=0

z�

�!
=

nX
�=0

z�

�!
= sn(z)! ez (n!1) :

Aus sn(z)! ez (n!1) folgt sn(z)! ez (n!1) ([ �U]). Also ist ez = ez. Speziell

ergibt sich f�ur z = ix

cos2 x+ sin2 x = jeixj2 = eixeix = eixeix = eixe�ix S:C:4= 1 :

2

Unser Ziel ist es nun, die Zahl � analytisch zu de�nieren. Dazu zeigen wir

Satz C.9 Die Funktion cos hat im Intervall (0;1) eine kleinste Nullstelle x0.

Beweis. Nach B. C.2 gilt (mit absoluter Konvergenz)

cosx =
1X
k=0

(�1)kx2k
(2k)!

= 1� x2

2!
+
x4

4!
� x6

6!
+
x8

8!
� : : :

= 1� x2

2!

�
1� x2

3 � 4
�
� x6

6!

�
1� x2

7 � 8
�
� : : :

= 1� x2

2!

�
1� x2

3 � 4
�
�

1X
k=1

x4k+2

(4k + 2)!

�
1� x2

(4k + 3)(4k + 4)

�
:
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F�ur x = 2 ergibt sich

1� 22

(4k + 3)(4k + 4)
> 0 (k 2 N0) ;

also

cos 2 � 1� 22

2!

�
1� 22

3 � 4
�
= �1

3
< 0 :

Aus cos(0) = 1 und der Stetigkeit von cos ergibt sich nach dem Zwischenwertsatz (S.

8.13) die Existenz eines � 2 (0; 2) mit cos(�) = 0. F�ur x0 := inff� : cos(�) = 0; � > 0g
gilt auch cos(x0) = 0 (da cos stetig) und x0 > 0. 2

De�nition C.10 Ist x0 wie in S. C.9, so setzen wir

� := 2x0 :

Bemerkung C.11 Nach obiger De�nition gilt also

cos
��
2

�
= 0

und mit cos(x) = cos(�x) folgt cos(x) > 0 f�ur x 2 ���
2 ;

�
2

�
.

Weiter gilt

1 = jei�=2j2 = cos2
��
2

�
+ sin2

��
2

�
= sin2

��
2

�
:

Au�erdem kann man mit Hilfe des Zwischenewertsatzes zeigen, dass sinx > 0 f�ur

x 2 (0; �=2] und damit insbesondere

sin
��
2

�
= 1

gilt ([ �U]). Hieraus ergibt sich wiederum ei�=2 = i und allgemeiner f�ur k 2 Z

ei�k=2 =
�
ei�=2

�k
= ik =

(
(�1)k=2; falls k gerade

i(�1)(k�1)=2; falls k ungerade
:

Unter Ausnutzung der Additionstheoreme erh�alt man Periodizit�atseigenschaften der

trigonometrischen Funktionen

Satz C.12 F�ur alle z 2 C gilt

1. cos
�
z +

�

2

�
= � sin z ; sin

�
z +

�

2

�
= cos z ,

2. cos(z + �) = � cos z ; sin(z + �) = � sin z ,
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3. cos(z + 2�) = cos z ; sin(z + 2�) = sin z,

(cos und sin sind \2�-periodisch")

4. sin z = 0 genau dann, wenn z = k� f�ur ein k 2 Z,

5. cos z = 0 genau dann, wenn z =
�

2
+ k� f�ur ein k 2 Z.

Beweis. Mit S. C.7.1 und B. C.11 erhalten wir

cos(z + �=2) = cos(z) cos(�=2)� sin(z) sin(�=2) = � sin z :

und

sin(z + �=2) = cos(z) sin(�=2) + sin(z) cos(�=2) = cos z :

Hieraus folgt wiederum

cos(z + �) = cos(z + �=2) cos(�=2)� sin(z + �=2) sin(�=2) = � cos z :

Die weiteren Behauptungen ergeben sich in �ahnlicher Weise ([�U]). 2

Wir wollen uns nun mit der Frage der Umkehrbarkeit der reellen Exponentialfunktion

und der reellen trigonometrische Funktionen besch�aftigen. Zun�achst gilt

Satz C.13 1. F�ur alle x 2 R ist ex � max(1 + x; 0).

2. F�ur alle x < 1 ist ex � 1
1�x .

3. exp : R! R ist streng monoton wachsend.

Beweis. 1. Aus (1 + x=n)n � 0 f�ur fast alle n folgt ex � 0. Ist x � �1 so ergibt sich

mit der Bernoullischen Ungleichung (1+x=n)n � 1+x f�ur alle n, also auch ex � 1+x.

2. Nach 1. gilt f�ur x < 1

e�x � 1� x ;
also auch

ex =
1

e�x
� 1

1� x :

3. F�ur x1 < x2 ergibt sich e
x2=ex1 = ex2�x1 � 1 + (x2 � x1) > 1 nach 1. 2

Bemerkung und De�nition C.14 Insbesondere folgt aus S. C.13.1 und 2.

ex !1 (x!1) und ex ! 0 (x! �1)
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und damit ist exp(R) = (0;1) nach dem Zwischenwertsatz.

Nach S. C.13.3 und S. 8.20 existiert die Umkehrfunktion von exp auf dem Intervall

(0;1) und ist dort stetig und streng monoton wachsend. Diese Funktion nennnen wir

(nat�urliche) Logarithmusfunktion und schreiben daf�ur ln oder auch log. Es gilt also f�ur

x 2 (0;1) und y 2 R
y = ln(x)() ey = x :

Aus den entsprechenden Eigenschaften der Exponentialfunktion ergibt sich leicht ([�U]):

1. F�ur alle x1; x2 > 0 ist ln(x1x2) = ln(x1) + ln(x2).

2. F�ur alle x > 0 und alle n 2 Z ist ln(xn) = n ln(x).

Weiterhin de�nieren wir damit allgemeine Potenzen und Logarithmen.

De�nition C.15 F�ur a > 0 und b 2 C setzen wir

ab := exp(b � ln a) = eb�ln a :

Man beachte, dass aufgrund von 2. in B. C.14 f�ur b = n 2 Z gilt:

an = en ln a:

Damit stimmt die obige De�nition f�ur den Fall b 2 Z mit der alten De�nition �uberein.

Aus den Rechenregeln f�ur ln und exp erh�alt man weiterhin

Satz C.16 (allgemeine Potenzgesetze)

1. F�ur a > 0 und b1; b2 2 C gilt ab1ab2 = ab1+b2 und im Falle b1 2 R auch

(ab1)b2 = ab1b2.

2. F�ur a1; a2 > 0 und b 2 C gilt ab1a
b
2 = (a1a2)

b.

Beweis. 1. Es gilt

ab1ab2 = eb1 ln aeb2 ln a = eb1 ln a+b2 ln a = e(b1+b2) ln a = ab1+b2 :

Im Falle b1 2 R ist ab1 > 0 und damit gilt dann auch

(ab1)b2 = eb2 ln(a
b1 ) = eb2 ln(e

b1 ln a) = eb2b1 ln a = ab1b2 :

2. [ �U]. 2
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Bemerkung und De�nition C.17 Wir betrachten ein festes a > 0; a 6= 1. Dann

gilt f�ur jedes x > 0 mit y := lnx= ln a:

ay = ey ln a = elnx = x

und y ist die einzige (reelle) L�osung dieser Gleichung (die Funktion y 7! ay ist im Falle

a > 1 streng monoton wachsend auf R und im Falle und 0 < a < 1 streng monoton

fallend auf R). Wir de�nieren

loga x :=
lnx

ln a
(x > 0) :

Es gilt also f�ur x > 0; y 2 R

y = loga x() ay = x :

Satz C.18 Es gilt

1. sin ist streng monoton wachsend in [��=2; �=2],

2. cos ist streng monoton fallend in [0; �].

Beweis. 1. Aus S. C.7 folgt f�ur x1; x2 2 R

sinx2 � sinx1 = sin

�
x2 + x1

2
+
x2 � x1

2

�
� sin

�
x2 + x1

2
� x2 � x1

2

�
= 2 � cos

�
x2 + x1

2

�
� sin

�
x2 � x1

2

�
:

Ist ��=2 � x1 < x2 � �=2, so gilt cos
�
x2+x1

2

�
> 0 und sin

�
x2�x1

2

�
> 0, also sinx1 <

sinx2.

2. Analog. 2

Bemerkung und De�nition C.19 Die nach S. 8.20 und S. C.18 auf sin([��=2; �=2]) =
[�1; 1] existierende (und dort streng monoton wachsende und stetige) Umkehrfunktion
von sin hei�t arcsin, d. h. arcsin : [�1; 1]! [��=2; �=2] erf�ullt

y = arcsinx, x = sin y (x 2 [�1; 1]; y 2 [��=2; �=2]) :

Entsprechend bezeichnet man die auf [�1; 1] existierende (und dort streng monoton

fallende und stetige) Umkehrfunktion von cos mit arccos, d. h. arccos : [�1; 1]! [0; �]

erf�ullt

y = arccosx, x = cos y (x 2 [�1; 1]; y 2 [0; �])
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Bemerkung und De�nition C.20 Wir de�nieren die Funktionen

tan : C n f�=2 + k� : k 2 Zg ! C

und

cot : C n fk� : k 2 Zg ! C

durch

tan z =
sin z

cos z
; cot z =

cos z

sin z
:

Dann sind tan und cot stetig auf ihren jeweiligen De�nitionsbereichen.

Au�erdem gilt: tan ist streng monoton wachsend in (��=2; �=2) und cot ist streng

monoton fallend in (0; �) mit W (tanj(��=2;�=2)) = W (cotj(0;�)) = R. Also existieren

auf R die Umkehrfunktionen, genannt arctan bzw. arccot.
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D Polarkoordinaten und der Fundamentalsatz der Alge-

bra

Komplexe Zahlen z (bzw. Punkte im R2) werden meist in Normaldarstellung z = x+iy

(bzw. in kartesischen Koordinaten x; y) angegeben. Eine Alternative, die insbesondere

besser mit der komplexen Multiplikation
"
harmoniert\ ist die Darstellung in Polarko-

ordinaten:

Wir betrachten f : (0;1)� R! C n f0g mit

f(r; ') := rei' (r > 0; ' 2 R) :

Ist � 2 R, so ist fj(0;1)�(�;�+2�] bijektiv.

(Denn:

1. F�ur (r; '); (~r; ~' 2 (0;1)� R mit f(r; ') = f(~r; ~') gilt

r = jrei'j = j~rei ~'j = ~r

und damit auch ei' = ei ~' bzw. ei('� ~') = 1. Aus sin(' � ~') = 0 und cos(' � ~') = 1

folgt ~' = '+2k� f�ur ein k 2 Z mit S. C.12. Damit ist fj(0;1)�(�;�+2�] f�ur jedes � 2 R
injektiv.

2. Auf Grund der 2�-Periodizit�at von ' 7! ei' reicht es, die Surjektivit�at f�ur � = 0 zu

zeigen:

Ist z = x+ iy 2 C n f0g, so setzen wir r := jzj > 0.

1. Fall: y � 0. Dann betrachten wir ' := arccos(x=r) 2 [0; �]. Daf�ur gilt x = r � cos'
und

y2 = r2 � x2 = r2(1� cos2 ') = r2 sin2 ' :

Da ' 2 [0; �] ist, ist sin' � 0. Damit ist y = r sin'.

2. Fall: y < 0. Dann gilt f�ur ' := � arccos(x=r) 2 (��; 0) genauso x = r cos(�') =
r cos' und

y2 = r2 sin2 ' :

Da jetzt sin' < 0 ist, folgt wieder y = r sin'.)

Bemerkung und De�nition D.1 Eine wichtige Folgerung aus der Polarkoordina-

tendarstellung komplexer Zahlen ist die Existenz von Wurzeln komplexer Zahlen: Es

seien n 2 N und � 2 C n f0g. Dann existieren genau n L�osungen der Gleichung

zn = � ;

n�amlich

zk :=
n
p
r ei('+2k�)=n (k = 1; : : : ; n) ;



D POLARKOORDINATEN UNDDER FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA349

falls w = rei'. Diese n Zahlen hei�en n-te (komplexe) Wurzeln aus �.

(Denn: Da ' 7! ei' 2�-perodisch ist, gilt einerseits

znk = r � ei('+2k�) = rei' = w (k = 1; : : : ; n) ;

und andererseits folgt f�ur z = �ei 2 C n f0g mit zn = �

�nein = zn = rei'

und damit � = n
p
r und  = (' + 2k�)=n f�ur ein k 2 Z. Wieder auf Grund der 2�-

Periodizit�at sind von diesen Zahlen nur n paarweise verschieden.)

Ist speziell � = 1, so hei�en die n Zahlen

zk = e2k�i=n (k = 1; : : : ; n)

n-te Einheitswurzeln. So sind etwa �1 die zweiten Einheitswurzeln und �i;�1 die

vierten Einheitswurzeln.

Die Existenz von Wurzeln bedeutet, dass Polynome P : C! C der Form P (z) = zn��
stets Nullstellen besitzen. Allgemein gilt

Satz D.2 (Fundamentalsatz der Algebra)

Es sei n 2 N und P : C! C ein Polynom vom Grad n, d.h.

P (z) =
nX
�=0

a�z
� (z 2 C)

mit a0; : : : ; an 2 C; an 6= 0. Dann existieren z1; : : : ; zn 2 C so, dass

P (z) = an �
nY
k=1

(z � zk) :

Beweis.

1. Ist (wj) eine Folge in C mit jwj j ! 1 (j !1), so gilt

P (wj)

anwnj
= 1 +

n�1X
�=0

a�
an

1

wn��j| {z }
!0 (j!1)

! 1 (j !1) ; (D.6)

Also existiert insbesondere ein R > 0 so, dass

jP (z)j � 1

2
janj jznjn (jzj � R)
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(sonst w�are jP (wj)j < 1

2
janj jwj jn f�ur eine Folge (wj) mit jwj j ! 1 im Widerspruch

zu (D.6)). W�ahlt man noch R so gro�, dass
1

2
janjRn > ja0j ist, so folgt

jP (z)j > ja0j = jP (0)j (jzj � R) ;
und damit ist

inf
z2C
jP (z)j = inf

jzj�R
jP (z)j :

Da jP j : C! R stetig ist, hat jP jjfz2C:jzj�Rg nach S. 9.29 ein Minimum, d.h. es existiert

ein z1 mit

jP (z1)j = min
jzj�R

jP (z)j = min
z2C
jP (z)j :

2. Wir zeigen: P (z1) = 0.

Angenommen, nicht. Dann ist Q : C! C mit

Q(z) :=
P (z + z1)

P (z1)
(z 2 C)

ein Polynom vom Grad n mit Q(0) = 1 und jQ(z)j � 1 (z 2 C). Damit ist durch
R(z) := 1�Q(z) ein Polynom vom Grad n gegeben mit R(0) = 0. Also existieren ein

m 2 N und bm; : : : ; bn 2 C mit bm 6= 0 und

R(z) = bmz
m + bm+1z

m+1 + : : :+ bnz
n :

Ist bm = jbmjei', so gilt f�ur  = �'=m und t 2 R
R(tei ) = jbmjtm + tm

X
�

= m+ 1nb�t
��mei� 

mit

�(t) :=
nX

�=m+1

bme
i� t��m ! 0 (t! 0) :

W�ahlt man t > 0 so klein, dass j�(t)j < jbmj
2

und t < 1= m
pjbmj, so folgt

jQ(tei )j = j1�R(tei )j � j1� jbmjtmj+ tmj�(t)j

= 1� jbmjtm + tmj�(t)j < 1� jbmj
2

tm < 1 :

Widerspruch zu jQ(z)j � 1.

3. Es gilt nach 2. und mit der verallgemeinerten geometrischen Summenformel

P (z) = P (z)� P (z1) =
nX
�=1

a�(z
� � z�1 ) =

= (z � z1)
nX
�=1

a�

��1X
�=0

z�z��1��1| {z }
=:P1(z)

:
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Dabei ist P1 ein Polynom vom Grad n � 1 mit f�uhrendem Koe�zienten an (d.h.

P1(z) =
n�1P
�=0

c�z
� mit cn�1 = an).

Durch Anwendung von 2. auf P1 erhalten wir ein z2 2 C mit P1(z2) = 0. Dann gilt

entsprechend

P1(z) = (z � z2)P2(z)
mit einem Polynom P2 vom Grad n�2 und f�uhrendem Koe�zienten an. So fortfahrend

erhalten wir nach n Schritten

P (z) = (z � z1)P1(z) = (z � z1)(z � z2)P2(z) =

= � � � = (z � z1)(z � z2) � � � (z � zn)an :

2
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E Kompaktheit

De�nition E.1 Es sei (X; d) ein metrischer Raum.

1. Eine Familie U o�ener Mengen in X hei�t o�ene �Uberdeckung von X, falls

X =
[
U2U

U :

2. X hei�t (�uberdeckungs)-kompakt, falls jede o�ene �Uberdeckung U von X eine

endliche Teil�uberdeckung enth�alt, d. h. ist U eine o�ene �Uberdeckung von X, so

existieren U1; : : : ; Um 2 U mit

X =
m[
j=1

Uj :

3. Ist K � X, so hei�t K kompakt, falls (K; djK�K) kompakt ist.

Satz E.2 Es sei (X; d) ein metrischer Raum. Dann sind �aquivalent:

a) X ist kompakt.

b) Jede unendliche Teilmenge M � X hat einen H�aufungspunkt.

c) Jede Folge in X hat eine konvergente Teilfolge (d. h. X ist folgenkompakt).

Beim Beweis verwenden wir folgendes Hilfsresultat, das auch f�ur sich genommen in-

teressant ist.

Satz E.3 Ist (X; d) ein metrischer Raum mit der Eigenschaft, dass jede Folge in X

eine Cauchy-Teilfolge besitzt, so ist X separabel.

Beweis. 1. Es sei " > 0 gegeben. Wir zeigen zun�achst: Es existiert eine endliche

Teilmenge A" von X mit

d(a; b) � " f�ur alle a; b 2 A"; a 6= b

und

U"(x) \A" 6= ; f�ur alle x 2 X :

Angenommen, eine solche Menge A" existiert nicht. Dann de�nieren wir induktiv eine

Folge (xn) in X so, dass d(xj ; xk) � " f�ur alle j; k mit j 6= k. Eine solche Folge

hat keine Teilfolge, die eine Cauchy-Folge ist. Also ergibt sich ein Widerspruch zur

Voraussetzung.
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Wir setzen x1 2 X beliebig und nehmen an, dass wir x1; : : : ; xn mit d(xj ; xk) � " f�ur

j; k = 1; : : : ; n; j 6= k, bereits de�niert haben. Die Menge fx1; : : : ; xng erf�ullt dann die

erste Bedingung, so dass nach Annahme die zweite nicht erf�ullt ist. Folglich existiert

ein xn+1 2 X mit

U"(xn+1) \ fx1; : : : ; xng = ; ;
d. h. d(xn+1; xj) � " f�ur j = 1; : : : ; n. Damit ist (xn) wie gew�unscht.

2. Wir de�nieren

A :=
1[
n=1

A1=n :

Dann ist A abz�ahlbar (S. B.3). Ist x 2 X und " > 0 gegeben, so folgt f�ur n mit 1=n < "

aus (��):
U"(x) \A � U1=n(x) \A1=n 6= ; :

Also ist x 2 A oder x 2 H(A), d. h. x 2 A nach S. 9.14. Da x 2 X beliebig war, ist

A = X. 2

Beweis zu S. E.2.

c) ) a): Nach S. E.3 existiert eine abz�ahlbare dichte Teilmenge A von X. Es sei

B := fUr(x) : x 2 A; r 2 Q; r > 0g

0B@= [
r>0
r2Q

fUr(x) : x 2 Ag

1CA :

Dann ist auch B abz�ahlbar nach S. B.3.

Es sei nun U eine o�ene �Uberdeckung von X und

B0 := fB 2 B : 9U 2 U : B � Ug :

F�ur jedes B 2 B0 w�ahlen wir ein VB 2 U mit B � VB und setzen

U0 := fVB : B 2 B0g (� U) :

Dann ist U0 abz�ahlbar (da B0 abz�ahlbar ist). Wir zeigen, dass U0 eine o�ene �Uber-

deckung von X ist. Dazu sei y 2 X beliebig. Wir w�ahlen ein U 2 U mit y 2 U .

Da U o�en ist, existiert ein " > 0 mit U"(y) � U . Nun w�ahlen wir ein x 2 A mit

d(x; y) < "=2 und ein r 2 Q mit d(x; y) < r < "=2. Dann gilt (Dreiecksungleichung!)

z 2 Ur(x) � U"(y) � U ;

also B := Ur(x) 2 B0. F�ur VB gilt z 2 B � VB und VB 2 U0. Folglich ist U0 eine
�Uberdeckung von X.

(Wir haben also bisher gezeigt: Jede o�ene �Uberdeckung besitzt eine abz�ahlbare

Teil�uberdeckung.)
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Es sei fVn : n 2 Ng eine Abz�ahlung von U0. Wir setzen

Wn :=
n[
j=1

Vj :

Dann ist Wn � Wn+1 (n 2 N) und
S
n2N

Wn =
S
j2N

Vj = X . Es gen�ugt zu zeigen:

Wn = X f�ur ein n 2 N.
Angenommen dies ist nicht der Fall. Dann exisitert f�ur alle n 2 N ein xn 2 XnWn. Nach

Voraussetzung hat (xn) eine Teilfolge (xnk)k mit Grenzwert x. Wir w�ahlen N 2 N mit

x 2WN . Dann gilt einerseits xn 62WN f�ur alle n � N aber andererseits auch xnk 2WN

f�ur alle k � k0 (da xnk ! x (k !1) und WN o�en). Widerspruch!

a) ) b): Angenommen, b) gilt nicht. Dann existiert eine unendliche Teilmenge D von

X ohne H�aufungspunkt. Also existiert zu jedem x 2 D eine o�ene Umgebung Vx von

x mit D \ Vx = fxg. Da D abgeschlossen ist (nach S. 9.15) ist U := fUx := Vx [Dc :

x 2 Dg eine o�ene �Uberdeckung von X. Ist fUx1 ; : : : ; Uxng eine endliche Teilmenge

von U , so ist X 6�
nS
j=1

Uxj , da f�ur x 2 Dnfx1; : : : ; xng( 6= ;) gilt: x 62 Uxj (j = 1; : : : ; n).

Widerspruch zu a)!

b)) c): Es sei (xn) eine Folge inX. Ist E := fxn : n 2 Ng endlich so existiert eine Teil-
folge (xnk) von (xn) mit xnk � xn1 f�ur alle k 2 N, also gilt xnk ! xn1 2 X (n!1) .

Ist E unendlich, so hat E nach Voraussetzung einen H�aufungspunkt x 2 X. Dann exi-

stiert auch eine Teilfolge (xnk) von (xn) mit xnk ! x(n!1) (vgl. B. 7.17). 2
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