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1 MENGEN UND ABBILDUNGEN 1

1 Mengen und Abbildungen

Wir starten mit einigen einfithrenden Definitionen und Ergebnissen aus der Theorie
der Mengen und Abbildungen, die nicht nur Grundlage der Analysis sondern der ge-
samten Mathematik sind.

Unsere Darstellung griindet auf den von G. Cantor geprigten (sog. naiven) Mengen-
begriff.

Eine Menge M ist eine ”Zusammenfassung von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem

Ganzen”.

Ein solches Objekt z heifit Element der Menge M (Schreibweise: x € M; ist x nicht
Element von M, so schreiben wir x ¢ M). Es gibt prizipiell zwei Moglichkeiten der
Darstellung von Mengen: die aufzihlende Schreibweise (etwa M = {1,3,5,7}) und die
beschreibende Schreibweise. Die beschreibende Schreibweise hat allgemein die Form
M = {z : z hat die Eigenschaft E}, wobei F irgendeine Eigenschaft ist (also im obigen
Fall etwa M = {z : x ungerade natiirliche Zahl kleiner als 9}).

Definition 1.1 Es seien A, B Mengen.

1. A heifit Teilmenge von B, falls fiir jedes z € A auch z € B gilt. (Schreibweise:
A C B).

2. A und B heilen gleich (Schreibweise A = B), falls A C B und B C A.

3. Die Menge B\ A := {z : x € Bundz ¢ A} heifit Differenz von B und A. Ist
A C B, so heifit A¢:= Cp(A) := B\ A Komplement von A (bzgl. B).

4. Die Menge ohne Elemente heifit leere Menge (Schreibweise: ).

5. Die Menge AU B :={z: x € Aoderz € B} heifit Vereinigung von A
und B.

6. Die Menge AN B :={z:z € Aundz € B} heifit Schnitt von A und B.

Definition 1.2 Es seien A und B Mengen. Dann heif}t
Ax B:={(a,b):a€ A be B},

also die Menge der geordneten Paare von Elementen aus A und B, das Produkt oder
die Produktmenge von A und B. (Ein geordnetes Paar ist formal definiert als (a,b) :=
{{a},{a,b}}; insbesondere gilt also (a,b) = (d,b) genau dann, wenn a = und b = b
ist.)
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Beispiel 1.3 Ist A= {1,2} und B = {3}, so ist
Ax B={(1,3),(2,3)} und Bx A=1{(3,1),(3,2)} .

Man beachte, dass A x B nicht mit B x A iibereinstimmt.

Satz 1.4 Es seien Ay, As, A3 Mengen. Dann gilt

1. AfUAy =AU Ay,
A1 NAs =ANA;.

2. A4 U (A2 U Ag) = (A1 U AQ) U As,
AN (A2 N Ag) = (A1 N AQ) N As.
Wir schreiben deshalb auch kurz A1 U As U As und A; N Ax N As.

3. AN (AQ U Ag) = (A1 N AQ) U (A1 N Ag),
AU (A2 N Ag) = (A1 U AQ) N (A1 U Ag)

Beweis.
1. und 2. folgen sofort aus Definition 1.2. Wir beweisen die erste Aussage von 3.
“C”: Es sei

x € A1 N(Ay U A3) .

Dann ist z € A; und z € Ay U As.

1. Fall: z € Ap und z € As. Dann ist x € A1 N As, also auch
S (A1 N Az) U (A1 N A3).
2. Fall: z € A; und z € Az. Dann ist x € A; N Az, also auch

T € (A1 N Ag) U (A1 N A3)

Also ist in jedem Fall z € (A; N Ag) U (A1 N As).

Damit gilt A1 N (A U A3) C (A1 N Ag) U (A1 N A3).

“D”: Umgekehrt sei z € (A1 NA3)U(A1NA3). Dann ist z € Ay N Ay oder z € Aj N As.
In beiden Fillen ist dann = € Ay N (Ag U As). Also folgt (A N Ay) U (A1 N A3z) C
A1 N (A U Ajg).

Die zweite Aussage von 3. als [U]. O

Satz 1.5 (Regeln von de Morgan) Es seien Aj, A2 Mengen, und es sei B eine
Menge mit Ay C B und Ay C B. Dann gilt

1. CB(A1 U AQ) = CB(Al) N CB(AQ)

2. CB(A1 N AQ) = CB(Al) U CB(AQ).
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Beweis.

1. “C”: Esseiz € Cg(A1UAy). Dannist z € Bund z ¢ AjUAy, alsox € Bund z € A;
sowie € Ay. Damit ist z € Cp(A;) und z € Cp(Asg), d. h. z € Cp(A;) N Cp(As).
“D7: Es sei © € Cg(A1) N Cp(A2). Dann ist z € Cp(A;) und z € Cp(Ay). Also ist
z € Bundz ¢ A sowiex ¢ Ay. Dannist x € Bund z ¢ A1UAg, also z € Cp(A1UA3).

2. [U]. O

Definition 1.6 Esseien X und Y Mengen. Eine Teilmenge R von X XY heifit Relation
(zwischen X und Y'). Ist speziell X =Y, so heiit R Relation in X. Eine Relation R
zwischen X und Y heifit Abbildung (von X nach Y ) bzw. Funktion (von X nach Y')
falls gilt:

a) Fiir alle z € X existiert ein y € Y mit (z,y) € R.
und
b) Sind (z,y) € R und (z,7) € R so gilt y = 9.

Bemerkung und Definition 1.7 Ist R eine Abbildung von X nach Y, so ist jedem
Wert z € X genau ein Wert f(z) mit (z, f(z)) € R zugeordnet. Wir identifizieren R
dann auch mit dieser Zuordnungsvorschrift f und schreiben f : X — Y oder z — f(x).
Weiter heiflen X der Definitionsbereich, Y der Zielbereich und

W(f):={f(z) :ze X} ={yeY:Tze X mity = f(z)}
der Wertebereich (von f). Ferner setzen wir fir B C Y
f7H(B):={z e X: f(z) € B}
(f~X(B) heiBt Urbild von B unter f) und fiir A C X
fA):={f(z):z€ A} ={yeY : Tz e Amity = f(r)}

(f(A) heifit Bild von A unter f).

Ist f: X — Y und ist Xo C X, so heifit f|x, : Xo — Y, definiert durch fix (z) := f(=)
fiir alle z € Xg, Einschrinkung von f auf Xj.

Satz 1.8 Es scien X,Y Mengen und f : X — Y. Dann gilt fir A1, As C X und
B,B,CY

1. f(A1UAg) = f(A1) U f(A2),

2. [7HB1U By) = f~HB1) U f~H(Ba),
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8. f(A1NAz) C f(A1) N f(A2),

4. [THBINBa) = f~H(B1) N f~1(Ba).

Beweis.

1. “C”: Esseiy € f(A3UAz). Dann existiert ein z € A; U Ay mit f(z) = y. Ist z € Ay,
soist y = f(z) € f(A1) C f(A1)Uf(As). Entsprechend ist y € f(A2) C f(A1)U f(As2)
im Falle z € As.

“>”: Nach Definition gilt f(A;) C f(A1 U As) und f(A2) C f(A1 U Ay) also f(A)U
f(A2) C f(A1 U Ag).

2. “C”: Es sei z € f 1(By UBy). Dann ist f(z) € By U Bs.

Ist f(z) € By, so ist x € f~'(By) also auch z € f~'(By) U f 1(B3). Entsprechend ist
z € fY(By) C fHB1)U f 1(By), falls f(z) € Bo.

“D7”: Nach Definition gilt

f7N(B1) C fH(B1UBy) und f~'(By) C f7(B1UBy) ,
also f~1(B1) U f~1(By) C f~1(B1UBy).

3. Es sei y € f(A1 N Ay). Dann existiert ein z € Ay N Ay mit f(z) =y. Daxz € A; und
T € Ag ist, fOlgt Yy € f(Al) N f(AQ)

4. [U] m

Beispiel 1.9 Es seien

N:={1,2,3,...} = {natiirliche Zahlen}
und

7 := {ganze Zahlen} = {0, £1,+2,...} .
Weiter seien X =Y =Z und f : Z — Z definiert durch

flz) = { xz, falls >0

—z, falls z <0 '

Dann gilt W(f) = No := NU {0}. Weiter ist etwa

YL, oonY) = . nu{-1,-2,-3,..) = {-n,...,—1,1,...,n}

und f1({—=1,-2,-3,...}) = 0 sowie f(N) =N = f(Z\ {0}). Ist f : Ny — Z definiert
durch
f(z) =z (x € Ng) ,

S0 ist zwar f(x) = f(z) fir alle z € Ny, aber f # f. Es gilt aber fino = f.
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Definition 1.10 Es seien X,Y Mengen. Eine Abbildung f : X — Y heifit
1. surjektiv (oder Abbildung von X aufY), falls W(f) =Y ist,

2. injektiv (oder eineindeutige Abbildung), falls fiir alle y € W(f) die Menge
f'({y}) einelementig ist (d. h. sind z1,79 € X mit f(z1) = f(z2), so ist

r1 = 5132),

3. bigektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Beispiel 1.11 Es seien f und f wie im B 1.9 Dann ist f weder surjektiv noch injektiv
(es gilt f~1({(n}) = {n,—n} fiir alle n € N); f ist injektiv.

Definition 1.12 Es seien X,Y, Z Mengen und f : X — Y sowie g : ¥ — Z Abbil-
dungen. Dann heifit go f : X — Z, definiert durch

(go f)(z) :=g(f(z)  (z€X)

Verkniipfung von g und f (oder Hintereinanderausfihrung von f und g).

Satz 1.13 FEs seien X,Y,Z, U Mengen und f : X - Y,g: Y - Z und h: 2 - U
Abbildungen. Dann gilt

ho(gof)=(hog)of.

Beweis.
Es gilt ho(go f): X — U sowie (hog)o f: X — U und fiir z € X ist

(ho(ge f))(z) = hl(ge f)(x)) =h(g(f(x)) = (hog)(f(z)) =
= ((hog)o f)(z).

Definition 1.14 Es seien X, Y Mengen und es sei f : X — Y bijektiv. Wir definieren

Ty =2 (yeY),

wobei y = f(z). Die Abbildung f~ ! :Y — X heit Umkehrabbildung von f. Es gilt
dabei
fTlof: X=X, (flof)le)=2 (z€X),

d. h. f~tof =idy, wobeiidx : X — X, definiert durch idx (z) := z (z € X), die sog.
identische Abbildung auf X bezeichnet. Genauso gilt f o f~! = idy und auBerdem ist
auch f~!':Y — X bijektiv.
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Definition 1.15 Es sei I # () eine Menge, und es seien A, Mengen fiir alle « € 1. (I

nennt man dann “Indexmenge”.) Dann heifit

UAa::{x:xeAafiireinaEI}
acl

Vereinigung der Mengen A, (iiber a € I).
Weiter heif}t
() Ao = {2 : 7 € A, fiir alle o € T}

a€cl
Durchschnitt der Mengen A, (iiber o € I).
Ist speziell I endlich, etwa I = {j1,...,Jn} so schreiben wir auch

n
Ajl U...UAjn = UAjk = UAJ
k=1 jel

und

Ajlm---ﬂAjn: mA]k = ﬂAJ
k=1 jer

Beispiel 1.16 Es sei P = {p : p Primzahl} und
A, :={kp:keN} (peP).

Dann ist

U4, =J{kp: k eN} =N\ {1}

pelP peP

und

(4, =0.
p€eP
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2 Korper und das Prinzip der vollstindigen Induktion

Den geeigneten Rahmen fiir die Fragen der Differential- und Integralrechnung, denen
wir uns spiter zuwenden wollen bilden die reellen Zahlen. Wir werden die reellen
Zahlen als den (i. W. einzigen) “vollstiandigen geordneten Korper” kennenlernen.

Definition 2.1 Es sei K eine Menge mit mindestens zwei Elementen, und es seien
+:Kx K — K und - : K x K — K Abbildungen. Dann heifit K = (K, +,-) Korper,

falls folgende Rechenaxiome gelten:

(K.1) Firallez,ye Kistz+y=y+zundz-y=y-z
(Kommutativgesetze)

(K.2) Firalle z,y,2 €e Kist (z+y)+z=a+(y+2z)und (z-y)- 2=z (y-2)
(Assoziativgesetze)

(K.3) Es existiert ein Element 0 = 0x € K mit 2 + O = z fiir allex € K
(Existenz einer Null)

(K.4) Es existiert ein Element 1 = 1x € K \ {0} mit - 1x = z fir allez € K \ {0}

(Existenz einer Eins)

(K.5) Fiir alle z € K existiert ein Element —z € K mit  + (—z) = 0 und
fiir alle z € K \ {0} existiert ein Element 2! € K mit z-2z71 =1

(Existenz von inversen Elementen)

(K.6) Firalle z,y,z € K gilt - (y+2) = (z-y) + (z - 2)
(Distributivgesetz)

Statt z - y schreiben wir im folgenden auch kurz zy. Auflerdem schreiben wir kurz
x-y+ z statt (z-y)+z (Punktrechnung vor Strichrechnung). Schliefilich schreiben wir

kurz o —y statt  + (—y) und ¥ (oder z/y) statt zy~ L.

Bemerkung 2.2 Wichtig fiir Axiom (K.5) ist, dass “die Null und die Eins eindeutig
bestimmt sind”, d. h. es existiert nur ein O € K mit z + 0 = z fiir alle z € X und
nur ein 1x € K\ {0} mit z - 1x =z fir alle z € K \ {Og}.

(Denn: Es seien 0 und 0% € K mit z + 0% = z + 0% = z fiir alle z € K.

Dann gilt

(K.1)

M= 0 4 O = 0% + 0% = 0

Entsprechendes gilt fiir 1)

Die Eindeutigkeit der inversen Elemente ist ein Spezialfall des folgenden Satzes
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Satz 2.3 Es sei (K, +,-) ein Korper, und es sei a € K.
1. Fir jedes b € K hat die Gleichung
a+x=">
genau eine Losung, namlich © = b — a.
2. Ist a # 0, so hat fir jedes b € K die Gleichung
a-x=1»b
genau eine Losung, namlich © = b/a.

Auperdem gilt O - x = Ok fiir alle z € K.

Beweis. Wir beweisen, nur Aussage 1. Der Beweis von 2. bleibt als [U].
Wir zeigen, dass £ = b — a die Gleichung 16st: Es gilt

~—

)Y ot (=) + ) " (@t (—a)) +b

5y

a+(b—a) = a+(b+(—a)
e I SO A

Wir zeigen, dass die Losung eindeutig bestimmt ist: Ist 2/ € K mit a + 2’ = b, so gilt

~
w

1 (

x
(

3)
1)

(K.2

D 4 0t (~a) " (@ + a) + (~a)

z +0

Nz

(a+z')+(—a)=b+(-a)=b—a.

Also ist ' = b — a. O

Bemerkung 2.4 Wir stellen noch einige Rechenregeln zusammen, deren Beweis sich

aus den Axiomen (K.1) bis (K.6) und S. 2.3 ergibt ([U]). Fiir alle z,y € K gilt
1. Esiist -y = Og genau dann, wenn « = Og oder y = O
2. —(—x) ==
3. (z ) =z (z#0k)
4. —(zy) = (-2)y = 2(-y)

5. (zy)~t=a"ly™t (z,y # Ok)



2 KORPER UND DAS PRINZIP DER VOLLSTANDIGEN INDUKTION 9

Beispiel 2.5 1. Es sei Q :={p/q:p € Z,q € Z\ {0}} = {rationale Zahlen}
(Dabei werden p/q und p’/q" als gleich angesehen, falls

pd =qp

gilt. Eine Eindeutigkeit der Darstellung erhilt man etwa durch die Forderung

_p
=2

q

wobei p € Z und ¢ € N teilerfremd sind.)
Wir definieren wie tiblich fir z = p/gund y =7/s € Q

r S+
:zr-l-y:‘?-l-f::p g
q S qs
und
b r br
:L'yszzi
q s qs

(man sieht leicht, dass diese Definitionen unabhingig von den gewihlten Darstellun-

gen fiir  und y sind).

2. Es sei K = {oh, ei} mit den Rechenoperationen

+ | oh | el - | oh | el
oh | oh | el oh | oh | oh
et | el | oh et | oh | et

Dann ist (K, +,-) ein Kérper mit oh = 0x und ei = 15 (Beweis: [U]).

3. (N,+,-) und (Z,+,-) mit der iiblichen Addition und Multiplikation bilden keine
Korper.

Definition 2.6 Wir definieren nun Summen und Produkte fiir mehr als zwei Sum-

manden bzw. Faktoren: Sind z1,...,z, € K fiir ein n € N, so setzen wir

k+1

1 k
Zx,,:::vl und Zx,,::< x,,>+xk+1fﬁrk:1,...,n—l
v=1 v=1 1

v=

und
1 k41 k
Hwy:zml und H:zr,,:: Ty | xp firk=1,...,n—1.
v=1 v=1 v=1

Ist speziell z; = ... =z, =: z, so schreiben wir

n n
E :1:,,25 T =:nx
v=1 v=1
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und

und
0-z:=0x, 2" :=1x wobei 0 die Null in Z bezeichnet .

Eng verbunden mit dem eben verwendeten Prinzip der rekursiven oder induktiven
Definition ist das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion:
Fiir alle n € N sei eine Aussage A(n) gegeben. Zum Beweis der Behauptung

“Fiir alle n € N gilt A(n)”
geht man oft folgendermaflen vor:
1. Man zeigt, dass A(1) richtig ist (Induktionsanfang).

2. a) Man nimmt an, dass A(k) (oder auch A(1),...,A(k)) fiir ein beliebiges
k € N richtig ist (Induktionsannahme).

b) Man zeigt, dass aus der Richtigkeit von A(k) (bzw. A(1),...,A(k)), d. h.

aus der Induktionsannahme, die Richtigkeit von A(k+ 1) folgt (Induktions-
schritt).

Dieses Beweisschema nennt man Induktionsbeweis oder vollstindige Induktion. Aus 1.
und 2. ergibt sich, dass A(n) fir alle n € N richtig ist, denn es ist ja

n=1 : A(1) richtig nach 1.

n=2 : A(2) richtig nach 2., wenn dort k£ = 1 gesetzt wird
n=3 : A(3) richtig nach 2., wenn dort k£ = 2 gesetzt wird
u.s.w

Manchmal méchte man statt A(n) fir alle n € N auch A(n) fir alle n € Ng,n > N fiir
ein N € Ny zeigen. Dann macht man den Induktionsanfang nicht fiir n = 1, sondern
fiir n = N und den Induktionsschritt von & auf k& + 1 fiir beliebiges & > N.

Ein typischer Induktionsbeweis ist der Beweis zu

Satz 2.7 Fir allen € N gilt
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Beweis.

1
1. Induktionsanfang: Fiir n =1 gilt ) v = L2 (d. h. A(1) gilt).

v=1

k
2. a) Induktionsannahme: Fiir ein k£ € N gelte > v = k(k;l) (d. h. A(k) gelte).

v=1

k+1
b) Wir zeigen: aus a) folgt > v = w (d. h. A(k + 1) folgt).
v=1

Es gilt:

s k(K + 1) R+ 1) +2(k+1)

k
;;u = (2})44k+1%=j24%k+n__ :

Wir kommen noch einmal auf das Summen- und das Produktzeichen zu sprechen.

Bemerkung 2.8 Ist ¢ : {1,...,n} — {1,...,n} bijektiv, so gilt
n n n n
PIEFOED IR U | EXOR |
v=1 v=1 v=1 v=1

Damit wird folgende Schreibweise sinnvoll: Ist I eine n-elementige Menge und sind

zj € K fiir j € I, so setzen wir

n n
E zj = g z;, und Hmj = Ha:j,,
v=1 v=1

jerI jeI

,Jn} eine beliebige Nummerierung von I ist. Es ergibt sich damit

g T-Tj;=1x- g T

wobei I = {ji,...
weiter: Ist z € K, so folgt

jel jel
m
und ist I = |J I, mit I, N1,y =0 fir p # /, so folgt fir y, := Y x;
n=1 Jely
m m
Dwi =2 (=) ) )
jel p=1 p=1j€l,
sowie fiir z, := [] z;
jel,

ij: 1_[1zu(: H H%)

jel u=ljel,
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Die obigen Beziehungen verallgemeinern die entsprechenden Axiome (K.1), (K.2) sowie
(K.6). Die Beweise ergeben sich (nicht ganz leicht!) per Induktion.

Weiter kann man hiermit zeigen, dass fiir m,my, my € Z und z1,x9,z # 0 folgende
Potenzgesetze gelten:

MMz — a;ml-‘rmz ,
ST = (@)™,
(:L_ml)mz pmme

Wir betrachten jetzt Korper, die neben den algebraischen Strukturen “4” und “” eine
Ordnungsstruktur haben.

Definition 2.9 Es sei K = (K, +,) ein Korper. Dann heifit K = (K, +, -, <) geord-
net, wenn auf K eine Relation < gegeben ist, die folgenden Ordnungsaxiomen geniigt.

(0.1) Fir alle z,y € K gilt genau eine der Beziehungen
r=vy oder z<y oder oder y<uz
(Trichotomiegesetz).
(0.2) Ausz <y undy < z folgt z < z (Transitivgesetz).
(03) Ausz<yfolgtx+2<y+2z firallez e K (1. Monotoniegesetz).
(04) Aus z <y und Og < z folgt xz < yz (2. Monotoniegesetz).

Fiir z < y schreiben wir auch y > z. Auflerdem bedeutet z < y, dass entweder x = y
oder x < y gilt. Dann schreibt man auch y > z. Wir nennen x € K positiv, falls
z > 0x gilt und negativ, falls x < O gilt.

Beispiel 2.10 Es sei Q = (Q, +, ) mit der iiblichen Addition und Multiplikation (B.
2.5.1). Wir setzen
b1 _ P2

— < — (plaPQEzaqlanGN)
q1 q2

falls p1go kleiner als poq; in den ganzen Zahlen Z. Dann ist (Q, +, -, <) ein geordneter
Korper.

Satz 2.11 Es seien K = (K, +,-,<) ein geordneter Korper und x,y € K. Dann gilt
1. Esist x > 0 genau dann, wenn —x < Ox ist,
2. Aus z,y < Ox oder x,y > Ok folgt xy > Ok,

3. Fiir x # 0 ist 2 > 0k, insbesondere also 1 = 1%( > Og,



2 KORPER UND DAS PRINZIP DER VOLLSTANDIGEN INDUKTION 13
4. Aus O <z <y folgt O <y~ ' < z!.

Beweis.
1. Aus 0 < z folgt mit (O.3)
—z=0+(—z)<z+(-z)=0,
d. h. —z < 0. Entsprechend folgt aus —z < 0 auch 0 =z + (—z) <z 4+ 0 = =.

2. Sind z,y > 0 so folgt mit (0.4) sofort 0 = 0y < zy.
Es seien z,y < 0. Aus z < 0 folgt —z > 0 nach 1. Wegen y < 0 ergibt sich mit
(0.4)
—(zy) = y(=z) <0(-x) =0,
also zy > 0 mit 1.
3. Ergibt sich unmittelbar aus 2. und (O.1).

4. Wir zeigen zunéichst: z=! > 0. (Denn: Angenommen, es ist z=! < 0 (beachte
z=! # 0). Dann folgt mit (0.4) 1 = zz~! < 20 = 0 im Widerspruch zu 3.)
Genauso ist y~! > 0. Damit ergibt sich aus z < y mit (0.4) zy~' < yy~ ' =1
und wieder mit (0.4) z7 oy~ <zl =271 also y~! <z7h

Bemerkung 2.12 Es sei K ein geordneter Koérper. Per Induktion sieht man leicht:
1. Ist z < gy, so ist auch nz < ny fiir alle n € N,
2. Ist x > Ok, so ist auch nz > mz > Ok fiir alle n,m € N mit n > m,

3. Ist O <z <y, soist auch O < 2™ < y™ fir alle n € N.

Insbesondere erhédlt man aus 15 > Ox damit nlxg > mlg > 0 fir alle n,m € N mit
n > m. Als Folgerung ergit sich, dass jeder geordnete Korper unendlich viele Elemente
enthélt!
Aus S. 2.11.4 folgt weiter 0 < (nlg) ! < (mlg) ! Setzt man also fiir z € K und
n €N

z/n:=z-(nlg)"",

so ergibt sich damit fiir alle z > Ox
z>x/2>z/3>c/4--- > 0.

Also liegen zwischen Ox und z unendlich viele Elemente aus K. Entsprechend gilt fiir
y<zauchy <y+ (r—y)/n <z firallene N\ {1}.
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Wir beweisen zum Abschluss eine sehr niitzliche Ungleichung.

Satz 2.13 (Bernoullische Ungleichung)
Es sei K ein geordneter Korper, und es sei v € K,z > —1g. Dann gilt fir alle n € N

(Ix+z)" > 1 +nx .

Beweis. Es sei x > —1 fest. Wir fithren den Beweis per Induktion nach n.
1. Fiir n =1 ist die Behauptung klar.

2. Fiir ein k € N gelte (1 + z)¥ > 1 + kz. Dann folgt mit (0.4)

1+2)f = 1+2)0+2) >0 +2) (0 +kz) =1+ kz + z + z(kz)
= 1+k+Dz+kx>>14+ (k+ 1)z

(man beachte: es ist 22 > 0 und damit auch kz? > 0).
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3 Geometrische Summenformel und binomische Formel

Eine wichtige Formel fiir Summen von Potenzen in Korpern ist die

Satz 3.1 (geometrische Summenformel) Fiir alle z € K \ {1} und alle n € N gilt:

—_

n—

1= =3 (3.1)

1—=x

<

n—1

Beweis. Wir zeigen: 1 —z" = (1—z) Y, z¥. Da z # 1 und damit 1 —z # 0 ist, ergibt
v=0

sich hieraus die Behauptung.

Es gilt

n—1 n—1
(1 —ac)z:r:” = Z.’L‘V —me” =
v=0 v=0
n—1 n—1 n—1 n—1
_ Z.’EV—Z.’IT'IEV:ZZL‘V—ZLUV+1
v=0 v=0 v=0 v=0

n

n—1
= E a:”—g ot =1—-2".
v=0 pn=1

Bemerkung 3.2 Allgemeiner kann man zeigen ([U]): Ist K ein Koérper und sind a, b €
K, so gilt fiir alle n € N

n—1
b* —a" = (b—a) Z a’bni=v

nu=0

Neben der geometrischen Summenformel gibt es eine weitere Formel in Kérpern, die
von fundamentaler Bedeutung ist, die sog. binomische Formel. Hierauf wollen wir nun
lossteuern. Es handelt sich dabei um eine Summenformel fiir die Ausdriicke (a + b)",
wobei a,b € K und n € N ist. Bekanntlich gilt

(a+bd)'=a+b
(a+ b)% = a® + 2ab + b
(a+ )% = a® + 36D + 3ab® + 17 .

Um eine allgemeine Formel angeben zu konnen, brauchen wir
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Definition 3.3 1. Wir definieren n! (“n-Fakultat”) fir n € Ny durch

n
wobei [] z, := 1 im Falle n < m gesetzt ist (also 0! = 1).

v=m

2. Fiir n,v € Ny setzen wir
n

Mk

ny\  k=n—-v+l
v) ' V!

Die Zahlen (Z) heilen Binomialkoeffizienten.

Es gilt also etwa

6! = 1-2-3-4-5-6="720, 10! = 3.628.800 ,

7 _ 7-6-5-4-3:21
5 5!

Wir stellen einige Eigenschaften der Binomialkoeflizienten zusammen.

Satz 3.4 Es seien n,v € Nyg. Dann gilt

!
("M)=" , falls v<n
v vi(n —v)!
2. (”) —0 . falls v>n
v
3. <n>:< " ) , falls v <n
v n—v
Beweis.

1. Esgilt fir v <n

ny _ k::nl:[uﬂk _ k:nI:[VJrlk (n—v)!  nl
<1/> N vl N V! n—v)!  V(n—0)

7

2. Firv>nistn—v+1<0und damit [] % =0, also auch (7;):0.

k=n—v+1

16
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3. Nach 1. gilt

ny n! B n! B n
v) vm-v)! m—-m-v)n-v) \n-v)’
Besonders wichtig ist folgende Rekursionsformel:
Satz 3.5 Firn,v € N gilt
(0)=02)+C)
= +
v v—1 v
Beweis. Nach S. 3.4.1 gilt fiir v € {1,...,n}
oL (™) - n! n n! B
v—1 v v—D!n—v+1)! v(n-v)!
B n! vl (n+1-v)
v+ 1-v) | (v -1)! (n—v)! N
n! (n+1)!
= T —— 1 — = — =
viln+1—v)! vt (n+ v} viln+1—v)! (

Fir v =n+1 ist nach S. 3.4.2

(24) = ()

und fiir v > n + 1 sind beide Seiten = 0.

n—+1
v

n n n

() ee=2)

Ordnet man die Binomialkoeffizienten (Z) in einem dreieckigen Schema an,

v—1 v n

der n-ten Zeile die Koeffizienten (i), ...
Dreieck:

n

() (

. (n—i—l

v

n

)...

v

).

()
(i1

)

Die ersten Zeilen berechnen sich etwa unter Ausnutzung von S. 3.5 zu

17

n+1
v

).

O

wobel in

, (2) stehen, so entsteht das sog. Pascal’sche
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1 3 31
1 4 6 41
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Damit gilt

Satz 3.6 Es sei K ein Korper, und es seien a,b € K sowie n € Ny. Dann gilt

oo =35 (M)

v=0

Bewelis.
1. Firn=0gilt (a+b)°=1=3 ())a"t"".
v=0
2. Fir ein k € Ny gelte
k
k
b)k = o
(a+b)F=>" <y>a

v=0
Dann gilt mit S. 3.5

14

k
(a+ bkt = (a+b)(a+b)k:(a—Irb)Z(k)a”bk_”
0

v=

k bk
1/+1bk71/ kafqul
(1/) a + Z y) a

v=0

I
M=

= o

+

.S k a“b’“‘(“‘l)-l-i kY vph-vi1
v=0 v

-1 p—1

=l

=

k
1ab 4 (/f + 1) AV 1 . kL

14
v=1
k+1
_ Z (k + 1)aubk+1u )
14
v=0
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Beispiel 3.7 Es gilt etwa

A

v=0

= 1-0%+6-ab® + 15a%b* + 20430 + 15a** + 6a°b + 1 - a5 .

Bemerkung 3.8 Als Spezialfille aus S. 3.6 ergeben sich interessante Beziehungen fiir
das Pascal’sche Dreieck:
Fir (K =Q und) a = 1,b =1 ergibt sich

2" = (14+1)" = i (Z’) 117 = i <Z> :

v=0 v=0

d. h. die Summe der Binomialkoeflizienten in der n-ten Zeile des Pascal’schen Dreiecks
ergibt stets 2”.
Fiir a = —1,b =1 ergibt sich fiir n € N

n

0=0"=(—141)" = Xn: <Z> (—r1mr =3 <:> (1)

v=0 v=0

d. h. versieht man die Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile jeweils abwechselnd mit
dem Vorzeichen + und —, so erhilt man als Summe 0.
Fiir n = 6 gilt etwa

1+6+15+20+15+6+1=64=26

und
1-64+15—-20+15—-6+1=0.
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4 Reelle und komplexe Zahlen

Wir stellen zunéchst einige wichtige Ergebnisse zusammen, die im Anhang bewiesen

werden.

Bemerkung und Definition 4.1 Es existiert ein (ordnungs-) vollstindiger, geord-
neter Korper R mit (N C Z C) Q C R (genauer: der geordnete Korper Q ist eingebettet
in den geordneten Korper R, d. h., es existiert eine injektive Abbildung ¢ : Q — R
mit (z +y) = p(z) + ¢(y) sowie p(zy) = ¢(z)e(y) und so, dass z < y genau dann
erfiillt ist, wenn () < ¢(y) gilt). Ferner ergibt sich dabei:

Fiir alle z,y € R mit x < y existiert ein r € Q mit z < r < y.

Insbesondere existiert damit zu jedem = € R ein n € N mit n > z.

Die Elemente von R heiflen reelle Zahlen.

Aus der Vollstandigkeit von R ergibt sich (siehe S. Z2.7): Fiir alle ¢ € R, ¢ > 0 existiert
genau ein z € R, z > 0 mit 2" = ¢. Wir schreiben dafir z =: {/c¢ und im Falle
n = 2 kurz x =: y/c. Dabei ergibt sich fiir ¢,d € R, ¢,d > 0 aus den entsprechenden

Potenzgesetzen aus B. 2.8 leicht ([U])

Ved= /c¥/d  und ”{/%: /e .

Schliesslich setzen wir noch fiir a,b € R (mit a < b)

[a,b) = {ze€R:a<z<b} (—o0,b] = {zeR:z<b}
(a,b) = {re€eR:a<z<b} (—o0,b) = {rzeR:z<b}
[a,b) = {r€R:a<z<b} [a,00) = {z€R:z>a}
(a,b] = {reR:a<z<b} (a,00) = {xreR:z>a}
(00,00) = R, (—00,0)=R_, (0,00) =Ry

Diese Mengen heiflen Intervalle.

Wie wir eben bemerkt haben, hat in R jede Gleichung ™ = ¢ fiir n € N und ¢ > 0 eine
Losung. Leider gilt dies nicht mehr im Falle ¢ < 0 und n gerade (da z™ > 0 fiir gerades
n und beliebiges € R nach S. 2.11.3). Unser Ziel ist es nun, den Korper der reellen
Zahlen so zu “erweitern”, dass " = ¢ auch fiir ¢ < 0 (also etwa z? = —1) Iésbar ist.

Bemerkung und Definition 4.2 Wir setzen
C:={(z,y):z,yeR} (=RxR)
und fiir 21 = (21,41), 22 = (22,92) €C

21+ 22 = (z1,y1) + (22, 92) := (z1 + 22,91 + 12)
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sowie

z1z2 = (21,91) - (22, y2) 1= (122 — Y12 , T1Y2 + T2y1) -
Man rechnet leicht nach, dass dann (C, +, ) ein Korper ist. C = (C, +, -) heifit Kdorper
der komplexen Zahlen und z € C heif3t komplexe Zahl.
Dabei ist die Null in C gegeben durch 0 = O¢ = (Ogr, Or) und die Eins in C ist gegeben
durch 1 = 1¢ = (1g,Or). Weiter sieht man: Ist z = (x,y) € C, so gilt

- -1 _ 3’3 -y ..
—z=(—z,—y) und 2 _(x2+y2’x2+y2> fir 2 #0 .

Wir nennen fiir z = (z,y) € C

Rez:==z Realteil von z
und
Imz:=y Imagindrteil von z .
Beispiel 4.3 Es sei z; = (3 —1), 2o =(2,4).
Dann gilt z; + 22 = ( 3), 21 — 22 = (3, —1)+ (—2,—4) = (1, —5) und
=3, -1)-(2,4) = (6 — (=4),12 - 2) = (10,10) .

Bemerkung 4.4 Wir konnen R als “Teilkérper” in C wiederfinden. (Genauer: R ist
eingebettet in C vermittels der Abbildung ¢ : R — C definiert durch

o(z) := (z,0) (r € R).

Man leicht, dass ¢ injektiv ist und die Koérperstruktur erhilt, d. h. es ist ¢(z + y) =

p(x) + ¢(y) sowie p(zy) = @(z)e(y) fir alle z,y € R).
Damit konnen wir R als Teilmenge von C auffassen. Den reellen Zahlen entsprechen

die komplexen Zahlen mit Imaginarteil = 0. Wir schreiben dann auch kurz x statt
(z,0).
Man nennt weiterhin
i:=(0,1)eC
die imagindre Einheit in C. Fiir ¢ gilt
= (Oa 1) : (Oa 1) = (—1,0) =
Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir jedes z = (z,y) € C in der Form

= (z,y) = (z,0) + (0,1)(y,0) =z + iy (= Rez+ilmz)

schreiben. Diese Darstellung heifit Normaldarstellung von z.
So gilt etwa
z1=(3,-1) = 3+i(-1) (=3—1)
29=1(2,4) = 244 (=24 49)
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Bemerkung 4.5 In (C, +,-) ist es nicht moglich, eine Ordnungsrelation < (mit den
Eigenschaften aus D. 2.9) zu definieren!

(Denn: Angenommen, doch. Dann gilt 1¢ > O¢ nach S. 2.11.3, also —1¢ < O¢ nach S.
2.11.1. Fiir z = ¢ gilt mit S. 2.11.3 aber andererseits 0 < 7> = —1¢ also Widerspruch
zu (0.1).)

Definition 4.6 Es sei z = x + iy eine komplexe Zahl.
1. Die komplexe Zahl z := = — 1y hei3t zu z konjugiert komplez.
2. Die Zahl |z| := /2?2 + y? € [0, 00) heifit Betrag von z.

Geometrisch entsteht z durch Spiegelung von z an der reellen Achse. Der Betrag ||
gibt anschaulich die Linge der Strecke von 0 zu z wieder (Pythagoras!)

Satz 4.7 Fiir z,z1,29 € C gilt
1. 21+ 2 =2z + %9,

2. 71z =71 - 72,

3. (z) =z,
, 1z
4. |z|* = 2Z und damit — = —5 falls z # 0,
z |z?
5. Re(z) = Ztz und Im (z) = z2—zz
Beweis. [U] O

Fiir das Rechnen mit Betrigen gelten folgende Regeln

Satz 4.8 Fiir z,z1,29 € C gilt
1. |z| > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0 ist,
2. |zl =1z, Rez<lz|, Imz<|z,
3. |z1ze| = |21||22],

4. |21 £ 22| < |z1] + |22] ( “Dreiecksungleichung in C”).
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Beweis. 1. und 2. als [U].
3. Es gilt

|2122)° = (z122)(7%2) = (2171)(22%2) = |21 *|22)* = (|21 ][ 22])* .

Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung.
4. Es gilt

|Z1—i-2’2|2 = (m+2n)@+R) =07 +0%+ 207 +0n5m =
2.
= |z’ +2Re(n1) + |2 < |21]* + 2l 7] + 2|

=l + 20zlze] + [zl = (2] + [22))?
Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung fiir z; 4+ 22. Damit erhélt man dann auch

|21 — 20| < 21| + | = 22| = |21] + 22| -

Beispiel 4.9 Es gilt fir 21 = (3,—-1) =3 —i,20 = (2,4) =2+ 4
lz1] = VI+1=v10, |z|=v4+16=20
Z = 3—(—i) =3+
nzm = B-)B+i1)=9-3i+3i—i>=9+1(= |z

Definition 4.10 In Verallgemeinerung von D. 3.3 setzen wir noch fiir z € C und
v e Ny

<z> k];[l(z—y—i—k) z(z—l)---|(z—y-|—1)’ falls v >0

= = V!
1, falls v=0

Die Zahlen <Z> € C heiflen ebenfalls Binomialkoeffizienten.
v
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5 Folgen

Esseia:N — Y, wobei Y eine beliebige Menge ist. Wir schreiben dann iiblicherweise
n als “Index”, d. h.

ap = a(n)
und statt a schreiben wir (ap)nen oder (a,)5; oder kurz (ay). Mann nennt dann
(an)nen eine Folge (in Y) . Allgemeiner betrachtet man auch Indexmengen J C N
oder J C Z (mit oo vielen Elementen) und schreibt dann (an)nes statt a : J — Y.
Solche Objekte heilen auch Folgen (in Y').
Folgen kénnen entweder durch explizite Angabe von a,, fiir jedes n € N (oder n € J)
gegeben sein (etwa a, = 1/n (n € N)) oder induktiv oder rekursiv, d. h. durch eine
sog. Rekursionsformel:

ay = a, ant1 2= @(ay)

wobei ¢ : Y — Y eine Funktion und a € Y ist (etwa: ¢(y) = \/y mit Y = [0, 00) und
a=2,d. h.a =2, app1 = \/an).

Meist betrachten wir Y = R (Folgen reeller Zahlen) oder Y = C (Folgen komplexer
Zahlen). Um die beiden Fille R und C einheitlich bezeichnen zu kénnen, schreiben wir
K:= K, falls K € {R,C}.

Definition 5.1 Eine Folge (ay)nen in K heifit

1. beschrankt, falls ein M > 0 existiert mit |a,| < M (n € N). (Anderenfalls heifit

(an) unbeschrankt.)

2. Cauchy-Folge, falls zu jedem € > 0 ein N, € N existiert mit

lan, —am| < € fir alle n,m > N;,.

3. konwvergent, falls ein a € K so existiert, dass zu jedem ¢ > 0 ein N, € N existiert
mit
lap, —al < € fiir alle n > N..

Die Zahl a heifit dann Grenzwert von (a,) und wir schreiben

a= lim a, oder kurz an =~ a (n— 00) .
n—oo

(Eine Folge, die nicht konvergent ist, heifit divergent.)

Bemerkung 5.2 1. Man sieht leicht, dass jede Folge hochstens einen Grenzwert hat
([00).

2. Es sei A(n) eine Aussage (n € N). Man sagt, A(n) gilt fir fast alle n € N, falls die
Menge {n € N : A(n) ist nicht wahr} endlich ist. So ldsst sich etwa die Konvergenz
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einer Folge auch folgendermafien formulieren: (a,) ist genau dann konvergent gegen a,
falls fiir alle ¢ > 0 gilt

lap, —al <€ fiir fast alle n € N.

Beispiel 5.3 1. Die Folge (a;) in R mit a, = n ist unbeschrinkt (sieche B/D. 4.1).
2. Die Folge (ay,) in R mit a,, = 1/n ist konvergent zum Grenzwert a = 0, d. h.

1
— =0 (n—o0).
n

(Denn: Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein N, € N mit n > 1/¢ fiir alle n > N,
(wieder B/D. 4.1). Also gilt fir alle n > N,

1
lap, —0|=—<¢.)
n

3. Die Folge (ay,) in R mit a, = (—1)" ist beschrinkt (da |a,| = 1fiir alle n € N), aber
keine Cauchy-Folge.
(Denn: Fiir alle k£ € N ist

|agk — azpt1] =2,

d. h. es existiert kein N. € N mit |a, — a,,| < ¢ fiir alle n,m > N,.)
Damit ist (ay) auch divergent, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 5.4 1. Jede Cauchy-Folge (ay) in K ist beschrinkt.
2. Jede konvergente Folge (ay) in K ist eine Cauchy-Folge.

Beweis.
1. Zu ¢ = 1 existiert ein N € N mit

lan — am| <1 (n,m > N),
also |an| = lan, —a+an| < |ap —an| +lan| < lany|+1 fiir allen > N. Mit
M := max{|ai|,...,|an_1|, |lan| + 1}

gilt dann
lan| < M fiir alle n € N.

2. Es sei a := lim a,,. Dann existiert zu jedem € > 0 ein N; € N mit |a, —a| < /2 (n >
N,). Also gilt

lan, — am| < |ap —al + |a —ap| <€ fur alle n,m > N, .

a

Der folgende Satz ist sehr “praktisch”, da er es in vielen Féallen gestattet, Grenzwerte

zu bestimmen ohne auf die “e-N.-Definition” zuriickzugreifen.
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Satz 5.5 Die Folgen (ay) und (by,) seien konvergent mit
a= lim a, , b= lim b, .
n—od n—o0
Dann gilt
1. Die Folge (ay, + by) konvergiert gegen a + b, d. h.

lim (a, + by) :a+b(: lim a, + lim bn> .

n—00 n—00 n—00
2. Die Folge (ay, - by) konvergiert gegen a - b, d. h.

lim (ay, - by) :a-b<: lim a, - lim bn) .

n—00 n—oo n—0o0

3. Ist by, # 0 fiir alle n € N und b # 0, so konvergiert (a,/by) gegen a/b d. h.

Jm (/) = /b (= lim_ou/ Jim )

Beweis.

1. Es sei € > 0 gegeben. Dann existieren ein Ng(l) € N und ein NE(Q) € N mit
lap —al <e/2 (n>NY)  und  |b,—b| <e/2 (n> NP,
Also gilt fiir n > N, := max(Ng(l), Ng(z)):

lap + by, — (a+ )| =lan —a+b, — b <l|an—a| +|b, — b <e/2+¢/2=¢.

2. Nach S. 5.4 ist (b,) beschriankt, d. h. es existiert ein M > 0 mit |b,| < M fiir
alle n € N.
Es sei € > 0 gegeben. Dann existieren ein Ng(l) € N mit

Mlay, —a| < % (n > N

und ein Ng(g) € N mit

la||bn — b] < % (n>N®).

Fir alle n > N, := max(Ng(l),Ng(Q)) gilt dann

lanb, —ab| = |apb, — aby, + aby, — ab| <
< |bnllan — a| + lal|bn, — b < M|ay, — a| + |a||by, — b]

€ €
M-— 4+ —-=c¢.
< 2M+2 5



5 FOLGEN 27

3. a) Wir zeigen zunéchst:

Da b # 0 ist, existiert ein N € N mit
ba—bl <[pl/2 (0> N).
Also gilt (umgekehrte Dreiecksungleichung!)
|bn| = [b+bn = b] = [b] = [bn, — ] > [b] = [b]/2=[b[/2>0  (n>N).

Es sei ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein N! € N mit

b1

Fiir alle n > N, := max(N, N!) folgt

|bp, — b < €.

oAbl 2
bn b |bubl |b|?
Also gilt 1/b, — 1/b (n — 00).

b) Mit 2. und a) ergibt sich

S| =

. ap ) 1
lm — = lim (a,-— ) =a-
n—o0 by, n—00 bn,

.. . 2_
Beispiel 5.6 Es sei a, = SganfgL.

lim ¢, = c gilt, folgt mit S. 5.5 und B. 5.3.2
n—00

Da fiir Folgen (c,) mit ¢, = ¢ (n € N) offenbar

34/ S—4lml/n 3 4.0 3

lim a, = lim = - = = .

N—00 n—>002+5/n2 2+5 lim 1/n2 240 2
n—00

Bemerkung 5.7 Ein weiteres, einfaches aber sehr niitzliches Konvergenzkriterium ist
das folgende: Es sei (a;) eine Folge in K und es sei (b,,) eine Folge mit |a,| < b, fiir
fast alle n. Gilt dann b, — 0 (n — o0), so folgt auch a, — 0 (n — o0).

(Denn: Es sei N € N so, dass |a,| < b, fir alle n > N. Ist ¢ > 0 gegeben, so
existiert ein N. € N, wobei 0.E. N. > N, mit b, < ¢ (n > N.) Dann ist auch
|an _0| <bp <e(n>N.).)

Als wichtiges Anwendungsbeispiel erhalten wir



5 FOLGEN 28

Beispiel 5.8 (geometrische Folge)
Wir betrachten fir ¢ € C die Folge (¢")y. Dann gilt

1. Fir |¢| < 1 konvergiert (¢") mit lim ¢" = 0.

n—o0

2. Fiir |g| > 1 ist (¢™) unbeschriinkt, also insbesondere divergent.

(Denn:
1. Fiir ¢ = 0 ist die Behauptung klar. Es sei also 0 < |¢| < 1. Dann ist mit einem a > 0

g =1+a.

Aus der Bernoullischen Ungleichung (S. 2.13) folgt (1 + a)™ > 1+ na > na und daher

n n 1 1

Aus 1/(an) — 0 folgt mit B. 5.7 die Behauptung.
2. Nun sei |¢| > 1, d. h. |g| =1 + b mit einem b > 0. Mit S. 2.13 gilt

" =(1+b">1+nb (neN),

d. h. (¢") ist unbeschrinkt und damit nach S. 5.4 divergent.).

Wir betrachten nun speziell Folgen reeller Zahlen, wobei wir entscheidend von der

Ordnungsstruktur in R Gebrauch machen.

Bemerkung und Definition 5.9 Manchmal erweist es sich als niitzlich, fiir reelle

Folgen (a,) erweiterte Grenzwerte +o0o zu betrachten. Wir sagen deshalb

1. (ayn) heit bestimmt divergent gegen oo, falls zu jedem R > 0 ein N € N existiert
mit a, > R fir alle n > Ng. Wir schreiben dann a,, — oo (n — o0)

2. (ay) heiBt bestimmt divergent gegen —oo, falls zu jedem R > 0 ein Np € N
existiert mit a,, < —R fiir alle n > Ngp. Wir schreiben dann a,, — —o0 (n — o0)

So gilt etwa
q" — oo (n— 0)

im Falle ¢ > 1, aber fiir ¢ < —1 ist (¢") weder bestimmt divergent gegen oo noch
bestimmt divergent gegen —ooc.

Wir untersuchen jetzt eine wichtige Klasse von Folgen in R, die monotonen Folgen.

Definition 5.10 Es sei (ap)nen eine reelle Folge. Dann heifit (ay,)
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1. monoton wachsend, falls a, 1 > a, (n € N) (Schreibweise: a,, ),
2. streng monoton wachsend, falls a,1 > an (n € N) (Schreibweise: a,, streng ),
3. monoton fallend, falls a,41 < a, (n € N) (Schreibweise: a, ),

4. streng monoton fallend, falls a, 11 < a, (n € N) (Schreibweise: a,, streng ).

Beispiel 5.11 Es gilt

1. (%) ist streng monoton fallend,
n

2. (2™),, ist streng monoton wachsend,

w

((—1)") ist weder monoton wachsend, noch monoton fallend,
n

=

(1),, ist monoton wachsend und fallend, aber nicht streng monoton wachsend
oder fallend.

Eine fundamentale Folgerung aus der Vollstindigkeit von R ist

Satz 5.12 (Hauptsatz iiber monotone Folgen)
Es sei (ayn) eine Folge in R.

1. Ist (an) monoton wachsend und beschrankt, so ist (a,) konvergent.

Ist (ay) monoton wachsend und unbeschrinkt, so gilt a, — oc.

2. Ist (ay) monoton fallend und beschrinkt, so ist (a,) konvergent.
Ist (ay,) monoton fallend und unbeschrankt, so gilt a, — —oo.

Beweis. 1. Es sei (ay) beschriankt. Wir betrachten die Menge
A:={z:2 =a, fir einn € N} .
Dann ist A # 0 und (nach oben) beschrankt. Da R ollstandig ist, existiert
a:=supA.

Wir zeigen: a = nll)ngo Qn.-

Da a obere Schranke von A ist, gilt a, < a fiir alle n € N. Es sei € > 0 gegeben. Dann
ist (nach Definition von sup A) a — ¢ keine obere Schranke von A, d. h. es existiert ein
N = N, € Nmit ay > a—¢. Da (a,) monoton wachsend ist, gilt a, > ay > a — ¢ fir

alle n > N, also insgesamt

a—e<ap<a (n>N)
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d. h.
—e<ap,—a<0 (n>N)

und damit insbesondere |a, — a| < ¢ fiir alle n > N. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt
an — a (n — 00).

Nun sei (a,) unbeschrinkt. Da (a,) monoton wachsend ist, gilt insbesondere a,, > a1
fir alle n. Damit existiert zu jedem R > 0 ein N mit a,, > R. Wieder auf Grund der
Monotonie ist damit auch a,, > R fiir alle n > N. Da R > 0 beliebig war, gilt a,, — oc.
2. Ist (a,) monoton fallend, so geht der Beweis entsprechend. a

Der Hauptsatz iiber monotone Folgen ist eines der wichtigsten Kriterien fiir die Kon-
vergenz von Folgen. Man beachte, dass der Grenzwert bei der Konvergenzuntersuchung
nicht eingeht (und dass auch keine Aussage iiber den Grenzwert gemacht wird).

Beispiel 5.13 (Eulersche Zahl e)
Wir betrachten die Folgen (a;) und (b,) in R mit

1 n 1 n+1

Dann ist (ay) (streng) monoton wachsend und (b,) (streng) monoton fallend.
(Denn: Fiir alle n > 2 gilt

_On_ (nTH)n _n+1‘<(n+1).(n_1)>n—1

Ap—1 n \7 L n n n
n—1

1 1\ ! 5213 1 1 311
_ n+ 1~ S n+ 1_n :n+ 1.
n n? n n?

Der Beweis fiir (b,) verlauft analog; [U])

Hieraus folgt 2 =a; < ap, < b, < by =4.

Nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen sind (ay,) und (b,) konvergent und mit S.
5.5.2 folgt

lim b, = lim (1+ 1/n)a, = lim a,
n—00 n—+00 n—00

1 n
e:= lim <1 + >
n—o00 n

Wir setzen

(e heiit Eulersche Zahl).

Beispiel 5.14 (Babylonisches Wurzelziehen)
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Es sei > 0 gegeben. Ein sehr effizientes Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung
von +/z ist das sog. Babylonische Wurzelziehen:
Wir betrachten mit einem beliebigen Startwert ag > 0 die Folge (ay,) in (0, 00) mit

1 n z 1 (2+ )
nt1 == lan+ — ) =—(a, +x) .
AR 2a, * "

(Der Startwert ag kann eine grobe Niherung an /z sein.)
Behauptung: (a,) ist konvergent mit lim,_, a, = /.

Denn: 1. Wir zeigen: a,, > v/ (n € N). Denn: Fiir n € Ny gilt

1 1
st = VT = 5 (02 = 20,37 +0) = (a0 = V) >0,

2ay, 2ay,

also ist apy1 > /7.

2. Die Folge (ay,)9%, ist monoton fallend, denn fiir n € N ist

1 +x 1 T 1 (2 )
an — @ =a,—=1la —)==lapn—— ) =—a,—zx) .
n n+1 n 2 n an 9 n an 2an n

Aus a, > +/z folgt a2 > z, also a, — a1 > 0.

3. Nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen ist (a,) konvergent. Zur Bestimmung
des Grenzwertes kann man folgendermafien vorgehen:

Aus lim a, = a folgt nh_}rgo an+1 = a, und damit (da a > \/z > 0)

n—oo

1 1
a(—an+1:g(a%+x)—>%(a2+m) (n — o00) .
n

Aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt

1
a:%(aQ—i-x),

woraus man ¢ = y/z berechnet (beachte a > 0).

Man kann also die Folgeglieder a,, als Niherungen fiir \/z verwenden (dabei sind im
Falle z € Q und ay € Q die Ndherungen a,, stets rationale Zahlen).

Wie sieht es dabei mit dem Fehler aus, wenn man a,, statt /= verwendet? Wir schiitzen
den Fehler nach oben ab. Dazu sei

ap = \/E(l + fn)

(fn = % heifit “relativer Fehler”). Dann gilt f,, > 0 und

1 1
1+fn+1:2<1+fn+l+f>,
n
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also

1 fa <1min(fn A (= 1f2 falls f, < 1) .
21+ fp, = 2 PIniT g dne

Hat man nach n Schritten fiir a,, einen Fehler f,, < 107, so ist der Fehler f,1; dem

nichsten Schritt < %(IO*m)2 = %10*27”; die Anzahl der “exakten Stellen” verdoppelt
sich im Wesentlichen.

fn+1 =

Bemerkung und Definition 5.15 Es sei (a,) eine beschrankte Folge in R. Wir be-
trachten die Mengen
B, :={ax : k>n}

Es gilt dabei By+1 C By, (und die B,, sind beschrinkt). Also existieren

by :=supB, und b, :=infB, (n € N)

und nach Definition von sup und inf sind die Folgen (b,) bzw. (b,) monoton fallend
bzw. monoton wachsend (und beschrankt, da by < b, < b, < by). Also sind beide
Folgen konvergent nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen. Damit existieren

@:= lim b, und a:= lim b,

n—00 n—oo

: lim a, oder auch

Die reelle Zahl @ heifit Limes superior von (ay) (Schreibweise: @ =
n—od
limsup ay,), und @ heiit Limes inferior von (ay) (Schreibweise: ¢ = lim a, oder auch
n—o00 n—00
liminf ay,).
n—oo

Satz 5.16 FEs sei (ay,) eine beschrinkte Folge in R, und es sei a € R. Dann gilt
1. Es ist a = lima,, genau dann, wenn folgende beiden Bedingungen gelten:

a) Fir alle e > 0 gilt a, < a + ¢ fiir fast alle n € N.
b) Fiir alle ¢ > 0 gilt ap, > a — € fiir unendlich viele n € N.

2. Es ist a = lima, genau dann, wenn folgende beiden Bedingungen gelten:

a) Fir alle e > 0 gilt a, > a — ¢ fiir fast alle n € N.
b) Fiir alle ¢ > 0 gilt ap, < a + € fir unendlich viele n € N.

Beweis. 1. “=" Es sei a = lima,, = le sup{ay : k > n}, und es sei € > 0 gegeben.
Dann existiert ein N, mit ¢ — e < sup?akoc:) kE>n} <a+e(n> N.). Aus der zweiten
Ungleichung ergibt sich insbesondere a,, < a+¢ (n > N;). Aus der ersten Ungleichung
folgt, dass fiir jedes n(> N;) ein k > n existiert mit a — ¢ < ai. Damit gilt auch b).
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“«=" Es sei € > 0 gegeben.
Aus a) folgt

b, =supl{ax :k>n} <a-+e
fir fast alle n. Also ist

lim ay, = lim b, <a+e¢.
n—o0 n—0o0

Aus b) folgt b, > a — ¢ fiir alle n € N. Also ergibt sich

lima, = lim b, > a—c¢.
n—oo n—oo

Da € > 0 beliebig war, ist lim a, < a und lim a, > a, also insgesamt lim a, = a.
n—oo n—0o0 n—oo

2. Der Beweis fiir lima,, verlduft analog. O

Beispiel 5.17 Es sei a, = (—1)" (1 + 1). Dann ergibt sich mit S. 5.16

lima,=1 und lima, =—1.

Satz 5.18 FEs sei (ay,) eine beschrinkte Folge in R. Dann gilt

1. lim a, < lim ay.
n—oo n—0o0

2. (ay) ist genau dann konvergent, wenn lim a, = lim a, gilt (und in diesem Fall
n—00 n—oo

ist lim a, = lim a, = lim a,).
n—oo n—oo n—oo

Beweis. 1. Teil 1. ergibt sich sofort aus

b, = inf{ay : k > n} < b, =sup{ay : k > n}

und

lima, = limb, , lima,, = limb, .
2. “=" Es sei (a,) konvergent, lima, =: a, und es sei € > 0 gegeben. Dann gilt
a—e<ap<a+e fur fast allen > N, .
Also sind a) und b) aus S. 5.16.1 und 2. erfiillt und folglich gilt mit S. 5.16
lim a,, = lima,, = lima,,.

“«e=" Gilt lima,, = lima, =: a, so folgt aus S. 5.16 dass fiir alle £ > 0 ein Ng(l) eN
mit
ap < a+¢€ (n > N
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und ein Ng(2) € N mit
anp >a—¢€ (n > N&))

existieren. Also gilt fir n > N, := max(Ng(l), NE(Q))
a—e<ap<a-+e.
Da e > 0 beliebig war, ist (a,) konvergent mit lima,, = a. O

Damit gilt folgendes wichtige Konvergenzkriterium (fiir R und C).

Satz 5.19 (Cauchysches Konvergenzkriterium)
Es sei (ay) eine Folge in K. Genau dann ist (ay) konvergent wenn (ay,) eine Cauchy-

Folge ist.

Beweis. 1. Ist (ay) konvergent, so ist (a,) nach S. 5.4.2 eine Cauchy-Folge.

2. Es sei umgekehrt (a,) eine Cauchy-Folge. Dann ist (ay,) jedenfalls beschrinkt nach
S. 5.4.1.

a) Zunichst sei (a,) eine reelle Folge. Nach S. 5.18.2 geniigt es, zu zeigen lima,, =
lima,. Angenommen, die ist nicht der Fall. Dann ist lima, < lima, nach S. 5.18.1. Es
sei ¢ := (lima,, — lima,)/3.

Dann existiert ein N, € N it
lap, —am| < & (n,m > N,) . (%)
Auflerdem existieren nach S. 5.16 ein ng > N, mit
g > man —€
und ein mgy > N; mit
Gme < lima, + ¢ .

Also folgt
Gny — Gmg > lima, — e — lima,, — € =3¢ —2c =¢
im Widerspruch zu (x).
b) Nun sei (ay) eine beliebige komplexe Folge, und es sei a,, = ay, + i3, die Normal-

darstellung von a,. Dann sind () und (5,) Folgen in R und es gilt

lotn, — |
|/8n _/Bm|

Also sind (ay,) und (fBy) Cauchy-Folgen in R. Nach 2. existieren o, f € R mit o, =
und 3, — f(n — 00).
Also folgt mit S. 5.5

}§|an_am| (n,m € N).

op + iy, = a+1if (n — o00) .
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Definition 5.20 Es sei (a,) eine beliebige Folge in Y. Ist (ny) eine streng monoton
wachsende Folge in N, so heifit (an, )xen eine Teilfolge von (ap)nen-

Es gilt damit

Satz 5.21 FEs sei (a,) eine beschrinkte Folge in R. Dann gilt:
1. Es eazistiert eine Teilfolge (ap,) mit a,, — lim a,,.
n—od
2. Es ezistiert eine Teilfolge (am,) mit apm, — lim a,.
n—oo

3. Ist (ag,) eine konvergente Teilfolge von (ay) so ist

lim a, < lim ay < lim a, .
n—oo n—r0o0 n—oo

Beweis. 1. Wir definieren (nj) induktiv. Dazu setzen wir ny := 1. Sind nq,...,ng
bereits definiert, so wihlen wir ein ng,1 € N mit ng,1 > ng und so, dass

|y —nlLI%Oan| <1/(k+1)

gilt (existiert nach S. 5.16). Dann gilt a,, — lima, (k — o).
2. Analog

3. Es sei (ag,) eine konvergente Teilfolge von (a,) und a := lim ay,. Ist ¢ > 0, so

T
— klﬁ@
existiert ein N, mit a, < lima, + ¢ (n > N.) also auch a;, < lima, + ¢ fir £ > N,
(beachte: ¢; > k). Damit ist auch a < lima, +¢. Da £ > 0 beliebig war, gilt a < lima,,.

Entsprechend sieht man, dass lima,, < a gilt. d

Als Konsequenz erhalten wir insbesondere folgenden zentralen Satz

Satz 5.22 (Bolzano-Weierstrafs)
Jede beschrinkte Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. 1. Es sei K = R. Dann wihle man etwa (ng) wie in S. 5.21.1.

2. Es sei K = C, und es sei (a,) eine beschrinkte Folge in C. Ist a,, = a;, + i, die
Normaldarstellung von a,, so sind die Folgen (a,) und (f3,,) in R beschrinkt (es gilt
lan| < |ay| und |By,| < |ap|). Nach 1. existieren eine Teilfolge (v, ) von (o) und ein
a € R mit a,, = a (k — 00). Da auch () := (8, ) beschrinkt ist, existieren wieder
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nach 1. eine Teilfolge (By,,) = (7k,) von (yx) und ein 8 € R mit B, — B (£ — oo).
Nach S. 5.5 gilt also

any, +ibn,, & a+if (£ — o) .

(Man beachte: Konvergiert eine Folge, so konvergiert auch jede Teilfolge, und zwar

gegen den gleichen Grenzwert). O

Beispiel 5.23 1. Es sei a, = (—1)"(1 + 1/n). Dann gilt

1
ap=14+——1 und asp_1 = —1—

— —1.
2k

2k —1

2. Es sei ap, = ¢" mit ¢ € C, |¢| = 1. Dann ist auch |a,| =1 fiir alle n. Also hat nach
S. 5.22 die geometrische Folge (ay,) eine konvergente Teilfolge. Ist etwa g = 4, so gilt

asgy =1 =1, aap1=1—1 aapy2=—-1— -1, a3 =—1— —1.
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6 Reihen

Wir betrachten wieder die Folge (¢”)%2, fiir ein ¢ € K mit |¢| < 1. Fiir die Summe der
ersten (n + 1) Folgelieder gilt nach der geometrischen Summenformel

iq” _ 1ot
v=0 1 —a

Wegen ¢"*1 — 0 (n — oo) folgt
. 1
Zq” - — (n — o0),
l—g¢
v=0

die Folge der Summen konvergiert also gegen 1%(]. Man verwendet dann kurz das

o0
.. 1
Symbol }_ ¢ fiir den Grenzwert —.

v=0

Bemerkung und Definition 6.1 Es sei (a,)52, eine Folge in K.
1. Die der Folge (a,) zugeordnete Folge (s,,)%, der Partial- oder Teilsummen

Sp 1= Za,, (n € Nyp)
v=0

o0
heiBit (die mit (a,) gebildete) Reihe und wird mit » a, bezeichnet. Die a,, heiflen dann

v=0
Rethenglieder.
o0
2. Ist die Reihe > a, (also die Folge (s;)) konvergent gegen s, so schreiben wir
v=0
o
s =: Y. a,. Die Zahl s heiit dann der Reihenwert.

v=0

oo

I Man beachte, dass das Symbol Y a, also zwei Bedeutungen hat: Erstens steht es
v=0

fiir die Folge (s;) der Teilsummen und zweitens (im Falle der Konvergenz!) fiir deren

Grenzwert. .
Dass die Summation bei 0 beginnt ist unwesentlich. Genauso kann man Reihen ) a,
v=ng
n
fiir ein no € N oder auch ng € Z betrachten (d. h. die Folge (s, = Y au)pl,,)-

v=no

Beispiel 6.2 1. Es sei a, = ﬁ (v € N). Dann gilt
n n

1 1 1 LA Ga g | 1
5n ZV(l/-i-l) ZI<V I/+1> Zu v n+1

v=1 v= v=1 v=2

[o.@]
Also folgt nlggo sp =1, d. h. 1/2::1 ﬁ ist konvergent mit

o0

1
2 b

v=1
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o8]
2. Es sei a, = ¢” fiir ein ¢ € K, |¢| < 1. Dann ist (s. 0.) >_ ¢” konvergent mit
v=0

ad 1
v_ _

Diese Reihe heifit geometrische Reihe. Speziell ergibt sich etwa fiir ¢ = 1/2

X0
1
o =2
v=0
oder auch
oo
1
DS
2V

1

14

Fiir das “Rechnen” mit konvergenten Reihen gilt

[o.@] o
Satz 6.3 Esscien Y. a, und >, b, konvergente Reihen in K, und es seien a, f € K.

v=ng v=ng

oo
Dann ist auch ) (aa, + Bb,) konvergent mit

Z(aau‘i‘,@bu):azazj‘i‘ﬁzbu-

v=ng v=ng v=no

Beweis. Ergibt sich leicht durch Anwendung von S. 5.5.

Damit gilt etwa

X0 (e.) X0
2-3"+14 v 1
DT =2 m Y e
v=0 v=0 v=0
1 1
= 2. —+14. =10.
=355 Y115

Durch Ubertragung des Cauchy’schen Konvergenzkriteriums fiir Folgen ergibt sich

unmittelbar

Satz 6.4 Es sei (a,)°2, eine Folge in K.

1. (Cauchy-Kriterium fir Reihen)
oo
Genau dann ist die Reihe Y a, konvergent, wenn zu jedem € > 0 ein N. € N
v=0
existiert mit

<e (n>m > N;) .
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o0
2. Ist Y a, konvergent, so gilt stets
v=0

anp — 0 (n — o00),

d. h. notwendig fir die Konvergenz einer Reihe ist die Bedingung, dass die Rei-

henglieder eine Nullfolge bilden.

n o0

Beweis. 1. Ist s, := Y a,, so ist (s,) (und damit ) a, ) nach S. 5.19 genau dann
v=0 v=0

konvergent, wenn zu jedem € > 0 ein N, € N existiert mit

|sp — sm| <€ (n,m > N;)

Dabei kann ohne Einschrinkung n > m vorausgesetzt werden. Mit
n m n
Somsm=) =) a= ), a
v=0 v=0 v=m+1

ergibt sich die Behauptung.
[o.e]

2. Ist > a, konvergent, so folgt aus 1. insbesondere: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein

v=0
N: € N mit
n
lan| = Za,, <e (n > N;)
v=n
(wéhle m =n —1). Also gilt a, - 0 (n — ). O

o0
Beispiel 6.5 Es sei ¢ € C mit |g| > 1. Dann ist auch |¢"| > 1 fiir alle n. Also ist ) ¢”
v=0

o0 o0
nach S. 6.4 divergent. Insbesondere divergiert also etwa Y 1 und ) (—1)” oder auch

v=0 v=0
0
> v
v=0

Fiir Reihen mit nichtnegativen Gliedern a, gilt folgendes sehr einfache Kriterium

0
Bemerkung 6.6 Es sei > a, eine Reihe mit a, > 0 fiir alle v € Ny. Dann gilt:

v=0

@]
1. Ist die Folge (s,) der Teilsummen beschriankt, so ist »_ a, konvergent.
v=0
2. Ist die Folge (sy,) der Teilsummen unbeschrankt, so gilt s, — oo (und insbeson-

o0
dere ist > a, divergent).
v=0
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n
(Denn: Fiir die Teilsummen s, = ) a, gilt
v=0
Sp — Sp—1 = ay >0 (n eN).
Also ist (sp,) monoton wachsend.
Also ergeben beide Aussagen sich unmittelbar aus dem Hauptsatz iiber monotone
Folgen.)

oo O
Man schreibt (nur fiir a, > 0) auch ) a, < oo im Fall 1. und )’ a, = oo im Fall 2.
v=0 v=0

Beispiel 6.7 1. (Harmonische Reihen) Esseip € N,p > 1. Dann ist Z konvergent.
Denn: Es gilt fir n € N (vgl. B. 6.2)

~ 1
snzzyp_ §1+Z Y Z —ﬁ<2.

Also ist die Teilsummenfolge (s;,) beschrankt. Nach S. 6.6 ist Z konvergent (und

es gilt Z =5 < 2).
v=1

o0

Viel schwieriger ist die Frage nach dem Reihenwert ) Vip zu beantworten. Man kann
v=1

zeigen (etwa mit Methoden der “Fourier-Analysis”)

vZ 6’ vt 90
v=1 v=1
o0
2. (DIE harmonische Reihe) Die Reihe Y 1 ist divergent.
v=0

[Dies zeigt insbesondere, dass die Bedingung “a,, — 0” nicht hinreichend fiir die Kon-

o0

vergenz von y . a, ist!!!]
v=0

(Denn: Fiir alle j € N ist

27
1 1 1 1
SQJ:;V = 1+2+( ) < 8>+ (2J1+1+-+2]>
8 :

42T >4

1
27

m\hi

1
> 1 27
2 +2+ 1

Also ist (s,) unbeschrinkt.)

Satz 6.8 (Cauchy’scher Verdichtungssatz)

o0
Es sei (ay) eine monoton fallende Folge mit a, > 0. Dann konvergiert ) a, genau
v=1

o0
dann, wenn die Reihe Y 2Faq konvergiert.
k=0
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Beweis. Wir setzen
n n
Sy 1= Za,, und o, = ZQkGQk .
v=1 k=0
Dann sind (s,) und (0;,) monoton wachsend.
oo
1. Es sei Y. 2¥aq konvergent. Dann ist die Folge (o,,) beschrinkt. Da (a,) monoton

k=0
fallend ist, ergibt sich fiir n € N

n 2ntl 1
Sp = g ay, < E Ay
v=1 v=1

= a1+(02+a3)+(a4+"'+a7)+"'+(a2n+"'+a2n+1,1)
< 2% +2' as+2%-as+ - +2%9n =0y .

Also ist auch (s;) beschrinkt.

oo
2. Es sei Y a, konvergent. Dann ist (s,) beschrinkt. Da (a,) monoton fallend ist,

v=1
ergibt sich fiir n € N

n
on = Z 2ka2k = 20(11 + 21(12 + 22a4 + 23ag 4+ -+ 2"q9n
k=0

1
= 2 {2a1 + 2% + 2Yay + 2%ag + -+ + 2”—1a2n}

< 2{a1+ax+(az+ay)+(as+---+ag)+ -+ (agn-1,1 +---+am)}
277,

= 22@,/:25271.
v=1

o0
Also ist auch (oy,) beschrinkt und folglich > 2Fa.« konvergent. O
k=0

oo
Beispiel 6.9 Es sei p € N. Dann ist ) # konvergent.
v=1

1

(Denn: Die Folge a, = ist monoton fallend und > 0. Nach S. 6.8 konvergiert

vy
o0 0
Y a, genau dann, wenn Y. 2¥a,. konvergiert. Es gilt
v=1 k=0
o (o) o
D 2Pay =) 2k /(25 V2k) =) (1/¢2)F
k=0 k=0 k=0

und diese geometrische Reihe konvergiert, da 1/¢/2 < 1 ist.)

Ein weiteres klassisches Konvergenzkriterium gilt fiir so genannte “alternierende Rei-

hen”:
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Satz 6.10 (Leibnizsches Konvergenzkriterium fir alternierende Reihen)

Es sei (ay) eine monotone fallende Folge (nichtnegativer) Zahlen a, mit lim a, = 0.
n—00

o0

Dann konvergiert die Reihe ), (—1)"a,.
v=0

Beweis. Zunéchst gilt fiir alle n > 2

n n—2
Sn — Sn—2 = ,,Z()(_l)yay - VZO(_l)VaV = (=1)" (an —an-1) ,

d. h. die Teilfolge (sg;) ist monoton fallend und die Teilfolge (s274+1) ist monoton
wachsend. Weiter gilt

2j

825 = Z(—l)"au = (ap —a1) + (a2 —a3) + -+ + (azj—2 — agj—1) + az; >0.
— —— I
v=0 >0 >0 >0 >0

Folglich ist (s2j) nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen konvergent. Ist s :=

lim s9;, so gilt auch
— 00

89441 = 825 — Q2541 — S (j — OO) .
——

—0

Hieraus folgt auch s, — s fiir n — oo ([U]). O

Beispiel 6.11 (alternierende harmonische Reihe)
[o¢]
Die Reihe ) (—1)”/v konvergiert nach S. 6.10 (denn: a, \, 0 (n — 00)).

v=1

oo

Wihrend also Y % (nach B. 6.5.2) divergiert, fiihrt das “Anbringen” abwechselnder
v=1

Vorzeichen zur Konvergenz. Wir untersuchen nun Reihen, bei denen dieser Unterschied

nicht auftritt.

o0 o0
Definition 6.12 Es sei ) a, eine Reihe in K. Dann heiit ) a, absolut konvergent,
o0 v=0 o0 o0 v=0 o0
falls 3 |a,| konvergent ist. Ist »_ a, konvergent und ) |a,| divergent, so heifit »_ a,
v=0 v=0 v=0 v=0
bedingt konvergent.

o0 v
Beispiel 6.13 1. Wie oben gesehen, ist > % bedingt konvergent.
v=1
o0 v
2. Die Reihe ] (_V? ist fiir jedes feste p € N mit p > 1 absolut konvergent (vgl. B.

v=1
6.7).
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Aus dem Cauchy-Kriterium ergibt sich leicht

oo o
Satz 6.14 Ist Y a, absolut konvergent, so ist . a, auch konvergent.

v=0 v=0

Beweis. Es sei ¢ > 0. Dann existiert ein N, € N mit

n

Z lay| <e (n>m>N,).

v=m-+1
(S. 6.4.1). Also gilt auch
n n
Z ayl < Z lay| <e (mn>m>N,).
v=m-+1 v=m-+1
(o)
Nach S. 6.4.1 ist ) a, konvergent. O

v=0

Eines der wichtigsten Kriterien fiir (absolute) Konvergenz ist

Satz 6.15 (Majorantenkriterium)
Es sei (a,) eine Folge in K und es sei (b,) eine Folge in [0,00) mit |a,| < b, fir fast

o0 oo [o.@]
alle v € N. Ist Y b, konvergent, so ist > a, absolut konvergent. (Die Reihe ) b,

v=0 v=0 v=0

[o.@]
heifst “Magjorante” von > ay.)

v=0

o0
Beweis. Da ) b, konvergent ist, existiert ein M > 0 mit
v=0

n
Y b<M  (neN).
v=0

Weiter existiert ein N mit |a,| < b, (v > N). Also gilt fiir alle n > N

n N-1 n N-1 n N-1
Sal = > aul+ Yl <3l + Y b <> la|+ M.
v=0 v=0 v=N v=0 v=N v=0

n o0
Damit ist (Z |ay|> beschrénkt, d. h. ) a, ist absolut konvergent nach S. 6.6. O
v=0 n v=0
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x 2
Beispiel 6.16 1. Wir betrachten die Reihe Y a, mit a, = (=1)" - =732,

= 4445
Dann gilt (fiir v > 1)
v? —3v 1-3/v
-1 V=1 5= — 0) .
‘( Va5V Tageps 1 W)
Also existiert ein N € N mit
1
|a,,|<y2 (v>N).

Folglich ist dle Reihe nach S. 6.15 und B. 6.7 konvergent .

2. Die Reihe Z b, mit b, = ©#3~ ist divergent. Denn: Angenommen, die Reihe wiire

= T 4345
konvergent. Da
V2 + 3v . 1 (v = o)
—— v - (Vo
43 +5 4
gilt, existiert ein V € N mit
1
b, > — (v>N).
ov

o0
Dann wére auch ) % konvergent nach S. 6.15. Dies ist aber nicht der Fall. (Man
v=1

o0 o0
nennt Y. = eine “divergente Minorante” von ). b,.)
v=1 v=1

oo

Durch Anwendung von S. 6.15 auf die konvergente Majorante ) ¢” fiir geeignetes
v=0

0 < g <1 ergibt sich:

Satz 6.17 (Wurzelkriterium)

Es sei (ay) eine Folge in K und es sei
= lim {/|a,|
V=00

(wobei li_>m ¢, =: 00 fiir unbeschrinkte Folgen (c,) in [0,00) gesetzt wird).
V=0
Dann gilt
oo
1. Ist a < 1, so ist Y a, absolut konvergent.

v=0

oo
2. Ist a > 1 (wobei oo > x fiir alle x € R), so ist Y, a, divergent.
v=0

Beweis. 1. Ist a < 1, so existiert zu ¢ := (1 + a)/2(< 1) ein N € N m1t Ulay] < q

(und damit auch |a,| < ¢”) fiir alle v > N. Da Z q” konvergiert, ist Z a, absolut
v=0 v=0
konvergent nach S. 6.15.
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2. Ist a > 1, so ist {/]ay| > 1 (und damit auch |a,| > 1) fiir co viele v € Ny. Also ist
oo

(ay) sicher nicht konvergent gegen 0. Nach S. 6.4 ist »_ a, divergent. O
v=0

Beispiel 6.18 1. Es sei a, = vP¢” fiir ein festes p € N und ein festes ¢ € C mit |q| < 1.
Dann gilt, da {/v — 1 fiir v — oo ([U]),

Yvrlgl = () gl = el (v — ).

Also gilt

lim {/|a,| = lim /|a,|=|q| <1.
V—r00 V—00

oo

Nach S. 6.17 ist ) vP¢” absolut konvergent. (Insbesondere ergibt sich mit S. 6.4 auch
v=0

g’ -0 (v — 0).)

2. Es sei a, = Vip fiir ein festes p € N. Dann gilt

Vl= () =1 oo,

d. h.esist @ =1 in S. 6.17. Wie oben gesehen ist Z 1/v divergent und Z fiir

p > 1 (absolut) konvergent. Also ldsst sich im Fall a = 1 i. A. keine Aussage machen

Satz 6.19 (Quotientenkriterium)
Es sei (ay) eine Folge in K mit a, # 0 fir v € Ng. Dann gilt

1. lim {/]ay| < lim |*
V—00 V—00 v
- o0
2. Ist lim | %) <1, s0 ist Y, a, absolut konvergent.
V—0 v v=0
Beweis. 1. Es sei a := lim |%*|. Dann existiert zu jedem ¢ > 0 ein N = N, € N
V—r0o0 v
mit
Willcaute  (w>N).
ay
Fiir v > N gilt dann
ay ay—1 aN+1 v—N |aN| v
ay| = . ay| < (a+e ay| = ———x (a+e¢
ool = | 2 222 ) < (a0 Ml = 55 ko
also
a
”|ay|§(a+6)”ﬂ—>a+5 (v — o0)

(a+¢e)N
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und damit

lim {/|a,| <a+e.

V—0o0
Da e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
2. Nach dem Wurzelkriterium (S. 6.17) und 1. ist ) a, absolut konvergent. O

Beispiel 6.20 Wir betrachten a, := Z; (v € Ny), wobei z € C fest ist. Dann gilt (fiir
z #0)

I R A |

(v+D!zlr v+1

Ap41

-0 (v—o0).
ay

o0
Damit liefert das Quotientenkriterium die absolute Konvergenz von Y Z: fiir alle
v=0
z € C\ {0} (und fiir z = 0 ist die Reihe trivialerweise konvergent).

Wir wollen uns jetzt noch (kurz) mit der Multiplikation von Reihen beschéftigen. Dazu

orientieren wir uns zunichst an der Multiplikation von Summen: Es sei

A::zn:a,,, B:zm:bu.
v=0 n=0

Dann ist

ABz(iaV) zm:bu = Y ab,
v=0 p=0

0<v<n
0<pusm

wobei die Reihenfolge der Summation beliebig ist. Entsprechend sollte beim Produkt

v=0
Anders als bei endlichen Summen spielt dabei jedoch die “Reihenfolge” der Summation
i. A. eine Rolle. Eine mogliche Anordnung ist die folgende

<E al,> > bu) jeder der Summanden a,b, (v € Ng, 1 € Np) einmal auftauchen.
=0

aobo CL()bl a0b2 aobg a0b4
+ + + +
v Ve e Ve
a1b0 a161 a1b2 a163
+ + +
e e e
azbo asby asbo
+ +
Ve Ve
azbo azby
Jr
Ve

a4b
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&8
d. h. wir betrachten die Reihe ) ¢, mit
n=0

n
Cp = Zal,bn,,, (n € Np) .
v=0
Die ¢, stellen also gerade die Summe der Produkte in der n-ten Diagonale dar.

o

b, Reihen in K. Dann heiffit die Reihe
=0

Cauchysche Produktreihe oder kurz Cauchy-Produkt von ) a, und ) b,.

v=0 v=0

o0
Definition 6.21 Es seien ). a, und
v=0

14

0o 00 n
Z Cp = Z ( aubn—u>
n=0 0

n=0 \v=

Es gilt damit

o0 o0
Satz 6.22 Es seien Y a, und Y b, konvergente Reihen in K. Ist eine der beiden

v=0 v=0
0
Reihen absolut konvergent, so konvergiert die Cauchysche Produktreihe . ¢, und es
n=0

gilt

Se (8) )

o0 i o0
Beweis. 1. O. E. sei Y |a,| konvergent. Es sei By, := > b, und A := ) a,, B :=
v=0 = v=0

= v=0
00

b,. Dann gilt
=0

v=

n
ZC” = apby + (a()bl + alb()) + (a()bQ + a1by + agbo) + ...+ (a()bn + ...+ anbo)
v=0

= ayBp,+a1By,_1+...+a,By

n
= a(Bn—B)+a1(Bn1—B)+...+an(Bo—B)+B-> a,.
v=0

n
Wegen B - > a, -+ A- B (n — o) reicht es also zu zeigen

v=0
zn:an,,,(B,, -B)—=0 (n — o00). (6.2)
v=0

2. Wir zeigen allgemeiner: Es seien ¢,, € K (v = 0,...,n;n € Ny) mit folgenden
Eigenschaften:
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(i) Fir alle festen v € Ny konvergiert die Folge (c¢p, )52, gegen 0.

n o0
(ii) Die Folge <Z |cn,,|> ist beschrinkt.

v=0 n=0

Dann gilt: Ist (d,,) eine Folge in K mit d,, — 0 fiir n — oo, so folgt auch

ch,,dy—>0 (n — c0) .
v=0

n
Denn: Es seien M, m > 0 so, dass |d,| < m und > |cp,| < M fiir alle n € Ny. Ist

v=0
e > 0 gegeben, so existiert ein N = N, € N mit |d,| < e (n > N). Damit ergibt sich
firn> N

n
E Cnwdy
v=0

N-1 n N-1
< Z |cnu| |d1/| + Z |Cn1/| |d1/| <m- Z |Cm/| +e-M.
v=0 ?;‘; v=N \<,5./ v=0

Nach Voraussetzung gilt ¢,, — 0 (n — 00) fiir alle festen v = 0,..., N — 1, also auch

N-1
> |eny| = 0 (n — 00). Folglich existiert ein N > N so, dass

v=0

N-1
Y el < (n>N).
v=0

Also gilt insgesamt

<e(m+ M) (n>N}).

n
E Cnvdy
v=0

Da e > 0 beliebig war folgt die Behauptung.

3. Es sei ¢y := ay—, fir v =0,...,n, n € Nyg. Dann gilt
n n n o0
Z|Cn1/| :Z|an—ll|22|au| SZ|G’M| (n € Np),
v=0 v=0 I'L:O “:0

also ist (ii) aus 2. erfiillt. AuBerdem gilt nach S. 6.4 a, — 0 (n — o0) und damit
auch ¢py = ap—py — 0 (n — o0) fiir alle v, d. h. (i) aus 2. ist ebenfalls erfiillt. Da
d, == B, — B — 0 gilt, ergibt sich (6.2) nach 2. O

Beispiel 6.23 Fiir z € C, |z| < 1 betrachten wir die (absolut) konvergenten geome-

o0 o0 o0 1
I/ZOGV:Zb,,::Zz’jzl_z.

v=0 v=0

trischen Reihen
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o
Dann ist die Cauchysche Produktreihe gegeben durch ) ¢, mit
n=0

n n
cn:Zaybn_,,:Z VTV =" Zl— n+1)z
v=0 v=0
Nach S. 6.22 gilt

> _(n+ ZCn—ﬁ

[o.0] ox
Beispiel 6.24 Wir betrachen a, = b, = (-1)"/v/v+1. Dann ist Y a, = > b,
v=0 =

oo
konvergent nach dem Leibnizkriterium. Fiir die Cauchysche Produktreihe ) ¢, gilt
n=0

1
Cp = —I”E ,
n=(=1) VZO\/U—i—l\/n—z/—i—l

also
- 1
Cpl > _— =
[onl _Vzox/n—i—lx/n—i—l

Also ist Z ¢, divergent nach S. 6.4.2. Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass auf

die Voraussetzung der absoluten Konvergenz einer der beiden Reihen in S. 6.22 nicht
verzichtet werden kann!
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7 Normierte und metrische Riume

Wie wir bereits in den vorhergehenden Abschnitten gesehen haben, besteht ein zentra-
les Anliegen der Analysis darin, “Grenzwerte” zu untersuchen. Grob gesagt bedeutet
“r, — x”, dass z, fiir grofle n “nahe bei” z liegt. Es ist also wesentlich, “Abstéinde”
zwischen Elementen einer Menge bestimmen zu konnen. Eine Klasse von Riumen
mit dieser Eigenschaft wollen wir in diesem Abschnitt definieren, die sog. metrischen
Réume. Es wird sich spéter zeigen, dass diese Ridume fiir viele Fragen der Analysis
den geeigneten Rahmen bilden.

Wir betrachten zunéchst jedoch eine speziellere Klasse von Ridumen, wobei wir damit
gleichzeitig erstmals eine Verbindung zur Linearen Algebra herstellen.

Definition 7.1 Es sei V = (V,+,) ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung || - || :
V — R heifit Norm (auf V'), falls folgende Bedingungen erfiillt sind

(N.1) (Definitheit)

0[] = 0 und [|z|| > 0 fiir alle z # 0.
(N.2) (Homogenitét)

Fiir alle z € V und alle A € K ist ||Az|| = || - ||z]].
(N.3) (Dreiecksungleichung)

Fiir alle z,y € V gilt ||z + y|| < ||z|] + ||y]| -

Wir nennen dann (V) || - ||) einen normierten Raum.

Beispiel 7.2 1. Ist || der Betrag in R bzw. C, so ist |- | eine Norm auf R bzw. C (als
Vektorraum iiber R bzw. C)
2. Es sei

R™:={(z1,...,2m) 12z €R fir j=1,...,m}

und
C™:={(#z1,...,2m) 12, €C furj=1,...,m}

(mit der iiblichen Addition und Skalarmultiplikation; vgl. Lineare Algebra). Wir schrei-
ben in Zukunft auch kurz K™ fiir R™ und C™. Dann sind durch

m
lzlh = |l
j=1
m
lzllz = | > i
j=1
||I||00 = ma‘x{|$]| .7: 17"'7m} )

wobei = (z1,...,2y) € K™, Normen auf K™ gegeben.
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(Beweis: [U]. Aus der Linearen Algebra sollte dabei die Cauchy-Schwarzsche Unglei-
chung iibernommen werden)

Die obige Norm || - ||2 heifit (fir K = R) euklidsche Norm. Wir schreiben fiir || - ||2
auch kurz | - |.

Ist etwa m = 3 und = = (1,3 — 2), so gilt
2] = lJzlls = VI T 94 = V14

und
|z =1+34+2=6, ||Z]|oc = max(1,3,2) =3

Definition 7.3 Es sei (V.|| - ||) ein normierter Raum. Eine Menge W C V heifit
beschrankt, falls ein C > 0 existiert mit ||z|| < C fir alle z € W. Ist M eine Menge,
so heifit f: M — V beschrinkt, falls f(M) C V beschriankt ist.

Beispiel 7.4 Es sei (V, || -||) ein normierter Raum. Dann ist
S:={zeV:|lz|| =1}

(die sog. Einheitssphire in V') beschrinkt.

Bemerkung und Definition 7.5 1. Es sei E ein Vektorraum (iiber K). Ist M eine
nichtleere Menge, so sind fiir f,g: M — E und A € K die Funktionen f +¢g: M — E
und \f : M — FE definert durch

(f +9)@) == f() +9(8), ANE):=X-f(t) (teM).

Damit ist auch EM := {f : M — E} ein Vektorraum iiber K (siche Lineare Algebra).
2. Es sei nun (E, |- |g) ein normierter Rium. Wir setzen

B(M,E):={f: M — E: f beschrinkt} .

B(M, E) ist ein Unterraum von EM und damit selbst ein Vektorraum ([U]).
Weiter definieren wir fiir f,g € B(M, E)

1 Flloo := sup{|f ()| : t € M}

Dann ist || - ||oo eine Norm auf B(M, E) ([U]).

Definition 7.6 Es sei X # () eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heif}t
Metrik (auf X ), falls folgende Bedingungen erfiillt sind:
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(d.1) (Definitheit)

d(z,z) =0 fir alle z € X und d(z,y) > 0 fir alle z,y € X mit = # y.
(d.2) (Symmetrie)

Fir alle z,y € X ist d(z,y) = d(y, z).
(d.3) (Dreiecksungleichung)

Fiir alle z,y, 2z € X gilt d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Das Paar (X, d) heiit dann metrischer Raum.

Bemerkung 7.7 1. Ist (X, d) ein metrischer Raum und ist Y C X, so ist auch (Y, d)
(d.h. genauer (Y, d|yy)) ein metrischer Raum.
2. Es sei X # () eine beliebige Menge. Dann ist durch

0, falls z =y

d(z,y) := d(x,y) ::{ L flls o4y

eine Metrik auf X gegeben (die sog. diskrete Metrik). Dies ergibt sich leicht durch
Uberpriifen von (d.1)—(d.3).
Satz 7.8 Ist (V,||-]||) ein normierter Raum, so ist durch
d(z,y) = dy (z,y) =z =yl (z,yeV)
eine Metrik auf V' gegeben.
Beweis. (d.1) ergibt sich unmittelbar aus (N.1).
Zu (d.2): Sind z,y € V, so gilt
(N.2)
d(z,y) =llz —yll =l = (y =)l "="lly —z|l = d(y,z) .

Zu (d.3): Sind z,y,z € V, so gilt

(N.3)
dz,y) =llz—yll=llzr —z+z—yl| < |lz—2z|+]z-yll=d=2) +d(zy)

Beispiel 7.9 Es sei V = K™. Dann ist nach S. 7.8 durch
d(z,y) == dj|(z,y) ==dy,(2,y) =z —y|  (z,y €K™)

eine Metrik auf K™ gegeben (die sog. euklidsche Metrik).
Falls nichts anderes angegeben ist, soll im weiteren Verlauf der Vorlesung
K™ stets mit der Norm |- | = || - ||z und der Metrik d|. = d||, versehen sein.
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Wir untersuchen nun Folgen in metrischen Rdumen

Definition 7.10 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei (z,) eine Folge in X.
Ferner sei z € X. Die Folge (z,,) heifit konvergent (in (X, d)) gegen (den Grenzwert)
z, falls gilt

d(zp,z) =0 (n — o0),

d. h. falls zu jedem ¢ > 0 ein N, € N existiert mit
d(zp,r) <€ (n>N;) .
Wir schreiben wieder

z = lim z, oder z, -z (n— 00).
n—oo

Beispiel 7.11 Es sei X = R und (z,,) = (1/n). Dann gilt z,, - 0 (n — o0) im
metrischen Raum (R, d||) aber (z,) konvergiert nicht im metrischen Raum (R, d),
wobei ¢ die diskrete Metrik ist. (Dort gilt: Fiir alle z € R existiert ein ng = no(z) so,
dass 6(zp,x) = 1 fir alle n > ng.)
Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass die Konvergenz einer Folge von der zu Grunde
liegenden Metrik abhéngen kann!

Wie im Fall (X,d) = (K,d|) gilt

Satz 7.12 Jede Folge (zy,) in einem metrischen Raum (X,d) hat hichstens einen

Grenzwert.

Beweis. Es seien z, 7 Grenzwerte von (z,). Dann gilt mit (d.3)
d(z,z) < d(z,z,) + d(zn, ) = 0 (n — o0),

also ist d(z,z) = 0. Aufgrund von (d.1) ist z = Z. O

Bemerkung 7.13 Es sei (X,d) = (K™, d)|,), also

A, (z,y) = |lz —yll2 =

Ferner sei (z(™) eine Folge in K™ und

2 = (xgn),xgn), .. ,x(")) (n € N)
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(d. h. xgn), e ,mgﬁ) sind die Koordinaten von (™). Ist z = (z1,...,Zm) € K™, so gilt

lim z(" = ¢
n—oo

(d. h. [|z{™ — z||z = 0 (n — 00)) genau dann, wenn fiir die “Koordinatenfolgen”

({), gilt

: n) _ . -
nh_)n(r)low =z (j=1,...,m).
(Denn:
“=:” Gilt (") — z (n — o0), so ergibt sich firr j =1,...,m
m
2l — il < |3 — w2 =2 —all, 0 (n o)
v=1
also
l‘gn) — xj (n — o0) .
“c Es gelte nun wg-n) — z; (n = oo) fir j = 1,...,m. Ist ¢ > 0 gegeben, so
existieren Ne(j) eNfirj=1,...,m mit
) _ g« (>Nm)
|:v] zj| < Jm n > N}

Also gilt fiir n > max (Ng(l), e Ng(m)>:

n % n 62
2 —ally = | 3| = a2 < \fmo =

J=t

Da e > 0 beliebig war, gilt d(z(™, z) = ||z(™ — || = 0, d. h. (™ = z (n — o0). )
Beispiel 7.14 Es sei m = 3 und

n 1 ln 1 n n n

xgn)—>0, Ty —e, mgn)—>1 (n — o0)

Dann gilt

also folgt mit B. 7.13
1z = (0,e, ||z = 0 (n— o0),
d. h.

2™ = (0,e,1) (n — o).

In Verallgemeinerung von S. 5.22 erhalten wir
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Satz 7.15 (Bolzano-Weierstraf fir Folgen in K™)
Es sei m € N. Dann gilt: Jede beschrinkte Folge in K™ besitzt eine konvergente Teil-

folge.

Beweis. (Per Induktion nach m)
1. Induktionsanfang m = 1: Ergibt sich aus S. 5.22.
2. Induktionsschritt m — m + 1: Es sei (™) eine Folge in K™*! und

2™ = @™ ™ M) (neN).

Dann ist (y(™) mit

eine Folge in K™ und es gilt

m+1

1yl = > 12l = [l2t]]s
7=1

7=1

d. h. (y™) ist beschrinkt. Nach Induktionsveraussetzung existiert eine Teilfolge ("))
mit

Y™ sy (k- 00)
fiir ein y € K™.
Ist 2z := :zrggi)l, so ist |z < ||#(™)]| fiir alle k € N, also ist (z;) beschriinkt in K. Nach
S. 5.22 existieren eine Teilfolge (zx,)¢ von (2;); und ein z € K mit

xfﬁ_ﬂ) =25 — 2 (£ — o0) .

Ist y = (y1,-..,Ym), so folgt aus y(e) 5y (£ = o0) und B. 7.13

:Egnkl) Y1, x;nk[) = Y2,y o Ym (£ = 00).
Also gilt wieder mit B. 7.13
(e — (mgnkl)’ . w%”%g:fﬁ_‘f) = (Y1 s Ym, 2)
fiir £ — oo. H

Definition 7.16 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei M C X.

1. Ein Punkt z € X hei3t Haufungspunkt von M, falls zu jedem € > 0 ein y € M
mit y # z und d(z,y) < € existiert.
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2. Wir setzen
H(M) :={z € X : z Hiufungspunkt von M} .

Bemerkung 7.17 Aus der Definition ergibt sich leicht: z ist genau dann Hiufungs-
punkt von M, wenn eine Folge (z,) in M existiert mit z, — = (n — o0) und z, # x

fir alle n € N ([U]).

Beispiel 7.18 1. Es sei (X, d) = (R,d|). Fir M = {1/k: k € N} gilt
H(M) = {0}

und fiir M = Q gilt (vgl. B. A.11)
H(M) =R

2. Bs sei (X,d) = (C,d}). Fir M ={z € C:0 < |z] <1} gilt

HM)={2ze€C:|z| <1}.
Durch Ubertragung des Satzes von Bolzano-Weierstra$ fiir Folgen ergibt sich

Satz 7.19 (Bolzano-Weierstraf fir Mengen in K™)
FEs sei M C K™ beschrankt und unendlich. Dann ist

H(M) #0 .

Beweis. Da M unendlich ist, existiert eine Folge (z,) in M mit x, # z,, fiir alle

n # m. Aus der Beschrianktheit von M folgt die Beschrinktheit von (z,). Also be-

sitzt (z,,) nach S. 7.15 eine konvergente Teilfolge (z, ). Ist z = klim Tp,, SO ist also
— 00

xz € H(M) (man beachte: z,, # z fiir alle k£ bis auf hochstens eine Ausnahme). O

Ahnlich wie wir die Definition der Folgenkonvergenz in allgemeinen metrischen Rium-
en auf die Definition in R zuriickgefiithrt haben, gehen wir jetzt bei der Einfithrung
von Cauchy-Folgen vor.

Definition 7.20 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,) in X heifit
Cauchy-Folge (in (X, d)), falls zu jedem € > 0 ein N, € N existiert mit

d(xy, Tm) < € (n,m > N¢) .
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Bemerkung 7.21 Ist (X, d) ein metrischer Raum, und ist (z,) eine Folge in X, so
gilt wie im Fall (X,d) = (K, d|.|): Ist (z,) konvergent, so ist (z,) eine Cauchy-Folge.
Der Beweis folgt unmittelbar mit der Dreiecksungleichung.

Die Umkehrung ist allerdings im Allgemeinen falsch!

Betrachtet man etwa (X, d) = (Q,d),) (also die rationalen Zahlen mit der Betragsme-
trik), so ist die Folge (z,,)7° , mit 2o = 2 und

1 2
Tp4+1 = 5 (xn + > (n € NO)

2 T,

eine Folge in X = Q. Betrachtet man (z,,) als Folge in (R, d|.|), so gilt z, — V2 (vgl.
B. 5.14), also ist () eine Cauchy-Folge in (R,d),) und damit auch in (Q,d|). Da
jedoch v/2 ¢ Q ist, kann die Folge in (Q, dy.) nicht konvergent sein. (Die Konvergenz
in (Q,d),) wiirde auch die Konvergenz in (R,d||) implizieren, d. h., ein rationaler
Grenzwert wiirde der Eindeutigkeit des Grenzwertes (B. 5.2) widersprechen.)

Definition 7.22 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. (X, d) heifit (folgen-) vollstindig,
falls jede Cauchy-Folge in (X, d) konvergiert.

Beispiel 7.23 1. Nach 8. 5.19 sind R und C (mit der Metrik d|,|) vollstéindig. Dasselbe
gilt fiir (K™, d).|) fiir beliebige m € N.
(Denn: Ist (2(™) eine Cauchy-Folge in (K™, dy.|), so gilt mit (™ = (acg”), . ,:1753)):

2l — 2™ <|lz) — 2™, (n,meN),

also sind auch die Folgen (a;gn))n fir j = 1,...,m Cauchy-Folgen in K. Da (K,d|,)
vollstéindig ist, sind diese konvergent und damit ist nach B. 7.13 auch (z(™)) konvergent
in (K™, d|,).)

2. Nach B. 7.21 ist (Q, d},|) nicht vollstindig.

3. Auf R ist durch

T . y (
L+ |z| 14|y

d(z,y) :== ‘ z,y € R)

eine Metrik definiert ([U]).
Die Folge (z;,) mit x, = n ist eine Cauchy-Folge in (R, d), die nicht konvergiert.

(Denn: Es gilt fiir n,m € N mit n > m

n m _ n—m n 1 < 1
I+n 14+m| (A4+n)(1+m) ~14+n 14+4m = 14+m’

d(Tp, Ty) = ‘
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Also existiert zu jedem ¢ > 0 ein N, mit d(z,, z,,) < € fiir alle n > m > N,, d. h. (z,,)
ist eine Cauchy-Folge in (R, d). Ist jedoch = € R beliebig, so gilt

n_
1+n 14|z

x

S1- T S0
1+ |z

d(n,z) = ‘

also d(n,z) /4 0 (n — oo0). Damit ist (z,) nicht konvergent und folglich (R, d) nicht
vollstandig. Es zeigt sich (mit 1.), dass die Vollstéindigkeit eine Eigenschaft ist, die
nicht nur von der zugrunde liegenden Menge (hier R), sondern auch von der Metrik
abhéngt!

Definition 7.24 Es sei V = (V,|| - ||) ein normierter Raum. Dann heifit V' Banach-
raum, falls (V,d)) vollstindig ist.

Beispiel 7.25 K™ = (K™, d),) ist nach B. 7.23.1 ein Banachraum.
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8 Stetige Funktionen zwischen metrischen Riumen

Es seien X = (X,d) und Y = (Y, e) metrische Raume. Wir untersuchen jetzt Funktio-
nen f: M — Y, wobei M C X.
Wir wollen zunéchst kurz darauf eingehen wie man in einfachen Fillen solche Funk-

tionen veranschaulichen kann. Dazu setzen wir
Sy :=graph(f) :=={(z,y) :z € M,y = f(2)} = {(=, f(z)) ;7€ M} CX XY .

St heifit Graph von f.

Beispiel 8.1 1. Es sei f: [0,00) — R definiert durch
fl@)=vz  (z20).
Dann ist Sy = {(z,/z) : z > 0} C R

2. Es sei f : R — R definiert durch f(z) := [z], wobei [z] := max{n € Z : n < z} (sog.
Gauflklammer von z). Dann ist
Sp={(z,[z]): 2 € R} C R?.
3. Es sei f : R? — R definiert durch
f(z1,z2) := sin(z1x2) ((z1,22) € R?).
Dann ist
Sr = {(z1, 2, sin(z122)) : (x1,22) € RQ} CR3.
4. Fs sei f : R — R? definiert durch

f(t) :== (cos(t),sin(t)) (teR).

Dann ist
Sy = {(t,cos(t),sin(t)) : t € R} C R?.

Eine der wichtigsten Struktureigenschaften von Funktionen (zwischen metrischen Raum-
en) ist die Stetigkeit:

Definition 8.2 Es seien (X, d) und (Y, e) metrische Riume, und es sei f : M — Y,
wobei M C X.
1. f heifit stetig an der Stelle xg € M, falls zu jedem € > 0 ein . (= ¢ 5,) > 0 existiert

mit
e(f(x), f(zg)) <e fiir alle z € M mit d(z,zo) < . .

2. f heilit stetig auf der Menge Mo C M, falls f stetig an jeder Stelle x¢p € My ist. Ist
My = M, so heiflt f kurz stetig.
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Anschaulich bedeutet die Stetigkeit an einer Stelle zg, dass die Funktionswerte f(z)
fiir £ “nahe bei zy” auch “nahe bei f(zy)” liegen.

Beispiel 8.3 1. Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei f : X — X definiert
durch f(z) =z (z € X) (d. h. f =idy). Dann ist f stetig (auf X).
(Denn: Ist zp € X und & > 0, so gilt fiir J, := e:

d(f(x), f(z)) =d(z,z0) <e fir alle z € X mit d(z,z0) < =€ .)

Ist c€ X und ist g : X — X mit g(z) = c¢(z € X), so ist auch g stetig (auf X).

2. Es sei (X,d) = (R,d)) und es sei f : R — R definiert durch

f(m):{ 1, falls =0

z, sonst

Dann ist f stetig an allen Stellen xg # 0.
(Denn: Es seien zy # 0 und € > 0 gegeben. Ist d. := min(e, |zo|) so gilt fiir alle z € R
mit |z — zo| < J. insbesondere z # 0 und damit

|f(z) = f(z0)| = |z — m0| <e).

Ferner ist f unstetig an z¢ = 0.
(Denn: Wir betrachten ¢ = 1/2. Ist § > 0 beliebig, so gilt fiir z := min(1/2,0/2)
einerseits |z — 0] = z < ¢ und andererseits

[f(@) = fO) =1—-2=>1/2).

Wir wollen nun der obigen “e-d.-Definition” Charakterisierungen zur Seite stellen, die
oft besser zu handhaben sind. In diesem Zusammenhang fithren wir auch den wichtigen
Begrift des Grenzwertes einer Funktion ein.

Definition 8.4 Es seien (X,d) und (Y, e) metrische Ridume, M C X, und es seien
f: M — Y sowie yg € Y. Ferner sei xy ein Hiufungspunkt von M. Wir sagen, f habe
an zg den (Funktions-) Grenzwert vy, falls zu jedem € > 0 ein . > 0 existiert mit

e(f(r),y) <e furalle z € M mit 0 < d(z,z) < 6-.
Wir schreiben dann

ILm f(z) =yo oder lim0 f(z) =y oder kurz f(z)—yo (z— z0).
T—T0 ’;—e’]”\”/[
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Ist speziell (X, d) = (R, d) und 29 € H(M™*), wobei M* := {zx € M : x > zy} (bzw.
zo € H(M™), wobei M~ :={z € M : x < x¢}), so schreiben wir auch
flzg) = lim+f(x) = lim f(z) bzw. f(zy):= lim f(z):= lim f(z).

_ r—rxzQ T r—rxQ
T—xg ceM+ =Ty zeM—

(f(zd) heift rechtsseitiger Grenzwert und f(z,) linksseitiger Grenzwert an zq).

Bemerkung 8.5 1. Man beachte, dass im Falle von D. 8.4 der Punkt zg in M liegen
kann oder auch nicht. Auch im Falle o € M spielt der Funktionswert f(xo) bei der
Grenzwertuntersuchung keine Rolle! So ist etwa in B. 8.3.2

lim f(z) =0.

z—0

2. Aus den entsprechenden Definitionen ergibt sich unmittelbar: Sind f : M — Y

und z( ein Haufungspunkt von M, so gilt f(z) — yo genau dann, wenn die Funktion
f:MU{zo} =Y, definiert durch

~ Y0, falls = = zg
flz) =
f(z), falls z€ M,z +#x

stetig an zg ist. Insbesondere gilt in Falle zo € H(M) U M damit
f stetig an z = flz) = f(xzo) (z — x) .

(Aus der Definition der Stetigkeit folgt zudem sofort: Ist o € M \ H(M), so ist f
stets stetig an xg.)
3. Man sieht leicht ([U]), dass im Falle X = R und 29 € H(MT) N H(M™) gilt:

yo = lim f(z) existiert genau dann, wenn f(zy) und f(z,) existieren und f(z{) =
T— X0

f(zy ) = yo erfillt ist.

Beispiel 8.6 1. Es sei f : R — R definiert durch

1, falls >0
f(z) :=sign(z) := 0, falls z=0
-1, falls z<0

Dann gilt
F0) = Tim f(@)=1,  f(07)= lim f(z)=—1

x—0t x—0~
und lir% f(x) existiert nicht.
z—
2. Es sei f : R — R definiert durch

{1, falls z€Q

flo):= 0, falls z€eR\Q '
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Dann existiert fiir kein 7 in R der (rechts- oder linksseitige) Grenzwert!

(Denn: Ist o € R und ist § > 0, so existieren z1, 2 mit zo < z; <z +0 (j = 1,2)
sowie f(z1) = 1 und f(zz) = 0 (nach B. A.11 und [U]). Hieraus folgt, dass kein
rechtsseitiger Grenzwert an x( existiert. Entsprechend sieht man, dass kein linksseitiger
Grenzwert existiert.)

Insbesondere ist damit f unstetig an allen Stellen zg € R.

Wir beweisen folgende wichtige Charakterisierungen des Grenzwertwes und der Ste-
tigkeit:

Satz 8.7 Es scien (X,d) und (Y,e) metrische Riume, M C X und f : M — Y.
Ferner seien xp € X und yo € Y.

1. Ist xg € H(M), so sind dquivalent:

a) lim f(z) =1y

Tr—T0

b) Fiir alle Folgen (xy,) in M mit z, — xo und x, # xo gilt f(zn) = yo.
2. Ist xg € M, so sind dquivalent:

a) f ist stetig an der Stelle xy.
b) Fiir alle Folgen (xy) in M mit x, — xo gilt f(zn) — f(xo).

Beweis.

1. Wir zeigen b) = a) von 1.:

Angenommen, f(x) 4 yo. Dann existiert ein ¢ > 0 so, dass fiir alle § > 0 ein z € M
existiert mit 0 < d(z,z9) < 0 und e(f(x),yo) > e. Insbesondere existiert zu jedem
n € Nein z, € M mit 0 < d(zn,z0) < 1/n und e(f(x,),y0) > €. Fir die Folge (z,)
in M gilt damit z,, — zo (n — 00), x, # xo und f(z,) # yo. Widerspruch!

2. Wir zeigen a) = b) von 2.:

Es sei (z,) eine Folge in M mit z, — zg (n — o0), und es sei ¢ > 0 gegeben. Da
f stetig an zg ist existiert ein d. > 0 so, dass e(f(z), f(zo)) < ¢ fur alle z € M mit
d(z,z9) < 0. Aus z,, — ¢ folgt die Existenz eines N, = N(d.) € N mit d(x,, z¢) < ¢
fir alle n > N.. Also gilt auch e(f(zy,), f(zo)) < € (n > N¢).

3. Wir zeigen b) = a) von 2.:

Ist zg ¢ H(M) so ist nach Definition f jedenfalls stetig an z¢. Es sei also 9 € H(M).
Nach Voraussetzung und Beweisschritt 1. gilt dann f(x) — f(zg) (z — zp). Also ist
f stetig an xy nach B. 8.5.2

4. Wir zeigen a) = b) von 1.:

Nach Voraussetzung und B. 8.5.2 ist f stetig an zg. Ist (z,,) eine Folge in M mit
Ty # Ty — T, so gilt f(z,) = f(mn) — f(xo) = yo nach Beweisschritt 2. O
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Beispiel 8.8 1. Es sei (X, d) = (C,d},). Dann gilt

e —1

z

-1 (2—=0)

(Denn: Fiir 0 < |2 < 1 ist

e —1 1 o 2#
—1l=1= 21| =

Ist (zp) eine Folge in C\ {0} mit z, — 0, so gilt

o0

|21

1 — |2y

—0 (n — o0)

und folglich auch

en_

—1‘—>0 (n — o0) .
Zn

Da (z,) beliebig war, folgt die Behauptung.)

Bemerkung 8.9 Ist speziell (X,d) = (R,d|), so setzen wir Ilgglo f(x) := yo (bzw.
mli}r_noof(:r) := 1) falls die Bedingung aus S. 8.7.1 b) mit z,, = oo (bzw. z, - —o0)
anstelle von z,, — ¢ gilt. Aulerdem schreiben wir im Falle Y = R auch IILIEO fz) =
oo (bzw. mligclof(a:) = —o0), falls die Bedingung aus S. 8.7.1 b) mit yp = oo (bzw.
yo = —oo) erfiillt ist.

So gilt etwa fiir alle m € N

lim z™ = o0 und lim 1/2™=0.
T—00 T—r—00

Satz 8.10 Es seien (X,dx), (Y,dy) und (Z,dyz) metrische Riume, M C X, und es
seien f: M =Y und g:Y — Z. Ist 9 € X so, dass yo = xlggclof(x) existiert, und
ist g stetig an yo, so gilt lim (go f)(z) = g(yo). Ist zudem f stetig an xq, so ist auch
go f stetig an xy. o

Beweis. Es sei (z,,) eine Folge in M mit z, — zo (n — o0) und z, # z¢. Dann gilt
f(zn) = yo (n — o0). Da g stetig an yp ist, gilt dann auch g(f(zy)) — g(yo) (n — o)
nach S. 8.7.2. Also ist Ilgg (go f)(z) = g(yo).

Ist f stetig an zg, so ist yoo = f(xo). Damit ergibt sich die zweite Aussage nach B.
8.5.2. O
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Bemerkung und Definition 8.11 Ist (X, d) ein metrischer Raum, M C X und sind
fyg: M — K (also reell- oder komplexwertig), so definieren wir

f+g9g + M —K durch (f+g)(z):=f(z)+g(zx) (ze M)
frg + M—K durch (f-g)(z):= f(z)-g(x) (x € M)
flg + M—=K durch (f/g)(z):= f(z)/g(z) (z € M)

(wobei im Falle f/g natiirlich ¢g(z) # 0 vorausgesetzt wird).
Gilt fur ein zo € H(M)

flx) = a und glz) = b (x = x0),

so folgt
(f+g)(x) >a+b und (f-9)(x) = a-b (z— xp)

und im Falle b # 0 auch

(f/9)(z) = a/b (2 = wo) .

(Der Beweis ergibt sich leicht aus den Grenzwertsétzen fiir konvergente Folgen in K
(S. 5.5) und S. 8.7.1).

Hieraus ergibt sich nach B. 8.5.2 auch: Ist 9 € M und sind f und g stetig an zg, so
sind auch f + g, f - g und f/g stetig an z.

Beispiel 8.12 1. Es seien ag,...,a, € K und es sei P : K — K definiert durch

n

P(z) := Za,,x” (z€eK).
v=0

(Funktionen dieser Form heiflen Polynome (in R bzw. C) ).
Dann ist P stetig auf K.
(Denn: Nach B. 8.3.1 sind Py, P : K — K mit Py(z) := ¢, wobei ¢ € K fest, und
Pi(z) := z, stetig auf K. Durch sukzessive Anwendung von B/D 8.11 ergibt sich die
Stetigkeit von P.)
Ist Q : K — K ein weiteres Polynom, so ist R = P/(Q definiert und stetig auf K\ N,
wobei Ng := {z € K: Q(z) = 0}.

2. Die Funktion exp : C — C ist stetig
(Denn: Zunéchst gilt nach B. 8.6.1

Z
_1
lime? —1=limz- 2 —0-1=0.

z—0 z—0 z

Es sei nun zy € C beliebig. Dann gilt fir z € C

e —e = (eF 0 —1).
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Also folgt (da z — zp — 0 fiir z — 2g)

lim e* —e® =¢* - lim (e — 1) =e*0=0
Z2—20 Z—20

und damit

lim e* =e* .
Z2—r20

Mit B. 8.5.2 ergibt sich die Behauptung.)
Nach B./D. 8.11 sind damit auch die Funktionen cos : C — C und sin : C — C stetig.

Wir untersuchen nun speziell Funktionen f : M — R, wobei M C R, also reellwertige

Funktionen einer reellen Variablen. Zunachst beweisen wir

Satz 8.13 (Zwischenwertsatz)
Es sei I # 0 ein Intervall in R und f : I — R sei stetig auf I. Dann ist auch
J:=W(f)(= f(I)) wieder ein Intervall.

Beweis. Ist J einpunktig, so ist J insbesondere ein Intervall. Es seien also y,y € J,
wobei 0. E. y < 7. Dann ist zu zeigen: Ist n € (y,7) so existiert ein £ € I mit f(&) = 7.
Zunichst existieren z,7 € I mit f(z) = y und f(Z) = 5. O. E. sei z < T (sonst
betrachte man — f). Wir setzen

M :={z€[z,7): f(z) <n}.
Dann ist M # 0 (da z € M) und beschrinkt, also existiert
E:=supM € [z,7]CI.

Behauptung: Es gilt f(£) = 7.

Denn: Es existiert eine Folge (z,,) in M mit z, — £. Da f stetig an & € [ ist, gilt
f(zn) = f(&) also f(&) <n. Aus f(ZT) =7 > n folgt £ < T. Ist (Z,) eine Folge in (£, 7]
mit Z,, — &, so folgt n < f(Z,) — f(&) (n — 00), also f(£) > n und damit f(&) = 7.
O

Bemerkung 8.14 Die Aussage von S. 8.13 ist i. A. falsch, falls f unstetig an einer
Stelle zg € I ist. Ist etwa f: R - R

z+1, >0
f(w)={ rhore

T, z <0

so ist W(f) = (—o0,0) U[1,00), also kein Intervall.
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Definition 8.15 Essei M C R und f: M — R. Dann heif}t f
1. monoton wachsend, falls f(z1) < f(z2) fir z; < x9,
2. streng monoton wachsend, falls f(xz1) < f(xz2) fiir z1 < o,

3. (streng) monoton-fallend, falls —f (streng) monoton wachsend ist.

Es ist klar, dass i. A. monotone Funktionen nicht iiberall stetig sind (vgl. etwa B.
8.14.1). Wir werden jedoch sehen, dass die Unstetigkeitsstellen eine besondere Struktur

haben und auch nicht “allzu hiufig” sind.

Definition 8.16 Es seien I # () ein Intervall und f : I — R. Ferner sei f unstetig an
der Stelle x € 1.
Die Stelle zy heifit Unstetigkeitsstelle 1. Art (oder auch Sprungstelle), falls gilt

a) Ist 2o nicht rechter Randpunkt von I, so existiert f(zg) = lim+ f(z) € R,

I*}IO

b) Ist zg nicht linker Randpunkt von I, so existiert f(z;) = lim f(z) € R.

I%IO

Anderenfalls heifit zq Unstetigkeitsstelle 2. Art.

Beispiel 8.17 1. Es sei I = R und

1, falls z>0
f(z) =sign(z)=4¢ 0, falls z=0
-1, falls z <0

Dann ist 79 = 0 eine Unstetigkeitsstelle 1. Art (es gilt f(07) =1, f(07) = —1).

2. Es sei I =[0,00) und

f(x):{ 1, falls =0

z, falls >0

Dann ist g = 0 eine Unstetigkeitsstelle 1. Art (es gilt f(07) =0 # f(0)).

3. Essei ] =R und

f(x):{ 1)z , z#0

0 , z=0

Dann ist g = 0 eine Unstetigkeitsstelle 2. Art (es gilt f(07) = oo, also f(0") € R).
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4. Es sei I = R und
sin(1/z) , z#0
f(z) =
0 , =20

Dann ist zo = 0 eine Unstetigkeitsstelle 2. Art (da f(0") nicht existiert ([U])).

5. BEssei I = R und

)1, z€Q
f(fl?)—{0 20

Dann ist jedes 7o € R eine Unstetigkeitsstelle 2. Art (f(z{) und f(z,) existieren fiir
kein zg € R).

Fiir monotone Funktionen gilt

Satz 8.18 Es sei [ # () ein Intervall, und es sei f : I — R monoton (wachsend oder
fallend). Dann hat f keine Unstetigkeitsstellen 2. Art und hdchstens abzihlbar viele
Unstetigkeitsstellen (1. Art). Auferdem gilt fiir alle zg € 1

flzg) < f(z0) < F(2g) falls f monoton wdchst

und
fzg) > f(zo) > f(zg) falls f monoton fallt

(wobei im Falle eines Randpunktes xo von I jeweils nur eine Ungleichung auftritt).

Beweis. O. E. sei f monoton wachsend (ansonsten betrachte man — f).
1. Wir zeigen: Ist 7y € I nicht rechter Randpunkt, so existiert f(zg) € R und es gilt

f(zg) = f(zo):
Da f(z) > f(zo) fur alle z > z gilt, existiert

yo :=inf{f(z):z €I, z>x}

und es gilt yo > f(x0). Es sei ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein x. > o mit f(z.) <
yo + €. Mit 0. := z. — xg gilt dann fiir alle £ mit zg < z < ¢ + 0. = z¢

Yo < flz) < flze) <yo+e

Damit ist f(zg) = vo.

Entsprechend zeigt man die Existenz von f(zy) € R mit f(z{) > f(z¢) in dem Falle,
dass z nicht linker Randpunkt von I ist. Folglich hat f keine Unstetigkeitsstellen 2.
Art und die behaupteten Ungleichungen gelten.
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2. Wir zeigen, dass hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen existieren. Dazu

setzen wir
S(f) :={z € I: f unstetig an z} (= {z € I : z Unstetigkeitsstelle 1. Art von f}) .

Ist S(f) leer oder einelementig, so ist die Behauptung klar. Es sei also S(f) mindestens

zweielementig. Fiir z € S(f) setzen wir

(mit f(z~) := —oo falls z linker Randpunkt von I und f(z1) := oo falls z rechter
Randpunkt von I).
Dann folgt aus der Monotonie von f fiir 1,29 € S(f) mit 21 < za:

I(z )N I(ze) =0

(da f(z{) < f(2322) < f(zy)). Nach B. A.11 ist I(z) N Q # 0, also kdnnen wir
ein ¢(z) € I(z) N Q wahlen. Es gilt dann p(z1) # p(z2) fiir 71 # x2. Also ist ¢ eine
bijektive Abbildung von S(f) nach W(yp) C Q. Da Q abzihlbar ist, ist auch W(y)
und damit auch S(f) abzéhlbar. O

Beispiel 8.19 Es sei f: (0,1) — R definiert durch

1 1 1
== fi - .
f(z) - urwe[n+1,n> und n € N

Dann ist f monoton wachsend auf (0,1) und jede Stelle z,, = 1/n(n € N) ist eine
Sprungstelle. Also hat f abzihlbar unendlich viele Sprungstellen.

Zum Abschluss befassen wir uns noch mit der Umkehrbarkeit streng monotoner Funk-

tionen.

Satz 8.20 Es sei I C R ein Intervall und es sei f : I — R streng monoton wachsend
(bzw. fallend). Dann gilt

1. Die Umbkehrfunktion f~1 existiert auf J := W(f) und f~' ist ebenfalls streng
monoton wachsend (bzw. fallend). Auferdem ist f~=' stetig.

2. Ist f zudem stetig, so ist J ein Intervall.
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Beweis. 1. Aus D. 8.15 sieht man leicht, dass f : I — J bijektiv ist, d. h. f~!':J = I
existiert. Weiter ist f~!: J — I streng monoton wachsend.

(Denn: Angenommen, es existieren y1,y2 € J mit y; < yo und z; = f~l(y) >
[~ (y2) = mo. Dann gilt y; = f(z1) > f(z2) = y2, da f (streng) monoton wachsend
ist. Widerspruch!)

SchlieBlich ist f~':.J — I stetig.

(Denn: Es sei yg € J und g := f ' (yg). Ist g nicht der rechte Randpunkt von I, und
ist € > 0 (0.E. so klein, dass xo + € € I), so setzen wir

b 1= f(zo+¢€) — f(zo) -
Dann ist . > 0 und fiir alle y € J mit yg < y < yo + 6. = f(xo + ¢) folgt
0<f ) —F o) < fFHyo+ ) — F (o) =€ .

Ist ¢ nicht der linke Randpunkt von I, so sieht man entsprechend: Fiir alle ¢ > 0

existiert ein 0. > 0 so, dass
0< f_l(yo) — f_l(y) <e firalley e J mit yg— 0. <y <o .

Damit ergibt sich die Stetigkeit von f~! fiir alle yo € J.
2. Ist f stetig, so ist J = W (f) nach S. 8.13 ein Intervall. O
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9 Topologische Grundbegriffe

Wir untersuchen nun die Struktur von Teilmengen metrischer Rdume. Dabei werden
wir oft die Fille R oder R? zur Veranschaulichung heranziehen. Das Konzept ist je-
doch wesentlich allgemeiner ohne das die Begriffe sich gegeniiber diesen sehr speziellen
Fillen dndern.

Definition 9.1 Es sei (X,d) ein metrischer Raum und es sei 7y € X.
1. Fiir € > 0 heifit die Menge
Us(xo) :={z € X : d(z,x0) < €}
e-Umgebung von xy (oder auch Kugel mit Radius € um x).

2. Eine Menge U C X heifit Umgebung von x, falls ein ¢ > 0 existiert mit U (z¢) C
U.

Beispiel 9.2 1. Ist (X, d) = (R,d|,), so ist fiir zp € R
Ues(zg) ={z €R: |z —xz¢| <e} = (xp—e,10+ €) .
2. Ist (X,d) = ((C,d|.|), so ist fur zg € C

Uczo) = {z€C:|lz—2z|<e}=
= {2€C: Re*(z — ») + Im?(z — ) < €%}

der Kreis mit Radius € um z;.
3. Ist (X’ d) = (Rg’dH) so ist fiir x(O) - (mgO)vng)axi(%O)) eR3

U. ($(0)> = {(:El,ZL‘Q,fE?,) € R3 . (acl — xgo))Q + <x2 — xgo))Q + <$3 — xéo))z < 62}

die Kugel mit Radius ¢ um z(%.

Bemerkung 9.3 Aus D. 9.1 ergibt sich leicht folgende Charakterisierung der Kon-
vergenz einer Folge (z,,) in einem metrischen Raum (X, d).
Es gilt z,, — z (n — o0) genau dann, wenn zu jeder Umgebung U von z ein Ny € N
existiert mit

T, €U fir alle n> Ny .

([0)).-

Definition 9.4 Es sei (X,d) ein metrischer Raum, und es sei M C X.
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1. Ein Punkt zy € M heit innerer Punkt von M, falls ein ¢ > 0 mit U (zg) C M
existiert (d. h. M ist Umgebung von z).

2. Die Menge
M := {z € M : z innerer Punkt von M} (C M)

heift innerer Kern (oder Inneres) von M.

3. M heiBt offen (in (X, d)) falls M = MY gilt (d. h. jeder Punkt von M ist innerer
Punkt).

Satz 9.5 Es sei (X,d) ein metrischer Raum.
1. Fir alle zg € X und £ > 0 ist Us(zg) offen.
2. Sind My, My C X mit My C My, so ist MY C MJ.
3. Fiir M C X ist M° offen und es gilt

MY = U 0.

OCM
O offen

Beweis. 1. Es sei z1 € Ug(xg). Fiir § := e —d(z1,z¢) gilt § > 0 und fir alle z € Us(z)
gilt
d(z,z0) < d(z,z1) + d(z1,20) < 0 +d(z1,70) =€,

d. h. Us(a1) C Us(xo).

2. Ist x € MY, so existiert ein € > 0 mit U.(x) C M;. Also ist auch U.(z) C My und
damit z € (M>)°.

3. a) Wir haben zu zeigen: (M?)? = M°. Da nach D. 9.4.2 jedenfalls (M?)° c M? gilt,
geniigt es, (M°)Y D MY zu zeigen.

Es sei also # € M°. Dann existiert ein ¢ > 0 mit U.(z) C M. Nach 1. ist U.(z) =
(U.(x))° und nach 2. gilt damit

Ue(z) = (Us(x))” € M°.

Folglich ist = € (M")°.
b) “C” ist klar, da M° C M und M? offen nach a).
“3” Es sei O C M, O offen. Dann gilt O = 0° ¢ M° nach 2. O
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Beispiel 9.6 1. Wir betrachten (X,d) = (R,d||) und M = [a,b] fiir a,b € R,a < b.
Dann ist M° = (a,b)(# M, also M nicht offen).

(Denn:

“C7:Ist z € MY, so existiert ein ¢ > 0 mit U () C M = [a,b], d. h. (z—¢, x+€) C [a, b].
Also ist  # a und z # b, d. h. = € (a,b).

“D7: Ist x € (a,b), so gilt firr ¢ := min(b — z,x — a)

U=U(z)=(x—e,x+e)C M

und damit ist z € M?.)

Nach S. 9.5.3 ist (a, b) offen. Die Intervalle (a, b], [a,b) sind nicht offen. Hingegen sind
die Intervalle (—o0,b) und (a, co) offen.

2. Fiir a = (a1,...,am),b=(by,...,by) € R™ setzen wir

(a,b) = {z=(z1,...,2m) ER™1a; <z; <b; (j=1,...,m)}

= (al,bl) X ... X (am,bm)

(und entsprechend [a, b), (a, b] baw. [a,b] mit [a;, b;), (aj,b;] baw. [a;, b;] anstelle von

(a,b5))- )
Dann ist [a,b]° = (a,b) (= [a,0)° = (a,8]°) ([U]).

3. Ist (X, d) ein beliebiger metrischer Raum, so sind X und () offen in (X, d).
Ist etwa (X, d) = ([a,b], d),), so ist [a,b] offen in (X, d) (anders als in (R, d),))).

Satz 9.7 Es sei (X,d) ein metrischer Raum.

1. Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen. (D. h. ist I(# 0) eine
beliebige Indexmenge und sind O, offene Mengen fiir alle a € I, so ist |J O,

acl
offen ).
2. Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen. (D. h. sind Oq,...,Oy,

n
offene Mengen, so ist () O; offen.)
j=1

Beweis. 1. Es sei z € |J O,. Dann existiert ein a € I mit z € O,. Da O, offen ist,
acl
existiert ein ¢ > 0 mit U, (z) C O,. Dann ist auch U.(z) C |J O,. Folglich ist |J O,
acl acl
offen.

n
2.Esseiz € () O;. Dannist z € O firralle j € {1,...,n}. Da O, offen ist, existiert ein
j=1
g; > 0 mit U, (z) C O;. Fiir € := min{ey, ..., e} gilt € > 0 und Ue(z) C U, (z) C O;
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n n
fur j=1,...,n und damit U,(z) C [ O;. Folglich ist [ O; offen. O

Bemerkung 9.8 1. A. ist der Durchschnitt abzidhlbar vieler offener Mengen nicht
mehr offen! Man betrachte etwa O, = (=1/n,1/n) C R (mit d = d|). Dann ist O,
offen fiir alle n € N, aber

No=N(-51) -0

ist nicht offen.

Definition 9.9 Es sei (X,d) ein metrischer Raum, und es sei M C X.
1. M heiit abgeschlossen (in (X, d)), falls M = X \ M offen ist.

2. Die Menge

M = m A

ADM
A abgeschlossen

heiflt Abschluss (oder abgeschlossene Hiille) von M.

3. Die Menge
OM := M\ M°

heif3t Rand von M.

Beispiel 9.10 1. Fiir jeden metrischen Raum (X, d) sind § und X abgeschlossen (da
X = (¢ und ) = X¢ offen sind). Es gibt also Mengen, die sowohl offen als auch abge-
schlossen sind.

2. Es sei (X,d) = (R, d|). Dann ist [a, b] abgeschlossen (denn R\ [a,b] = (—o00,a) U
(b, 00) ist nach B. 9.6.1 und S. 9.7.1 offen). Weiter sind die Intervalle (—oo, b] und [a, co)
abgeschlossen. Intervalle der Form [a, b) und (a, b] sind weder offen noch abgeschlossen.

Satz 9.11 FEs sei (X,d) ein metrischer Raum
1. Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

2. Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
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Beweis. Sind A, (« € I) abgeschlossen, so gilt

<(]Aa>6::LJAg und (LJAQ>C::r]Ag

acl acl acl acl

(de MoRrRGANsche Regeln). Nach Definition sind die A¢, offen. Damit ergibt sich die
Behauptung durch Anwendung von S. 9.7. O

Bemerkung 9.12 Die Vereinigung abzihlbar vieler abgeschlossener Mengen ist i. A.
nicht mehr abgeschlossen. So sind etwa A, = (—o0, —1/n]U[1/n,o0) (n € N) in (R, d)
abgeschlossen, aber

U 40 =R\ {0}

neN
ist nicht abgeschlossen (vgl. B. 9.8).

Satz 9.13 Es seien (X,d) ein metrischer Raum und M C X. Dann gilt:
1. M ist abgeschlossen.

2. M ist genau dann abgeschlossen, wenn M = M gilt.

Beweis. 1. Nach Definition ist M Durchschnitt abgeschlossener Mengen. Also ist auch
M abgeschlossen nach S. 9.11.1.

2. Falls M = M gilt, so ist M abgeschlossen nach 1. Ist umgekehrt M abgeschlossen,
so folgt M = M aus der Definition von M. O

Weiter gilt folgende wichtige Charakterisierung des Abschlusses:

Satz 9.14 Ist (X,d) ein metrischer Raum und ist M C X, so gilt

M=MUHM).

Beweis. “C”": Esseiz € M. Ist z € M, so ist 1 € MU H(M). Es sei also z ¢ M, und
es sei € > 0 gegeben. Angenommen (Ug(z) \ {z}) N M = (. Dann ist U.(z) C M*¢ (be-
achte: z € M¢). Also ist A := (U.(x))¢ abgeschlossen (S. 9.5.1) und A D M. Folglich
ist A D M und damit z € A = (U.(z))¢. Widerspruch.

“D": Esseix € MUH(M). Ist 1 € M, so ist auch + € M. Ist x € H(M), und ist
A D M, A abgeschlossen, so ist A C M€ offen. Angenommen x ¢ A. Dann ist x € A€,
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also existiert ein ¢ > 0 mit U.(z) C A° C M*°. Dies widerspricht aber z € H(M).
Folglich ist 7 € A und da A D M, A abgeschlossen, beliebig war, ist z € M. O

Satz 9.15 Ist (X, d) ein metrischer Raum, und ist M C X, so sind folgende Aussagen

dquivalent:
a) M ist abgeschlossen
b) H(M)C M

¢) Fir alle Folgen (zy,) in M mit z, — x (n — o0) gilt © € M.

Beweis. 1. Die Aquivalenz von a) und b) folgt direkt aus S. 9.14 und S. 9.13.

2. b) = ¢): Es sei (z,) eine Folge in M mit z,, — . Angenommen, x ¢ M. Dann ist
xn # z fir alle n € N, also ist © € H(M) nach B. 7.17. Nach Voraussetzung ist dann
auch x € M. Widerspruch!

c) = b): Ist z € H(M), so existiert nach B. 7.17 eine Folge (z,) in M mit =, — x.
Nach Voraussetzung (also c)) ist © € M. O

Beispiel 9.16 (vgl. B. 7.18)
L. Es sei (X,d) = (R,d}). Fir M = {1/k : k € N} gilt

M = M U{0}.
Weiter gilt fir M = Q (vgl. B. A.11)
M=R

sowie M? = () und damit
oM =R.

2. Bs sei (X,d) = (C,d)). Fir M = {z € C:0 < |z| <1} gilt M° = M (also ist M

offen) und

M=H(M)={2€C:|z| <1} sowie M ={2€ C:|z| =1} U{0}.

Definition 9.17 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

1. Eine Teilmenge M von X heifit dicht (in X), falls M = X gilt.
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2. X heif3t separabel, falls eine abzédhlbare dichte Teilmenge existiert.

Beispiel 9.18 Es sei (X, d) = (R,d}). Dann ist Q eine abzéhlbare dichte Teilmenge
von R. Also ist R separabel.

Der folgende Satz macht deutlich, wie Stetigkeit und die topologischen Begriffe Offen-
heit und Abgeschlossenheit zusammenhéngen.

Satz 9.19 Es scien (X,d) und (Y, e) metrische Raume, und es sei f : X — Y. Dann

sind dquivalent:
a) f ist stetig (auf ganz X ).
b) Fiir alle offenen Mengen O CY ist f~1(O) offen in X.

¢) Fiir alle abgschlossenen Mengen A C'Y ist f~1(A) abgeschlossen in X.

Beweis. a) = b): Es sei O C Y offen, und es sei z € f~(0). Dann ist y := f(z) € O.
Also existiert ein ¢ > 0 mit Us(y) C O. Da f stetig an z ist, existiert ein 6 > 0 mit
f(Us(z)) C Us(y), also f(Us(z)) C O. Dies impliziert wiederum Us(z) C f~1(O) und
damit ist f1(O) offen.

b) = a): Es sei z € X und € > 0. Dann ist O := U.(f(z)) offen in Y, und damit nach
Voraussetzung auch f~1(0) offen in X. Da z € f1(O) ist, existiert ein § > 0 mit
Us(z) C f71(0), d. h. f(Us(z)) C f(f 1(0)) C O. Also ist f stetig an z.

Die Aquivalenz von b) und c¢) ergibt sich durch Komplementbildung (man beachte
dabei: fir M C Y ist f~H(M¢) = (f~1(M))<.) O

Bemerkung 9.20 Fiir Bildmengen gilt eine S. 9.19 entsprechende Aussage i. A. nicht!
Ist etwa (X,d) = (R,d|,|) und f(z) = 72 (z € R), so ist fiir die offene Menge R

f(R) =1[0,00)
nicht offen. Ist g(x) = %litl (z € R), so ist fiir die abgeschlossene Menge R
g(R) = (_L 1) ’

nicht abgeschlossen.
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Wir untersuchen nun eine wichtige Klasse von Mengen, deren Struktur sich unter
stetigen Funktionen auf die Bildmenge iibertrégt.

Definition 9.21 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei K C X. Dann heifit K
(folgen-)kompakt, falls K abgeschlossen ist und falls jede Folge in K eine konvergente
Teilfolge besitzt.

Bemerkung 9.22 1. Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist K C X genau dann
kompakt, wenn jede Folge in K eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K besitzt.
(Denn:

=—: Es sei K kompakt. Ist (z5) eine Folge in K, so existieren ein z € X und eine
Teilfolge (zn,;) mit z,; — . Da K abgeschlossen ist, gilt z € K (S. 9.15).

<=: Es reicht zu zeigen: K ist abgeschlossen. Ist (z,) eine Folge in K mit z,, — =z,
so gilt auch z,,; — = fiir alle Teilfolgen (z,,) von (7). Damit ist nach Voraussetzung
z € K. Nach S. 9.15 ist K abgeschlossen.)

2. Ist (V|| - ||) ein normierter Raum, und ist K C V kompakt, so ist K insbesondere
beschrinkt (und abgeschlossen nach Definition).

(Denn: Angenommen, nicht. Dann existiert eine Folge (z,) in K mit ||z,|] — oo (n —
o0). Diese Folge besitzt keine konvergente Teilfolge; man beachte dabei: konvergente
Folgen sind notwendig beschréinkt, auch in allgemeinen normierten Rdumen.)

Im Falle (V.|| - ||) = (K™, | - |) ergibt sich aus dem Satz von Bolzano-Weierstrafi un-
mittelbar folgende wichtige Umkehrung der Aussage von B. 9.22.2:

Satz 9.23 (Heine-Borel)
Es sei M C K™ (mit d = d),)). Dann sind dquivalent

a) M ist kompakt

b) M ist beschrankt und abgeschlossen.

Beweis. a) = b) gilt nach B. 9.22.2.
b) = a): Es sei (z;,) eine Folge in M. Da M beschrénkt ist, existiert nach dem Satz

von Bolzano und Weierstra§ (S. 7.15) eine konvergente Teilfolge (). O

Beispiel 9.24 Fiir a = (a1,...,am), b= (b1,...,by) € R™ mit a; < b; sei

M =la,b] = [a1,b1] X -+ X [am, bp] -
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Dann ist M beschrinkt und abgeschlossen, wie man sich leicht {iberlegen kann. Also
ist M nach S. 9.23 auch kompakt.

Bemerkung 9.25 1. Eine S. 9.23 entsprechende Aussage gilt nicht mehr in allge-
meineren normierten Riumen! Zwar folgt aus der Kompaktheit von M stets die Be-
schranktheit und die Abgschlossenheit (nach B. 9.22.2). Jedoch sind umgekehrt Teil-
mengen M, die beschrinkt und abgeschossen sind, i. A. nicht kompakt!

Ist etwa (V,||-|]) = (B([0,1],]] - ||cc), SO ist

M := {X{a} ra € [0, 1]}

beschrénkt und abgeschlossen, aber nicht kompakt ([U]).
Wir untersuchen jetzt stetige Funktionen auf kompakten Mengen.

Satz 9.26 Es seien (X, d) und (Y, e) metrische Raume. Dann gilt: Ist K C X kompakt
und ist f : K =Y stetig, so ist auch f(K) CY kompakt.

Beweis. Es sei (y,) eine Folge in f(K). Dann existieren z,, € K mit y, = f(z,) (n €
N). Da K kompakt ist, existieren nach B. 9.22.1 ein x € K und eine Teilfolge (7y;)
von () mit z,; — x (j — 00).

Da f stetig ist, folgt

yn; = f(wn;) = f(z) € f(K) (= 00).
Wieder nach B. 9.22.1 ist f(K) kompakt. O

Fiir reellwertige Funktionen hat der Satz eine wichtige Konsequenz. Um diese formu-

lieren zu kénnen, brauchen wir eine Definition.

Definition 9.27 Es sei M # () eine Menge, und es sei f : M — R.

1. Man sagt, f hat ein (absolutes oder auch globales) Mazimum, falls max f(z) =

max f(M) existiert. Ist zop € M so, dass f(zg) = max f(z) gilt, d. h. ist
f(x) < f(zo) fir alle ze€e M,
so sagt man, f hat ein (absolutes oder globales) Maximum an .

2. Man sagt, f hat ein (absolutes oder auch globales) Minimum, falls mA/i[nf(ac) =

min f(M) existiert. Ist zop € M so, dass f(zg) = m]\/i[nf(:z:) gilt, d. h. ist
f(x) > f(zo) fir alle ze€e M,

so sagt man, f hat ein (absolutes oder globales) Minimum an .
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Beispiel 9.28 Essei M = R. Ist f(z) := 22 (z € R), so hat f an zg = 0 ein absolutes

Minimum, aber f hat kein Maximum. Ist g(z) = %m (z € R), so ist g beschrinkt,

aber g hat weder ein Maximum noch ein Minimum.

Satz 9.29 Es seien (X,d) ein metrischer Raum, K C X kompakt und f : K —
R stetig. Dann hat f ein absolutes Maximum und ein absolutes Minimum, d. h. es

existieren ri,xo € K mit

f(z1) < f(x) < f(x2) fiir alle =z € K .

Beweis. Zunichst gilt allgemein: Ist M C R beschrinkt und abgeschlossen, so exi-

stieren max M und min M ([U]).
Nach S. 9.26 ist f(K) C R kompakt, also auch beschrinkt und abgeschlossen. Damit
existieren max f(K) und min f(K). O

Beispiel 9.30 Es sei [—a,a] C R und f(z) := 2% (x € [~a,a]). Dann ist

fla) = f(=a) = max f(z)

—a,a

d. h. f hat an a und —a absolute Maxima. Auflerdem ist

£(0) = min f(z) .

[_aaa}

Eine sehr elegante Anwendung von S. 9.26 ist:

Satz 9.31 Es seien (K,d) und (Y,e) metrische Riume, und es sei K kompakt. Ist
f: K =Y bijektiv und stetig, so ist auch f~':Y — K stetig.

Beweis. Es sei A C K abgeschlossen. Nach S. 9.19 reicht es zu zeigen:

(fH71(A) = f(A) C Y ist abgeschlossen.

Da K kompakt ist, ist A als abgeschlossene Teilmenge auch kompakt. Also ist f(A) C
Y kompakt nach S. 9.26 und damit insbesondere abgeschlossen. O

Eine weitere wichtige Eigenschaft stetiger Funktionen auf kompakten Mengen ist die
gleichméfige Stetigkeit:

Definition 9.32 Es seien (X, d) und (Y, e) metrische Rdume, und es sei f: M — Y,
wobei M C X. Dann heifit f gleichmafig stetig (auf M), falls fiir alle ¢ > 0 ein 6. > 0
so existiert, dass

e(f(z1), f(ze)) <e fiir alle z1, zo € M mit d(z1,z2) < 0 .
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Aus der Definition ergibt sich sofort, dass jede auf einer Menge M gleichméflig stetige
Funktion auch stetig auf M (d. h. stetig in jedem Punkt x € M) ist. Das folgende
Beispiel zeigt, dass die Stetigkeit auf einer Menge i. A. nicht die gleichméifige Stetigkeit

impliziert.

Beispiel 9.33 Essei f: R — R mit f(z) = 22 (r € R). Dann ist f stetig auf R, aber
nicht gleichméfBig stetig.
(Es sei e = 1, und es sei 0 > 0 beliebig. Wir wéhlen z; = 1/§,29 = 1/0 + §/2. Dann
ist |z1 — z2| = /2 < 4, aber

[f(z1) = f(z2)] = |1 + @o| - |21 — 2| >2/6-6/2=1=¢.

Folglich ist f nicht gleichmifBig stetig auf R.)

Andererseits ist f|j 1) gleichmiBig stetig.

(Denn: Es sei € > 0 gegeben. Dann gilt mit J. := ¢/2 fiir alle 21,29 € [0,1] mit
|z1 — Ta] < 0g:

[f(@1) = fz2)] = |21 + 22| - |21 — 2] <2001 — o] <€)
Es gilt allgemein

Satz 9.34 Es seien (X,d) und (Y, e) metrische Riume. Ist K C X kompakt und ist
f: K —Y stetig auf K, so ist f auch gleichmdjfig stetig auf K.

Beweis. Angenommen nicht. Dann existiert ein ¢ > 0 so, dass fiir alle n € N zwei
Punkte z,,y, € K existieren mit

d(n,yn) <1/n und  e(f(2n), f(yn)) > €.

Die Folge (z,,) besitzt nach B. 9.22.1 eine Teilfolge (zy,); mit z,; — = € K.
Dann gilt
d(xaynj) < d(x7$nj) + d(xnj7ynj) —0 (n — o00) .

d. h. y,; = 2 (j = o0). Also folgt auf Grund der Stetigkeit von f an der Stelle =
e <e(f(zn;), fyn;)) < e(f(zn), f(2)) +e(f (@), f(yn;)) = 0 (§ = 00).
Widerspruch! O

Als wichtige Anwendung von S. 9.29 beweisen wir

Satz 9.35 (Aquivalenz der Normen auf K™)
Es seien || - || und || -||" 2wei Normen auf K™. Dann ezistieren Konstanten m, M > 0
so, dass

mlzl]" < |lz]l < Mljz|]"  (z €K™).
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Beweis. 1. Wir zeigen die Behauptung fir || -||" = || (= || - ||2). Zunichst gilt fiir
m .

T=(T1,...,Ty) = >, :cje(J), wobei
i=1

653) = ik (j,kzl,...,m)
(d.h. ) = j-ter Einheitsvektor),

d m

el <D Jal -lleD]] < o] - |leD]] .
=1 j=1

> ——

=M
Weiter betrachten wir die Abbildung ¢ := K" — R mit

p(a) =[] (z€K™).
Dann gilt fiir x,y € K™
(o) ~ ()| = lall — lll| < llz — il < Mlz — .
also ist ¢ stetig (bzgl. der Metriken d|.| auf K™ bzw. R). Aufierdem ist
B:={zrecK":|z|=1}

beschrankt und abgeschlossen, also auch kompakt nach dem Satz von Heine-Borel.
Folglich existiert nach S. 9.29

. _ 0
min o(x) =m >

beachte: o(z) > 0 fiir alle z € B, da || - || Norm). Damit gilt fiir alle z € K™,z £ 0
( @ g

x T
lzl| = Azl =l =zl [ o5 I 2 [z[m
|| ]
€B
(und fiir z = 0 ist dies trivialerweise erfiillt).
2. Ist || - ||' irgendeine Norm auf K™, so existieren nach 1. Konstanten m’, M’ > 0 mit
m/|z| < [z < M'je|  (z € K™).

Also folgt fiir alle z € K™
M
lz]] < M|z < —|]al/
m

und

m
lell > mla] > 2zl

Bemerkung 9.36 Eine wichtige Folgerung aus S. 9.35 ist die Tatsache, dass eine
Folge in K™ genau dann bzgl. d), fiir irgendeine Norm || - || konvergiert (bzw. eine
Cauchy-Folge ist), wenn sie bzgl. d|.| konvergiert (bzw. eine Cauchy-Folge ist).
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10 Differenzialrechnung von Funktionen einer Variablen

Wir betrachten Funktionen f : I — R, wobei I C R ein Intervall ist. Um die fei-
nere Struktur solcher Funktionen untersuchen zu kénnen, brauchen wir einen iiber
die Stetigkeit hinausgehenden “Glattheitsbegriff”. Grob gesagt wollen wir Funktionen
definieren, deren Graph keine “Ecken” hat; d. h. Funktionen, die Tangenten an den
Graph besitzen. Diese Tangenten spiegeln das Verinderungsverhalten der Funktion
wider.

Die Idee ist folgende: Wir betrachten fiir zwei Punkte zy, x € M Sekanten S, durch die
Punkte (zq, f(z0)) und (z, f(x)) in R2. Diese Sekanten sind festgelegt durch (zg, f(z))
und ihre Steigung

f(@) = [(w0)
r — X

(Verhiltnis der Anderung von f zur Anderung von ). Fiir  — z wird die Grenzge-
rade T, falls existent, als Tangente an den Graph im Punkt (zg, f(zg)) angesehen. Die
Steigung von T ist ein Ma# fiir die Anderung der Funktionswerte in der Nihe von .
Dies fassen wir in eine exakte Definition, wobei wir allgemeinere Definitionsbereiche

in C und komplexwertige Funktionen zulassen.

Definition 10.1 Es seien M C K und f: M — K. Weiter sei zy € M N H(M).

1. f heiBt differenzierbar an der Stelle x, falls der Grenzwert

i 1@) = (o)

T—X0 T — Iy

existiert. Wir bezeichnen diesen Grenzwert als Ableitung von f an der Stelle zg
und schreiben dafiir f/(z¢) (oder auch %(a@o)).

2. f heilt differenzierbar auf My C M falls f in jedem Punkt zg € M, differenzier-
bar ist. Die Funktion f’: My — K heifit dann Ableitung von f (auf My).

3. Héhere Ableitungen von f werden rekursiv definiert: Ist f(1) := f' differenzierbar
auf My, so schreiben wir f(2) := " := (f')'. Ist f” differenzierbar auf My, so ist
B = " = (f"Y u.s. w. Wir schreiben fiir die héheren Ableitungen stets f(".

Beispiel 10.2 1. Ist f(z) = ¢ (z € C) fiir eine Konstante ¢ € K, so ist f differenzierbar
auf C und es gilt
f’(x):limM:0 (z €R).
y=r Yy —x
2. Fiir f(z) := cz (z € C), wobei ¢ € K eine Konstante ist, gilt

(%) = Tim fly) = flz) _ . cly—2)

y—T Yy—x y—=r Yy —x

=c (zeC).
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3. Fiir f(z) = 22 (z € C) gilt
2_ .2 _
fa) = tim L= g WEOW D) 9 (weQ).
y—=r Yy —x y—z Yy— y—T
4. Die Funktion f(z) := |z| (z € R) ist nicht differenzierbar an der Stelle zy = 0, denn
ist (zy,) eine Folge mit z, — 0 und z,, > 0 (n € N), so gilt

7“]0(%1) — /) =1—1 (n — o0)
Tz, — 0
und ist (x,) eine Folge mit z, — 0 und z, < 0, so gilt

f(xn) — f(O) —Zn

= =-1—--1 (n — o00) .

Ty —0 T,
Also existiert ( 0
Jim 1) = 7(0)
z—0 x—0

nicht!
Dieses Beispiel zeigt, dass die Stetigkeit an einer Stelle i. A. nicht die Differenzierbar-
keit an dieser Stelle impliziert. Es gilt jedoch umgekehrt:

Satz 10.3 Ist f : M — K differenzierbar auf der Menge My C M, so ist [ stetig auf
M.

Beweis. Es sei 29 € My und es sei (z,,) eine Folge in M mit z,, — z¢ (n — o0) und
Ty # xo (n € N). Dann gilt

f(an) = f(20)

flzn) = flzo) = P (zn — x0) — f'(x0)(xo —20) =0 (n — 0),
d. h. f(z,) = f(z0) (n — 00). Also ist mli_gclo f(z) = f(zg). i

Wir stellen wichtige Rechenregeln fiir die Differenziation zusammen.

Satz 10.4 (Summen-, Produkt- und Quotientenregel)
Es sei M C C und es seien f,g: M — K differenzierbar an der Stelle g € M. Dann
gilt

1. Fir beliebige o, f € K ist af + Bg differenzierbar an xg, und es gilt
(af +B9)'(z0) = a- f'(z0) + B ¢'(z0) -
2. f-g ist differenzierbar an xg, und es gilt

(f-9) (zo) = f'(x0) - g(x0) + f(z0) - ¢'(z0) .
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3. Ist g(x) # 0 fiir z € M, so ist auch f/g differenzierbar an xq, und es gilt
(f)l (o) = f(0)g(wo) — f(20)g' (z0) '

g 92($0)

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Beweis von 3. Der Beweis von 1. und 2. verlauft
ahnlich.

Da g differenzierbar an 1z ist, ist g auch stetig an ¢ (S. 10.3). Es sei (z,,) eine Folge
in M mit 2, = z¢ (n — o00) und z, # o (n € N). Dann gilt

(f/9) (xn) — (f/g) (x0) _ 1 [f(wn)g(wo)—f(ﬂﬂo)g(mn)
Ty — Tg g(xn)g(x()) Tpn — 0
b [ =) gl glw)
B g(mn)gm)[ y—ag @) TS @) =
= i [P @og(eo) = f@o ()] (n— o).
Damit ist 3. bewiesen. O

Beispiel 10.5 1. Es sei n € N. Dann ist f : C — C mit f(z) = 2™ differenzierbar auf
C mit
fllz)=n-z"! (z € R)
(Denn: Fiir n = 1 gilt die Behauptung nach B. 10.2.2 (mit 0° := 1).
Es gelte (z¥)" = k- 2"~ fiir ein £ € N. Dann gilt mit der Produktregel (S. 10.4.2)

(xk‘+1)/:(xxk‘)lzl./Bk_i_xkxkfl:(k_i_l)xk (.’EEC) )
2. Ist P : C — C ein Polynom, d. h. P(z) = ay,z” fir gewisse ag,...,a, € C, so
v=0
gilt
n
P’(m)zZu-aUm”_l (z € C)
v=1

(Folgt aus 1. und mehrfacher Anwendung von S. 10.4 1.)

Bevor wir uns mit der Ableitung von Hintereinanderausfithrungen beschéftigen, wollen

wir eine Charakterisierung der Differenzierbarkeit formulieren.

Satz 10.6 (Zerlegungsformel)
Es seien M C C und f : M — K. Ferner sei xo € M N H(M). Dann sind folgende

Aussagen dquivalent:



10 DIFFERENZIALRECHNUNG VON FUNKTIONEN EINER VARIABLEN 85

a) f ist differenzierbar an xy.

b) Es existieren ein ¢ € K und eine in g stetige Funktion ¢ : M — K so, dass
f(z) = f(zo) + ¢ (z —x0) + e(z)|z — x0| (x e M)
und e(xzg) = 0.

Auperdem ist in diesem Fall f'(z¢) = c.

Beweis. a) = b): Wir setzen fiir z € M

) —f’(xo)} , falls z # xg

0 , fallsz = xg

Dann ist
f(z) = f(zo) + f'(z0)(z — x0) + £(z) |z — 20

(also ¢ = f'(z0)) und es gilt
e(z) = 0 = e(xp) (x — z0)
auf Grund der Differenzierbarkeit von f an xzg.
b) = a): Es gilt fiir x € M, z # xo
Nz =l _ f(z) = flzo)

6(.@) r — X r — X
Aus e(z) — 0 (z — x0) folgt
f(x)_f(x(])%c ($—>$0)
r — X
also ist f differenzierbar an 2y mit f'(zy) = c. O

Satz 10.7 (Kettenregel)
Es sei M C C und es sei h : M — K. Ferner sei g : L — K mit L D W(h). Ist h
differenzierbar an xo € M und ist g differenzierbar an yo = h(xzg) € L, so ist f = goh

differenzierbar an xy mit

f'(zo) = (g0 1) (z0) = ¢'(yo) - h'(z0) = ¢ (A(0)) ' () -
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Beweis. Nach S. 10.6 existieren Funktionen e, : M — K und ¢, : L — K mit
h(z) = h(zo) + A (z0)(x — x0) + p(x) |z — 20
9(y) = 9(yo) +9'(y0)(y — vo) + €4(y)y — vol

und so, dass ¢, stetig an zy und €4 stetig an yo = h(zp) mit ep(z0) = €4(yo) = 0 ist.
Hieraus folgt fiir z € M

@) = g(hle)) =
= g(h0)) + g (1)) (A(w) = h(a0)) + 24 (h(2)) 1h(2) = h(wo)
= (g0 h)(@0) +g'(h(z0) ) [I(0) (= — 20) + en() |z — o
+ ey (hl@)) )
= (goh)(w0) +¢' (h(z0) ) (o) (= — w0)
+ o = aol[g' (o) )en(w) + g (h(2)) |1 (w0) + ()
Da h nach S. 10.3 stetig an zg ist, ist 7 : M — K mit
(@) i= g (go)en() + g (1(@) ) 1 (0) + 21 ()|

stetig an o mit e 7(xg) = 0. Aus S. 10.6 ergibt sich die Differenzierbarkeit von f = goh

B (0) (2 — m0) + en(x )|$—5E0|‘

an zg und

f'(@o) = g' (A(wo) ) '(z0) -

Beispiel 10.8 Es sei f: R — R mit
f(z) = (2% + 22 +1)°
Dann gilt f = g o h mit h(z) = 2% + 22 + 1 und g(y) = 5. Also gilt

F@) =g h@)h(z) = 53 +2c+ 1) (2® +22+1) =
= 5(z 42z +1)*(322 +2) .

Satz 10.9 (Umkehrregel)

Es sei I C R ein Intervall und f : I — R sei streng monoton (wachsend oder fallend)
auf I. Ist f differenzierbar an oy € I mit f'(xg) # 0, so ist die Umkehrfunktion
[~ W(f) = I differenzierbar an yo = f(zo) mit
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Beweis. Es sei (y,,) eine Folge in W (f) = D(f~!) mit y, — yo und y,, # yo (n € N)
(man beachte: W (f) ist ein Intervall nach S. 8.20). Fiir =, := f~!(y,) gilt dann
Ty # o (n € N) und z, = zo (n — o0) nach S. 8.20. Also erhalten wir

fHyn) = f o) o wn—wme 1
Yn — Yo f(@n) — f(z0) f'(z0)

(n — o).
O
Nun wenden wir uns der Differentiation elementarer Funktionen zu. Die Basis dazu

bildet der folgende Satz

Satz 10.10 Es gilt

exp = exp .

Beweis. Nach B. 8.6.1 gilt in C

Loef—1
lim =
z—0 z

1.

Fiir beliebiges zy € C folgt hieraus

z 20 z—20
. e“—e . e -1
lim = lim —— =e¢
Z—20 2 — zo Z—r20 z — ZO

<0

In der anschlieffenden Bemerkung ziehen wir eine Reihe von Folgerungen hinsichtlich
der Ableitungen elementarer Funktionen.

Bemerkung 10.11 1. Es gilt auf C

cos’ = —sin und sin’ = cos.
(Denn: Fiir z € C ist
cos'(z) = l(eiz + e %) = l(ieiz —ie %) = —i(ei’z —e %) = —sinz
2 2 29

und fiir sin entsprechend.)

2. Aus 1. und der Quotientenregel folgt

1
! _ _ 2
tan'(z) = g 1 + tan” z (z#7[2+kn, k€ Z)
/ 1 2
cot'(z) = ——5—=—1—cot’z (z #km, k € Z)

sin” z
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3. Ist @ > 0 fest, so gilt
(a*) = a®*Ina (z€C).

(Denn: (a?)' = (¢*"%) =Ilna-e*"® =1na - a?.)
4. Fiir festes a > 0,a # 1, gilt

(x >0).

8=

, f— - —
(log(l 'T) - lna

(Denn: Es sei f(y) = a¥ (y € R). Dann ist f~!(z) = log, = (x > 0). Also gilt nach der
Umkehrregel und 1. mit y = log,

1
—1yry — — -
(f) (=) = f'ly) a¥Ylne = Ina (z>0).)
5. Fiir a € C fest gilt
(%) = az®™! (x > 0)
(Denn: (:Ea)/ — (ealnm)l _ aealnm . % — Oz:L‘a% — Ozxa_l.)
6. Es gilt
o, 1 , 1
(arcsinz) = (arccosz) = — (x € (-1,1))

V1—z2’ V1—z?
(Denn: Mit der Umkehrregel und 1. gilt fiir z € (—1,1) mit y = arcsinz

(arcsing)’ 1 1 1 1
resinz)’ = — = = =
(siny)’  cosy /1 —sin?y V1-—2a2

(z € (—1,1)).

Entsprechend fiir arccos x.)

7. Es gilt
1
(arctanz)’ = 522 (x € R)
1
(arccot z)! = a2 (z eR).
([0])

Wir beschiftigen uns nun mit der geometrischen Interpretation der Ableitung. Dazu

definieren wir zunichst, was wir unter lokalen Extrema verstehen.

Definition 10.12 Es seien (X,d) ein metrischer Raum, M C X und f : M — R.

Ferner sei zy € M.
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1. Man sagt, f habe an zq ein lokales (oder auch relatives) Mazimum, falls ein § > 0
existiert mit

f(x) < f(zo) fir alle = € M NUs(zo)

2. Man sagt, f habe an g ein lokales (oder auch relatives) Minimum, falls ein § > 0
existiert mit
f(z) > f(xo) fir alle = € M NUs(xo) .

Die Stellen zg, an denen lokale Maxima oder Minima vorliegen, bezeichnet man auch

als Extremstellen von f.

Es gilt folgendes einfache notwendige Kriterium fiir Extrema differenzierbarer Funk-

tionen.

Satz 10.13 Fs sei I C R ein offenes Intervall und die Funktion f : I — R sei

differenzierbar auf I. Dann gilt: Ist xg eine Extremstelle von f, so ist
f(z0) =0.
(Punkte xo mit f'(xo) = 0 nennt man auch kritische Punkte von f.)
Beweis. O. E. liege an z( ein lokales Maximum vor. Dann existiert ein § > 0 mit
f(z) < f(=mo) fiir alle z € Us(xo). Da f differenzierbar an zg ist, gilt

flzo+ =) — f(z0)

flao) = Jim, §/2n <0
und
e T
d. h. f'(zg) = 0. ]

Bemerkung 10.14 1. S. 10.13 liefert lediglich eine notwendige Bedingung fiir das
Auftreten lokaler Maxima oder Minima. So hat etwa f : R — R mit f(z) = 2® an
o = 0 einen kritischen Punkt, aber an zg = 0 liegt kein lokales Extremum vor.

2. Fiir nicht offene Intervalle I ist die Aussage von S. 10.13 i. A. falsch. So hat etwa
f:[-1,1] = R mit f(z) = 2 an +1 (sogar globale) Maxima, aber die Ableitung ist
dort # 0.

Uber das Auftreten kritischer Punkte gibt foldender Satz Auskunft



10 DIFFERENZIALRECHNUNG VON FUNKTIONEN EINER VARIABLEN 90

Satz 10.15 (Rolle)
Es sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall, und es sei f : I — R stetig auf I und
differenzierbar auf I° = (a,b). Gilt f(a) = f(b) so ezistiert ein & € (a,b) mit f'(£) = 0.

Beweis. Ist f(z) = f(a) auf [a,b] so ist jedes x € (a,b) eine Extremstelle, d. h.
f'(z) = 0 auf (a,b) nach S. 10.13.
Es sei also f #Z f(a)(= f(b)).

Nach S. 9.29 hat f absolute Maxima und Minima auf [a, b]. Mindestens eines davon
liegt in (a,b). Nach S. 10.13 liegt dort ein kritischer Punkt vor. O

Als Folgerung erhalten wir

Satz 10.16 (Mittelwertsatz)
Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall, und f : I — R sei stetig auf I und differen-
zierbar auf I° = (a,b). Dann ezistiert ein & € (a,b) mit

(x —a) (x €1)

an! (Es gilt o(b) = p(a) = f(a) und ¢'(z) = f'(z) - L)L) 0

Wir ziehen verschiedene Folgerungen aus dem Mittelwertsatz

Satz 10.17 Es sei I ein Intervall und f : I — R sei stetig auf I und differenzierbar
auf I°.

1. Ist f'(z) > 0 (bzw. > 0) fiir alle z € I°, so ist f monoton wachsend (bzw. streng
monoton wachsend) auf I.

2. Ist f'(x) < 0 (bzw. < 0) fiir alle x € I°, so ist f monoton fallend (bzw. streng
monoton fallend) auf I.

Beweis. 1. Es seien 71,z € I mit 27 < z9. Durch Anwendung des Mittelwertsatzes

fiir das Intervall [z, z2] ergibt sich mit einem £ € (z1, z2)

f(z2) — f(71)

T2 — I

f(z2) — f(z1) = (22 —21) = f'(€) (22 — 1) >0,
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also f(z1) < f(z2). Ist dabei f/(€) > 0, so ist f(z1) < f(z2).
2. Entsprechend. O

Bemerkung 10.18 Es sei I ein Intervall und f : I — K sei stetig auf I und differen-
zierbar auf I°. Dann ist f genau dann konstant, wenn f'(z) = 0 auf I° gilt.

(Denn:

“=7" Ist f(x) = c auf I, so gilt natiirlich f’(z) = 0 auf I°.

“=1Ist K =R, so ist f nach S. 10.17 monoton wachsend und monoton fallend. Also
ist f konstant. In Falle K = C ergibt sich die Behauptung durch Anwendung der

entsprechenden Aussagen auf Re f und Im f.)
Der folgende Satz gibt ein hinreichendes Kriterien fiir Extremstellen.

Satz 10.19 (Vorzeichenwechsel-Kriterium)
Die Funktion f : I — R sei stetig auf dem Intervall I und differenzierbar auf I°.

Ferner sei xg € 1.

1. Ezistiert ein § > 0, so dass

/() <0 fir zel,zg<z<z9+9
>0 fir rel,zg—0<z<x

so hat f an xzo ein lokales Mazimun.

2. Ezistiert ein § > 0, so dass

/() >0 fir rel,xg<z<z9+9
<0 fir zel,zg—0<z<x

So hat f an xq ein lokales Minimum.

Beweis.

1. Nach S. 10.17 ist f monoton fallend auf I N [z, z¢ + J) und monoton wachsend auf
IN(zy— d,z0]. Damit hat f an z( ein lokales Maximum.

2. Analog. O



10 DIFFERENZIALRECHNUNG VON FUNKTIONEN EINER VARIABLEN 92

Beispiel 10.20 1. Es sei f : R — R mit

flz) =223+ 32> 1.

Dann gilt
>0 , z€(—o0,—1)
fl(z) =6z(z+1) <0 , ze€(-1,0)
>0 , z€(0,00)
wachsend (—oc, —1]
Also ist f streng monoton ¢ fallend auf ¢ [—1,0]
wachsend [0, 00)

Anwendung von S. 10.19 zeigt, dass an 0 ein lokales Minimum und and —1 ein lokales

Maximum vorliegt.

2. Es sei f :(0,00) — R mit

1 xr
f(z) = <1+w> (z>0).
Dann ist f streng monoton wachsend.
(Denn: Es geniigt zu zeigen: g(z) := In f(z) = z - In(1 + 1/z) ist streng monoton
wachsend. Es gilt
1 -1

9,(37):1n(1+1/x)+x-m.?

zln(1+1/x)—1ix>o
([0]).)

Zum Abschluss dieses Abschnitts beschiftigen wir uns mit einer eleganten Methode um
gewisse Grenzwerte auszurechnen. Dazu beweisen wir zunéchst eine Verallgemeinerung

des Mittelwertsatzes.

Satz 10.21 (erweiterter Mittelwertsatz)
Es sei I = [a,b] und die Funktionen f,g: 1 — R seien stetig auf I und differenzierbar
auf I° = (a,b). Ferner sei g'(x) # 0 fiir alle x € (a,b). Dann ist g(a) # g(b) und es

existiert ein € € (a,b) mit

Beweis. Zunichst ist nach dem Satz von Rolle g(a) # g(b).
Wir betrachten die auf [a, b] stetige und auf (a, b) differenzierbare Funktion ¢ mit

ple) = f(z) = == [g(=
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Dann ist p(a) = ¢(b) = f(a) und

! N f() = f(a) ,
)=o) - T e ),
Nach dem Satz von Rolle existiert ein & € (a,b) mit ¢'(£) =0, d. h.
! _ f(b) B f(a) !
(&) = o) —g(@)° ()
Da ¢'(&) # 0 ist, folgt die Behauptung. O

Damit beweisen wir

Satz 10.22 (Regeln von de I’Hospital)
Es sei —00 < a < b < oo und die Funktion f,g : (a,b) — R seien differenzierbar auf
(a,b) mit ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a,b). Ferner gelte

1. lim f(m) = lim g(a:) =0 (Fall «%7;)

z—at z—at

oder

2. lim g(z) = oo (oder —oo).

r—at

Dann gilt: Aus
f'(@)
g'(z)

—c€ RU{too}

folgt
f(z)

— — C.

9(z)
Eine entsprechende Aussage gilt fiir x — b™.

Beweis. 1. Es gelte 1. und es sei a > —oo. Durch ¢(a) := f(a) := 0 kénnen f und ¢
stetig nach [a, b) fortgesetzt werden. Es sei (z,,) eine Folge in (a,b) mit z,, — a(n —
o0). . Nach S. 10.21 existiert ein &, € (a,z,) mit

fl(gn) o f(mn) B f(a) — f(mn)

gl(fn) g(mn) - g(a) g(xn) '

Da, lim+ ch :g)) existiert, ist
r—a

pa Fn) 6 L )

n—oo g(p) T n—oo g' (&) z—at §'() '

Da (z,) beliebig war, folgt die Behauptung.
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Der Beweis fiir z — b7, b < oo verlduft analog. Die Félle a = —oo und b = oo kdnnen
leicht auf die obigen Fille zuriickgefithrt werden ([U]).

2. Es gelte 0.E. g(z) = oco. Wir beschrénken uns auf die Betrachtung des Falles ¢ € R.
Fiir ¢ = 00 kann man dhnlich argumentieren.

Es sei dazu ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein s € (a, b) mit
1f'W)/d'(y) —cl <e und g(y) >0 (yE€ (a,3]).
Weiter existiert ein ¢ € (a, s] so, dass

|f(s)l/g9(y) <e und g(s)/g(y) <e (y € (a,t])

Ist nun z € (a,t] gegeben, so existiert nach dem erweiterten Mittelwertsatz ein & =
€15 € (z,5) mit

also

Damit erhalten wir

flz) ‘ ‘f(S) € ‘ f'(€) 9(s)
0@ 1= o e T e @] St ldros
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Beispiel 10.23 1. Fiir f(z) = /z — 1 und g(z) = vz — 1 (z > 1) gilt

lim f(z) = lim g(z)=0

z—1t z—1t
sowie
! —=
T . . r—1
I )— lim VT m

=1+ ¢'(7) et

Also ist auch

limM:hmﬁ_l

et g(x) a1z —1
2. Fiir f(z) =1 — cosz und g(z) = z? gilt

1 —cosz =0 und z“ =0 (x —0)
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sowie a y )
—CcoST sin x
= 0) .
Hier liegt wieder der Fall “%” vor, d. h.
sinz — 0 und 2z — 0 (x —0).
Weiter gilt
(sinz)  cosz . 1 (z = 0)
= X .
(2z) 2 2
Also ist .
I 1—cosm_ . sinz . cos:v_l

3. Es gilt fiir jedes feste a > 0:

1
lim —2 =,

95

d. h. die Logarithmusfunktion wichst langsamer als jede (noch so kleine) positive

Potenz von z.

(Denn: Es gilt lim z% = oo und
T—0

. (Inz) ) 1 )
lim = lim ——— = lim
Z—00 (xa)’ z—00 =1 200 L

also folgt die Behauptung mit S. 10.22.2.)

4. Fiir jedes a > 1 und jedes n € N ist

d. h. exponentielles Wachstum ist schneller als polynomilaes Wachstum.

0

(Denn: Es gilt lim 2" = oo und damit ergibt sich durch wiederholte Anwendung von
T—>00

S. 10.22.2

) x . alna ) a®(Ina)? )
lim — = lim 1:11m—2:...:hm
Tooo ™ 00 N z—oo n(n — 1)z"— T—00

a*(lna)"
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11 Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Wir haben schon frither gesehen, dass wichtige elementare Funktionen wie die Ex-
ponentialfunktion iiber gewisse Grenzwerte definiert sind. Ziel ist es nun, allgemeine
Strukturaussagen iiber Funktionen zu machen, die sich als Grenzwerte von sog. Funk-

tionenfolgen oder Funktionenreihen ergeben.

Definition 11.1 1. Es sei X eine beliebige Menge, X # (), und es sei (Y,d) ein

metrischer Raum.

1. Sind f,, : X — Y Funktionen, so nennt man die Folge (f,), eine Funktionenfolge.
Die Funktionenfolge (f,) heiit punktweise konvergent auf der Menge M C X,
falls fiir alle x € M die Folge (f,(x)) in Y konvergiert. Die Funktion f : M — Y
mit f(z):= nh—>nolo fn(x) heiBt Grenzfunktion der Folge (f,) (auf M).

2. Sind a, : X — K (oder auch allgemeiner a, : X — E, wobei (E,|| - ||) ein
normierter Raum ist) Funktionen, so heifit die Funktionenfolge (s,) mit

sn(x) ::Za,,(w) (z € X,n € Np)
v=0

o0 o0

eine Funktionenreihe. Wir schreiben wieder ) a, (oder ) a,(z)). Die Funktio-
v=0 v=0

[o¢]
nenreihe > a, heifit punktweise konvergent auf M C X falls (s,) auf M punkt-

v=0
oo

weise konvergiert. Wir verwenden (wie bei Zahlenreihen) das Symbol > a, dann
v=0
auch wieder fiir die Grenzfunktion.

o0

Natiirlich definiert man entsprechend Funktionenreihen der Form ) a,(z) auch fir
vV=yg

allgemeine vy € Z.

Beispiel 11.2 1. Wir betrachten die Funktionen f, : R — R mit
fu(z) = 2" (r eR,neN).

Dann gilt
0 , falls ze€(—1,1)
fn(w) - ’
1, falls z=1
d. h. (fn) konvergiert punktweise auf (—1, 1] und die Grenzfunktion f : (—1,1] — R
ist gegeben durch
{ 0, z€e(-1,1)

1, z=1
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2. Es seien a, : C — C definiert durch

1
a,,(z):; (z€C,veN).
Dann ist die Funktionenreihe ~
1
v
v=1

auf M = {z € C: Rez > 1} punktweise konvergent ([U]). Wir definieren ¢ : M — C
durch

o0

(=32 (zeM).
v=1

Die Funktion ¢ heifit (Riemann’sche) Zetafunktion.

3. Es sei a,(2) := Z; (2 € C). Dann ist die Funktionenreihe

00 0 v
D @)=
v=0 v=0 "~
o0
punktweise konvergent auf C (und es ist bekanntlich ¢* = 3~ z/u!).
v=0

Das erste Beispiel zeigt insbesondere, dass die Grenzfunktion unstetig (an zo = 1) ist,
obwohl alle Folgelieder f, stetige Funktionen (und sogar oo oft differenzierbar) auf
ganz R sind. Da wir an Aussagen der Form “f,, stetig (n € N) = f stetig” interessiert
sind, fithren wir einen “strengeren” Konvergenzbegriff ein, mit dessen Hilfe eine solche

Aussage moglich wird.

Definition 11.3 1. Es sei X # () eine beliebige Menge, und es sei (Y, d) ein metrischer

Raum.

1. Sind f, : X — Y Funktionen (n € N), so heifit die Funktionenfolge (f,)
gleichmapig konvergent auf der Menge M C X (gegen die Grenzfunktion f :
M —Y), falls

sup d(f(x), fn(2)) =0 (n — o0).
zeEM

(wobei sup A := oo, falls A nach oben unbeschrankt ist). Wir schreiben dann
fon—=f (n — o0) gleichmifig auf M

oder auch
fa(z) = f(x) (n — o0) gleichméfig auf M .

o0
2. Eine Funktionenreihe > a, heifit gleichmdfig konvergent auf M C X, falls die
v=0
n
Funktionenfolge (s,) mit s,(z) = Y, a,(z) gleichmiBig auf M konvergiert.
v=0
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Bemerkung 11.4 Gilt f, — f gleichmafig auf M, so gilt insbesondere f,(z) —
f(z) (n = oo) fiir alle z € M, d. h. (f,) konvergiert auf M auch punktweise gegen f
(“gleichméBige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz”).

Gleichméafige Konvergenz bedeutet, dass zu jedem € > 0 ein N, € N existiert mit

d(f(x), fo(z)) <€ fiir allen > N, und alle z € M .

Der Unterschied zur punktweisen Konvergenz liegt darin, dass N, unabhéngig von z
gewéhlt werden kann. Punktweise Konvergenz bedeutet: Fiir alle z € M und alle ¢ > 0
existiert ein N, , € N mit d(f(z), fn(z)) < € fir alle n > N, .

Beispiel 11.5 Wir betrachten noch einmal f,(z) = z" (n € N, z € R) (vgl. B. 11.2.1).
Ist M =[—1/2,1/2], so gilt

sup |fn(z) = f(z)] =1/2" =0 (n— o0).
M

Damit gilt
z" — 0  gleichmiBig auf [-1/2,1/2].

Andererseits ist fir M =1[0,1)

sup|fu(0) — f@)| =supa™ =1 (neN).
M

Also ist (fy,) nicht gleichméfBig konvergent auf [0, 1).
Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz liefert

Satz 11.6 (Cauchy-Kriterium fiir gleichmdfige Konvergenz)
Es seien X # () eine Menge, (Y, d) ein vollstindiger metrischer Raum und f, : X =Y
Funktionen (n € N). Ist M C X, so ist (fn) gleichmafSig konvergent auf M genau dann,

wenn zu jedem € > 0 ein N. € N so existiert, dass

supd(fn(x), fm(z)) <€ fiir allen,m > N, .
M

(sog. gleichmdfige Cauchy-Bedingung).

Beweis. 1. Es gelte f,, — f gleichméiflig auf M. Ist € > 0 gegeben, so existiert ein
N, € N mit

sup d(f (), fn(2)) < (n>Ne) -
M

DN ™

Fiir alle n,m > N, folgt dann

Sup d(fo (@), fn(2)) < supd(fu(e), (2)) +supd(f (@), fnla)) < 5 + 5 =
M M M
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Also ist die Cauchy-Bedingung erfiillt.

2. Es gelte die Cauchy-Bedingung. Dann ergibt sich insbesondere, dass fiir jedes feste
z € M die Folge (fn(z))n in (Y,d) eine Cauchy-Folge ist, Da (Y, d) vollstindig ist,
ist (fn(x))n konvergent, d. h. es existiert ein y € Y mit f,(z) = y(n — o00). Wir
definieren f : M — Y durch f(z) := y(z € M) und zeigen: f, — f gleichmiflig auf
M.
Dazu sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein N, € N mit
€

d(fm(x)afn($)) <§ (n’msz;‘a {I,'EM)

Hieraus folgt fiir festes n > N, und ©z € M

A(f (), fole)) = lm_d(fm(2), fa(z)) <

(Man beachte: Es gilt fir z € Y und (yy,) in Y mit y,, — y nach der umgekehrten

<eg.

N ™

Dreiecksungleichung
|d(ym, 2) = d(y, z)| < d(ym,y) =0 (m — o0),

also d(ym, z) — d(y, z) fir m — oc.)
Da ¢ > 0 beliebig war, ergibt sich die Behauptung. O

In S. 6.15 hatten wir als wichtiges hinreichendes Kriterium fiir (absolute) Konver-
genz von Zahlenreihen das Weierstrafi’sche Majorantenkriterium kennen gelernt. Ein
entsprechendes Ergebnis gibt es fiir Funktionenreihen.

Satz 11.7 (Weierstrafi’sches Majorantenkriterium,)
Es sei M # () eine beliebige Menge, und es seien a, : M — K (v € Ny). Ferner

o
sei Y. b, eine konvergente Reihe mit b, > 0 (v € Ny). Ezistiert ein N € N so, dass
v=0

0
la,(z)| < b, fiir alle v > N und x € M, so konvergiert Y a, gleichmdfig auf M.
v=0

Beweis. Es sei ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein N; € N (0. E. N; > N) mit

Z b, <e (n>m2N5)

n
Also folgt fiir n > m > N, mit s, := ) a,
v=0

n

suplsn(a) — ()| =sup| D0 a(e) <sup B favla) < DD b<e.

v=m+1 v=m+1 v=m-+1

o0
Damit ist ) a, gleichmiBig konvergent auf M nach S. 11.6. O

v=0
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Beispiel 11.8 Fir a > 1 sei
M:={ze€C:Rez>a}

[e.e]
und a,(z) := & (2 € M, v € N) (vgl. B. 11.2.2). Dann ist ). a, gleichmiBig konver-
v=1

gent auf M.
(Denn: Fiir alle z € M und alle v € N ist

1 1
a(9) = gz < o

[ee])
und Y V% ist konvergent. Also ergibt sich die Behauptung aus S. 11.7.)
v=1

Bemerkung 11.9 Ist M # () eine Menge und ist (E, |- |g) ein normierter Raum, so
gilt fiir zwei Funktionen f,g € B(M, E) (vgl. B. 7.5)

1f = gllec = sup|f(z) — g(2)|& = sup ., (f(2), g(x)) -
M M

Also bedeutet gleichmdfige Konvergenz in diesem Fall Konvergenz beziiglich der sup-
Norm || - ||oo, d. h. der Metrik d.| . )-

Ist E ein Banachraum (also (E,|- |g) vollstindig), so ergibt sich aus S. 11.6 leicht,
dass der Raum (B(M, E), || - ||cc) auch ein Banachraum ist.

(Denn: Es sei (fp) eine Cauchy-Folge in B(M, E). Dann existiert zu jedem € > 0 ein
N; € N mit

5]1‘14P|fn(-77) — fm(@)|E = ||fo — fmllo <& (n,m > N¢).

Nach S. 11.6 existiert eine Funktion f: M — E mit f, — f gleichmiBig auf M, d. h.
l|f — fnlloo = 0. Es bleibt noch zu zeigen, dass f € B(M, E) d. h. f beschrinkt ist.
Dazu wéhlen wir zu € = 1 ein N € N mit

1 (z) = fn(@)]]loo < 1.
Dann gilt fiir alle z € M

[f(@)le < |f(z) = fn(@)|e + | fv(@)|le <1+ [n]leo

und damit ist f beschrinkt.)

Wir kommen nun zu dem bereits oben angedeuteten Ergebnis iiber die “Vererbung”
der Stetigkeit auf die Grenzfunktion.

Satz 11.10 Es seien (X,d) und (Y, e) metrische Ridume, und es seien fr, : X =Y
Funktionen. Dann gilt: Sind alle Funktionen f, stetig an der Stelle xo € X und existiert
eine Umgebung U von xg mit f, — [ gleichmdfig auf U, so ist auch die Grenzfunktion
f:U =Y stetig an xy.
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Beweis. Es sei ¢ > 0 gegeben. Auf Grund der gleichméfiigen Konvergenz von (fy)
gegen f auf U existiert ein N = N, € N mit

e(f(z), fulz)) <e/3  (n=N,zel).
Da fx stetig an zq ist, existiert ein . > 0 so, dass
e(fn(x), fn(zo)) <e/3 fir alle z mit d(z, z¢) < 0 .

Dabei konnen wir d. so wéhlen, dass Us_(zg) C U gilt. Fiir alle x mit d(z,zo) < 0
ergibt sich damit

e(f(z), f(wo)) < e(f(@), fn(x)) +e(fn(z), fn(20)) + e(fn(20), f(20))
< ¢/3+¢/3+¢/3=¢.

Folglich ist f stetig an xg. O

Bemerkung 11.11 Natiirlich 148t sich die Aussage von S. 11.10 sofort auf Funktio-
nenreihen iibertragen, indem man den Satz auf die Teilsummenfolge (s,) anwendet.

Beispiel 11.12 (vgl. B. 11.2.2 und B. 11.8)

Ist @ > 1, so gilt

(=Y

v
v=1

gleichmiBig auf M, := {z : Rez > a}. Da z — 1/v? fiir alle v € N stetig auf C ist, ist
¢ stetig auf M, nach B. 11.11 (man beachte: M, ist offen, also Umgebung eines jeden
Punktes in M, ). Damit ist  auch stetig auf

{zEC:ReZ>1}:UMa.
a>1

Wir wenden uns nun der Frage zu, unter welchen Voraussetzungen an ein Funktionen-

folge man “lim” und Differenziation vertauschen kann, d. h. der Frage, wann

lim f)(z) = ( lim fn($)>l

n—o0 (TL*}OO

gilt.

Beispiel 11.13 Wir betrachten f, : R — R mit

ﬁmnzﬂﬂg” (zER.nel).
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Dann gilt
1
Sup|fn(a:)—0|§—n—>0 (n — o0),

rER \f

also
fa—f=0 gleichméfig auf R .

Weiter erhalten wir
f1(z) = /ncos(nz) (neN, z €R)

also gilt etwa fiir © = m:
folm) = (-1
d. h. (f)(m)), ist divergent. Insbesondere gilt nicht fiir alle z € R
lim f)(z) = (lim f,)'(z) =0

n—oo n—oo

(obwohl die Grenzfunktion f = 0 iiberall differenzierbar ist).
Also: Aus f, — f gleichmif8iig auf M und f,, f differenzierbar auf M folgt i. A. nicht
ft— f"auf M.

Anders verhilt sich die Sache, wenn die Folge der Ableitungen gleichméfig konvergiert.

Satz 11.14 FEs sei I C R ein Intervall, und die Funktionen f, : I — R seien diffe-
renzierbar auf I. Ferner sei (fn) punktweise konvergent auf I und (f},) gleichmdifig

konvergent auf I. Dann ist die Grenzfunktion f: I — R differenzierbar auf I mit

f@) = lim fi(x) (zel).

n—00

Beweis. Es sei g € I. Fiir n € N und z € I sei

In(®) — frn(zo)
In(z) = Lr—=2Zo
11 (zq) , falls z =z

, falls z # xg

Wir zeigen: (gp) ist gleichmifBig konvergent auf I.
(Denn: Fiir alle € I, « # xg, ist nach dem Mittelwertsatz mit einem & = &, , 5 € 1
Jn = fm)(@) = (fo — fm)(x
gu(a) — gn(r) = = I Z Un = Id0) _ (1 g1 e

T — xo

und auflerdem ist

gn(20) = gm(20) = fr(z0) — fr,(20)
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Also gilt
sup lgn () — gm(z)] < sup fr(y) = Fr ()] -

Aus der gleichmiBigen Konvergenz von (f}) ergibt sich mit S. 11.6 die gleichméfBige
Konvergenz von (g, ). Es sei
g(x) := lim gp(x) (xel).
n—oo
Fiir z # xy gilt

o(z) = lim gn(z) = lim 22 = In(@0) _ f(@) = f(@0)

N—00 n—00 xr — Xo T — X9

Weiter ist g, auf Grund der Differenzierbarkeit von f, an zg stetig an xy. Also ist

auch g nach S. 11.10 stetig an xg, d. h.

g(z9) = lim g(z) = lim (@) = f(wo) .

T—T0 T—TQ r — Xy
Damit ist f differenzierbar an z¢ mit f'(z¢) = g(zo). Aus der Konvergenz von (g,)
gegen g ergibt sich schliellich
lim fy,(z0) = lim gn(z0) = g(z0) = f'(0) -
n—oo n—oo

Da zg € I beliebig war, ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 11.15 Natiirlich lassen sich die Aussagen von S. 11.14 sofort auf Funk-
tionenreihen iibertragen, indem man die entsprechenden Ergebnisse auf die Teilsum-
menfolge (s,) anwendet.

So gilt etwa fiir a,(z) = & (2 > 1)

d (z) = (1)I:—h“’ (z>1, vEN).

V¥ V¥
Ist a > 1, so gilt fiir B := % und z > « sowie v > yy(a)
lny _Inv 0% 1
< —< = —.
| N 2 vB
0 o0
Also konvergiert > al, nach S. 11.7 gleichméBig auf [a, 00). Da . a, (punktweise)
v=0 v=0
o9
auf (1, 00) konvergiert, ist ((z) = Y. - differenzierbar auf (o, 00) und es gilt
v=1

¢'(z) = (Z‘;:) =Zl<yl)=—2112” (z>a).

Da « > 1 beliebig war, gilt dies fiir alle > 1.
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Wir beweisen zum Abschluss noch folgendes interessante Ergebnis

Satz 11.16 Es existiert eine auf R stetige Funktion, die nirgends differenzierbar ist.

Beweis. Wir definieren ¢ : R — R durch ¢(z) := |z| fiir z € [-1,1] und ansonsten
durch 2-periodische Fortsetzung. Dann gilt offenbar

lp(t) =p(s)| <t =s|  (t,s €R).

fla) = i; (2) eira) wem.

(8) vl < ()

ergibt sich die gleichméfige Konvergenz der Reihe auf R (S. 11.7). Da die einzelnen
Reihenglieder stetig auf R sind, ist auch f stetig auf R nach S. 11.10.
Nun sei x € R fest. Fiir m € N setzen wir

Damit setzen wir

Aus

11
Om = +=-—

47’71

wobei das Vorzeichen so gewéhlt ist, dass zwischen 4™z und 4™ (x + d,,) keine ganze
Zahl liegt. Wir betrachten

R

Fiir n > m ist v = 0, da 4"4,, eine gerade ganze Zahl ist. Fiir n < m ist |7y,| < 4™ und
fiir n = m ist vy, = 4™. Damit gilt

f(z+6m) — f(2)
Om

m

> (1)

Also ist f nicht differenzierbar an z.

m—1
1
23m—203”22(3m+1)—>oo (m — o00)

|
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12 Potenzreihen

Wir untersuchen jetzt eine Klasse besonders wichtiger Funktionenreihen, sog. Potenz-
reihen. Hier sind die Teilsummen s, Polynome vom Grad < n, also von besonders

einfacher Struktur.

Definition 12.1 1. Es sei zp € K und es sei (a,)°, eine Folge in K. Dann heifit

oo
die Funktionenreihe ) a,(z — zp)” (also die Funktionenfolge (s,) gegeben durch
v=0

n
sp(x) = > ay(z—20)") auf K eine Potenzreihe (mit der Entwicklungsmitte zo und der

v=0

Koeffizientenfolge (ay)).

oo
2. Ist Y a,(z — z9)” eine Potenzreihe, so heifit
v=0

R:=1/ ILm Vay| € 10, 00]

Konvergenzradius der Potenzreihe (wobei 1/00 := 0 und 1/0 := oo gesetzt ist). Im
Falle R > 0 heifit weiterhin

Ur(z0) = {2z € K: |z — 2| < R}

Konvergenzkreis (im Falle K = R meist Konvergenzintervall) der Potenzreihe (wobei
Us(20) ={z € K: |z — 2] < oo} = K ist).

o0
Beispiel 12.2 1. Fiir die Potenzreihe ) z” (also die geometrische Reihe) gilt zy = 0
v=0
o0
und a, = 1 (v € Ny), also ist R = 1. Hier konvergiert »_ z” absolut im Konvergenzkreis
v=0

U1(0) = {z : |2|] < 1} und divergiert fiir alle z mit |z| > 1. Ferner gilt

> 1

E 2V =—— (|z2|<1).
1—2

v=0

o0

2. Fiir die Potenzreihe Y. 2 ist zp = 0 und a, = & (v € Np). Hier ist lim |a,|'/" =
v=0 ' V=00

li_>m % = 0 (warum?), d. h. R = co. Bekanntlich konvergiert die Potenzreihe absolut
V—00 .
fiir alle z € C und es gilt

[o.@] ZV

R

V!
v=0

Uber das Konvergenzverhalten allgemeiner Potenzreihen gibt der folgende Satz Aus-
kunft.
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Satz 12.3 (Cauchy-Hadamard)
o0

Es sei Y a,(z — z)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann gilt:
v=0

1. Ist R = oo so konvergiert die Potenzreihe absolut fir alle z € K = Uy (20).

2. Ist 0 < R < 00, so konvergiert die Potenzreihe absolut fiir alle z € Ug(zg) und
7 7 ~C

divergiert fir alle z € K mit |z — zo| > R (d.h. fiir alle z € Ug(z0) ).

3. Ist R =0, so divergiert die Potenzreihe fiir alle z € K\ {z}.

Beweis. Es gilt fiir alle v € Ny
Jay (2 — 20)" [V = lay [V |z — 2],
also ist im Falle a < oo

Tim |ay(z — 20)"|" = a- |z — 2] .
V=00

Damit ergeben sich 1. und 2. sofort aus dem Wurzelkriterium (S. 6.17).

I/|1/V —

Ist a = oo, so ist fiir z # zp auch (|a,(z — zp) = |a,|"/*|z — 2|),, unbeschriinkt und

folglich ist (a,(z — 29)"), insbesondere keine Nullfolge. Damit ergibt sich auch 3. O

.. S
Bemerkung 12.4 Man kann zeigen ([U]): Ist > a,(z — 2z9)” eine Potenzreihe mit
v=0

oo

Konvergenzradius R > 0, so konvergiert Y a,(z—zp)" gleichméBig auf jeder kompak-
v=0

ten Teilmenge des Konvergenzkreises Ug(zp).

I. A. liegt jedoch keine gleichméBige Konvergenz auf Ug(zg) vor: Wir betrachten dazu
o

noch einmal die geometrische Reihe ) 2¥. Es gilt
v=0

sup [sn(z) — sn—1(2)| > sup sp(z) —sp_1(z) = sup z" = lim z" =1.
|z|<1 0<z<1 0<z<1 z—1-

Also kann nach dem Cauchy-Kriterium die Konvergenz nicht gleichméfig auf dem
Konvergenzkreis Uy (0) = {z : || < 1} sein.

Wir zeigen nun, dass Funktionen, die durch Potenzereihen definiert sind, stets beson-

ders gute Glattheitseigenschaften haben.
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o0
Satz 12.5 Es sei Y, a,(z — 29)” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, und
v=0

[oe)
es sei A(z) := Y. a,(z — 2)". Dann ezistieren die Ableitungen A®) fiir alle k € N im
v=0

Konvergenzkreis Ur(zp) und es gilt

AR =3+ D) +2) ... (v + k)apsi(z —20)” (2 € Ur(2)) -

v=0

Insbesondere ist

klay = A(k)(zo) (k € Ng),

also

© AW (4
A =3 A2 L e Unteo).

Beweis. 1. Wir zeigen: A ist differenzierbar auf Ug(zp) und

Al(z) = Zua,,(z — )= Z(l/ + Day+1(z — 2)” (z € Ur(2p)) -
v=1 v=0

O. E. konnen wir zg = 0 annehmen.
Es sei z; € Ur(0) fest. Fiir z € Ur(0) gilt

0 0 v—1
Al) = Alz1) =D a2 —2) = (z—21) Y ay > 2f2 71 7F
v=1 v—1 5—0

=:1¢,(2)

Wir wihlen ein r € (|z1|, R) und setzen ¢ := r — |z1|. Ist |z — 21| < 9, so ist |z| < r
(und |z1| < r), also |¢,(2)| < vr*~ ' Aus /Y — 1 (v — o0) folgt, dass auch die

o0

Potenzreihe ) va,z” den Konvergenzradius R hat. Insbesondere konvergiert damit
v=1

o0

> v]a,|r’~! nach dem Satz von Cauchy-Hadamard. Nach dem Weierstrafischen Ma-

v=1
o0

jorantenkriterium (S. 11.7) konvergiert > a,¢,(z) gleichmaBig auf Us(z1). Folglich ist
v=1
d(z) == > ay,p,(z) stetig an z; (S. 11.10), d. h. es gilt
v=1

_A(z) - A(m) . =
le}rgll e zll)rrzll d(2) = P(z1) = Z vay,zy .
2. Durch Anwendung der gleichen Argumentation auf A’ sicht man: A’ ist differenzier-
bar auf Ug(zp) und

o

A'(z) =) (v + 1) (v +2)ap2(z—20)" (2 € Url()).
v=0
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Induktiv erhilt man: Fiir alle k£ € N ist A®—1 differenzierbar auf Ug(zo) und

o

AR () =3+ D +2) ... (v + k)aypi(z — 20)” -
v=0
Die Zusatzbehauptung klay = A% (zy) ergibt sich fiir z = zg. O

Beispiel 12.6 1. Die Funktion f : C — C mit

sin z 240
z

f(z) =
1 , 2=0

ist beliebg oft differenzierbar auf C. Insbesondere folgt damit die Stetigkeit an der
Stelle 0, d.h.

. sinz
lim =1.
z—0 Zz

(Denn: Es gilt fiir z # 0

1 i (_1)VZ2V+1 ot (—1)”2:2”

U ) & (2wt 1)
und fiir z =0 N
(_1)1/021/
= 1 = _—
1(0) z:;) 2 +1)!
Also ist nach S. 12.5 f beliebig oft differenzierbar auf C.)
2. Fiir die Potenzreihe ) % gilt
v=1
T /v _ s —
el = =t

d. h. R = 1. Also konvergiert die Potenzreihe absolut in ihrem Konvergenzkreis U1 (0) =
{z i |z| < 1} und divergiert fir alle |z| > 1. Wir setzen fir |z| < 1

o (_1)1/—1Zu

Dann ist nach S. 12.5

A =Y (1 (= )
v=0

d.h. insbesondere A'(z) —1/(1 + z) = 0 auf (—1,1). Weiter ist

(In(1 +z))" = (z € (—1,00)) .

1+
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Folglich ist nach B. 10.18 A(z) — In(1 + z) konstant auf (—1,1). Da A(0) =0 = In(1)
gilt, ergibt sich

V 1 o

In(1+z)= i (x € (-1,1)) .

v=1

Am Rande ihres Konvergenzkreises konnen Potenzreihen ein sehr kompliziertes Verhal-
ten zeigen. Da ist es schon sehr beruhigend, ggfs. auf folgendes Resultat zuriickgreifen
zu konnen. (Die Beschrinkung auf die Entwicklungsmitte zg = 0 ist dabei unwesent-
lich.)

Satz 12.7 (Abelscher Grenzwertsatz)

Es sei Y ayx” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R € (0,00). Ferner sei fir ein
v=0

¢ € OUR(0) (d.h. |¢| = R) die Reihe ) a,(” konvergent. Ist
v=0

0
z) = Zayz” (|| < 1),
v=0
so gilt
lim A(r() = Za,,{

r—1-

Beweis. Es sei ohne Einschrinkung R = 1 und ¢ = 1 (ansonsten betrachte man
A(z) :== A(Cz)). Wir setzen

:Za,,, sn::ZaV (n € Np) .

v=0 v=0

Da (nach S. 12.3) fiir |z| < 1 die Potenzreihen

o
= E a,z" und
v=0

beide absolut konvergieren, gilt nach S. 6.22

1 oo oo
A(z) - 5 = <ZO al,z”> <Z

)
A 2

v=0 p=0

1 oo
Sy
-z v=0

d. h.
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Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N. € N mit |s, —s| < ¢/2 fir allen > N.
o0

Wegen 1 = (1 —r) > r¥ erhalten wir fir 0 <r <1
v=0

[A(r) =s| = |(L=7)Y (s —s)r"| <

v=0
N-1 c 00
< (1-—r sy, —slr' +=(1—r rY
(11 oo s+ 501 3
N-1
< (1-7) lsy, — s|r” +¢€/2
v=0

Weiter existiert ein § = 6(N;) > 0 so, dass

N-1
L=7)> Isy —s| <e/2
v=0

fir alle r mit 1 — 4§ <7 < 1. Also gilt
|A(r) —s| <€ fiir l1-d<r<l1.
a
Der Abelsche Grenzwertsatz hat verschiedene interessante Anwendungen. U. A. kann

er dazu genutzt werden, Summen gewisser konvergenter Reihen zu berechnen.

Beispiel 12.8 1. Nach B. 12.6.2 gilt

x (_1)1/71I1/
ln(l—i—x)zzf (-l<z<1).
v=1
) v
Auflerdem konvergiert die Reihe > (_IZ " nach dem Leibnizkriterium . Also erhalten
v=1
wir mit dem Abelschen Grenzwertsatz
oo o
-1 v—1 -1 v—1,.v
ZL = lim Z()ix = lim In(1 +2) = In(2) .
) v 1~ =0 v r—1-
oo
2. Wir betrachten die Potenzreihe ) (—1)”22?:11 mit Konvergenzradius 1. Ist
v=0
o0 y2v+1
A(z) = —1)¥ 1
so sieht man #hnlich wie in B. 12.6.2 ([U])
o0 2v+1
a (-l<z<1).

arctanz = A(z) = Z(—l)"
0
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o

Da die Reihe ) (2:2: nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert, ergibt sich aus dem

V=
Abelschen Grenzwertsatz

il Ccllf{l— arctan(z) = arctan(1) = % .
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13 Integralrechnung von Funktionen einer reellen Verinder-
lichen

Die Integralrechnung entstand urspriinglich aus der Frage nach Berechnung von Flichen-

inhalten. Ahnlich wie bei der Differenzialrechnung werden wir Integrale iiber einen

gewissen Grenzprozess definieren. Dazu betrachten wir zunichst besonders einfache
Funktionen, fiir die wir die “Fliche unter den Graphen” sehr leicht definieren kénnen.

Definition 13.1 Es sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall.
1. Sinda=x2¢p < z1 <22 <...<2xp =b, so heiflt
Z =A{x0,x1,...,ZTpn}
eine Zerlegung von [a, b].
2. Eine Funktion ¢ : [a,b] — K heifit Treppenfunktion, wenn eine Zerlegung Z =
{z0,...,2Zn} von [a,b] und cy,...,c, € K existieren mit
o(z) =¢j (x € (xj_1,25),j=1,...,n). (13.1)

(Die Funktionswerte an den Stellen z; spielen keine Rolle). Eine Zerlegung Z so,

dass Konstanten ¢; wie in (13.1) existieren, heifit zuldssig fir .

Definition 13.2 Ist ¢ : [a,b] — K eine Treppenfunktion wie in D. 13.1.2, so setzen

WIr
b

/sD:Z/bso(fv) dz :Zznzcg‘(fb‘j—ﬂﬂjq)-

a Jj=1

Die Zahl f; o(z)dz heifit Integral von ¢ (auf [a,b]).

! Wichtig bei dieser Definition: Fiir eine Treppenfunktion ¢ gibt es verschiedene

n
zuléissige Zerlegungen. Damit | (f ¢ wohldefiniert ist, muss die Summe ) ¢j(z; —zj_1)

von der Zerlegung unabhéngig sein. Man iiberlegt sich leicht, dass dies der Fall ist

([0)). Ist etwa
() = 0, 0<z<1/2
ATV 12cn<t

so ist Z ={0,1/2,1} eine zuléssige Zerlegung mit ¢; =0, ¢z = 1, und es gilt

1
/¢=0-1/2+1-1/2:1/2.
0
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Eine weitere zulissige Zerlegung ist {0,1/2,3/4,1} mit ¢; =0, ¢ = ¢3 = 1 . Hierfiir
gilt auch

Satz 13.3 Sind ¢, : [a,b] — K Treppenfunktionen, und sind o, € K, so gilt

b b b

i [(ap+pu)=a[ors [ v

a a

2. Ist K=R und ¢ < (d. h. p(z) < (z) fir alle z € [a,b]), so ist

b b
/¢§/¢-

3. || ist eine Treppenfunkton und es gilt

b

[ S/blwlé(b—a)llwll-

a

(Dabei ist |[¢]] := [|¢lloo = sup {|p(2)| : z € [a,b]}.)

Beweis. 1. Es seien Z; bzw. Z3 zuléssige Zerlegungen fiir ¢ bzw. . Dann ist Z; U Z
sowohl fiir ¢ als auch fiir ¢ zuliissig. Ist Z;UZs = {=og,...,zp} und sind ¢,...,c, € K
bzw. dy,...,d, € K wie in (13.1) fiir ¢ bzw. 1, so gilt

n

b
/Cw +B = D laci(z;—wj1) + Bdj(z; — x5 1)] =

J=1

n n
= a)y ¢l —zj1) +B Y dilaj—zj-1) =
s =1

b

- a/¢+ﬁjw-

Die Aussagen 2. und 3. ergeben sich dhnlich aus einfachen Eigenschaften von Summen.
a

Wir werden nun allgemeinere Funktionen betrachten, die sich in geeigneter Weise
durch Treppenfunktionen anndhern lassen. Fur diese Funktionen kénnen wir dann das
Integral (als “Fliche unter dem Graphen”) iiber die Integrale dieser Treppenfunktionen

definieren.
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Definition 13.4 Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, und es sei f : [a,b] — K.
Dann heifit f Regelfunktion, falls eine Folge (¢,) von Treppenfunktionen existiert mit
on — [ gleichméBig auf [a, b]. Weiter setzen wir

Rla,b] :={f : [a,b] = K: f Regelfunktion} .

Bemerkung 13.5 Aus D. 13.4 ergeben sich leicht folgende Eigenschaften:
1. Es gilt: f ist genau dann eine Regelfunktion, wenn eine Folge von Treppenfunktion
(pp existiert mit

lpn = flloo = 0.

(vgl. B. 11.9). Insbesondere ist jedes f € R]a,b] beschrinkt auf [a, b].

2. Sind f, g Regelfunktionen und sind «a,8 € K, so sind auch af + B¢ sowie f - g
Regelfunktionen (d. h. RJa, b] ist eine sog. Funktionenalgebra).

(Denn: Sind (¢y) und (1,) Folgen von Treppenfunktionen mit ¢, — f, ¥, — ¢
gleichméBig auf [a, b], so gilt

leef + Bg — (apn + )|l < lal - [If = enll + 18] - [lg = ¥nll = 0 (n—o0) .

Da aus ||¢, — g|| = 0 die Beschrénktheit von (||1n||)n folgt, gilt weiter

1fg = entpull < libnll - 1If = @nll + 171 - llg = ol = 0 (n = o0).)

3. Ist f € Rla,b] und ist g : [a,b] — K so, dass f(z) = g(z) fir fast alle z (d.h. bis auf
endlich viele), so ist auch g € RJa, b)].

4. Ist Z = {xy,...,z,} eine Zerlegung von [a,b], so ist f € R[a,b] genau dann, wenn
fE€R[zj_1,zj] firj=1,...,n.

Wir zeigen nun, dass insbesondere stetige Funktionen Regelfunktionen sind.

Satz 13.6 Es sei f : [a,b] — K stetig. Mit :Eg-n) =a+jb—a)/n (j=0,...,n) ist
durch
on() = { f(:vg@l) , TE [a;g-@l,m(n)), j=1,...,n
fby , xz=5b

eine Folge von Treppenfunktionen o, definiert mit @, — f gleichmdfig auf [a,b].
Insbesondere ist also f € Ra,b).

Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Da f gleichméBig stetig auf [a, b] ist, existiert ein . > 0
mit |f(z) — f(Z| < e fir alle z,Z mit |z — Z| < 0.. Weiter existiert ein N, so, dass
(b—a)/n < . fir alle n > N, (dann ist auch xg-") - xg-i)l <0 firj =1,...,n und
n > Ng).
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Ist also n > Ne und z € [a,b), so gilt fir j = j, so dass z € [$§n) (n))

(@) = (@) = |f (@) = f) <=
Mit f(b) = pn(b) ergibt sich daher

I|1f —enlloo <€ (n>N.).

Bemerkung und Definition 13.7 1. Eine Funktion f : [a,b] — K nennen wir stick-
weise stetig, falls eine Zerlegung Z = {zo, ..., zn} von [a,b] so existiert, dass fi;_, ;)
(j = 1,...,n) stetig ist und alle rechts- und linksseitigen Grenzwerte f(acjtl) und
(f(z; ) existieren.

Dann ist f eine Regelfunktion.

(Denn: f(z;_, ;) ist durch f(acjtl) und f(z; ) stetig fortsetzbar auf [z; 1, z;]. Also ist
f € Rlzj_1,zj] nach S. 13.6 und B. 13.5.3. Mit B. 13.5.4. ergibt sich die Behauptung.)

2. Ist f : [a,b] — R monoton (wachsend oder fallend), so ist f eine Regelfunktion ([U]).

Bemerkung und Definition 13.8 Es sei f : [a,b] — K eine Regelfunktion, und es
sei (¢n) eine Folge von Treppenfunktionen mit ¢, — f gleichmifig auf [a,b]. Wir

setzen
b

/bf::/bf(x)dx = lim [ ¢n(z)ds .

n—oo
a

Dann heisst fab f das Integral von f auf [a,b].

! Damit dies eine sinnvolle Definition ist, miissen zwei Dinge sichergestellt werden:
1. Der Grenzwert muss existieren.
2. Er héngt nicht von der Wahl der approximierenden Fuktionen (¢,) ab.

Beides ist erfiillt:
Zu 1.: Es gilt fiir m,n € N nach S. 13.3.3

b b
/son—/som < (b= a)llen — oml| -
Qa Q

Da (¢p) eine gleichméBige Cauchy-Folge auf [a, b] ist, ist auch ( fab ¢p) eine Cauchy-
Folge in K, also konvergent.
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Zu 2.: Ist (1)) eine weitere Folge von Treppenfunktionen mit 1, — f gleichméaBig auf
[a, b], so gilt

b b
/son—/z/)n < (b a)llgn — ull < (b= a)lllgn — FIl +11f — pall]l = 0.

also auch
b b

lim [ ¢, = lim [ ¢, .
n—00 n— 00
a a

Beispiel 13.9 Wir betrachen f(z) = z auf [0,1]. Dann ist nach S. 13.6 durch

{j_l ) .’EE[%,%),j:l,...,’n

on(x) = o
(o) 1, z=1

eine Folge von Treppenfunktionen auf [0, 1] gegeben mit ¢,, — f gleichméBig auf [0, 1].

Es gilt
1

/Son:
J

0

n

j—11 nn-1) 1
— = - = —
“ non 2n? 2 (n = o0},

also ist

1
/f(x)d:t =1/2.
0

Wir stellen einige Rechenregeln zusammen, die sich mehr oder weniger unmittelbar
aus den entsprechenden Eigenschaften des Integrals fiir Treppenfunktionen ergeben.

Satz 13.10 FEs seien f,g € Rla,b] und «, 8 € K. Dann gilt

b b b

1 [@r+s)=a 146 [0

a Q

2. Ist K=R und f < g auf [a,b], so ist

b b
/fﬁ/g-

3. |f| ist eine Regelfunktion und

/bf S/blfls(b—a)llfll

a
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Beweis. Es seien (p,) und (1),) Folgen von Treppenfunktionen mit ¢, — f, ¥, — g
gleichméaBig auf [a, b].
1. Dann gilt aepy, + B1pp, — af + Bg gleichmiaBig auf [a, b] und deshalb

a b b b

[ar+po=tm [(ap+ o0 = [1+5 [o.

b a a a

2. Hier sind ¢, und 1, reellwertig. Wir setzen

0n = on—|If —enll
; = ¢n+||g_¢n||

Dann sind ¢,, , %, Treppenfunktionen mit ¢, < f < g < 9. sowie
If —¢nll =0 und  |lg—9f]—0.

Also folgt mit S. 13.3.2

b b b b

. + _
/f—nlggo pn < lim wn—/g

a a a a

3. Aus ||f(z)| — |en(@)]] < |f(z) — @n(z)] folgt dass auch |f| eine Regelfunktion ist.
Es sei v € C mit |u| =1 und so, dassu f f>0gilt ( 1stf f=re¥ soist u=e"
geeignet). Mit 2. ergibt sich dann

b b b

/f(a:)dac = u-/f(a;)d:v:Re/uf(a;)d:v+z'1m/buf(x)dx:

a a a

b

b b
- / Re(uf (z))dz < / juf (2)|dz = / @) < (b-a)lf]l.

a

Bemerkung 13.11 Ist f € RJa, b] so gilt natiirlich auch f € R[z,y| fira <z <y <b.
Damit existiert auch [? f. Wir setzen noch

T

/f::O und jf::—/yf
Y v

T
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Damit gilt ([U]) fur z,y, z € [a, b]
/yf+]f=]f-
x y x

Wir kommen zu einem der zentralen Sétze der Analysis, der die Beziehung zwischen
der Differenzial- und der Integralrechnung herstellt.

Satz 13.12 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung, Teil 1)
Es sei [a,b] C R und f € RJa,b].

1. Die Funktion F : [a,b] — K mit
Fz) = /f(t)dt (z € [a,b])

ist stetig auf [a, b].

2. Ist f stetig an der Stelle xy € [a,b], so ist F differenzierbar an x¢ mit

F'(z9) = f(wo) .

Beweis. 1. Nach B. 13.5 ist f beschrénkt, d. h. ||f|| < co. Nach S. 13.10.3 und 4. gilt
fir z,y € [a,b) mit z <y

|F(y) — F(z)] = /yfjf /yf < [Ifll(y — =) .

Insbesondere ist F stetig auf [a, b].

2. Es sei f stetig an z¢ und (z,) eine Folge in [a, b] mit x, — g, 2, # zg. Ist € > 0
gegeben, so existiert ein § > 0 mit |f(z) — f(zo)| < ¢ fur alle z € [a, b] mit |z —zo| < .
Fiir alle n mit |z, — zo| < 6 gilt dann (beachte: f(zg) = — f;o f(zo)dt)

xT—x0

Tn

F(zy) — F(z) 1 / |z, — o]
A = t) — dt| < 220 =
)| = o [ (0 S Jar) < e =
T
Da e > 0 beliebig war, gilt F'(z¢) = f(zo). O

Wir wollen nun verschiedene Techniken zur Berechnung von Integralen herleiten. Wich-
tig ist dabei der Begriff der Stammfunktion.
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Definition 13.13 Es sei I C R ein Intervall, und es sei f : I — K. Eine Funktion
F : I — K heiit (verallgemeinerte) Stammfunktion von f (auf [a, b)), falls F' stetig ist
und falls F/ = f fiir fast alle z € I (also bis auf endlich viele) gilt.

Man beachte dabei: Sind £} und F5 Stammfunktionen zu f, so exstiert ein ¢ € K mit
Fi(z) = Fa(x) + c fir alle z € [a,b], d. h. zwei Stammfunktionen unterscheiden sich
lediglich durch eine additive Konstante.

Wir schreiben auch

x»—)/f(:r)dx

(unbestimmites Integral) fiir eine Stammfunktion (oder auch die Gesamtheit aller Stamm-

funktionen) von f.

Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung (kurz HDI) zeigt, dass Inte-
grale — unter geeigneten Voraussetzungen — durch Bestimmung einer Stammfunktion

berechnet werden konnen:

Satz 13.14 (HDI, Teil 2)
Ist f : [a,b] — K stickweise stetig, so hat f eine Stammfunktion auf [a,b]. Auferdem
gilt dann: Ist ® eine beliebige Stammfunktion zu f, so ist

b
[r=2t) -2 (=o@p=al. (13.2)

Beweis. 1. Nach S. 13.12 ist F' (wie dort definiert) eine Stammfunktion zu f.
Es sei @ eine beliebige Stammfunktion zu f. Dann gilt ®(z) = F(z) + ¢ fiir eine
Konstante ¢ € K. Damit ist

Beispiel 13.15 1. Es sei f(z) = L (z > 0). Dann gilt

xT

(Inz) = % —fzx)  (z>0).

Also ist 1
lnx:/dx (x >0).

x
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Nach dem HDI gilt fiir 0 < a < b < oo:

/bf:/bidlenxmzln(b)—ln(a) <: In (2)) .

2. Es sei f(z) =z (z > 0), wobei a € R, a # —1 fest ist. Dann gilt

<ai1$a+l>, =2%=f(z) (#>0),

also ist

1
/aco‘dx = 1xa+1 (z > 0)

und folglich fiir 0 < a < b < 00

1 1
/:L_a dr = 7wa+l|g — r—i_l (ba—l—l _ aa+1) ]

Im Falle o > 0 gilt dies auch fiir a = 0.
3.Ist f(z) = sign(z) auf I = R, soist F' : R — Rmit F(z) = |z| eine (verallgemeinerte)
Stammfunktion zu f (denn F ist stetig auf R und es gilt F'(z) = f(z) fiir alle 2 # 0)

Bemerkung 13.16 Hat f eine Stammfunktion auf [a,b], so gilt i. A. noch nicht
f € Rla,b] !
Ist etwa
Flo) = z?sin(1/22), T #0
0, z=0
so ist F' differenzierbar auf R mit
2z sin(1/2?) — 2cos(1/z?)/z, x #0
0, z=0
Also ist F' eine Stammfunktion von f auf R, aber f ist keine Regelfunktion auf [0, 1]
(beachte: f ist unbeschrénkt auf [0,1]).

Durch Ubertragung der Produkt- und der Kettenregel ergeben sich wichtige Techniken
zur moglichen Berechnung von Integralen. Wir bemerken zunéchst:

Sind f,g: I — K und sind F bzw. G Stammfunktionen zu f bzw. g auf I, so gilt mit
der Produktregel

(FG)(z) = (fG)(z) + (Fg)(z) fiir fast allez € I ,

also ist
(FG)(z) = /f(m)G(m) + F(z)g(z) dx auf I. (13.3)

Als Konsequenz erhalten wir
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Satz 13.17 (partielle Integration)
Sind f und g : [a,b] — K stickweise stetig, und sind F und G zugehorige Stammfunk-

tionen, so gilt
b b

/fG:FG|Z—/Fg.

a a

Beweis. Mit f, g sind auch fG, Fg und fG+ Fg stiickweise stetig. Also gilt mit (13.3)

und S. 13.14 ,

/ / /bfG-l-Fg = FG|® .

a

Beispiel 13.18 1. Fir a # —1 und 0 < a < b gilt

b b
1 1
/:Eo‘lnac dr = ——az"nzf) — —— [ 2%de =
a+1 a+1
a a
- b b Inb—a*Ina — Lb"""1 + La"""1
a+1 a+1 oa+1

oder auch kurz mit unbestimmter Integration

1 1
/wo‘lnxdw = _H:vo""llnx—_i_l/ma dxr =
o Q

$a+1 1
= Inz — f (0
a+1<nw a+1> auf (0, 00)

2. Es gilt auf (—1,1)

/ﬂdm = / de—wm / m

1— 22

+ i
/\/1—x2 \/1—:152
=z 1—x2+arcsinx—/\/1—x2dx,

= zv1—22

also (iibrigens auch auf [—1.1])

1
/\/1—.91:2 da:=§(x 1 — 22 + arcsinz)



13 INTEGRALRECHNUNG VON FUNKTIONEN EINER REELLEN VERANDERLICHEN122

Mit Hilfe der Kettenregel sieht man: Ist F' eine Stammfunktion zu f auf einem Intervall
J und ist ¢ : I — J eine Stammfunktion (zu t'), so gilt

(Fot)(z) = F'(t(z)t' () = f(t(x))t ()

fiir fast alle z € T (und F ot ist stetig auf I) , also

/ £ (8 — F(t(x)) = / S0ty (13.4)

Fiir bestimmte Integration erhalten wir entsprechend

Satz 13.19 (Substitutionsregel)
Es sei f : [, B] — K stetig. Weiter sei t : [a,b] — [a, (] stiickweise stetig differenzier-
bar (d.h t ist stetig und t'(x) existiert bis auf endlich viele x und ist stiickweise stetig
fortsetzbar auf [a,b]). Dann gilt

b #(b)

/ @) (@) dr= [ 1.

a t(a)

Beweis. Es sei F' so, dass F' = f auf [a, 3] (existiert nach S. 13.14). Da (f o t)¢'
stiickweise stetig auf [a, b] ist, gilt nach (13.4) und S. 13.14 (man beachte: (13.2) gilt
auch, falls ¢(a) > t(b) ist)

t(b) b
/ f = F(t()) - F(t(a) = / F (b)) () da
t(a) a

Beispiel 13.20 1. Es gilt auf (—1,1)

2I t:x2 dt
——dzr = . = -2V1 —ty_p2 = —2¢/1 — 22 .
/ Vv 1— $2 \/1 - t‘t:xz |t—a:2

Weiter erhéilt man fir —1 < a < b < 1 mit t(z) = z?

b
/%dﬂc: di :—ZFaz— (\/1—612—\/1—52)
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2. Es gilt auf I = (0, 7)

/ s?rivx = / ZSin(m/;)wcos(xﬂ) =
/cos(x/Z) 1

sin(z/2) 2 cos?(x/2)

dz

1 1
- /tan(m/Z) 2 cos?(z/2) do

t(x)=tan(xz/2) dt
t |t=tan(z/2) n(tan(l'/ ))

Zum Abschluss befassen wir uns noch kurz mit der Vertauschung von “lim” und Inte-

gration fiir Funktionenfolgen und Funktionenreihen.

Satz 13.21 Es sei [a,b] C R.

1. Sind f, € Rla,b] (n € N) und konvergiert die Folge (fy) gleichmdfig auf [a,b]
gegen die Grenzfunktion f, so ist f € R|a,b] und es gilt

/b f(2)dz = lim /b fulz) dz.

o0
2. Sind g, € Rla,b] und konvergiert die Reihe Y g,(z) gleichmafig auf [a,b], so
v=0
gilt

[{Eno) =5 [

a

Beweis. 1. Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N, € N mit
€
If = flle <5 > N).

Ferner existiert eine Treppenfunktion ¢ mit

€
Ly = lleo < 5 -
Also folgt

I1f = blloo < Mf = fnlloo v —¢llo <€

Damit ist f € R[a,b]. AuBerdem ergibt sich aus S. 13.10.3

b b
/f—/fn <b—af — fullo 20 (n—o0).

2. Die 2. Behauptung ergibt sich unmittelbar aus 1. durch Anwendung auf die Teil-
summenfolge. O
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Beispiel 13.22 Wir betrachten die Funktion F : R — R

iy

F(z):= /et2 dt (x eR).

0

(Die Funktion e besitzt keine “elementare” Stammfunktion.)
Es gilt fiir festes z > 0

2 > (_1)Vt2u leich ﬁ £ 0
e _ZT gleichmifig auf [0, z] .

v=0

Also gilt nach S. 13.21.2

Eine analoge Argumentation zeigt, dass die Reihendarstellung auch fir z < 0 (und
trivialerweise fiir z = 0) gilt. Damit haben wir eine Potenzreihenentwicklung fiir die

Funktion F' mit Entwicklungsmitte zg = 0 gefunden.
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14 Uneigentliche Integrale

Wir haben bisher nur Integrale auf kompakten Intervallen betrachtet. Wir wollen jetzt
auch Integrale auf nichtkompakten Intervallen erklidren. Dies werden wird dadurch tun,
dass beliebige Intervalle durch kompakte “ausschopfen”.

Definition 14.1 Es sei I = [a,b) wobei —o0 < a < b < co. Ferner sei f : [a,b) - K
so, dass f € R[a, B] fiir alle a < B < b gilt. Existiert lirgl faB f(z)dz € K, so heifit
B—sb—

B

b=
/f(x) dz = BILHI)I— f(z)dzx

uneigentliches Integral von f auf [a,b). Ensprechend definiert man fir —oo < a < b <
oo und f : (a,b] — K das uneigentliche Integral

/;f(w)dw:==A§g;/Ffo)dx
at A

(im Falle der Existenz des Grenzwertes).
Ist —oo <a <b<oound f:(a,b) = K, so, dass fac+ f sowie fcb_ f fiir ein ¢ € (a,b)

existieren, so setzen wir

7f(x)d:v = /Cf(:v)dac—i—?f(x) dzx .

Im Falle der Existenz der entsprechenden Grenzwerte sprechen wir auch von der Kon-

vergenz der Integrale.

Bemerkung 14.2 1. Man beachte, dass die letzte Definition unabhéingig von der Spe-
ziellen Wahl von ¢ € (a,b) ist, d. h. ist ¢ € (a,b), so existieren [ f und fcbf genau
dann, wenn [ und féb existieren, und es ist dann [ f + fcbf =[7f+ féb f.

2. Ist —o0o < a < b<ooundist f € R[a,b], so gilt

b b b— b—
[i=[i=[=]1.

d. h. die obige Definition stimmt im Falle der Existenz des (eigentlichen) Integrals mit

diesem tiiberein.
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(Denn: Wir zeigen f; f= f;_ f. Die weiteren Identitéiten ergeben sich entsprechend.
Nach S. 13.12 (HDI, Teil 1) ist

:/f(t)dt (z € [a,b])

stetig auf [a, b]. Also ist

B—b—

/f:F(b): lim F(B) = hm f /f
Deshalb kénnen wir auch kurz f: f(z) dz im Falle uneigentlicher Integrale schreiben.

3. Ist f: (a,b) — K stetig und ist F’' = f auf (a,b), so existiert f;; f genau dann,

wenn lim F(z) und lim F'(z) beide existieren, und in diesem Falle ist
rx—a™t b~

/f— lim F(z)— lim F(z)=: F(z)>.

b~ z—at

(Denn: Fir a < A < B < b ist nach S. 13.14 (HDI, Teil 2) F(B) — F(A) = fff
Damit ergibt sich die Behauptung aus der Definition der uneigentlichen Integrale und
2)

Beispiel 14.3 1. Fiir a € Rsei fy(x) := 1/2% auf (a,b) = (0,00). Ist Fj, : (0,00) = R
definiert durch

xl—a

Fuz)=¢ 1—a ’ a7l
In(z) , a=1

so gilt F! = f,. Aulerdem erhalten wir fir z — co

0 , a>1
Fo(z) —

o , a<l

und fir z — 0T
0 , a<l

Fo(z) — {

x , a>1

d
Also existiert nach B. 14.2.3 das uneigentliche Integral / —i genau dann, wenn o > 1
x

ist und in diesem Falle ist

oo
dx 1 1
7:Fa($)(1)o:0_1—oz:a—l'
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1
L dr : :
Entsprechend existiert / — genau dann, wenn « < 1 ist, und dann gilt
x

o+

o0

d
Hieraus folgt auch, dass fiir kein « € R das uneigentliche Integral / —i existiert (denn
x

ot
o.¢]

1
d d
anderenfalls miissten beide uneigentlichen Integrale / —i und / —i existieren).
x x

o+ 1
2. Wir betrachten f(x) = — auf (a,b) = (—1,1). Es gilt arcsin’ = f auf (—1,1)
—x
/ d
und arcsin ist stetig auf [—1,1]. Nach B. 14.2.3 existiert /1$2 und es ist
—x

-1

1

/ dz
. V1—2z22

= arcsin(z)|!; =7 .

Wir beschiftigen uns nun mit Konvergenzkriterien fiir uneigentliche Integrale. Dabei
formulieren wir die Ergebnisse fiir Integrale der Form f;r. Entsprechende Aussagen

gelten natiirlich fiir die anderen Typen uneigentlicher Integrale.

Satz 14.4 (Vergleichskriterium)
Es sei —o0 < a < b < oo und f,g: [a,b) - R seien so, dass f,g € Rla, B] fir alle
a < B < b. Ferner gelte

0< f(z) <g(z) (z€lab)).
Dann gilt: Existiert f;_ g, so existiert auch f:_ f und es ist

b

7f§/g-

Beweis. Wir betrachten

F(a) :=jf, G@)i= [9 (welab).
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Dann sind F und G monoton wachsend auf [a,b) und es gilt fir a < B <b

B b~
FB) <6< tm [o=[o.
B—b~
a a
Also existiert auch Blirrbl F(B) = f;r f. (vgl. S. 8.18). O
e

Satz 14.5 Es sei —o00o < a < b < oo und f : [a,b) — R sei so, dass f € R|a, B] fir
alle a < B < b. Dann gilt: Existiert f; |f|, so existiert auch f; f-

Beweis. Wir betrachten die Funktion ¢ : [a,b) — R mit
p(x) = f(x) + [f(2)] .
Dann ist ¢ € R[a, B] fiir alle a < B < b (S. 13.10.3) und
0<¢(z) <2[f(z)] (z€lab)).

Mit S. 14.4 folgt die Existenz von f;_ ¢ und aus

B B B
[1=[e- [ @<B<

folgt die Existenz von f;r f= lirrbl faB f. O
B—b-

Beispiel 14.6 1. Wir betrachten fiir & > 1 das uneigentliche Integral /SHZE dx.
T

Es gilt

T T

|smm|

dz aus S. 14.4. Nach S. 14.5 exi-

Da / — existiert, folgt die Existenz von /

[o¢}

stiert auch

o 0]
cos
uneigentliche Integral /
xOé
1
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2. Wir betrachten das uneigentliche Integral / —_— dx

Es gilt

B

B
s1nx 1 COS T
= ——costB— 5 dz
x x
1

cos B cos m
= cosl—

0o
Da nach 1. das uneigentliche Integral
1
B 0o
BIEIIOO s12:1: dm:cosl—/ oszzr
1 1

1

sinz
| | dz existiert nicht! Also:

Man kann zeigen ([U]): Das uneigentliche Integral /

1
Fiir uneigentliche Integrale folgt aus der Existenz von ff_ f 1. A. noch nicht die Exi-

stenz von f;r |f]

Im folgenden Satz wird ein Zusammenhang zwischen der Konvergenz von Reihen und
der Konvergenz uneigentlicher Integrale hergestellt:

Satz 14.7 (Integralkriterium fir Reihen)
Es sei f:[1,00) = R monoton fallend und es gelte f(z) > 0 (z > 1). Dann ezxistiert

g: hm <Z flv) — n+1 f) und es gilt

0<g<f(1).

Beweis. Zunichst folgt aus f(v) > f(z) > f(v+ 1) in [v,v + 1]

v+1

> [ f@)doz f0+1).
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Hieraus ergibt sich mit a, := f(v)
v+1
0<a, — / fgay_au—l—l
v

und damit ist die Folge (s,) mit

n n+1 n v+1
Sn—zau_/fzz au_/f
v=1 1 v=1 v
monoton wachsend mit 0 < s, < f(1) — f(n+1) < f(1). Also ergibt sich die Behaup-

tung mit dem Hauptsatz iiber monotone Folgen. O

1

Beispiel 14.8 Wir betrachten f(z) = — fiir « > 0. Dann ist f monoton fallend auf
T

[1,00) und f(z) > 0. Also existiert

" 7d 1 1
Tst @ > 1, so ist lim / ax :/an = und ¢(@) = ¥ —. Nach S. 14.7 ist
n—00 % e a—1 e
1 1 v=1
1

0 < ((a) - <1  (a>1).

a—1"—"

Ist @ =1, so ergibt sich die Konvergenz von

R
T
v=1 1 v=1

Beispiel 14.9 Das uneigentliche Integral foof e~t*=1dt existiert fiir jedes = > 0.

(Denn: Es gilt
tl‘+1
lim =0.
t—o00 et

Also existiert eine Konstante M > 0 so, dass fiir alle ¢ € [1, 00) gilt

e Tl < M
(warum?). Aus der Konvergenz von [ % ergibt sich mit dem Vergleichskriterium
auch die Konvergenz von [ e~ "%~ 1dt.
Weiter gilt

e <t (e (0,1]).
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Aus der Konvergenz von f01+ t*=1dt (siehe B. 14.3.1) folgt wieder mit dem Vergleichskri-
terium die Konvergenz von f01+ e~t*~1dt. Insgesamt ergibt sich damit die Konvergenz
von [} e~ ldt.)

Die Funktion I' : (0,00) = R mit

[e¢]

[(z):= /ettmldt (z >0)

0+

heif}t (Euler’sche) Gammafunktion. Durch partielle Integration erhilt man leicht die

folgende “Funktionalgleichung” fiir I' ([U]):
MNz+1) =z -I'(x) (z>0). (14.1)
Speziell gilt

0
(1) = /e—tdt: lim —e ¥ =1,

B—

0
woraus sich wiederum mit (14.1) induktiv
I'(n+1)=mn! (n € N)

ergibt. Die Gammafunktion “interpoliert” also die Fakultiten; man kann T'(z) als
“verallgemeinerte Fakultit” auffassen.

Zum Abschluss wollen wir noch eine Formel herleiten, die das Wachstum von n! fiir n —
oo sehr genau beschreibt, die sog. Stirling’sche Formel. Dazu beweisen wir zunéchst

Satz 14.10 (Euler’sche Summenformel)
Es sein € N, n > 2, und es sei f : [1,n] — K stickweise stetig differenzierbar. Dann
gilt

n

;f(v) =1/f+;(f(1)+f(n)) —I—/b(m)f’(a:) dz

1

b(z) =z —[z] —1/2.
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Beweis. Es gilt mit partieller Integration

n no1 VL
/b(m)f’(x)dxzz /(x—u—l/Q)f’(x)d;c:
1 v=L 3

nel it v+1
= T |-v-12i6)) —V/f(w)dw -
- ;Sf(ﬂv+D+f@ﬁ—:/ﬂ@dx

v=1

n

1
= Zf(V)—%(f(l)H(n)) —/f(a:)dz.
v=1 1

a
Fiir zwei Folgen (z,,) und (y,) in K mit z,, yn 7# 0 schreiben wir
Ty ~ Yn (n — o)
falls z, /yn — 1 (n — o0) gilt.
Satz 14.11 (Stirling’sche Formel)
Es ist
n! ~n"e”"V2mn (n = o). (14.2)

Beweis. 1. Fiir f(z) = In(z) gilt

n

/log(ac) dmzm(log(w) —1) T:nlogn—n—i-l
1
und damit mit S. 14.10
" 1 [
Zloguznlogn—n+l+2logn+/(x)dx.
x
v=1 i

[e¢]

b
2. Wir zeigen / @ dz konvergiert.
x

1
Denn: Es sei

Yy
BO)= [da)de  (y=1),
1
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Dann ist B eine Stammfunktion zu b auf [1, R] fir jedes R > 1 (nach HDI, Teil 1).
Weiter gilt

g [y)-1 V4! y
B =|[rao| < |3 [ owds]+ [ po)] dr <1/2.
1 v=1 2 N
— ] <1/2
‘ot : L OOB(x)
Also ist insbesondere l;m B(y)/y = 0 und nach S. 14.4 und S. 14.5 existiert 5 dz.
y—00 z
1

Durch uneigentliche partielle Integration (siche [U]) erhalten wir

]obf) dz = BS”)‘:OJrfB(f) dz (sz(x) dz) .
1 1 1

x 2

3. Nun betrachten wir |
n

ne "/n

und zeigen: a, — V27 (n — 00). Dies ist dquivalent zur Behauptung. Es gilt nach 1.

Gy =

n

n
1
log a, = Zlogu—nlogn-l—n— alogn: 1—|-/
v=1 i

Mdav

?

also ist (logay,) konvergent nach 2. und damit konvergiert auch (a,). Wir setzen a :=

lim a,. Dann ist a > 0 und es gilt unter Verwendung Wallis-Produktes fiir 7/2 (siehe
n—oo

[UD)

2.2 4.4 2n)(2n) Y2

2 = i .
™/ nooo [1-3 3.5 @n-1)(2n+1)

o)
— lim n

1
nsoo \2n+1 1-3-5---(2n—1)

1 2mnl)2
— lim (2"n!)

n—oo \/2n + 1 . (2n)!

I 1 22" (ap,n"e”"/n)?
= lim
n—=00 \/2n + 1 a9y, (2n)?ne=2m4/2n

1 al n  a

1 —
00 /2 1 asm /2 2
d. h. a = V2m.

Unter Ausnutzung des Wallis-Produktes erhilt man auch
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Satz 14.12 FEs ist

und damit auch

2 1 "
e ™ g( ) (reR,neN).

Entsprechend folgt aus 1+t < e’

2

(1 -3 <e™ 0<z<1).
Also erhalten wir

/2
/ sin2 ¢ gp T (1—z3)" de < e " dg
0

o _
0\8 O\H

T 1T d
< 7%1‘2 d — / 7’&2 d < 7‘%
—/e RV Il IR
0 0
/2
p=cotant /sin2”2t dt
0
d. h.
w/2 ) /2
vn / sin?" 1 ¢ dt < /e—“2 du < \/n / sin?"2 ¢ dt .
0 0 0
Mit
w2
/sin2"+1tdt:2-4--- 2n
3 5 2n+1
0
und
/2
tdt==.2.2...
/ o 224 Tap—2
0
(siehe [U]) ergibt sich durch Quadrieren
. 2
n 2-2 4-4 (2n)(2n) < /e_“Qdu
m+1|1-3 3.5 (2n—-1)(2n+1)

n T 2
“5-10) BRI ==
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Nun gilt (Wallis-Produkt; [U])

. 2-2 4-4 (2n)(2n) ™
lm . DRI —_ -
n—o0l1-3 3.5 (2n —1)(2n +1) 2

also erhalten wir fir n — oo
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15 Differenzialrechnung von Funktionen mehrerer Varia-
blen

In Abschnitt 10 haben wir Ableitungen von Funktionen einer Variablen untersucht.
Wir studieren jetzt fiir d,m € N Funktionen f : M — K™, wobei M C R? ist. Die
Riume R? bzw. K™ seien im Folgenden stets mit der euklidschen Metrik versehen.
Damit stehen uns die Begriffe und Ergebnisse aus den Abschnitten 7,8 und 9 auch

hier zur Verfiigung.

Wir bemerken zunichst, dass jede Funktion f : M — K™ in m “Koordinatenfunktio-
nen” fi,..., fm : M — K zerlegt werden kann indem man f;(z) als die j-te Kompo-
nente des Vektors f(z) € K™ definiert, d. h.

fm(z)

Bei vielen Untersuchungen kann man sich damit auf den Fall m = 1, d. h. auf den
Fall reell- oder komplexwertiger Funktionen, beschriinken. So ergibt sich etwa sofort
aus B. 7.13, dass f genau dann stetig an einer Stelle x € M ist, wenn dies fiir alle
Koordinatenfunktionen f; gilt.

Betrachten wir also f : M — K. Bevor wir zum eigentlichen Begriff der Differenzier-
barkeit von Funktionen mehrerer Verdnderlicher kommen, untersuchen wir zunéchst
Ableitungen “in einer Richtung”. Es handelt sich dabei tatsichlich um “eindimensio-

nale” Ableitungen wie wir sie aus Abschnitt 10 schon kennen.
Definition 15.1 Ein Vektor » € R? mit |r| = 1 heiBt Richtung.

Insbesondere sind
er = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,eq = (0,...,0,1)

Richtungen. Unser Ziel ist nun die Untersuchung von Funktionen in einer gegebenen
Richtung r, d. h. ist f: M — K, wobei M C R%, und ist 2(°) € M, so betrachten wir
die Funktion ¢ = ¢, j© : M — R? mit

o(t) =2 4t (te M)

wobei
M:={teR:20 +¢t.re M},
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und damit g =g, , : M —K

9(t) == (fop)t) = D +t-r)  (teM).

Beispiel 15.2 Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit

[z, z0) = 27 + @2 (1,22 € R)
sowie (0 = (0,0). Ist 7 = (cos @, sin p), so ist

g(t) = f((0,0) + t(cos ¢, sin go)) = t? cos® p + tsing (teR).
Ist speziell ¢ =0, d. h. r = e; = (1,0), so ist
g(t) = F((0,0)+1-(1,0)) =2 (tER).
und ist speziell ¢ = 7/2, d. h. r = ea = (0, 1), so ist
g(t)y =t (teR).

Definition 15.3 Es sei M C R% und es sei f : M — K. Ferner sei (0 € M. Ist r
eine Richtung in RY, so heiit f differenzierbar in Richtung r an der Stelle () falls

lim f@O+t.r) = f(2©) i g(t) — g(0)
=0 t 10 t

der Grenzwert

(wobei g(t) = f(2{%)+t-r) wie oben) existiert. Wir nennen den Grenzwert (Richtungs-)
Ableitung von f in Richtung r an (9 und schreiben dafiir

0
o f (z() oder 6—;{@(0)) oder Fr(zl0) .
Ist speziell » = e; der k-te Einheitsvektor, so sagen wir, f sei partiell differenzierbar
nach der Variablen zy an der Stelle 2(?) und schreiben fiir 9,, f(z(*)) auch

of

(0) g7
O f (') oder Dy

(m(o)) oder e (x(o)) .

Dieser Wert heifit dann auch partielle Ableitung von f nach der Variablen xj (an der
Stelle (%)),

Bemerkung 15.4 Aus D. 15.3 ergibt sich sofort, dass die Ableitung in Richtung r an
der Stelle z(© genau dann existiert, wenn die Funktion g = g, o) an der Stelle 0 dif-
ferenzierbar ist (und dann gilt d,.f(z(?)) = ¢/(0)). Also handelt es sich bei Richtungs-
und partiellen Ableitungen um Ableitungen von Funktionen einer reellen Variablen.
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Folglich gelten auch alle Resultate, die wir hierfiir in Abschnitt 10 hergeleitet haben.

Besonders einfach ist die Situation fiir partielle Ableitungen: Ist (0 = (zy7,...,zy") €
R? soist fir k=1,...,d

f(@® +t-ep) — f(z(©)

Of(z) = lim

t—0 t
~ lm f(;vgo), e ,x,@l, a;,(go) +1t, 155317 . ,m&o)) — f(z®)
50 t '

Man sieht, dass 9, f(2(?)) sich darstellt als die Ableitung der Funktion

kaf(xlu--'axk)a"wxd)

bei festgehaltenen Variablen z1, ..., 25— und zg4q,.. ., x4 (diese werden sozusagen als
Parameter aufgefasst).

Im Falle d = 2 schreibt man meist “f(z,y)” statt “f(z1,z2)”. In diesem Falle sprechen
wir auch von den partiellen Ableitungen nach = bzw. y und schreiben fiir (z¢,yo) € R?
auch

gf(ﬂﬁoayo) bzw. fz(z0,0)
XT

sowie

0
aj;(wo,yo) bzw. fy($07y0) .

Entsprechend schreiben wir im Falle d = 3 oft “f(z,y, 2)” statt “f(z1,z2,z3)” und

of of of

8$ ay 8,2 bZW' fl"fy?fz .

Beispiel 15.5 1. Es sei f wie in B. 15.2, d. h. f(z,y) = 22 +y (z,y € R). Dann gilt
fiir r = (cos ¢, sin ) und z(9 = (0,0)

0r£(0,0) = (%0,0) = fr(0,0>> = i W02 9O) _y Beoslp bl _ Gy

t—0 t t—0 t

Weiter gilt fiir allgemeines (xg, o) € R?

0
o1 f (o, y0) <: Fi(wo,yo) = fx(5807y0)> = 2z9
und
of
02 f(xo,y0) | = a*y(ﬂl?o,yo) = fy(zo,y0) ) =1
2. Es sei f : R — R definiert durch

3
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Dann gilt fiir alle (z,y, z) € R3

0fwy.2) (=%@y2) = Ll@yz)) = 2

Bfwy2) (=%@y2) = foy2) = 2092
uflw,y.2) (=% @y = floy2) = a2,
3. Es sei f : R? = R definiert durch
ry
5, 9 z,y # 050
floy)=q 2*+y w7 0.0
0 , (z,y) =(0,0)
Dann gilt fiir (zo,y0) # (0,0):
Yo 2z3yo
o f(zo0,y0) = -
wi+yp (25 +y3)?
und )
T 2x
& f (20, y0) = —5— %

B+ (@)
Fir (zo,y0) = (0,0) gilt
f(ta 0) - f(070)

ATO0) =Py T = 0 =0
und
0,t) — (0,0
9, £(0,0) = lim LD =FO0 06
t—0 t t—0

Also existieren die partiellen Ableitungen in allen Punkten (zg, yo). Die Funktion f ist
allerdings nicht stetig an der Stelle (0,0), denn fir (z,,y,) = (%, %) gilt
1/n? 1 1

n =323 #0=£(0.00 (n—o).

f(Tn, yn) = Un?+1/n? 2

Das Beispiel zeigt, dass die Existenz der partiellen Ableitungen i. A. (anders als im Fall
d = 1) noch nicht die Stetigkeit impliziert. Man beachte allerdings, dass die partiellen
Ableitungen in der N#he von (0, 0) unbeschrinkt und damit insbesondere unstetig sind
(es gilt fir g # 0, yo # 0

01f(0,90) = 1/yo , 0 f(20,0) = 1/mp ).

Wir kommen nun zum eigentlichen Begriff der Differenzierbarkeit von Funktionen
mehrerer reeller Variablen. Wir werden sehen, dass — wie im eindimensionalen — die
Differenzierbarkeit die Stetigkeit impliziert, und wir werden sehen, dass ein sehr enger
Zusammenhang zu den partiellen Ableitungen besteht.

Die folgende Definition erweist sich als eine unmittelbare Ubertragung der Zerlegungs-
formel (S. 10.6) in’s Mehrdimensionale
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Definition 15.6 Es sei M C R? und es sei f : M — K™ (wobei d,m € N beliebig).
Ferner sei 2(°) € M N H(M). Dann heit f differenzierbar an der Stelle (9| falls eine
Matrix C' € K™% und eine in (9 stetige Funktion ¢ : M — K™ so existieren, dass
gilt

f@)=f@)+C (2 —2O) + |z — 2Oe(z) (2 €M)
und e(z(?)) = 0. In diesem Fall heifit jede solche Matrix C' Ableitung von f an z(0).

Bemerkung 15.7 1. Die Differenzierbarkeit von f an der Stelle (%) bedeutet an-
schaulich, dass f “in der Nihe” von z(®) gut angeniihert werden kann durch die affin-

lineare Funktion

T(z) := f(a) + C - (z — 2(0)

(ndmlich so gut, dass der Fehler, den man dabei begeht, schneller als |z — :1:(0)| gegen
0 konvergiert fiir z — x(o)). Im Fall d = 2 und K™ = R, also im Falle einer reell-
wertigen Funktion von zwei (reellen) Variablen ist der Graph von T eine Ebene im
RR3. Diese Ebene stellt die “Tangentialebene” an den Graphen von f im Punkt z(©) dar.

2. Ist f: M — K™ mit den Koordinatenfunktionen fi,..., fi, : M — K, so gilt: f ist

genau dann differenzierbar an (9 wenn simtliche Koordinatenfunktionen fi, ..., fm
differenzierbar an z(® sind.
Denn: Ist f differenzierbar an z(*) und sind C = (¢;,) sowie € = (eq,...,em)" wie in

D. 15.6, so gilt fiur j = 1,...,m und € M mit ¢; := (¢j1,...,¢q)
fi(@) = fi(@®) = ¢j(z — 2 ) = ¢j(@)|e — V| (z € M)

und aus e(z) — 0 (z — 2(0) folgt auch £j(z) — 0 (z — z(9). Also ist f; differenzierbar

an z(0).

Sind umgekehrt f; (j = 1,...,m) differenzierbar an z(%)

(¢j1,---,¢ja) € R? und Funktionen e; : M — K mit £j(z) — 0 = £;(0) (z — z(?) und

, so existieren Vektoren ¢; =

fi(@) = fi(2) + ¢j(z — 20) + ¢(z)|z — (O] .

Fiir
C:= (Cjk)j:l ..... m € R™*d
k=1,...,
und € := (e1,...,em)? : M — K™ gilt dann

(@) = f(@?) = Clz = ) = & — &V|e(w)

und aus B. 7.13 ergibt sich £(z) — 0 = £(z) fiir z — z(0). Also ist f differenzierbar an
20,

3. Ist M Cc C = R?, so haben wir Differenzierbarkeit fiir eine Funktion f : M —
K bereits in Abschnitt 10 definiert. Wir werden spéter sehen, dass sich die beiden
Definitionen (wesentlich!) voneinander unterscheiden. Im Fall der Differenzierbarkeit

im Sinne von D. 15.6 sprechen wir daher auch von reller Differenzierbarkeit.
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Definition 15.8 Ist M C R¢undist f : M — K™ so, dass fiir ein 2(0) € M die partiel-
len Ableitungen der Koordinatenfunktionen fi, ..., f;, nach allen Variablen existieren,
so heifit die Matrix

=1,...,

Jacobi-Matriz von f an 20, Ist m =1, d. h. f: M — K, so schreibt man auch

grad f(z%) := V() i= (1) (@) = (3£ ). ... 9af =)

Dieser (Spalten-) Vektor heiBt Gradient von f an z(0).

Beispiel 15.9 Wir betrachten die Funktion f : R? — R? mit

(e _( hiew)
fery) = ( ysinz ) ( fa(z,y) >

Dann gilt
i) — < Y2’ 2pyety’ )
ycosx  sinzx
und
gradfi(z,y) = (4%, 2zye™ )"
sowie

gradfy(z,y) = (ycosz,sinz)’.

Wir stellen nun eine erste Beziehung zwischen Ableitung und partiellen Ableitungen
her.

Satz 15.10 Es seien M C R? und f = (f1,..., fm)? : M — K™ differenzierbar an
der Stelle (9 € MO. Dann gilt: Die Koordinatenfunktionen f1,..., fm sind partiell
differenzierbar nach allen Variablen zi,...,xq und fir die Ableitung C' aus D. 15.6
gilt

=1,...,

.....

Wir schreiben dann auch f'(2(9) := Df(z(9)) := C. (Man beachte dabei: Insbesondere
ist C eindeutig bestimmit.)
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Beweis. Es seien C' = (c¢j;) und € wie in D. 15.6. Ist ¢; = (¢j1,...,¢;q) die j-te Zeile
von C und ist k € {1,...,d} fest, so gilt fiir £ € R\ {0} geniigend klein

£ (@O +teg) — (@) ¢; - teg + (20 + tey,)|tey|
t t

= ¢j-ep+ &tj(x(o) + tey) sign(t)

= cjp+ 6j(a:(0) + tey) sign(t) .
Aus (29 + teg) — 0 (t — 0) folgt die Behauptung. O

Wir benétigen im folgenden einige Hilfsmittel aus der Linearen Algebra.

Satz 15.11 Es seiten d,m € N.

1. Fiir A € K™ gsetzen wir

|A]] := sup{|Az| : € K¢, || < 1} .

d
Dann ist ||A|| < 3 |Aeg| und es gilt |Az| < ||A|| - || fir alle 2z € K.
k=1

Kmxd

2. Durch || || ist eine Norm auf gegeben (die sog. Operatornorm).

3. Sind A € K™ und B € KP*™, wobei p € N, so gilt

IBA|| < |IBI| - [|A]l -

d
Beweis. 1. Es sei € K? mit |z| < 1. Dann gilt z = 3 zpex und es ist |zx] < 1 fiir

E=1
k=1,...,d. Also folgt

d
ZxkAek

k=1

|Ax| =

d d
< lmkl - JAe| < |Aey| = M .
k=1 k=1

Da dies fiir alle z mit |z| < 1 gilt ist ||A]| < M.
Ist 2 € K¢\ {0} beliebig, so gilt

|Aa| = |z - \A ()\ <|All-Ja

|z]

(und fiir z = 0 ist A0 = 0).

2. [U]
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3. Es sei z € K? mit |z| < 1. Dann gilt mit 1.
[(BA)z| = |B(Az)| <||B]| - |Az| <||B]| - || Al
also ist || BA|| < ||B|| - ||A|| nach Definition. O

Damit erhalten wir wie im Falle einer Variablen

Satz 15.12 Es sei M C R und es sei f : M — K™. Ist f differenzierbar an der
Stelle (0 € M, so ist f stetig an der Stelle z(9).

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus D. 15.6 gilt

f (@) = fe)] < 0@ =) + o — 2| - [e(a)]
< oz =29+ |z — 2] |e(z)] = 0 (z — 2(0) .
Also ist
lim f(z) = f(z")
z—x(0)
und damit ist f stetig an z(%). O

In B. 15.5 hatten wir gesehen, dass die Existenz aller partiellen Ableitungen i. A.
noch nicht die Stetigkeit, also nach S. 15.12 schon gar nicht die Differenzierbarkeit
impliziert. Es gilt jedoch

Satz 15.13 Es sei M C R?, und es sei f = (f1,..., fm)" : M — K™. Sind (0 € M°
und R > 0 so, dass die partiellen Ableitungen O f; fir alle 3, k auf UR(:U(O)) ezistieren
und stetig an =9 sind, so ist f differenzierbar an (0. Auferdem ist in diesem Fall
die Abbildung

Ur(z) 5 2 — Jf(z) e K4

stetig an =0 (wobei K™*% mit der von der Operatornorm herkommenden Metrik ver-

sehen ist).

Beweis. 1. Wir zeigen: f ist differenzerbar an 2(°). Nach B. 15.7.2 kénnen wir uns auf
den Beweis fiir den Fall m = 1 beschrianken. Auflerdem konnen wir K = R annehmen
(ansonsten: Real- und Imaginérteil von f betrachten).

Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein 6 = §; > 0 (0. E. § < R) mit

07 () — 0@ )] < 5 (e Us(®), k=1.....d) .
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d
Es sei z € Us(z(®). Wir setzen h := 2 — (0. Ist h = (hy,...,hq) = 3. hiep, so
k=1

m
betrachten wir vg = 0 und vy, := Y hger (1 < m < d). Dann gilt (Teleskopsumme!)
k=1

f@) = 1@®) = f@®+h) = fa)
d
= Y {7 +u) - F@O )}

k=1

Wegen |vi| < |h] < § ist £ 4, € Us(2©) fiir k = 0,...,d. Weiter ist v, = vp_1 +
hyer. Also existiert nach dem Mittelwertsatz (angewandt auf ¢ — f(2(0) 4+ v, +ter))
fiir jedes k € {1,...,d} ein 0 = 65 € (0,1) mit

F(@O +vp) — F(2Y + vp_y) = b (2 + vy + Ohger) .
Dabei ist y*) := 2(O) + vy | + Ohger, € Us(z(V). Also folgt
£ + ) = £(@) — grad” f(z©) - b =
< de 1£@ O +v) = £ +op 1) — O f (2O by

k=1

d
> " 1hill0kf (y™®) — 0 f (2)| < delh] -
k=1

IN

Da ¢ > 0 beliebig war, ist

o) f() — grad? £(a) - (o — 2

z—2(0) |:z — (0 |

=0

was dquivalent zur Differenzierbarkeit von f an z(0) ist.

2. Fiir k= 1,...,d sind nach Voraussetzung (und B. 7.13) die Abbildungen

Ok f1(z)
Ur(2'9) 3 2 — Jf(z)e), = : e K™

(also die Spalten von Jf) stetig an z(?). Damit erhalten wir mit S. 15.11.1
d
175 (@) = TF@) <D 1T f(@)ex = Tf (z)ex| =0 (z = 2
k=1

Dies impliziert die Stetigkeit von z — Jf(z) an z(9). O
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Beispiel 15.14 Es sei f : R? — R? definiert durch

2
e*y

f(way)=< ) (z,y €R)

y-sinz
(vgl. B. 15.9). Dann sind die partiellen Ableitungen
Nfilw,y) =y*e™ . Dafi(e,y) = 2oye™
(91f2($,y) =Y-Ccosz, 82f2(:v,y):sinm

alle stetig auf R2. Also ist f differenzierbar auf R? nach S. 15.13.

Wir befassen uns zum Abschluss noch mit Rechenregeln fiir die Ableitung. Wie im

Eindimensionalen gilt

Satz 15.15 1. Es sei M C R%, und es seien f,g : M — K™ differenzierbar an der
Stelle (0) € M. Dann ist fiir alle o, B € R auch of + Bg differenzierbar an z(© und
es gilt im Falle (9) € M0

(af +B9) (@) = af () + By (')
(andere Schreibweise: J(af + Bg)(#0) = aJ f(z0) + BIg(«()).
2. (Kettenregel) Es seien M C R? und f : M — R™. Ferner seien L C R™ und
g: L —KP mit LD W(f). Ist f differenzierbar an =9 € M und ist g differenzierbar

an YO = f(z(0) € L, so ist auch go f : M — RP differenzierbar an (% und es gilt
im Falle (9 € M°, () ¢ L°

(go ) (@) =g (f(z)) - f'(z)

wobei “7 die iibliche Matrizmultiplikation bezeichnet
(andere Schreibweise: J(g o f)(ac(o)) = Jg(f(.r(o))) . Jf(x(o))),

Beweis. 1. ergibt sich unmittelbar aus D. 15.6 und S. 15.10. Der Beweis zu 2. verlduft
(unter Verwendung von S. refS199) in voélliger Analogie zum Beweis der Kettenregel

im Eindimensionalen (S. 10.7). O

Beispiel 15.16 Es seien f : R? — R? und ¢ : R> — R definiert durch

e’ cosy
e siny

f(:v,y)=<
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Dann gilt

g(f(z,y)) = (e¥ cosy)?e* siny = 3* cos® ysiny ,

also

(go f)(z,y)(=J(go f)(z,y) = grad” (go f)(z,y))

= (3e* cos?ysiny, e3*(cos®y — 2cosysin®y)) .

Andererseits gilt auch

e*cosy —esiny
. 7
e’siny e®cosy

fl(may) :Jf(ﬂ?,y) = (

und
gl(uvv) = (gradTg(u,v) = Jg(u,v)) = (2uv,u2) )

also
g (f(@.y)f (z.y) = grad” g(f(z,y))J f(z,y) =

e’cosy —eTsiny )

= (2e?* siny cos y, €% cos? 1))
e*siny e*cosy

= (3e3% siny cos® y, €3 (cos® y — 2 cos y sin 1)) .
Ein besonders wichtiger Spezialfall der Kettenregel ergibt sich fiir Funktionen f :

M — K, wobei M C RY offen, und ¢ : I — M, wobei I C R offen ist. Sind ¢ bzw. f
differenzierbar an ¢t € I bzw. ¢(t) so erhalten wir fiir fop: I - K

@ (t)
(fop)(t) = fet)e(t) = grad” f(p(t)) - :
Py(t)

4 of
= ZT AGR (15.1)

Als wichtige Konsequenz ergibt sich

Satz 15.17 Es sei M C R% und f : M — K sei differenzierbar an ©(© € M°. Fir
alle Richtungen r € R? existiert dann 0, f(z(0) und es gilt

1. 8,=f(x(0)) = grade(x(O)) -,

2. 10, ()| < |grad f(z(©)] .
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Beweis. 1. Da z(9 ein innerer Punkt von M ist, existiert ein § > 0 mit Us(z(9)) ¢ M.
Wir betrachten ¢ : (—6,6) — R? mit
o) ;=20 +t.r  (te(=0,0)).
Dann gilt mit (15.1)
0, f (@) = (f o 9)'(0) = grad” f((0)) - ¢'(0) = grad” f(«(?) - r

(beachte dabei: ¢(0) =r; fiir j =1,...,d).

2. Mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung ergibt sich aus 1. unmittelbar

|00 f (29)] = |grad” f(©) - | < |grad f(2'V)] - |r| = |grad f(=@)] .

Bemerkung 15.18 Ist f : M — R und (9 so, dass grad f(z(?)) # 0, so gilt fiir
ro = gradf(z()/|grad f(z(®))| (die sog. Gradientenrichtung) mit S. 15.17.1

8,=0f(a:(0)) = gradT f(:v(o)) -7 grade(a;(O)) - grad f(ac(o))

1
" grad £ ()]
= |grad f(z©)|

und entsprechend

0-ro f(2V) = —|grad f(z(V)] .

(Die Gradientenrichtung ist die “Richtung des steilsten Anstiegs” von f und die ne-
gative Gradientenrichtung ist die “Richtung des steilsten Abstiegs” von f.)
AuBerdem gilt fiir r; L grad f(z(©)

Oy, f(29) = grad f(z(¥) - r =0.

d. h. die Richtungsableitung senkrecht zur Gradientenrichtung verschwindet. Diese
Erkenntnisse werden sich als grundlegend fiir die mehrdimensionale Optimierung er-

weisen.

Beispiel 15.19 Wir betrachten f: R? — R,

fle,y) =2 +y*  (z,y€R).

Dann gilt
grad f(z,y) = (2z,2y)" .
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Ist etwa (zq,y0) = (1, 1), so ist fiir r = (r1,79)" mit |r| =1
grad?l f(1,1) -7 =(2,2) -r =2 + 2ro .

Fiirrg = %(1, 17 ist grad? f(1,1)-r¢ = 2v/2 = |grad f(1,1)|, und fiir r; = %(1, -7

ist grad? f(1,1)-r; = 0.

Wir setzen fiir z,y € K¢
Iz,y):={z+tly—xz):t€ (0,1)}

und
Iz,y| :={z+tly—z):t€[0,1]}.

Als weitere Anwendung von (15.1) ergibt sich damit

Satz 15.20 (Mittelwertsatz)
Es sei M C R und es sei f : M — R stetig auf M und differenzierbar auf M°. Sind
z,y € M so, dass I(x,y) C M gilt, so existiert ein & € I(z,y) mit

fly) = f(z) = grad” f(&) - (y — =) .

Beweis. Wir betrachten ¢ : [0, 1] — R, definiert durch
ot) =z +tly—=z) (t€[0,1]).
Dann ist g := f o ¢ stetig auf [0, 1] und differenzierbar auf (0,1) mit
g'(t) = grad’ f(z +1(y —2)) (y — ).
Nach dem “eindimensionalen” Mittelwertsatz (S. 10.16) existieren 7 € (0, 1) mit
g'(1) =g(1) = g(0) = f(y) — f(z) .

Also gilt mit £ := x 4+ 7(y — x) die Behauptung. O

Bemerkung 15.21 1. A. gilt kein Analogon zum Mittelwwertsatz fiir vektorwertige
Funktionen: Ist etwa f : [0,1] — R? definiert durch f(¢) := (t2,#3)7, so existiert kein
¢ mit

10 -100= () = (5) = r©@a-o
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16 Taylorsatz und Extremstellen von Funktionen mehre-

rer Variablen
Wir beschéftigen uns zunichst mit Ableitungen héherer Ordnung.
Definition 16.1 Es sei M C R% und f : M — K. Ferner sei (0 € M.

1. Sind 7, s Richtungen in R? und ist 0,f definiert auf M und differenzierbar in

Richtung s an z(9), so setzen wir
(050, 1) (@) := 05(0,.f) (=) .
Sind allgemeiner 71, ..., r; Richtungen, so definieren wir induktiv

(81"1 e aTlf)(x(O)) := O, (81"171 . Opy f) (w(O))

im Falle der Existenz der entsprechenden Grenzwerte (Richtungsableitungen der Ord-

nung ¢). Fir r| = ... = ry =: r schreiben wir kurz 9%f (z(?)).
2. Sind Speziell 1 = eg,,...,T¢ = ey,, so schreibt man wieder
o'f

By - - Oy ) (@) oder (z())

a.’lik[ e a’L‘kl

an Stelle von (9y, ... 0y, f)(2V)) (partielle Ableitungen der Ordnung f). Fiir ky = ... =
kg =: k schreibt man kurz 9f f (z(?)) bzw. %(x(o)).
L

(Bei zwei Variablen schreibt man meist (z,y) statt (z1,z2) und bei drei Variablen

meist (z,y, z) statt (z1,x9,x3).)

3. SchlieBlich setzen wir noch 8°f := f und 0)f := f (d.h. die Richtungs- bzw.
partiellen Ableitungen der Ordung 0 sind f selbst).

Beispiel 16.2 Es sei f : R> — R definiert durch

flz,y)=e"+2%y  (z,y ER).
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Dann gilt
0
0fy) = S(wy) = ye + 2y
oS (@) = Gle)=ae
0?2 .
Riwy) = Sy =yer +2
azf Ty Ty
aZalf(ma y) = ayax ('Ta y) =€ + xrye + 2z
Of(e.y) = GAole) = 4oy + 2
0?2 .
OBf(ay) = Grloy) = ot

Man beachte dabei, dass 0201 f = 0102f gilt.
Weiter erhalten wir etwa,

_ agf _ 9 Ty _
= ye"™(1+azy) +ye™ +2
>f 0
2 = = — 2 Y =

= 2ye™ +ay’e™ +2

also ist 010201 f = 0207 f. Man sieht also, dass die Reihenfolge, in der die partiellen
Ableitungen gebildet werden, vertauscht werden kann.

Wir beweisen ganz allgemein fiir partielle Ableitungen der Ordnung 2:

Satz 16.3 (Schwarz)

Es seien M C R sowie 20 € M°, und es seien p,q € {1,...,d}. Ferner sei f : M —
K so, dass O, f, Ogf und 040,f auf einer Umgebung U von 20 ezistieren. Ist 040p f
stetig an z0), so existiert auch 9,0,f (z\")) und es gilt

3,0 f (20) = 8,0, f (+0) .
Beweis. O. E. kénnen wir d = 2 sowie p = 1,¢ = 2 und K = R annehmen. Wir wihlen
ho, ko > 0 so, dass (mit (%) = (z,y0))
(xo+ h,yo+ k) €U

fir alle |h| < ho und |k| < ko gilt. Weiter betrachten wir fiir ein festes solches & die
Funktion g = g; : (xo — ho, zo + ho) — R mit

9(t) = f(t,yo+ k) — f(t,yo) (¢ € (zo — ho, 2o + ho)) -
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Es sei |h| < hg fest. Zwei Anwendungen des Mittelwertsatzes (S. 10.16) zeigen, dass
ein & € I(xzg, o + h) und ein n € I(yp,yo + k) existieren mit

A(h, k) == f(zo + h,yo + k) — f(zo + h,yo) — f(zo,y0 + k) + f(@0,y0) =
= g(zo+h) —g(zo) = hg'(¢) =
= h[O1f(& yo+ k) — O f(€ y0)] = hkda01 f(&,n)

Nun setzen wir A := 020 f(xo,yo) und geben € > 0 vor. Sind || und |k| geniigend
klein, so ist
|A—0:01f(&,m)| < e

(0201 f ist stetig an (z9,yo)). Also erhalten wir fiir h, k # 0

A(h, k)
- — A
‘ Wk ‘ <e€
fiir |h|, |k| geniigend klein. Betrachtet man bei festem h den Grenzwert I%in}) w, SO
—

erhilt man damit auch

Do f(zo + h,yo) — Oaf (%0, yo)
h

—A‘Se

fir alle A # 0 mit |h| gentigend klein. Damit existiert 0,02 f(z0,yo) und es gilt

0102f(xo,y0) = A

Bemerkung und Definition 16.4 1.Ist U C R¢ offen und ist n € Ny, so bezeichnen
wir mit C™"(U) := C"(U, K) die Menge aller Funktionen f : U — K mit der Eigenschatft,
dass die partiellen Ableitungen der Ordnung (<)n auf U existieren und dort stetig

sind. Auflerdem setzen wir

C®(U) := C*(U,K) = [ C"(U,K).
nENp
Durch mehrfache Anwendung von S. 16.3 sieht man: Ist f € C™(U) und sind k1, ..., ky, €
{1,...,d}, so gilt fir jede Permutation p : {1,...,n} — {1,...,n}:
akn ces aklf(.’lj) = akp(n) ces akp(l)f(.’L‘) ({L‘ € U) s

d. h. die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen 0k, ,..., 0k, gebildet werden,
spielt keine Rolle.
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2. Die Aussage von 1. wird i. A. falsch, wenn man auf die Voraussetzung der Stetig-
keit der partiellen Ableitungen der Ordnung n verzichtet. So kann man etwa fiir die
Funktion f : R? — R mit

IL‘2 —y2
f(.’L‘,y) = l‘y;L-? _|_y2 ’ (:an) # (0,0)
0 ’ (way) = (0,0)

zeigen ([U]): Alle partiellen Ableitungen der Ordnung 2 existieren auf R? und sind
stetig auf R? \ {(0,0)}, aber es gilt

9201 f(0,0) =—1, 0102f(0,0) =1.
In Verallgemeinerung von S. 15.17 ergibt sich

Satz 16.5 Es sei U C RY offen und es sei f € C™(U). Dann existiert 0" f fiir alle
Richtungen r € R auf U und ist dort stetig. Ferner gilt mit r = (r1,...,7q)

d

ONf@) =" (Oky-- Ok f)(@) oy -7, -

E1yekn=1

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n.
n = 1:Ist f € CY(U), so folgt aus S. 15.13, dass f differenzierbar auf U ist. Aus S.

15.17 erhalten wir
d
0} f(x) = 0 f(z) = grad” f(z)-r =Y O fz) 7k, -
k1=1

n—n+1: Da f € C""Y(U) ist, folgt 07 f € C'(U) mit der Induktionsvoraussetzung
(man beachte: z +— O f(z) ist eine Linearkombination von partiellen Ableitungen der

Ordnung n). Also ergibt sich wie oben beim Induktionsanfang
i) = 007 f)(z) = grad” (9} f)(x) -7

d d
- Z Z Okt Ok + o Okt [ (@) Ty = Ty Thpy

Eng1=1k1,... kn=1

woraus die Behauptung fiir n + 1 folgt. O

Definition 16.6 Eine Menge M C R? heifit konvez, falls I[z,y] C M fir alle z,y € M
gilt.
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Damit erhalten wir

Satz 16.7 (Taylor-Satz)
Es sei U C R? offen und konvez, und es sei n € Ng. Ferner seien f € C"*1(U) und
0 e U. Ist r eine Richtung, so gilt fiir alle t € R mit 20 +tr e U

n

t
(20
P i) = 3 &I O)t”+$‘/( a2 + sr) ds

v=0 0

Dabei bezeichnet man den ersten Summanden der rechten Seite als das n-te Taylorpo-
lynom von f bzgl. (% und r und den zweiten als Restglied.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n.
1. Induktionsanfang n = 0: Aus f € CY(U) folgt nach S. 16.5 9,f € C°(U) und damit
nach dem HDI, Teil 2 (angwandt auf s — f(z(®) + sr))

t

F@® 4 1) = 1@0) = [ 070 + 1) ds

0

2. Induktionsschritt n — 1 — n: Es sei f € C"TU(U). Ist g(s) := 07 f ({9 + sr) fiir
s € I[0,1], so ist g'(s) = 07! f(z(®) + sr). Also gilt nach Induktionsannahme und mit

partieller Integration

n—1 o, (0) ¢
F@® +tr) — Zarfg ) n 1'/t—s" Lor £(20) + sr) ds
v=0 ’ o 0

t

1 (t_s)n n n
il e O (O + tr)h +/ 8+1f( ) + 1) ds
0
t
= Donra )+ o [t -9 s ds.
0

Bemerkung 16.8 Ist K = R, so existiert ein ¢ € I[z(V), z(0) 4 tr] so, dass

t

1 tn+1

/( )0 (O 4 sy ds =

0

Diese Form des Restgliedes nennt man auch Lagrange-Form.
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(Denn: Man kann zeigen ([U]), dass folgende Variante eines (eindimensionalen) Mit-
telwertsatzes gilt: Ist [a,b] C R und sind h : [a,b] — R stetig sowie g € R[a,b] mit
g > 0 auf [a,b] (oder g < 0 auf [a, b]), so existiert ein 7 € [a, b] mit

b

/hgzh(r)/bg

a

Wendet man dies auf g(s) := (t—s)"/n! und h(s) := 9?1 f (2O +sr) mit [a, b] := I[0, 1]
an, und beachtet man, dass

t
1 " t’ﬂr‘rl
n!/(t_s) ds = (n+1)!
0

gilt, so ergibt sich die Existenz eines 7 € I[0, t] mit

t

o = sy sy ds =
0

tn—l—l

n+1 (0)
(n+1)!8r f@™ +71r).

Fiir ¢ := 2O + 77 ergibt sich die Behauptung.)
Wir werden nun sehr bescheiden und betrachten speziell die Fille n = 0 und n = 1.
Ist

z:=z0 +¢r

und ist f € C(U), so ergibt sich die Existenz eines ¢ € I[z(9), ] so, dass

f(z) = f(@O) + 0, £ ()t = f(zO) + grad” £ (&) (z — 2?)

also wieder die Aussage des Mittelwertsatzes S. 15.20.
Ist f € C?(U) so gilt fiir y € U nach S. 16.5

d
RIW) =Y %0if (wyrrs =" Hf (y)r

k=1

wobei
Hf(y) :== (akajf(y))j7k:17...,d e R

die sog. Hesse-Matriz von f an der Stelle y bezeichnet. Damit erhalten wir mit einem
¢ € 129, 1]
1
fla) = fE@O)+0feO)t+ 021 ()

= f(9) + grade(x(O))r-t—i-%TTHf(f)r-tQ

= 7@+ grad” {@®) (@ —20) + (@~ 2O Hf(€)(z ~ )
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Bemerkung 16.9 Wir greifen nun speziell den Fall d = 1 auf (und schreiben z statt
zO). Fiir f € C"*Y(U) und r = 1 ist 9% f = fYauf U. Mit & := xo + tr = zo +t ergibt
sich die Existenz eines & = &, 4, (z) € I[z¢, ] mit

_ -~ S(o) AR n
f(x)—yz:% V!O(I—l’o) +m($—$o) .

Dabei heifit

) (4
f (| 0) (:L‘—H?())V

v

Ty () o= Te(7) =Y
v=0

n-tes Taylorpolynom von f bzgl. der Entwicklungsmitte 2y (und der Variable z). Ist
f € C°(U) und gilt dabei

Ray(a) = 17 D gyt 0 (s o)
so ist o)
fla) =30 L) oy
v=0 '

Diese Reihe nennt man die Taylorreihe von f bzgl. der Entwicklungsmitte zy (man
beachte: es handelt sich dabei um eine Potenzreihe).

Als wesentliche Anwendung des Taylor-Satzes werden wir nun ein hinreichendes Kri-
terium fiir lokale Extrema herleiten. Zunichst gilt folgendes wichtige notwendige
Kriterium fiir Extremstellen.

Satz 16.10 Es sei U C R% offen und es sei f : U — R. Ferner sei (9 € U so, dass
grad f(x(o)) ezistiert. Hat f an 20 ein lokales Eztremum, so ist (0 ein kritischer
Punkt, d. h.

grad f(z(¥) = 0.

Beweis. Hat f an z()

R mit

ein lokales Extremum, so haben auch alle Funktionen gy : Uy —
ge(®) := f(z +tey)  (t €Uy :={s:2 +3se, €U}
ein lokales Extremum an tg = 0. Also gilt nach S. 10.13 und D. 15.3

0=gp(0) =8 f(z®) (k=1,....d).
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Beispiel 16.11 1. Es sei f : R? — R mit

flz,y)=2*+y* (z,yeR).

Dann hat f an (0,0) offenbar ein (sogar globales) Minimum. Es gilt grad f(z,y) =
(2z,2y), also tatsichlich grad f(0,0) = 0.
2. Es sei f : R? — R mit

f(xvy)zig_yg (SE,yGR).

Dann gilt grad f(z,y) = (2z,—2y), also grad f(0,0) = (0,0). Trotzdem hat f an
(zo,90) = (0,0) offenbar kein lokales Extremum, d. h. wie im Eindimensionalen ist
die Bedingung “grad f(x,y) = (0,0)” i. A. nicht hinreichend fiir das Vorliegen einer
Extremstelle.

Definition 16.12 Es sei A € R**¢ symmetrisch. Dann heifit A
1. positiv definit, falls 27 Az > 0 fiir alle z € R?\ {0} gilt,
2. positiv semidefinit, falls 7 Az > 0 fiir alle z € R? gilt,
3. negativ (semi-) definit, falls —A positiv (semi-) definit ist,

4. indefinit, falls A weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Bemerkung 16.13 1. Ist f € C%(U), fiir eine offene Menge U in R?, so ist die Hesse-
Matrix

Hf(z)= (8kajf(x))j7k:1,...,d € R™

nach dem Satz von Schwarz (S. 16.3) fiir alle z € U symmetrisch.
2. Fiir Charakterisierungen der Definitheitsbegriffe aus D. 16.12 verweisen wir auf die
Lineare Algebra. Erwihnt werden soll hier nur folgendes: Sind Ay, ..., g die Eigen-

werte von A, so ist

positiv definit Aly ooy, Ag >0

positiv semidefinit A,y Ag >0
A =

negativ definit Ay, Ag <0

negativ semidefinit Al, .., g <0

Weiter ergibt sich im Falle d = 2:

A = (aj) ist genau dann positiv definit (bzw. semidefinit), wenn det(A4) > 0 (bzw.
> 0) und a;; > 0 (bzw. a11,a92 > 0) gilt. Entsprechend ist A ist genau dann negativ
definit (bzw. semidefinit), wenn det(A) > 0 (bzw. > 0) und a1; < 0 (bzw. a1, aze < 0)
gilt.
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Es gilt nun folgendes fiir die mehrdimensionale Optimierung zentrale Resultat

Satz 16.14 Es sei U C RY offen, und es sei f € C?(U). Ferner sei 0 € U ein
kritischer Punkt (d. h. grad f(z{%)) = 0). Dann gilt:

1. Ist Hf(z9) positiv definit, so hat f an (O ein lokales Minimum.
2. Ist Hf(z9) negativ definit, so hat f an =) ein lokales Mazimum.
3. Hat f an (0 ein lokales Minimum, so ist Hf(z9) positiv semidefinit.

4. Hat f an 29 ein lokales Mazimum, so ist Hf(x(o)) negativ semidefinit.

Beweis. Es geniigt, die Behauptungen 1. und 3. zu beweisen. Die Aussagen 2. und 4.
ergeben sich dann durch Betrachtung von —f.

Dazu bemerken wir zunéichst: Die Funktion Hf : (U, |- |) — (R4 || -||) ist stetig.
(Denn: Fiir z € U ist

Hf(z) = J(gradf)(z)

und da nach Voraussetzung alle partiellen Ableitungen von grad f stetig auf U sind,
ist Hf stetig auf U nach S. 15.13.)

1. Es sei Hf(2(9) positiv definit. Da die Funktion
RS r s v THf(2O)r € R

stetig auf R und S9! := {r : |r| = 1} C R? beschrinkt und abgeschlossen, also
kompakt ist, existiert ein 7o € S9! mit

rTHf (&) > T Hf(2O)rg =6 >0 (re St ty.

Weiter existiert nach der Vorbemerkung ein § = 6, > 0 mit ||Hf(y) — Hf (V)| < ¢
fiir alle y € Us(z(9).
Es sei z € Us(2(9), z # (9. Wir setzen

- 20

r=pep el

Nach dem Taylor-Satz und B. 16.8 existiert ein & € I[z, z(9] C Us((?)) mit

z) — f(z©
f() tgf( ) — %T’THf(g)T

= ST ~ Hf O+ ST HfEO)r
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Weiter folgt mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung und S. 15.11.1

PT(HfE) = Hf(O)r] < [7T|-|(Hf(€) — Hf(z)r|
< |lHfE) - Hf (D) <e.

Also ist f(z) > f(z(©). Damit liegt an (%) ein (sogar striktes) lokales Minimum vor.

2. Die Funktion f habe an (%) ein lokales Minimum. Angenommen, H f(z(?)) ist nicht
positiv semidefinit. Dann existiert ein r; € 4! mit 7 Hf(z(®)r; < 0. Ist p > 0 so,
dass U,(z(?)) C U, so gilt fiir

2 = O | P
n

wie in 1. mit einer Folge (£(™)

)y — £(2(0)
L L) = DA - B + 5T H )

Aus M e 1]z, 2] folgt €™ — 20 (n = o0) und damit rT (H f (€™ —H f(x(0))r; —
0 (n — o0). Also ist f(z(™) < f(z(9) fiir alle geniigend grofien n. Widerspruch! O

Beispiel 16.15 1. Ist f(z,y) = 2 + y? fiir 7,y € R (vgl. B. 16.11.1), so gilt

Hf(wvy):(z 2)

also ist Hf stets positiv definit. Insbesondere liegt am kritischen Punkt (0,0) ein
lokales Minimum vor.
2. Ist f(z,y) = 22 — 42 fiir 2,y € R (vgl. B. 16.11.2) so gilt

Hf(l'vy):<z _02> .

Hier ist H f stets indefinit. Also hat f nach S. 16.14.3./4. keine lokalen Extrema.
3. Es sei f : R? = R definiert durch

flzy) =20" =322 + 20> + 3" (z,y €R).

Dann gilt
grad f(z,y) = (6(z® —z) , 6(y” +y)) = (0,0)

genau dann, wenn z € {0,1} und y € {0, —1}. Also haben wir die kritischen Stellen

(0,0), (0,-1), (1,0), (1,-1).
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Weiter gilt
122 — 6 0
Hf(z,y) =

0 12y + 6
Also ist
-6 0 . .
Hf(0,0) = indefinit
0 6
-6 0 . .
Hf0,-1) = negativ definit
0 —6
6 0 . .
Hf(1,0) = positiv definit
0 6
und
6 0
Hf(l,-1) = indefinit
0 —6

Damit ist f an (0,—1) ein lokales Maximum, an (1,0) ein lokales Minimum und an-

sonsten keine Extremstellen.
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17 Hauptsitze der mehrdimensionalen Analysis

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit zentralen Ergebnissen der mehrdimensionalen
Analysis beschiftigen. Dazu starten wir mit einem sehr allgemeinen Hilfsresultat, das
auch spéter noch an verschiedenen Stellen von Bedeutung sein wird.

Satz 17.1 (Banachscher Fizpunktsatz)
Es sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und es seip : X — X. Ferner existiere

ein a <1 so, dass
d(e(z), o(y)) < ad(z,y)  (z,y € X)

(eine Abbildung mit dieser Eigenschaft heifit a-Kontraktion). Dann existiert genau ein
z* € X mit z* = p(z*), also genau ein Fizpunkt von ¢. Auflerdem konvergiert fir alle
zo € X die Folge (x,) mit

Tnt1 = p(en)  (n € No)

gegen x* und es gilt fir alle n € Ny

n

d(zp, ") < a"d(xg, %) <§ 1a

d(xl,x0)> .

Beweis. Fiir alle n € N gilt
d( i1, 2n) = d(p(2n), p(2n-1)) < @~ d(@n, Tn1) < ... <™ -d(z1,20) -

Also ist fiir m,n € N mit m > n

m—1 m—1
d(zm,zn) < Z d(zgr1,zr) < Z ofd(z1, o)
k=n k=n

o0 an
< d(z1,z0) Z of = md(xl,xo) .
k=n

Ist € > 0, so existiert ein N. € N mit

aTL

1l -«

d(z1,10) < € (n>N.),

also auch
d(xTm,zy) < € (m>n>N,).

Folglich ist (z,) eine Cauchy-Folge in X. Da X vollstindig ist, existiert ein z* € X
mit z, — z* (n — 00). Da ¢ nach Voraussetzung insbesondere stetig auf X ist, gilt
damit

7 it = p(an) = p(z%) (0 — o)
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d. h. z* = p(z*). AuBlerdem erhalten wir
d(zp, x*) = d(e(Tn-1), p(z¥)) < ad(xp—1,2%) < ... < a"d(xg,x")
und zudem
d(xo,z*) < d(zo,x1) + d(z1,2%) < d(x0,21) + ad(zg,2") ,

also
(1 —a)d(zo, z*) < d(xg,x1)

Ist schliefflich Z ein weiterer Fixpunkt von ¢, so ist

also d(z,z*) = 0. O

Bemerkung 17.2 Oft kann man die Kontraktionseigenschaft unter Ausnutzung fol-
gender Eigenschaft differenzierbarer Funktionen nachweisen:

Es sei M C R? und f : M — R™ sei stetig auf M sowie differenzierbar auf M°. Sind
z,y € M mit I(x,y) C M°, so existiert ein ¢ € I(z,y) mit

1f () = f@) < WFOI - |y — =] -
(Denn: Es sei g : M — R definiert durch
g(u) = (f(y) = f2) f(u)  (ueM).
Dann ist g stetig auf M und es gilt mit der Kettenregel
grad"g(u) = ((f(y) — f(@)"(J)(w)  (ue M),

Nach dem Mittelwertsatz (S. 15.20) existiert ein ¢ € I(z,y) so, dass

If(y) = f@)* = gly) —g(z) =grad"g(¢) - (y — 2)
= (fly) = f@)TTfE)(y—2) <|fly) — f@)]-|TF(E)(y — )]
< |f)—=f@- IOl |y — =] .

Ist f(z) = f(y), so ist die Behauptung klar und ist f(z) # f(y) ergibt sich die
Behauptung nach Division durch |f(y) — f(z)].)
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Wir beschéftigen uns nun mit der “lokalen Umkehrbarkeit” von Funktionen f : M —
R%, wobei M C R% Ist f : M — N bijektiv, so bedeutet dies, dass fiir jedes y =
(y1,-..,yq) € N das Gleichungssystem

fl(arl, e ,.’I)d) = Y1

fa(zi, .., 2q) = ya

genau eine Losung z = (z1,...,24) € M besitzt. Betrachten wir zunéichst zwei be-
kannte Spezialfiille:
1. Ist f: R? — RY definiert durch

f(z) := Az (z € RY)
wobei A € R%¥? ist, so ist das lineare Gleichungssystem

Az = f(z) =y

genau dann fiir alle y € R? eindeutig losbar, wenn det A # 0 ist. In diesem Falle ist
also f : R? — R? bijektiv, und es gilt bekanntlich

c=f"y)=A"y (yeR?.

2. Ist Q C R offen und f : © — R stetig differenzierbar mit f/(zg) # 0 fiir ein z¢ € Q,
so existiert ein d > 0so, dass f'(z) entweder durchgehend > 0 oder < 0 auf U := Ugs(zg)
und damit f streng monoton auf U ist. Also existiert f=! := (f‘U)_1 auf V = f(U)
und es gilt fir y = f(z) € V

Wir setzen fiir eine offene Menge © € R¢ und k,m € N
CHOQ,K™) = {f = (fise-os fn) Q= K™ fi,..., fm € CF(Q)} .

Insbesondere gilt dabei f € C'(Q2, K%) genau dann, wenn f : Q — K¢ differenzierbar
und Jf : © — K™*4 (versehen mit der Operatornorm || - ||) stetig ist.

(Dies ergibt sich leicht daraus, dass fiir beliebige Matrizen A = (aji), Ap = (agz)) €
K™*4 genau dann ||A4, — A|| — 0 gilt, wenn a%)

ist ([U]).)

— ajk (n — oo) fiir alle j, k erfillt

Satz 17.3 (Hauptsatz iber Umkehrfunktionen)
Es sei Q C R? offen, und es sei f € CH(Q,R?). Ferner sei (0 € Q mit

det Jf(z(¥) £0 .

Dann gilt:
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1. Es existieren offene Umgebungen U von 20 und V von y(o) — f(x(o)) s0, dass
fiu : U =V bijektiv ist.

2. Ist f~1 = (f‘U)*1 'V = U, soist f~1 € CHV,RY) und fiiry = f(z) €V gilt

Jf~y) = [T f ().

Beweis. 1. Wir setzen A := Jf(z(?). Nach Voraussetzung existiert A~1(# 0). Da
z — Jf(z) stetig auf Q ist, existiert ein § > 0 so, dass fiir € := (2||A7Y[) 7! gilt

i@ —All<e (€ Usa®)

Damit definieren wir

U:=Usz"), V:=fU)
und zeigen:
(i) fiy : U =V ist injektiv (also bijektiv), d. h. g := (fjy)~" existiert
(ii) V C RY ist offen
(iii) detJf(z) #0 (xe€U)
(iv) g € CH(V,RY) und Jg(y) = [Jf(z)]! fir alle y € V, y = f(z).

An verschiedenen Stellen wird folgende Hilfsfunktion von Nutzen sein: Es sei y € V
und p =, : U — RY definiert durch

p(x):=z+ Ay~ f(z) (z€U).
Dann ist ¢(x) = z genau dann, wenn y = f(x) gilt. Ferner gilt fir z € U
Jo(x) = E— A" Jf(x) = A=H(A — T f(x))

und damit .
[Te(@)[ < A IA = Tf@)ll < llA e =5 .
Also gilt nach B. 17.2 fiir z,2 € U

o) = 0l@)| < 5lo 3.

2. Zu (i): Es sei y € V und ¢ = ¢, wie in 1. Es geniigt zu zeigen: ¢ hat héchstens
einen Fixpunkt. Sind z, 2 Fixpunkte von ¢, so gilt nach 1.

1

|z = 2] = lp(z) — p(@)] < Slz -3,

ISH

also z =
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Zu (ii): Es sei y) = f(z(V) € V. Da U = Us(z(?)) offen ist, existiert ein p > 0 mit
U,(z(V)) = M C U. Wir setzen 7 := ep und zeigen: U, (y™")) C V.

Dazu sei y € U, (y(!)) gegeben und ¢ = ¢, wie in 1. Dann gilt ¢(M) C M, denn fiir
z € M ist

() — p(aV)] + p(a®) - 2

1 _
Slo = 20|+ 1471y — (D))

1 _
o1z = oD+ Ay — V) <

o () — 2]

IN

IN

IN

+-=p

N

also p(z) € M.
Auflerdem ist nach 1. ¢ : M — M nach B. 17.2 eine 1/2-Kontraktion. S. 17.1 zeigt,

dass (genau) ein z € M existiert mit ¢(x) = z, also f(z) =y.

3. Es gilt nach 1. (wobei ¢ = ¢, mit einem beliebigen y € V)
Jf(x) = A-(E = Jo(z)  (zeU)
also
det Jf(z) = det(A) - det(E — Jp(z)) (zelU).
Wieder nach 1. ist ||Jo(z)|] < 3 (z € U) und damit ist E — Jo(z) invertierbar. (Es

gilt (E— B)~! = Y B, falls || B|| < 1 ist; [U]). Also ist auch det Jf(z) # 0.
v=0

4. Wir betrachten ein beliebiges y(!) € V. Ist ¢ = ¢, wie in 1. und y = fzM),
so gilt
p@) =z+ 47 (f) - f()
also fir z € U
1
Sle—2] > o) —p(eM)] =

= Jo—2W+ A7 (f(=V) - f(2))]
> o —a D= |ATY] - | (2

|
—
&

und damit
1
flz) — f(aM Ziix—x(l)zsx—x(l). *
(@) = 1@ )] 2 gl = 2] = el — o) (¥

Firy eV, y#yWM, folgt mit y = f(z)
l9(y) = 9(y™) = [Tf )]y —y ™)

ly =y =
CINE |7 f(zW) (@ — ) — (f(z) — f(z1))]
< LTS @) — Fa)]
o WA 1S) = f@) = T @ =D

€ |z — 2]
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Ist (y("))nzg eine Folge in V mit y(™ — (1) so folgt 2z = g(y) = 2 = (V)
aus (). Also ist g differenzierbar an y") und es gilt mit S. 15.10

Tg(yM) = [Tf @) = [TH(F W)t

Da A+ A~! eine stetige Abbildung von R¥¥4\ {B : det(B) = 0} in sich selbst ist (bzgl.
der Operatornorm)([U]), ist y — Jg(y) als Verkniipfung der stetigen Abbildungen g
sowie z + Jf(z) und A — A~! stetig auf V. Dies ist dquivalent dazu, dass g in
CY(V,RY) liegt. O

Beispiel 17.4 Wir betrachten f : (0,00) x R — R? mit

T COS
10 = (1508 r>opem).
rsing
Dann ist f € C'(22,R?), wobei Q = (0,00) x R, und es gilt
cos —rsin
det Jf(r,p) = 4 Pl=r>o0.
sin ¢ T COS

Also existiert nach S. 17.3 zu jedem (r¢, ¢p) € € eine Umgebung U von (rg, ¢g) so, dass
f:U — f(U) =V bijektiv ist. AuBerdem ist V offen und f~! = (fiy) " € CH(V,R?).
Jedoch ist f nicht umkehrbar auf ganz !
Wie sehen “maximale” offene Mengen aus, auf denen f umkehrbar ist?
Ist f(r,@) = f(7, @), so gilt rcose = 7 cosp und rsiny = 7sin @, also

12(cos? @ + sin’ ) = 72 (cos® ¢ + sin® @)
und damit r = 7. Folglich gilt cos¢ = cos@ und siny = sinp, woraus wiederum
@ = @ + 2k fiir ein k € Z folgt. Also ist f etwa umkehrbar auf

U=Us={(rp) eQ:a<ep<a+?2r}

fiir beliebiges @ € R. Auf jeder echten offenen Obermenge von U, ist f nicht mehr
umkehrbar. Auflerdem gilt f(U,) = R?\ {(rcosa, rsina) : r > 0} fiir alle « € R. Wie
sieht eine (nicht die) Umkehrfunktion aus? Betrachten wir

T 3
U—U_W/z—{(r,go).r>0, Y E <—2,27r>} .

Ist (x,y) € f(Ufﬂ'/Q) mit
T 7 COS
(y) <7’ sin 90)
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so gilt r = /2?2 + y2. Fir z = 0 ist ¢ = 7/2. Ist z # 0, so folgt

L. tan ¢
x
also
| arctan(y/z) , fallsz >0
arctan(y/z) +n , fallsz <0

(beachte: cosp > 0, falls ¢ € (—m/2,7/2)). Insgesamt erhalten wir

(V22 + y?, arctan(y/z)) , fallsz >0
f_l(xa y) = (f\U,,r/Q)_l(xay) = (y7 7T/2) 5 falls z = 0
(Vz? +y? arctan(y/z) + 7) , fallsz <0

In enger Beziehung zum Hauptsatz iiber Umkehrfunktionen steht ein weiterer Haupt-
satz: der {iber implizite Funktionen. Worum geht es dabei?
Gegeben ist eine Funktion F : M — R™ mit M C R? x R™ und damit das Gleichungs-
system

F(z,y)=0

wobei R? x R™ = {(z,y) : ¢ = (71,...,74) ER?, y = (y1,...,ym) € R™}, d. h.

Fi(z1,...,24, Y1,y Ym) =0

Fm(mla---aa:da yla"'aym)zo

(also d4+m “Unbekannte” und m Gleichungen). Ferner sei (z(9), y(?)) € M eine Losung,
also F(z(,4(©) = 0. Ziel ist, das Gleichungssystem “lokal nach y aufzulsen”, d. h. wir
suchen Umgebungen U von z(?) und W von (z(9), (9 sowie eine Funktion f : U — R™
so, dass fiir alle (z,y) € W gilt

Wir orientieren uns wieder an zwei einfachen Beispielen

Beispiel 17.5 1. Wir betrachten die Gleichung
F(z,y):=2>—y>—-1=0 (z,y € R) .

Dann ist offenbar (zg,y0) = (v/2,1) eine Loésung der Gleichung. Hier gilt etwa fiir
U :=(1,00) und W := (1, 00) x (0, 00)

Flr,y) =0 y=vz2—-1=: f(x)
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(d. h. {(z,y) € W : F(z,y) = 0} = {(z, f(z)) : z € U}; die Losungsmenge ist lokal
der Graph der Funktion f). Dies ist etwa falsch fir W = (1,00) x R.
2. Es seien A € R™*4 | B € R™*™ sowie F : R x R™ — R™ mit

F(z,y) = Az + By = (A B) <§>
(also lineares GLS Az + By = 0). Dann gilt im Falle det B # 0
F(z,y) =0 By = —Az < y=—B ' Az =: f(z)
also L i= {(2,9) : Flay) = 0} = {(s, /() : & € RY}.

Satz 17.6 (Hauptsatz tiiber implizite Funktionen)
Es sei Q C RY x R™ offen und es sei F € CY(Q,R™). Wir setzen zur Abkiirzung

oF _ (9Fu oF _ (95
ay (xay) = <8’yy («'L'ay))ujyly.”?m und Oz (JU,?J) = <axy (:I"ay)) Mils---sm :

Ferner sei (0, y(©) € Q so, dass F(2{9,y(©) =0 und

det a—y(w(o), y Oy £0 .

Dann gilt

1. Es existieren offene Umgebungen U wvon £ und W von (x(o),y(o)) sowie eine
Funktion f : U — R™ so, dass fir (x,y) € W gilt

F(z,y) =0&y=f(z).

2. Esist f € CH(U,R™) und

L oF

i@ G weo.

Jf(z) =— [ay

Beweis. 1. Wir betrachten G : Q — R?% x R™ mit
Glz,y) = (o, F(wy)  (@ye),

Dann gilt G(z(9,y(?) = (2(9,0) und G € C*(Q,R¢ x R™). AuBerdem ist

JG(z,y) = | .o
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und damit det JG (2, 4©)) = det %(m(o),y(o)) # 0. Nach S. 17.3 existieren offene
Umgebungen R von (), 4(9) und § von (z(9,0) = G(z(®), y(9) so, dass Gpr:W—=S
bijektiv ist mit

G '=(Gg) 'eC S, R xR™).

Da S offen ist, existieren offene Umgebungen U von (%) und V von 0 mit U x V C S.
Dann ist W := G='(U x V) offen in R (nach S. 9.19) also auch in R x R™. Aus der
Definition von G ergibt sich, dass G~! von der Form

G Nz, 2) = (z,H(z,2)) ((z,2) eUxV)

mit H € CY(U x V,R™) ist.
Ist 5 : R x R™ — R™ definiert durch mo(z,y) := ¥, so gilt

m(G(z,y)) = mo(z, F(z,y)) = F(z,y)  ((z,y) €Q)
also fiir (z,2) € U x V:
F(z, H(z, 7)) = m2(G(z, H(z, 2))) = ma(z,2) = 2 .
Definiert man f : U — R™ durch
f(z) :=H(z,0) (z€U)

so gilt fir x € U
F(z, f(z)) =0
und aus F'(z,y) = 0 fiir ein (x,y) € W folgt

G(z,y) = (2,0) = G(G™'(2,0)) = G(z, f(z))

und damit, da Gy bijektiv ist, y = f(z). Also ergibt sich 1.
2. Weiter folgt aus H € C1(S,R™) auch f € C(U,R™) und mit der Kettenregel ergibt
sich aus

o(r) == F(x, f(z)) =0 (x e U)

schliellich
0= spta) = 37w, 1)+ ) ) = G (o Flo) + G S )
und damit . .
1) == |Gt f@)| Gt wev).
(Man beachte dabei: Es gilt nach S. 17.3
det 885(3:,11) — det JG(z,1) # 0

fir alle (z,y) € W.) O
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Beispiel 17.7 (Lemniskate)
Es sei F': R x R — R definiert durch

F(z,y) = (=" +y*)? —2(z" —y*)  (z,y€R).

Dann gilt
oF

0=, @)= 2(2* +y*)2y + 4y = dy(a® +y° + 1)
genau dann, wenn y = 0 ist. Ist y = 0 und F(z,y) = 0, so gilt z* —222 = 0, also z = 0
oder z = +/2.
Nach S. 17.6 ist fiir alle (zg,y0) mit F(zg,y0) = 0 und (zg,y0) & {(0,0), (£v2,0)}
die Gleichung F(z,y) = 0 auf einer Umgebung W von (xg,yg) “auflésbar nach y”.

“Implizites Differenzieren” ergibt fiir die Funktion f = f aus S. 17.6

T0,40)

G f(@) _ da( 4y 1)
L ()~ WP+ 1) g

auf einer Umgebung U von zy. Also hat f Extremstellen hochstens in Punkten x mit

f(z) =

2+ ) =2ty =1.
Um eine Vorstellung von der Lésungsmenge zu bekommen, betrachten wir Polarkoor-
dinaten: Es gilt fiir (z,y) # 0

2

0= F(z,y) = F(rcosp,rsing) = rt — 2r?(cos? ¢ — sin? p) = r2(r> — 2 cos 2¢p)

genau dann, wenn r = /2 cos 2¢, wobei ¢ so, dass cos(2¢) > 0 ist (beachte: r > 0).

-1.5-1-0.5 0 0.5 1 1.5 2
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Eine wichtige Anwendung des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen ergibt sich im
Bereich der Optimierung unter Nebenbedingungen. Wir untersuchen folgendes Pro-
blem:

Gegeben sind Funktionen f : M — R, g: M — R™, wobei M C R¢. Gesucht sind die
“Extremstellen von f unter der Nebenbedingung g(z) = 0.

Wir wollen dies in einer Definition etwas prézisieren

Definition 17.8 Es sei M C R%, und es seien f : M — R sowie g : M — R™. Ist
L:={zxeM:qg(z) =0}

und ist (9 € L, so heift 2O ein lokales Mazimum (bzw. Minimum) von f unter der

Nebenbedingung g(z) = 0, falls 29 ein lokales Maximum (bzw. Minimum) von fir ist.

Der folgende Satz liefert eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer solchen
Extremstelle

Satz 17.9 (Lagrange)
Es sei Q C RY offen und es seien f € CY(Q) und g € CH(Q,R™) mit m < d. Ferner
sei 20 € Q so, dass

Rang(Jg(x(O))) =m

ist. Dann gilt: Hat f an (0 ein lokales Mazimum oder Minimum unter der Nebenbe-
dingung g(x) = 0, so existiert ein A € R™ mit
grad f(2() = > \; grad g;(2%) = (Jg)" (D)2
j=1

(die Komponenten A1, ..., Ay von X heiffen “Lagrange-Multiplikatoren”).

Beweis. Wir schreiben zur Abkiirzung z = (y, z) mit

Y=(T1,. -y Tm)s 2= (Tmaty---,Tq)
fir © = (z1,...,24) € R? und insbesondere

(@, 200y = 4O

O. E. gelte
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d. h. g—z(x(o)) habe vollen Rang m. Dann hat das lineare Gleichungssystem

genau eine Losung A = (Aq,..., \p,)T € R™.

Nach dem Hauptsatz iiber implizite Funktionen ist weiterhin g(z) = g(y,z) = 0 an

£(0) “lokal nach y auflésbar”. Insbesondere existieren eine Umgebung U von z(®) =

(51;521_1, e ,x&o)) sowie eine Funktion ¢ € C1(U,R™) so, dass ¢(2(?) = 40 und

9(p(2),2) =0 (2€U)

gilt. Hieraus folgt

Jp(2(0) ) 0
0= Jg(x(o))< fj((l )) = %(w(o))Jw(z(o)) + 22 (@)

SchlieBlich definieren wir F € C1(U) durch

F(z) = fp(2),2) (2€U).

Nach Voraussetzung hat F an 2(?) ein lokales Extremum (ohne Nebenbedingung). Also
gilt nach S. 16.10
grad F(z(9) =0

und mit der Kettenregel daher

. xU-Mww—Wﬁ>,w of o)
0= grad” 1 u19) - (720 ) = L 00 4 L o).

Hieraus ergibt sich wiederum

0 0 0 0
J(I(O)) — _i(x(o))ﬁp(z(())) = MY (409) 75(20) = ATEI (40
0z oy dy 0z

und damit insgesamt grad f(x(o)) = (Jg)T(x(O)))\_ 0

Bemerkung 17.10 Ahnlich wie S. 16.10 liefert S. 17.9 lediglich eine notwendige Be-
dingung fiir das Vorliegen eines Extremums unter der Nebenbedingung g(z) = 0. Um
die entsprechenden Punkte (9 zu bestimmen, hat man die Gleichungen

gi(e1,.., ) =0 (j=1,...,m)

und .
of dg,
=Y \L(ry,... E=1,...,d
amk (xla aa:d) J; jamk(xla 7*’Ed) ( ) ) )
zu l6sen (also (d + m) Gleichungen fiir die (d + m) Unbekannten zi,...,z4 und

Ay Am).
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Beispiel 17.11 Die Produktion eines Unternehmens sei in Abhingigkeit der Produk-
tionsfaktoren z,y beschrieben durch die (Cobb-Douglas-) Funktion

P(z,y) =z%'"*  (z,y>0)

wobei o € (0,1) fest ist. Die Produktionskosten seien gegeben durch eine lineare
Kostenfunktion K der Form

K(z,y)=pr+qy (z,y>0)

mit Konstanten p,q > 0. Gesucht ist eine kostenminimale Faktorkombination (x,y)
zu einem vorgegebenen Produktionsniveau ¢ > 0, d. h. wir wollen das Optimierungs-

problem
K(z,y) 5 min

unter der Nebenbedingung
P(.’E, y) —c=0

16sen. Nach S. 17.9 ist eine notwendige Bedingung gegeben durch
grad K (z,y) = A grad P(z,y) ,

d. h. wir haben die 3 Gleichungen

.’anl_a = ¢
P — )\axaflylfa
q = Ml —a)zvy™™

fiir die Unbekannten z,y, A. Division der 2. und 3. Gleichung ergibt

und mit der 1. Gleichung erhalten wir

Also kann nur an dieser Stelle (z,y) ein Minimum unter der Nebenbedingung vorliegen.

und damit

Man kann sich iiberlegen, dass dies tatsichlich der Fall ist.
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18 Gewdhnliche Differenzialgleichungen: einfache Beispie-

le und Lésungemethoden

Differenzialgleichungen sind Gleichungen, in denen eine unabhéingige Variable, Funk-
tionen und Ableitungen der Funktionen auftauchen. Dabei bezeichnen wir die un-
abhingige Variable meist mit ¢ (Zeit). Bevor wir uns mit der allgemeinen Theorie
beschéftigen, betrachten wir einige einfache Spezialfille mit Anwendungsbeispielen.

Beispiel 18.1 Wir betrachten ein sehr vereinfachtes Keynesianisches Modell des Wachs-
tums einer Volkswirtschaft. Ist Y das (Volks)einkommen (etwa gemessen als Brutto-
sozialprodukt), so besagt der Keynesianische Ansatz, dass das die Veréinderung Y’
proportional zur Differenz von Nachfrage D und Einkommen ist, d.h.

Y'(t) = k(D(t) — Y (1)) oder kurz Y = k(D —-Y),

wobei k eine positive Konstante ist. Weiter nimmt man an, dass die Nachfrage D sich
als Summe aus privatem Konsum C', Investitionen I und Staatsausgaben G ergibt
(geschlossene Volkswirtschaft; ohne Ausland). Ein weiter vereinfachtes Modell geht
davon aus, dass I und G konstant sind (man schreibt I = I,G = G), und dass C(t)
von der Form C(t) = ¢y + ¢Y (t) mit Konstanten ¢y > 0 und ¢ € (0,1) ist. Damit

erhalten wir

Y'(#) = klcg+cY(t)+I1+G—-Y(t)) =
= —k(1—o)Y(#)+k(co+I+G)=:—aY(t)+p

mit Konstanten o > 0 und § > 0. Gesucht ist nun eine Funktion Y, die die Gleichung
unter der ,, Anfangsbedingung® Y (0) = Yy 16st.

Definition 18.2 Essei D C Rx K offen, und es sei f : D — K¢ stetig. Wir schreiben
ein Element aus R x K¢ meist in der Form (¢,%), wobei ¢ € R und y € K¢ ist.

1. Eine (gewdhnliche) Differenzialgleichung (1. Ordnung) (bzw. System gewdhnli-
cher Differenzialgleichungen (1. Ordnung)) ist eine Gleichung der Form

y'(t) = f(ty(t)) (18.1)

oder kurz
y = f(ty),

wobei ¢/'(t) = (y1(t), -, Y4(t))-
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2. Eine Funktion ¢ : I — K? bzw. das Paar (¢,I) heifit Losung der Differenzial-
gleichung (18.1) falls ¢ differenzierbar auf (dem Intervall) I ist, falls

graph(p) = {(t,¢()) : t € I} C D
gilt, und falls (18.1) fiir alle ¢ € I erfiillt ist, d.h.

o' (t) = f(t, (1)) firalle te€l.

3. Ist (to,y?)) € D, so heiBt ein Gleichungssystem der Form

y' = f(t,y) y(to) =y (18.2)

ein Anfangswertproblem (fiir die Differenzialgleichung (18.1)) (kurz: AWP). Ist

0)

to € I und ist (¢, I) eine Losung von (18.1) mit ¢(ty) = y(©), so heifit ¢ bzw.

(p,I) Lisung des AWP (18.2).

Ist d = 1, so nennt man (18.1) auch skalare Differenzialgleichung. In diesem Fall haben
wir eine Losung ¢ : I — K (reell- oder komplexwertig).
Ist weiterhin speziell D = I x J mit Intervallen I, J C R und f von der Form

f(t,y) = h(t)g(y)

mit A : I - Rund g : J — R, so spricht man von einer Differenzialgleichung mit ge-
trennten Verdnderlichen (oder von einer separierbaren Differenzialgleichung). In B.18.1
haben wir eine solche Gleichung mit A(¢) = 1 und ¢g(y) = B — ay vorliegen. Wir
beschéiftigen uns zunéchst mit Losungen solcher Gleichungen.

Ist g(yo) = 0 fiir ein yg € J, so ist offenbar ¢(t) = yo eine Losung von y' = h(t)g(y)
auf R (sog. triviale oder stationire LSung).

Das folgende Beispiel zeigt, dass unter Umstéinden mehrere Lésungen existieren konnen.

Beispiel 18.3 Es sei D = R x R und

VY, fallsy > 0

f(t,y)zg(y)z{ 0. falls y < 0

Dann ist offenbar ¢(t) = 0 eine Losung des AWP
y' =9, y(0)=0.
Man rechnet nach, dass auch die Funktionen

(t—c)?/4, fallst>c
pc(t) ==
0, falls t < ¢

fiir alle ¢ > 0 Losungen des AWPs darstellen. Also haben wir unendlich viele Lésungen.
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Im Falle g(yo) # 0 treten entsprechende Probleme nicht auf:

Satz 18.4 Fs seien I,J C R offene Intervalle, und es seien h: I - R und g: J — R
stetig. Ferner gelte

gly) #0  (yeJ).
Istty eI, yg € J und

t Yy
H(t) ::/h(s)ds tel), G ::/g‘fz) (y e J),
Yo

so hat das AWP
y' =h(t)gly),  ylto) =yo

auf jedem Intervall Iy C I mit tg € Iy und H(Iy) C G(J) genau eine Lésung (¢, Iy),
und diese ergibt sich durch Auflésen der Gleichung

nach y (d.h. p(t) = G=LH(H(t)) (t € Ip)).

Beweis. 1. Da G'(y) = 1/g(y) # 0 fiir alle y € J gilt, ist G’ > 0 oder G' > 0
durchgehend auf J (da G’ stetig auf J) und damit G streng monoton (wachsend oder
fallend) auf J. Also besitzt G eine Umkehrfunktion G=1 : G(J) — J. Ist Iy C I mit
to € Ip und H(Ip) C G(J), so betrachten wir ¢ : Iy — R mit

p(t) =G H(H(1)  (t€ o).
Dann gilt

1y S.10.9 1 1
@'(t) "= GG HD)) H'(t) = g(p(t))h(t) (t € Ip)

und p(tg) = G 1(H(tg)) = G~ 1(0) = yo, d.h. (¢, Ip) 16st das AWP.
2. Ist (1, Iy) eine weitere Losung des AWP, so gilt

POy e

und damit fiir alle ¢ € Iy (Substitution u = (s))

¥(t) ¢ t
= du__ ¥'(s) s = s)ds =
W ‘W/ o / s ™ / o) = A0

d.h.
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O

Satz 18.4 erweist sich als duflerst niitzlich, da die Aussage , konstruktiv® ist, d.h. es
wird ein Verfahren zur Berechnung der Losung geliefert. Im Wesentlichen hat man
zwei Stammfunktionen (H und G) zu berechnen und die Umkehrfunktion von G an-

zuwenden.

Beispiel 18.5 1. Wir betrachten das AWP Y’/ = —aY + 3; Y(0) = Yj aus B. 18.1,
wobei wir zunichst Yy < f/a annehmen.
Dann ist das AWP nach S. 18.4 (jedenfalls fiir |¢| geniigend klein) eindeutig losbar,

und die Losung ergibt sich aus

t = /ds = / ds = lln(ﬂ — as)R;O = —é(ln(ﬁ —aY)—In(p — aYO)) ,

B—as «

In(f —aY) = —at + In(f — aYp)

d.h.
Y =Y(t) =fla—e(Bla—Y,) = cotl+G e*k(PC)t(w ~Yp)
1—c 1—-c
Dies ist eine Losung auf ganz R, wie man sofort durch Nachrechnen sieht.
Eine entsprechende Rechnung gilt fiir Yy > 8/« und im Falle Yy = /a hat man die
triviale Losung Y (t) = 5/ a.
2. Wir betrachten die in der Populationsdynamik zur Modellierung von Tier- oder

Pflanzenpopulationen oft verwendete sogenannte logistische Gleichung

/

y =9(y) =aylb—y),
wobei a,b > 0 Konstanten sind. Wir suchen die Losung des AWP
v =9(y), y(0) = o

mit yo > 0. Ist yg = b, so ist g(yp) = 0, und damit ist y = b eine Losung des AWP
(unter Umstinden nicht die einzige).
Es sei nun yg # b. Dann erhalten wir nach S. 18.4 die Losung aus

t Yy Y y y
t_/d_/ds_l/ ds _1/ds+1/ds
N 5 g(s) a) s(b—s) ab S ab ] b—s
0 Yo Yo Yo Yo
1
= %[ln|y|—ln|b—y|+ln|b—y0|—ln|y0|]
d.h.
‘ Y ‘:eabt Yo
b—y b—yo
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Fiir yp < b erhalten wir (da dann auch y(¢) < b fiir |¢| klein)

Y — b _lzeabt. Yo
b—y b—y b—yo

bzw.

eabtbyo b
=y(t)=0> — Yo = .
y =y(t) <1+€“btbg;0> 1+(y%—1)6_abt

FEine entsprechende Rechnung gilt fiir yg > b.

3. Wir betrachten mit I = J = R das AWP

y' =h(t)g(y) =e'1+y%),  y(0)=0.

Die Losung ergibt sich wieder nach S. 18.4 (auf einer Umgebung von ¢y = 0) aus

t

y
d
el —1= /esds = / ] +SS2 = arctan(y),
=H(t) 0 0 =G(y)

also

y=y(t) = tan (¢' — 1)
(Es gilt dabei G(R) = (—n/2,7/2), also ist H(t) € G(R) fiir t € (—o0,In(1 + 7/2)).
Nach S. 18.4 ist y Losung auf (—oo,In(1 + 7/2)), und dieses Intervall ist offenbar

maximal. Man sieht, dass die Losung i.A. nur auf einem echten Teilintervall von I
(= R) existiert.

Eine weitere Klasse von Differenzialgleichungen, bei denen man die Lésungen i. W.
mittels Integration bestimmen kann, sind (skalare) lineare Differenzialgleichungen 1.
Ordnung;:

Ist I C R ein offenes Intervall und sind a : I — K und b : I — K stetig, so heif}t

y' = a(t)y + b()
eine lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung. Ist b = 0, so spricht man von einer

homogenen Gleichung. Es gilt dafiir

Satz 18.6 Es sei I C R ein offenes Intervall, und es sei (to,yo) € I x K. Ferner seien
a,b: I — K stetig. Dann hat das AWP

Y =a(t)y+b(t),  ylt) =yo
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hat genau eine Liosung ¢ auf I, gegeben durch

¢
o(t) = eA® [yo —i—/eA(S)b(s)ds] ,

to

wobei A(t) = fti) a(s)ds(t € I).

Beweis. Es gilt firt €
t
o' (t) = e*Oa(t) |yo + / e~ p(s)ds | + e De= 2D (1) = a(t)p(t) + b(t)
und

d.h. ¢ ist Losung des AWP auf I.
Ist (¢, I) eine weitere Losung, so betrachten wir

(1) = (o(t) = @(t)e ).

Dann gilt
(1) = (¢ (1) = §'(1) e — (o(t) = g(t)e " Pa(t) = 0,
—_———
=a(t)(p(t)—3(t))
also ist ¥ = 1(tg) = 0 auf I und damit (da e~ *® £ 0) auch ¢ = ¢ auf I . O

Beispiel 18.7 Wir betrachten noch einmal das AWP aus B. 18.1. Nach S. 18.6 (mit
a(t) = —a und b(t) = ) ist durch

t
o(t) =e [Yo + ,B/eo‘sds] =e ™ [Yo + geaﬂé} = g —e [g - Yg] (teR)
0

die (eindeutig bestimmte) Losung auf R gegeben (vgl. B. 18.5.1).

Zum Abschluss wollen wir uns noch mit einer Klasse von Differenzialgleichungen
beschiftigen, in denen héhere Ableitungen auftreten. Zunéchst wieder ein Beispiel

aus der Okonomie.
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Beispiel 18.8 Wir betrachten wieder ein dynamisches Modell einer Volkswirtschaft:
Das Einkommen Y verdndere sich proportional zur Differenz aus Nachfrage D und
Einkommen, d.h.

Y(t) = k(D(t) =Y (1)) -

Weiter betrachten wir das Zinsniveau r, dessen Verdnderung proportional zur Diffe-
renz aus Geldnachfrage und Geldangebot ist. Geht man weiter davon aus, dass die
Geldnachfrage proportional zu Y und das Geldangebot konstant (M = M) sind, so

erhalten wir

r'(t) = m(dY (t) — M).

SchlieBlich ergibt sich — nach dem Modell — die Nachfrage D als Summe von privatem
Konstum C, der als proportional zu Y angenommen wird (C' = ¢Y'), und Investitionen
1, die ihrerseits als I = ag—ar mit positiven Konstanten a, ag angesetzt sind. Insgesamt
ergibt sich

Y'(t) = —k(1—c¢)Y(t)+ kag — kar(t)

() = mdY(t) —mM '
(also ein System von Differenzialgleichungen 1. Ordnung). Differenziert man die erste
Gleichung und setzt die zweite ein, so folgt

Y'(t) = k(1 — )Y'(t) — kar'(t) = —k(1 — c)Y'(t) — kamdY (t) + kamM

Dies ist eine sogenannte Differenzialgleichung 2. Ordnung, in der erste und zweite
Ableitungen auftauchen.

Allgemeiner betrachten wir nun Gleichungen n-ter Ordnung;:

Definition 18.9 Es sei D C R x K" offen, und es sei f € C(D,K). Eine Gleichung
der Gestalt

y ™M) = f(ty®), v (1), ...y (1)) (18.3)
oder kurz

y™ = f(t,y, 9y Y)

heifit (gewdhnliche) Differenzialgleichung n-ter Ordnung.
Eine Funktion ¢ : I — K (bzw. das Paar (¢, I)) heifit Losung von (18.3), falls ¢ n-mal
differenzierbar auf I ist mit (¢, (t), ..., D (t)) € D und

M) = f(t, (), ... ™ V(@) firalle tel.
Ist (to, 7m0, .-, Mn—1) € D, so heiBt ein Gleichungssystem der Form

y™ = f(t,y, ., ¥, ylto) = 10y ¥ (t0) = Mt (18.4)
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ein Anfangswertproblem (AWP) fir (18.3). Schliefllich heifit eine Losung (p, ) von
(18.3) Losung des AWP (18.4), falls

@(t()) =10y -+ So(nil) (tn) = Mn—-1

gilt.

Beispiel 18.10 Das AWP

y'=-y.  y(0)=114(0)=0
hat die Losung ¢(t) = cost auf R.
Bemerkung 18.11 Man kann eine DGL n-ter Ordnung stets auf ein System von

Differenzialgleichungen 1. Ordnung wie aus D. 18.2 umschreiben:
Betrachten wir F': D — K" mit

Fl(t7y17'-'7yn) = Y2
Fn—l(tyylg---,yn) = Yn
Fn(t7yla"'ayn) = f(tayla"'ayN)

so sieht man sofort: Ist ¢ : I — K eine Losung von (18.3) (bzw. (18.4)), so ist

Dy (t) o(t)
sy | 0= Y e,
(1) ‘P(n_l)(t)
eine Losung von
y’ = F(ta y)

(bzw. 3y = F(t,y) und y(to) = (o, ..., nn_1)"). Ist umgekehrt ® : I — K" eine Losung
von y' = F(t,y) (bzw. v = F(t,y) und y(tg) = (Mo, ..., u—1)"), soist ¢ := &1 : [ - K
(also die 1. Komponente von ®) eine Losung von (18.3) (bzw. (18.4)), auf I.

Dies zeigt, dass man sich bei einer allgemeinen Losungstheorie auf Gleichungen 1.
Ordnung beschrinken kann. Einer solchen allgemeinen Losungstheorie wenden wir

uns als nichstes zu.
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19 Losungstheorie fiir allgemeine gew6hnliche Differen-
zialgleichungen
Wir studieren nun allgemeine Anfangswertprobleme wie in (18.2), d.h. fiir eine ge-

gebene Funktion f € C(D,KY), wobei D C R x K¢ offen ist, und fiir (to,4°) € D
betrachten wir das AWP

y'=f(ty)  y(te) =1°.

In 18.3 hatten wir gesehen, dass nicht jedes solche AWP eine eindeutige Losung besitzt.
Im folgenden wollen wir zeigen, dass unter etwas stirkeren Voraussetzungen an f

(auBer der Stetigkeit) stets genau eine sog. maximale Losung des AWPs existiert.

Definition 19.1 Essei D C R x K% offen, und es sei f : D — K?. Man sagt, f gendigt
auf D einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y, wenn zu jedem (t9,y") € D eine
Umgebung U = U(tg,3°) von (tg,y°) und eine Konstante L = L(U) existieren mit

[f(ty) = f(5,9)| <Lly—g|l  firalle (i,y),(9) €U

(wobei | - | stets die euklidische Norm ist).

Bemerkung 19.2 1. Geniigt f auf D einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y
so existiert fiir alle K C D, K kompakt, eine Konstante L = L(K) mit

|f(tay) - f(tag” S L|y_g|

fir alle (¢t,y) und (¢,79) € K.
(Denn: Es sei K C D kompakt. Angenommen, es existiert keine Konstante L wie
gewiinscht. Dann existieren Folgen (¢,,y(™) und (,, ™) in K und eine Folge L,, — oo
mit
£ (b y™) = F(tn, G > Laly™ — 5™ (neN),
Da K kompakt ist, besitzt (¢,,7(™) eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert (tg,7°)
in K. O. E. kénnen wir annehmen, dass die Folge (,,3™) selbst konvergiert. Aus
Loly™ — g™ <2 max |f(t,y)] (n€N)
(ty)eK
folgt, dass auch (¢,,7™) — (to,y°) gilt. Nach Voraussetzung existieren eine Umgebung
U von (t9,3°) und ein L > 0 mit

[f(ty) = F(&9)| < Lly — g fiir alle (¢,y), (,9) € U.

Da (tn,y™) und (t,, ™) fiir n geniigend grof in U liegen, ergibt sich ein Wider-
spruch.)
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2. Ist K = R, existiert fiir jedes (¢,y) € D

I} l°]
ity - Ly
of
87y(t’y) = : =
0 J
Ga(t,y) - ity

und sind sdmtliche partiellen Ableitungen 0f;/0yx : D — R stetig auf D, so geniigt f
auf D einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y.

enn: 1e 1m Bewels zu datz . sieht man, dass : — stetig 1st
(D Wie im Bewei Satz 15.13 sieh , dass 0f /0y : D — R4 ig i

Rdxd

(wobei mit der von der Operatornorm herkommenden Metrik versehen ist). Ist

(to,y") € D, so existiert eine Kugel U := Us(to,y°) mit U C D. Da U kompakt ist,
existiert

L:=L{U):= max || of
Wir setzen V; := {y € R?: (t,y) € U} fiir t € R und definieren fiir alle ¢ mit V; # ()

gt(y) == f(t,y)  (veW).

Dann ist V; konvex und es gilt Jg; = (0f/dy) (t,-) auf V;.
Sind (t,y), (t,9) € U, so existiert nach B. 17.2 ein £ € I(y,y) C V; so, dass

[fty) = F& 9] = g:(y) = 96D < 1 Tg(O - ly =91 < Lly — gl -

Beispiel 19.3 1. Es sei

flty) = (+y)  (ty€eR)
(vgl. B. 18.5.3). Dann gilt

of :
=L — ¢f2 R).
ay(t,y) e2y  (t,y €R)

Insbesondere ist df /0y stetig auf R?. Nach B. 19.2.2 geniigt f auf R? einer lokalen
Lipschitz-Bedingung beziiglich y.
Man beachte jedoch: Fiir ¢y € R fest existiert kein L > 0 so, dass

|f(to,y) — fto, )| = e®ly + glly — 9| < Lly — 7|

fiir alle y,y € R erfillt ist (f geniigt keiner globalen Lipschitz-Bedingung bzgl. y).

2. Es sei1

L y>0
Jty) =4 VP VEY R
0, y<o0
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(vgl B. 18.3). Dann gilt fiir alle ¢ und y, 5 > 0
" = _ _ly—1
Vi Vi VI+ Vi
Ist L > 0 beliebig, so gilt fiir y, y geniigend klein

#>L
VIV

Also existieren keine Umgebung U von (0,0) und L > 0 so, dass
|f(t’y) _f(tag” < L|y_g| fiir alle (t’y)a(t,g) eU
erfiillt ist. Folglich geniigt f auf keiner offenen Menge D mit D N (R x {0} # 0 einer

lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y.

Wir zeigen nun, dass das AWP (18.2) dquivalent ist zu einer gewissen Integralglei-
chung. Um dies fiir K%wertige Funktionen formulieren zu konnen, setzen wir fiir

f=(fye, f0)T 2 [a,b] — K% mit f; € Rla,b] fir j =1,...,d

/bf(s)ds = /bfl(s)ds,...,/bfd(s)ds

Dann hat [ die iiblichen Eigenschaften skalarer Integrale; einzig nichttrivial ist dabei

EIEMTE

Es gilt fiir alle f = (fi,..., f4)” mit f; € Rla,b]

b b

‘/f(s)ds §/|f(s)|ds.

a a

(Denn: Es sei
b
u = /f(s)ds e K%,

Dann gilt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

d b
lu> = a'u=Y a; [ fi(s)ds= aifi(s) | ds
b b b
= /ﬂTf(s)ds —Re/ﬂTf(s)ds = /Re(qu(s))ds
(lb b(l a
< [l seds < [ lullss)ids.
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also

b
Ms/mﬂ%J

Satz 19.4 Es sei D C RxK? offen, und es sei f € C(D,K?). Ferner sei (to,y°) € D.
Ist I C R ein Intervall mit ty € I, so sind fiir ¢ € C(I,K%) dquivalent:

a) (¢, 1) ist eine Losung von (18.2), d.h. p(ty) = y° und
O(t) = ft,o(t)  (tET).

b) Es ist graph(w) C D und fiir alle t € I gilt

t
o) =1y° + [ f(s,0(s))ds.
/

Beweis. a) = b): Es sei ¢ = (p1,.,04), ¥° = (1), -, 43). Aus @i(s) = fi(s,0(s))
und ¢;(ty) = y? ergibt sich durch Aufintegrieren und Anwendung des HDI, Teil 2, fiir
alletelund 5 =1,...,d

4 t

%@—ﬁz%@ﬂMMZ/%@%Z/h@ﬂwﬁ-

to to

(Man beachte dabei ¢} ist stetig auf I, da s — f;(s, ¢(s)) stetig ist.)
b) = a): Da ¢ stetig auf I und f stetig auf D sind, ist s — f(s,¢(s)) stetig auf I.
Also ergibt sich a) wieder durch Anwendung des HDI, diesmal Teil 1. O

Damit konnen wir folgende (zunichst ,lokale“) Version eines Existenz- und Eindeu-

tigkeitssatzes fiir Anfangswertprobleme beweisen.

Satz 19.5 (Picard-Lindelif; lokale Version)

Es sei D C R x K% offen, und es sei f € C(D,K%). Ferner geniige f auf D einer
lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y. Dann ezistiert fir jedes K C D, K kompakt,
ein g = ao(K) > 0 so, dass das AWP

Yy =flty), y&=n

fiir jedes (£,m) € K und jedes Intervall I C [€ — ag,& + ag] mit & € I genau eine
Lésung auf I besitzt.
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Beweis. Unser Beweis beruht auf einer geeigneten Anwendung des Banachschen Fix-
punktsatzes.

1. Wir stellen zunéchst einige kleinere Voriiberlegungnen topologischer Art an.

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so setzen wir fir A, B C X (mit inf () = c0)

dist(A, B) := inf{d(a,b) :a € A,b € B} .
Es gilt dabei ([U]):
o dist(A, B) = dist(A, B).
e Ist A abgeschlossen und K kompakt mit AN K = (), so ist dist(A4, K) > 0.

Es sei nun K C D kompakt. Wir wihlen eine offene und beschrinkte Menge V' mit
KcvcVvcD.

(Eine solche existiert: Da K kompakt und D¢ abgeschlossen ist, gilt
dist(K, D) > 0.

Ist 0 < v < dist(K, 9D), so ist

vi=J U,((&n)

(EmeK

offen und beschriinkt, und es gilt dist(D¢, V) = dist(D¢, V) > dist(D¢, K) — v > 0,
also insbesondere V C D.)
Da auch dist(K, V¢) > 0 ist, existieren a, 8 > 0 so, dass fur alle (¢,7n) € K gilt

R(&n) :={(t,y): [t =&l <e fy—n <p}CV.
Wir setzen weiter (beachte: V' kompakt)

M := max_[f(t,y)|
(ty)ev

und (mit L = L(V) wie in B. 19.2.1 und p/0 := oo fiir p > 0)
(B
ap = min { @, 7r o )
2. Es sei (§,n) € K fest, und es sei I ein Intervall mit £ € I und

ICl¢—ap, &+ ap).

Wir setzen
A:={p e C(I,KY) : |p(t) —n| < B fir alle t € T}.
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Nach B. 11.9 ist (B(I,K%),d) mit

d(f,9) =l f — 9 ll=

ein vollstindiger metrischer Raum. Weiter ist A C B(I, K¢) abgeschlossen.
(Denn: Es sei () eine Folge in A mit ¢, — ¢ fiir ein ¢ € B(I,K%). Dann ist nach
S. 11.10 ¢ stetig auf I, d.h. ¢ € C(I,K%). AuBerdem gilt fiir alle t € I, n € N

o(t) = nl < |on(t) —n|+|on(t) —o(t)],

-~

;% —0  (n—o0)

also auch |p(t) — n| < B und damit ¢ € A. Nach S. 9.15 ist A abgeschlossen.)

Als abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen Raumes (B(I,K%),d) ist (A,d) eben-
falls vollstandig ([U]).

3. Wir definieren fiir p € A

t
=77+/f ds (tel).
3

(Man beachte: aus ¢ € A folgt (s,¢(s)) € R({,n) CV C D fir alle s € I).
Da s — f(s,p(s)) stetig auf I ist, ist auch T stetig auf I nach dem HDI (sogar
differenzierbar). Weiter gilt fir ¢t € I
t
/ s))| ds
3 <

M

To(t) | = ‘/fsso ))ds

< M'|t_£|§M'OZOS57

also ist Tp € A. Damit gilt T: A — A.
4. Behauptung: T : A — A ist eine 1/2-Kontraktion.
Denn: Fiir o, € A und t € I gilt

t

76(0) - To0)] < | [17(5006)) = 75 2(6))lds] <

£
t
< 1] [ 16s) = @l)lds| < LIl 9= I [t =€
4
. 1 .
< Llg=¢llo-an<glleo=¢lu -

5. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat T genau einen Fixpunkt ¢ € A, d.h. es

existiert genau eine Funktion ¢ € A mit

—n+ /f(s, o(s)ds  (tel). (19.5)
3
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Da jede Funktion ¢ € C(I,K%), die (19.5) erfiillt, notwendigerweise in A liegt, ist ¢
nach S. 19.4 die eindeutig bestimmte Losung des AWPs ¢’ = f(¢,y), y(§) = n auf I.
O

Bemerkung 19.6 1. Man kann zeigen, dass auch ohne die Voraussetzung einer lo-
kalen Lipschitz-Bedingung die Existenz einer Losung des AWP (18.2) auf einer Um-
gebung eines jeden Anfangswertepaares (to,y") € D gesichert ist. (Existenzsatz von
Peano). Wie etwa B. 18.3 zeigt, sind die Losungen in diesem Fall allerdings nicht mehr
eindeutig.

Auf den Beweis des Satzes von Peano, der weitergehende Hilfsmittel der Analysis er-

fordert, wollen wir nicht eingehen.

2. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis zu S. 19.5 ergibt sich mit dem Banach-
schen Fixpunktsatz folgendes iterative Verfahren zur niherungsweisen Berechnung der
Losung des AWP (18.2) auf einer Umgebung von ty:

Ist g € A (etwa q(t) = 3°), so konvergiert die Folge (¢,) in A mit

t
s (t) = Tion(t) = 4° + / F(5,puls))ds
to

fiir |t —to| gentigend klein gegen die Losung ¢. Auerdem ergibt sich aus dem Banach-
schen Fixpunktsatz eine Abschitzung fiir den Fehler || ¢ — ¢n ||oo-

Dieses Niaherungsverfahren zur Bestimmung der Lésung heifit ,,Picard-Lindel6fsches
Iterationsverfahren“ oder auch ,,Methode der sukzessiven Approximationen®. Fiir das
einfache Beispiel 4/ = Ay, y(0) = 1 erhalten wir etwa mit ¢y = 1

n

AVEY
<)07'L (t) = Z l/' ’
v=0 ’

also ¢(t) = ILm @n(t) = e (hier sogar fiir alle t € R).

Definition 19.7 1. Es seien (p, ) und (¢, I) Losungen des AWP (18.2). Dann heifit
(¢, 1) (echte) Fortsetzung von (@, I), falls I D I (I # I) und @1 = ¢ gilt.

2. Eine Losung (vo, o) von (18.2) heiit mazimal, falls (po,Iy) Fortsetzung jeder
Losung (p,I) von (18.2) ist. Das Intervall Iy heiflt dann mazimales Ezistenzinter-
vall der Losung des AWP. (Man beachte: (¢, Ip) ist eindeutig.)

Es gilt damit
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Satz 19.8 (Picard-Lindelif, globale Version)

Es sei D C R x K% offen, und es sei f € C(D,K%). Ferner geniige f auf D einer
lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y. Dann existiert zu jedem (to,y°) € D (genau)
eine mazimale Liosung (go,lo) des AWPs (18.2). Weiter gilt: Iy ist offen, und die
mazimale Lisung ,verldsst jede kompakte Teilmenge von D, d.h., zu jedem K C D,
K kompakt, existieren Ty, Ty € Iy, T < Ty mit

(Z,0(t)) & K

fir alle t < T, und t > Tb.

Beweis.
1. Wir zeigen zunéachst: Sind (¢1, I;) und (¢2, I) Losungen des AWPs (18.2), so gilt

p1(t) =pa(t) (t€NhNI).

Denn: Angenommen, es existiert ein ¢ € I1 NIy mit o1 (¢) # @2(t). O.E. betrachten wir
den Fall £ > t3. Dann setzen wir

s:=inf{t e NIyt >ty, p1(t) # 2(t)}.
Nach S. 19.5 ist ¢y < 5(< ) und nach Definition gilt
©1(t) = @a(t) fiir alle ¢ € [to, 5) .
Da ¢ und ¢y stetig auf [tg, 5] C I} N I sind, gilt auch

©1(3) = p2(3) .

Damit ist 5 kein Randpunkt von I1 N I> und ¢1 und @9 sind Loésungen von ' =
fty), y(s) = p1(S)(= ¢2(s)) auf einer Umgebung von s. Nach S. 19.5 muss dann
aber ¢1(t) = po(t) auf einer Umgebung von 3 gelten, im Widerspruch zur Definition
von S.

2. Es sei Iy die Vereinigung aller Intervalle I mit tg € I und so, dass auf I eine Losung
© = py existiert (solche Intervalle existieren nach S. 19.5). Fiir ¢ € I setzen wir

wo(t) == @r(t) falls te 1.

Dann ist g nach 1. wohldefiniert, denn sind ¢ = 7 und ¢ = @7 zwei Losungen mit
teINnlI,so gilt ¢(t) = o(t).

Auflerdem ergibt sich aus der Definition, dass (¢g, Ip) maximale Losung von (18.2) ist.
3. Es sei K C D kompakt. Angenommen, es existiert kein T wie gefordert. Ist b €
(to, 00] der rechte Randpunkt von I, so existiert damit eine Folge (¢,,) in Iy mit ¢, 1 b

(tn, o(tn)) € K (n€N).
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Dann ist insbesondere b < oc.
Es sei nun oy = ap(K) wie in S. 19.5. Wir wihlen ein N € N mit ¢ty > b — ag. Nach
S. 19.5 hat das AWP

Y =f(ty),  yltn)=go(tn)

eine Losung ¢ auf [ty — g, ty + ap]. Dann ist durch

o) = { eolt), € [Ho, tn]

p(t), te(ty,tn+ o]
eine Losung von (18.2) auf [tg, tx + ap] gegeben (wichtig dabei: @' (tn) = f(b, wo(tn)),
auch ,rechtsseitig). Da tx + g > b ist, ergibt sich ein Widerspruch zur Maximalitét
von Ij.
Damit ist insbesondere auch b ¢ Iy, denn sonst wére [to, b] X ¢o([to,b])(C D) kompakt
als Bild der stetigen Funktion ¢ — (¢, 0(t)) unter der kompakten Menge [to, b]. Dies
widerspricht aber dem eben bewiesenen.
Eine entsprechende Argumentation fiir den linken Randpunkt a von Ij zeigt die Exi-
stenz eines T} wie gefordert und damit insbesondere auch a & Ij. O

Bemerkung 19.9 Unter den Voraussetzungen von S. 19.8 existiert also zu jedem
Punkt (¢9,4°) € D eine eindeutig bestimmte maximale Losung (g, Iy). Wir schreiben
statt g auch ¢(-,%p,4°) und statt Iy auch Iy, 40)- Die dadurch definierte Funktion

@ : Q — K¢ mit

to Jyo

0= U {(t’to’yo):tEI(tO’yO)}CRXRXKd
(to,yO)ED

betrachten wir als die ,allgemeine Losung® der Differentialgleichung v' = f(t,y).

Beispiel 19.10 1. Es sei D = R x R. Fiir festes A € R hat das AWP
y' =Xy,  y(h)=yo
fiir (to,y0) € R x R die maximale Losung
vo(t) = p(t,to,y0) = yoe* ) auf Iy = Iy, ) = R.
2. Es sei D = R x R. Wir betrachten das AWP
v =vy",  ylto) =yo
fiir (t0,y0) € R x R. Nach S. 18.4 ergibt sich die Losung (jedenfalls lokal) fiir yo # 0

durch Auflésen von
¢
d 1 1
t—toz/dsz/j:—-i-,
§ Yy Y
to
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also
Yo

N 1-— Yo (t - t())
Man sieht (durch Differenzieren), dass dabei gilt

y = y(t) fiir |t — to| klein.

t>to+1/yo, fallsyp <0

Yo .
t.t = f =
©(t, to, yo) (i —ig) I teR, fallsyo =0
t<to+1/yy, fallsyy >0
also
(tO + 1/y07 OO) ) falls Yo < 0
Tihoh0) = § (—00,00), falls yg = 0

(—oo,to + 1/yo) fallsyy >0
Obwohl D = R x R ist, sind die maximalen Losungsintervalle dabei i.A. nicht ganz R;
die Losungen haben eine ,endliche Entweichzeit®.
Man beachte auch: Alle Losungen verlassen jede kompakte Teilmenge von R?, sowohl,
wenn ¢ sich dem rechten Randpunkt, als auch, wenn ¢ sich dem linken Randpunkt von
I

to.yo) annéhert. Genauer gilt hier

—oo fiirt — (to+1/yo)™, fallsyy <0

w(tathyU) —
oo fiirt — (to+1/yo)~, fallsyg >0

Komplizierter ist das Randverhalten bei folgendem (ersten hoherdimensionalen) Bei-
spiel.
3. BEs sei D = (0,00) x R? und

() s = (i) ()= (1)

(o0 (5))= (agn) - tes0

die maximale Losung des AWP. Hier existiert lim+ ©(t) nicht!
t—0

Dann ist

Unter starken Voraussetzungen an f kann man eine Aussage iiber die Grofie der ma-

ximalen Losungsintervalle machen.

Satz 19.11 Es sei D = I x K%, wobei I C R ein offenes Intervall ist. Ferner gentige
f € C(D,K%) einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y, und es gelte

[yl <elyl+o)  ((ty) €I xK)
mit stetigen Fuktionen o,0 : I — [0,00). Dann gilt fiir alle (to,y") € D:

Tto 0y = 1
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Beim Beweis verwenden wir das duflerst niitzliche sogenannte ,,Lemma von Gronwall“:

Satz 19.12 Es seip € C([0,T)) fir ein T > 0, und es gelte

t

P(t) <A+ B/z/)(s)ds (tel0,7))

0

fiir gewisse Konstanten A € R und B > 0. Dann ist

h(t) < APt (te[0,T)).

Beweis. Es sei § > 0 und

Dann gilt
t
ﬂw:A+5+B/ﬂQ@ (t € [0,T)).
0

Wir zeigen: ¢(t) < g(t) auf [0,7"). (Da § > 0 beliebig war, ergibt sich hieraus die
Behauptung.)
Fiir t = 0 ist jedenfalls 1(0) < g(0). Angenommen, es existiert ein ¢ > 0 mit 1(ty) >
g(to). Fur

ty:=1inf{t >0, ¥(t) > g(t)} (>0)

gilt dann (t1) = g(t1) und ¥(s) < g(s) fiir s € [0, ¢1] und deshalb

t1 t1
¢m)gA+B/w@@<A+5+B/¢@@:gmy
0 0

Widerspruch! O

Beweis. (zu S. 19.11) Angenommen, («,f) := Iy, 40y # I =: (a,b). O.E. sei dann
B < b. Wir setzen

B

R:= ),  S:= [ ot)dt.

s olt) /a( )
to

Dann gilt fiir ¢ <t <

t

oolt) = o(t. to, ) = 4° + / F(s,00(s))ds
to
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und damit
t

0] + / o(s)] oo (s)]ds + / o(s)ds

to

IN

l¢o(t)]

t
1) +5+R/|<P0(8)|d5 (t € [0, ).

to

IN

Nach dem Lemma von Gronwall (angewandt auf ¢ () := |@o(t + to)|) gilt

(1y°] + S)ee—1)

lpo(t)] <
< (WO + S)efP) (k€ [to, B))

also ist ¢g beschrinkt auf [tg, 5). Das widerspricht aber der Tatsache, dass ¢ nach S.
19.8 fiir t — B~ jede kompakte Teilmenge von D = I x R? verlsst. O



20 ALLGEMEINE LINEARE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN 193

20 Allgemeine lineare Differenzialgleichungen

Bereits in Abschnitt 18 hatten wir uns kurz mit (skalaren) linearen Differenzialglei-
chungen beschéftigt. Wir untersuchen jetzt den wesentlich allgemeineren Fall von Sy-
stemen linearer Differenzialgleichungen.

Es seien im Folgenden stets I C R ein offenes Intervall und
A= (ajk) I — KdXd

sowie
b: I — K¢

stetig. Eine Differenzialgleichung der Form
y' = At)y +b(t) (20.1)

nennen wir ein lineares System (von Differenzialgleichungen) oder kurz lineare Diffe-
renzialgleichung. Die Gleichung
Y = Alt)y (20.2)

heif}t zugehdrige homogene Gleichung. Ist b = 0, so heifit (20.1) homogen. Meist be-
trachten wir auch jetzt wieder zugehorige AWPe der Form

y =AMty +b(t),  y&)=n (20.3)

fir € € I,n € K%
Aus den Ergebnissen des vorigen Abschnittes erhalten wir unmittelbar

Satz 20.1 Es seien I C R ein offenes Intervall und A : I — K™ p: I — K¢ stetig.
Dann hat fiir jedes (&,m) € I x K¢ das AWP (20.3), genau eine mazimale Losung

o(- & n) mit Ly =1
Beweis. Wir betrachten f : I x K¢ — K¢
ft,y) == A(t)y + b(t) (tel,yeK?).
Dann ist f stetig (warum ?), und es gilt
f(ty) = F(&9)] =A@y -9 <NADIly -3l  (telyeKT).
Ist Iy C I kompakt, so existiert

L:= A .
e [ A()|
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Also gilt
f(ty) — f&DI < Lly -5 (t€ o,y eKY).

Insbesondere impliziert dies, dass f auf I x K% einer lokalen Lipschitz-Bedingung
beziiglich y geniigt. Ferner gilt

@yl <A@yl + b)) (te Iy eKY).

Aus S. 19.11 (angewandt mit p(t) = ||A(¢)|| und o(¢) = |b(t)|) ergibt sich die Behaup-
tung. a

Wir wollen uns nun die Struktur der Losungsgesamtheit von (20.1) genauer anschauen.
Dazu betonen wir die Abhéngigkeit von der Inhomogenitit b und schreiben ¢y (-, &, 1)

fiir die maximale Losung von (20.3). Auerdem setzen wir
Ly := {¢ : ¢ 16st (20.1) aufl},

also insbesondere
Lo = {1 : ¢16st (20.2) aufl}.

Dann gilt fiir £ € T fest (beachte 1 = (-, &, (&)) fur alle ¢ € Ly)
Ly = {gp(- & n) : n € K%}

und insbesondere
Lo := {po(-,&n) : n € K%} .

Weiter erhalten wir

Satz 20.2 1. Ly ist ein d-dimensionaler Unterraum von C(I,KY), und fir jedes
¢ €I ist die Abbildung 1+ ©o(-,&,m) von K auf Lo ein Isomorphismus (linear
und bijektiv).

2. Weiter gilt: Ist 1y € Ly fest, so gilt
Ly = by + Lo (:= {thp + 9o : tho € Lo}),

d.h. Ly ist ein (d-dimensionaler) affiner Unterraum von C(I,K9).

Beweis. 1. Wir zeigen: Die Abbildung 7' = T; : K¢ — C(I,K?) mit

T(77) = <P0('afa77) (77 € Kd)
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ist linear und injektiv. (Hieraus folgt, dass T" ein Isomorphismus auf Ly = Bild(T") und
damit Lg ein d-dimensionaler Unterraum von C(I,K%) ist.)

Es gilt fiir 71,72 € K¢ und A1, A2 € K mit 91 := ¢o(+,&,m1) und ¢ := @o (-, €, 12)

(Arthr + Aathe)' (1) = Mg (t) + hoypy(t) =
AMA#)Y1(t) + A A()ha(t) =
= A(t) M1 + Aaya](t)

fiir alle ¢ € I, sowie

(A1th1 + A2tp2) (§) = Arwo(&,€,m) + Aawo (€56, m2) = At + Aama

Also ist (Eindeutigkeit der Losung von (20.3))

)\1(,00(',6,7’]1) + >‘2()00('7£7772) = ()00(" éa >\1771 + >\2772) )

mit anderen Worten
MT (1) + XoT(m2) = T( A + Aan) .

Folglich ist 1" linear.
Ist T'(n) =0, so gilt
n= 800(576777) =0

also ist Kern(T") = {0}. Damit ist 7" injektiv.
2., D% Essely €+ Lo, d.h. tp =1y, + 1pg fiir ein g € Lp. Dann gilt

W' (t) = A(t)yp(t) + b(t) + A(t)o(t) = A)p(t) + b(t)

auf I, d.h. ¢ 16st (20.1). Damit ist 1) € Ly.
, C“ Esseit € Ly, d.h. o' = A(t)1p + b(t) auf I. Dann gilt (¢ — 1) = A(t) () — 1hp),
d.h. ¢ — 1y € Lg. Also ist ) =y + (¢ — ) € @ + L. O

Bemerkung und Definition 20.3 Da nach S. 20.2 der Losungsraum Lg der homo-
genen Gleichung 3y’ = A(t)y ein d-dimensionaler linearer Raum ist, reicht es, zur Be-
stimmung einer beliebigen Lisung eine Basis von Lg zu kennen (jede Losung ist dann
Linearkombination der Basiselemente). Eine solche Basis heifit Fundamentalsystem.
Auflerdem zeigt der zweite Teil des Satzes, dass sich die Bestimmung einer beliebigen
Losung des inhomogenen Systems y' = A(t)y + b(¢) auf die Bestimmung einer spe-
ziellen Losung des inhomogenen Systems und einer Basis des Losungsraumes Ly der
zugehorigen inhomogenen Gleichung reduziert.
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Wir werden uns zunfichst mit homogenen Gleichungen befassen. Der erste Satz zeigt,
dass die lineare Unabhingigkeit von Lésungen dquivalent ist zur linearen Unabhéngig-
keit der Anfangswerte.

Satz 20.4 Es seien ), ..., ") € Ly, also Lisungen des homogenen Systems y' =
A(t)y. Dann sind dquivalent:

a) PO ™) sind linear unabhingig.
b) Fiir alle ¢ € T sind () (€),...,p™) (€) linear unabhingig.

¢) Es existiert ein tg € I so, dass v (tg), ..., p"™) (ty) linear unabhingig sind.

Beweis. a) = b): Es sei { € I gegeben. Ist T' = T wie im Beweis zu S. 20.2, so sind
P = T(p(M(€)), ..., p™ = T (™) (¢)) linear unabhiingig. Da T linear ist, sind dann
auch (D (€), ..., (™ (£) linear unabhingig.

b) = c¢) ist klar.

m . m .

c) = a): Ist > N\j9pld) = 0, so ist insbesondere auch > A4l (tg) = 0. Also folgt
j=1 7j=1

Al=... 2 =0. O

Beispiel 20.5 (vgl. B. 19.10.3) Wir betrachten I = (0, 00) und

12
Alt) = ( 122 10/t ) (t € (0,0)).

Dann ist nach B. 19.10.3

w00 = () e 0.00)

eine Losung des homogenen Systems

R 0 —1/¢ yr o\
= ()= (e 27 ()=

(genauer gilt Y (t) = po(t, 1/, (_01)) fiir ¢ > 0). Man rechnet leicht nach, dass auch

o= (o) e

eine Losung von ' = A(t)y ist (genauer 42 (t) = po(t, 1/, (é)))
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Da ¢V (1/7) = (fl) und @ (1/7) = ((1)) in R? linear unabhingig sind, sind auch
zp(l),q/)(?) linear unabhiingig, also eine Basis des Ldésungsraumes Lg. Folglich ist jede

Loésung von y' = A(t)y von der Form
= Mgt 4+ dgyp®

fiir gewisse A1, Ao € R.

Bemerkung 20.6 1. Sind ¢, ... 4(4 beliebige Lésungen von 3’ = A(t)y auf I, so

bezeichnet man fiur ¢ € I die Determinante

wobei

M) P

als Wronski-Determinante von ™), ... (9 (an der Stelle ¢). Es gilt nach S. 20.4:
M. @ ist ein Fundamentalsystem (also eine Basis des Losungsraumes) genau
dann, wenn W (to) # O fir ein ¢y € I ist. AuBerdem ist in diesem Falle schon W (t) # 0
fir alle t € I'! (Also: Entweder ist W (t) # 0 fur alle ¢t € I oder W (t) =0 auf I.)
2. Bilden (1), ..., 4){9) ein Fundamentalsystem, so heifit die Funktion ® : I — K%x¢
eine Fundamentalmatriz. Nach 1. ist ®(&) fur alle £ € I invertierbar (da det ®(£) # 0).
Es gilt damit

polt&,m) = @) - @7 N¢) o (teD) (20.4)

d.h. die allgemeine Losung ergibt sich als Produkt der matrixwertigen Funktion ® mit
dem Vektor & 1(&)n.
(Denn: Fiir jedes (&,7) ist

b =07(E) -1
eine Linearkombination der Funktionen ¢(1), ey ¢(d), also eine Losung von y' = A(t)y.
Auflerdem gilt

h(€) = (€)™ (E)n =1,
d. h. auch die Anfangsbedingung ist erfiillt. Folglich ist ¢ = ¢o(+,&,n).)

Beispiel 20.7 Es sei A wie in B. 20.5. Dann ist

P — ( sin(1/-) —cos(1/-) ) _ ( z/)51) 52) )
COS(l/-) sin(l/.) ¢£1) ¢£2)
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eine Fundamentalmatrix. Speziell gilt

und damit

Also ist die Losung von ¢ = A(t)y, y(1/m) = n gegeben durch

1 —1o —ng sin(1/t) — ny cos(1/t)
volt,—m) = (I)(t) = =
0< T ) < ) —n2 cos(1/t) + ny sin(1/t)

Wir kommen nun zuriick zum inhomogenen System (20.1). Es gilt hierfir

Satz 20.8 (Variation der Konstanten)
Es sei ®(-) eine Fundamentalmatriz von (20.2). Dann gilt fir £ € I: Die Funktion

t
t— @(t)/@l(s)b(s)ds
3
ist eine spezielle Losung von (20.1), ndmlich @p(t,&,0), und es gilt

eolt.&m) = W[ O+ [T e(s)ds|  (teD)  (205)

m—

( = @0(t7§7n)+90b(t7£70))'

Beweis. Wir schreiben fiir eine Funktion C : I — K%¢ mit C = (¢k)j=1,....4 und
differenzierbaren Funktionen cj;, : I — K kurz

() o )
C'(t) == : (tel).
() .. cylt)
Dann gilt folgende Produktregel fiir differenzierbares ¢ : I — K¢
(Cg)' () =C'(g(t) +C(H)g'(t)  (teT).
(Denn: fir ¢ € I ist

d p d d
(Co)(t) = (3 enan®)) = 3 chulBar(t)+D cir(t)gh(®) = (C'9);(H)+(Ca);(1))
k=1 k=1

k=1
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Folglich gilt auf I (HDI komponentenweise angewandt)

t ¢
) / <1>—1(s)b(s)ds)' - /q> L(s)b(s)ds + ®(£)D~ (£)b(%)
3 £
g a4 / d1(s)b(s)ds + b(t)
£
d.h.t— Ot ft ®~1(s)b(s)ds ist Lésung von (20.1) mit Funktionswert 0 an ¢ = £. Nach
£

S. 20.2 ist Ly = @y(+,&,0) + Lo , und nach (20.4) ist Ly = {®(-)@~1(¢)n : n € K?}. Da
¢
5[0+ [ @7 (h(s)ds] =
3

gilt, folgt die Behauptung. O

Beispiel 20.9 Wir betrachten wieder A aus B. 20.7. Ferner sei

b(t) = (1{;2) (t>0).

Dann ist fir £ = 1 /7 mit ® aus B. 20.7 nach S. 20.8

¢
au(t.2.0) = 2) [ @7 ()(s)ds
1/m
Weiter gilt
@—l(t):< sin(1/4) cos(l/t)>’
—cos(1/t) sin(1/t)

also
t

oo (o 2

und damit ist

t
. [ sin(1/t) —cos(1/2) cos(1/t) +1\ sin(1/t)
q)(t)l// 2 (s)bls)ds = ( cos(1/t)  sin(1/4) ) ( sin(1/1) ) B (l+cos(1/t))

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Insgesamt ist nach S. 20.8

1 1 sin(1/t)
t, =) = ot~
ot o) g"0(’77”’>+<1+cos(1/7s))
mit @o(-, 1/7,n) wie in B. 20.7.
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Wir wollen nun die obigen Ergebnisse auf lineare Differenzialgleichungen n-ter Ord-
nung anwenden: Sind ag,aq,...,ap—1 : I — Kund b : I — K stetig, so heift eine
Gleichung der Form

n—1
Y =an 1 ()Y + L+ ao(y +b(E) = an )y +b(2) (20.6)
v=0

eine lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung. Die Gleichung

n—1
y™ =>"a,(t)y" (20.7)
v=0

heifit zugehdrige homogene Gleichung. Entsprechende Anfangswertprobleme sind von
der Form

n—1
g =>"a,@y" +ot), Yy =n @=0,.,n-1) (20.8)
v=0
mit & € 1,19, ...,1n—1 € K.

In B. 18.11 haten wir gesehen, dass man solche Gleichungen bzw. Anfangswertprobleme
in Systeme 1. Ordnung umschreiben kann. Hier lautet das entsprechende System

o 0 1 0 ... ... 0 " 0

), 0 0 1 0 .. 0 Y2

: _ . n ’
. 0 ... ..o...0 1 Yno1 0

v ap(t) ai(t) ... ... ... ap_1(t) Yn b(t)

(20.9)
also ein lineares System. Nach B. 18.11 lassen sich sdmliche Ergebnisse iiber Losungen
dieses Systems in Ergebnisse iiber die Losungen von (20.6) iibertragen.

Insbesondere erhalten wir aus S. 20.1

Satz 20.10 Ist I C R ein offenes Intervall und sind ag,...,an—1,b : I — K stetig,
so hat fir jedes (§,m) € I x K™ das AWP (20.8) (mit n = (no,...,Mn—1)) genau eine

Lésung v =: up(-;&; 10, -y M—1) =: up(3&;m) auf 1.

Um eine S. 20.2 und S. 20.8 entsprechende Aussage iiber die Losungsgesamtheit ma-
chen zu kénnen, unterscheiden wir auch wieder

My :={v:v16st (20.7) auf I} und M, :={v:v 16st (20.6) auf I}.

Die wesentlichen Ergebnisse sind im folgenden Satz zusammengefasst.
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Satz 20.11 1. My ist ein n-dimensionaler Unterraum (von C(I,K)) und fir ¢ € 1
gilt Mo = {uo(:;&5m) 1 € K"}

2. Fiir jedes v € My ist My, = v + Mjy.

3. Sind vy, ...,v, Losungen der homogenen Gleichung (20.7), d.h. vy, ...,v, € My, s0
sind v1, ..., vy linear unabhdngig (ein ,Fundamentalsystem®), genau dann, wenn
die ,,Wronski-Determinante“ W (t) = det ®(t), wobei

vi(t) ... oo wgl(h)
B(1) = vll(t) cee vn.(t) € K |
Gl () IO Gl ()

fiir ein to € I nicht verschwindet. In diesem Fall ist schon W (t) # 0 fir alle
tel.

4. (Variation der Konstanten) Ist vy, ..., v, ein Fundamentalsystem der homogenen
Gleichung 20.7, so ist fir £ € I

0
t .
ts (01(1), s va(t)) -/<I>_1(s) 0 ds  (tel)
3
b(s)

eine Losung der inhomogenen Gleichung (20.6), namlich uy(t;€;0). Auflerdem
gilt fiirn = (o, ..., n_1)7 € K®

Tlo t 0
w(ten) = @),u@) e 1 |+ / SO I
I Tin—1 ¢ b(s) |
(= w(t;&n) +up(t:60)) (20.10)

Beweis. Die Aussagen ergeben sich alle aus den entsprechenden Ergebnissen fiir das
lineare System (20.9) durch Anwendung der (bijektiven (!) und im Falle b = 0 linearen)
Abbildung j = 75 : Ly — M}y mit

JW1 e ¥n) =1 (1, %n) € Lp),

wobei Ly die Losungsmenge von (20.9) ist, und deren Umkehrabbildung 5 =% : My — L,
gegeben durch
i) = (0,00 (v e My).
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Man beachte dabei insbesondere, dass die rechte Seite in (20.10) die erste Komponente
von (20.5) fiir das entsprechende System ist. O

Bemerkung 20.12 Will man (20.10) anwenden, so hat man insbesondere ®~!(5s)

zu bestimmen, d.h. man hat das lineare Gleichungssystem

c1(s)

zu l6sen. Auf Grund der speziellen Struktur der rechten Seite ist dies mit Hilfe der
Cramerschen Regel relativ einfach durchzufithren. Man erhélt hier

U1 | 0 Vitl .- Un,
1 ,U,l 'U‘Iji]_ 0 'U;-+1 'U;,L
; = ————det
i) det O(s) ¢ : : : :
,Ugnfl) Uj("rifl) b(S) vj(izl) (n—1)
1

wobei
V1 Vj—1 Vj+1 Un
v v v v
Wi —det | " 1 e g
n—2 n—2 n—2 n—2
fui ) Uj( . ) UJ(‘+1 ) 7(1 )
ist. Also erhalten wir
d [ b(s) W, (s)
CEn) (A (_1\nt+] S)Wils
up(t; € 0) _;yj(t)( 1)" J/ 0 ds (tel).
- 13

Diese Darstellung erklart den Namen ,, Variation der Konstanten“: Wéihrend jede
Losung der homogenen Gleichung von der Form »7%_; Aju;(t) ist (also Linearkom-
bination der vy, ..., vy), ist hier

up(t;€0) = > Xj(t)v;(t)
j=1
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also Linearkombination der v(t),...,v,(#) mit beziiglich ¢ variierenden Koeffizienten
A () An(t).

Beispiel 20.13 Wir betrachten die lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung
y'=y+e.
Man rechnet sofort nach, dass
v (t) = e, vo(t) = e ! (teR)

ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung y” = y ist. Also erhalten wir nach
B. 20.12 mit

die spezielle Losung

717(8 Wl(s)ds + Ug(t)/ LS)WQ(S)ds =
0

w(t:0:0,0) = (o) [ M
0

Weiter ergibt sich, da

mit (20.10)
-1 7o
wl:0smom) = (01(8), va(8))® (o>(m)+ub<t;0;o,o>

= —¢ + . —i—le—t - +1 +£6t

= 9 o7 2 o =15 5

Sucht man speziell die Losung mit der Anfangsbedingung y(0) = 0, ¢'(0) = 1, so ergibt
sich

-

1 t
ub(t;o;,o,l)zzet—f +§et.

Also: Die obigen Ergebnisse zeigen, dass wir zur Losung linearer Systeme oder linearer
Differenzialgleichungen n-ter Ordnung Fundamentalsysteme finden miissen. Leider ist
dies ein i A. sehr schwieriges Unterfangen, und es gibt keineswegs eine geschlossene
Theorie. Wir werden uns im nichsten Abschnitt intensiv mit dem Fall linearer Glei-
chungen mit konstanten Koeffzienten (d.h. A(t) = A auf R bzw. a;(t) = a; auf R fiir
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j =1,...,n) beschiftigen. Zum Abschluss dieses Abschnittes stellen wir noch kurz zwei
mogliche Ansétze fiir allgemeine lineare Gleichungen vor.

Kennt man (woher auch immer) bereits eine nichtverschwindende Losung einer linearen
Differenzialgleichung der Ordnung 7, so ldsst sich dies nutzen, um weitere Losungen
aus einer linearen Differenzialgleichung (n—1)-ter Ordnung zu bestimmen (,, Reduktion
der Ordnung®). Wir beschrinken uns bei der Darstellung dieses Verfahrens auf den
Fall n = 2.

Satz 20.14 FEs sei I C R ein offenes Intervall, und es seien ag, a1 : I — K stetig. Ist

(u,I) eine Lisung der Differenzialgleichung

y" = a1(t)y' + ao(t)y

mit u(t) # 0 fir alle t € J, wobei J C I ein offenes Intervall ist, so erhdilt man eine
zweite, von u linear unabhdngige Liosung v : J — K durch den Ansatz

ot) = 2(ult)  (te ),
wobei 2’ = w # 0 eine Lisung der linearen Differenzialgleichung 1. Ordnung

w' = (al(t) — 2:5((:))>w

15t.

Beweis. Aus v = zu folgt

! ! ! " 1z !0 n
v =zu+ 22U, v =z u+2zu +u z,

und mit v’ = ayu’ + agu erhalten wir, falls 2" = (a1 — 2u'/u) 2’ gilt,
v —av’ —agv = 2"u+ 22" +u'z — a12u — ajzu’ — agzu = 0,

d.h. v ist ebenfalls Losung (auf J).
Ist 2/ # 0, so ist z nicht konstant auf J, und damit sind « und v linear unabhingig. O

Beispiel 20.15 Wir betrachten die lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung

" 2t 2

Y =1pY% " 1p

Y
auf I = (—1,1). Man sieht sofort, dass

u(t)y =t
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eine Losung auf (—1,1) ist. Also erhalten wir nach S. 20.14 eine zweite, linear un-
abhingige Losung v, etwa auf (0,1) durch

wobei w = 2’ Lésung von

w = (a —ZU—)w:<i—g)w
7% 1—2 ¢

ist. Nach S. 18.6 ist mit
2tdt 2dt 1

= In (ﬁ) +1In (%2) [+c]
die Funktion

Losung, also

dt 1 1/ 1 1 1 1. 1+t
) G S— 7(7 —)dt:—f | (7)
2(t) /(1—752)752 /t2+2 =7 11t ;T2\

und damit ; L4+t
f)=ta(t) = SIn () - 1.
o(t) = t(t) = £ (15
Folglich bilden (u,v) ein Fundamentalsystem der Ausgangsgleichung (zunichst auf

(0,1), aber tatséichlich auch auf (—1,1)).

Im manchen Fillen ist es moglich, Losungen einer Differenzialgleichung durch einen
sogenannten Potenzreihenansatz zu gewinnen. Wir erliutern die zu Grunde liegende
Idee auch nur fiir den Fall linearer Differenzialgleichungen 2. Ordnung.

Satz 20.16 FEs seir > 0, und es seien

oo oo
p(2) = p2”,  alz) =) a2
v=0 v=0

Potenzreihen mit Konvergenzradius > r. Ferner sei pg € N. Sind ng,m1 € K beliebig,

so definieren wir die Folge (a,)yen, rekursiv durch

ag =10, a1 =nmn, falls po=qo =0
ag =19, a1 =—1ag, falls po#0

ap=0, a=mn, falls  po =0,q0 # 0
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sowie
14

Z(MPVH—M + qu_p)ay (v €N).
pn=0

1

o
Dann gilt: Hat die Potenzreihe u(z) = Y. a,z¥ Konvergenzradius > r, so ist
v=0

zu(z2) = p(2)u'(2) +q(2)u(z) (2] <)
und damit ist insbesondere u eine Ldésung der Differenzialgleichung

p(t q(t

auf (0,7) und auf (—r,0).

Beweis. Nach S. 12.5 gilt

o0

u'(z) = Z(l/ + Day 412"

(lz] <7).

g\
O
Il
<
ML

(v+1)(v+2)ayi22”

Also erhalten wir mit Hilfe des Cauchy-Produktes

’U,I

B

—~~

N

2) = p(2)u'(2) — q(z)u(z) =

o+ Draas - (i) (S e ) (zqy ) (Se)

v=0 0

(v+1vay12” _Z Z p+1 a,u+1p1/ w Z qul m

v=0 ©#=0

M

v=0

tnqg

<
Il
o

v

2 v+ vayp — (V4 1)poayy1 — Z(Npu+1—u + Qu—p)ay
u=0

M

<
Il
o

-~

=:b,
Nach Voraussetzung gilt b, = 0 (v € N), und fiir v = 0 erhalten wir
bo = —poa1 — qoao -

Die Bedingungen an ag,a; sind gerade so eingerichtet, dass stets by = 0 ist. O

Bemerkung 20.17 1. Man kann beweisen, dass die Potenzreihe u stets Konvergenz-

radius > r hat (falls dies fiir p und ¢ gilt). Wir verzichten auf den (mit den uns derzeit
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zur Verfiigung stehenden Mitteln etwas aufwéindigen) Beweis. In den Beispielen ist die
Konvergenz meist leicht zu sehen.
2. Gilt pg = qgo = 0, so folgt

>0
Zput” Lg(t) qT Z S

d.h. wir kénnen die Differenzialgleichung

v =poy +any ="y Wy s 20)

auf ganz I = (—r,r) betrachten. In diesem Fall erhalten wir, indem wir speziell etwa

die beiden Vektoren
Mo 1 Mo 0)
= und =
(771) <0> <771) (1

als Anfangsbedingungen wiihlen (man beachte: dann gilt u(0) = 79,4’ (0) = n1), ein
Fundamentalsystem fiir diese Gleichung.

Beispiel 20.18 1. Wir betrachten fiir festes A € R die Gleichung
y" =2ty — Ny auf I=1R
(Hermitesche Differenzialgleichung). Hier ist

p(t) =262 q(t) = —At,

d.h.
p2 =2, py, =0 sonst

q =—X, ¢ =0 sonst '
Wir sind also in der Situation von B. 20.17.2 (d. h. py = ¢o = 0).
Die Rekursionsformel aus S. 20.16 ergibt hier
2v—1) = A

OEnp ay—1 (v €N).

ay41 =

Wahlen wir speziell ag = n9 = 1,a; = 1 = 0, so erhalten wir

_ _ _ o yop Kol
uo(t;o;1,0)21_;t2_(4 4!>\)>\t4_(8 A)gl MAs :Z(;:)!IHJ(%—A)

Mit ag =np = 0 und a; = 11 = 1 ergibt sich entsprechend

-1
2—X5 (6=X)(2-1)) 5 X, gl o
t =S ———J[¢ék+2-x
LTI 51 ;{)(2%1)!]}—[0( + )

up(t;0;0,1) =
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Beide Potenzreihen konvergieren auf R und bilden ein Fundamentalsystem der Glei-
chung.
2. Wir betrachten fiir feste a,b € C die Gleichung

t—0b a

1" !
—_— _i_f
Yy = ; Yy ty

(Kummersche Differenzialgleichung). Hier ist
p(t):t_ba Q(t):aa

d.h.
po = —b, p1 =1, p, =0 sonst
q = a, q, =0 sonst.

Fiir —b ¢ Ny ergibt die Rekursionsformel aus S. 20.16

aag v+a

alzT und ay+1:m-ay (VEN)

Wihlen wir etwa 19 = ag = 1, so ergibt sich

a, (I+a)at> (2+a)(1+a)at?

u(t)=1+gt+(l+b)b§+ (2+b)(1+b)b§+“"
d.h.
u(t) = - (@)v mi ()y:=clc+1)...(c+v—1)
(t) VZ:O (b)ul/!t b (C)O —1 .

Die Potenzreihe konvergiert auf R. Die Funktion u heifit Kummer-Funktion (mit Pa-

rametern a,b) oder auch konfluente hypergeometrische Funktion.
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21 Lineare Differenzialgleichungen mit konstanten Koef-

fizienten

Nach den Uberlegungen der letzten Abschnitte stellt sich weiter die Frage, wie man
Fundamentalsysteme homogener Systeme bestimmen kann. Wir wollen diese Frage
(jedenfalls im Prinzip) kliren fiir Systeme der Gestalt

y' = Ay, (21.1)

wobei A € K%*¢ eine feste Matrix ist (also unabhingig von t). Eine solche Gleichung

heifit lineares System mit konstanten Koeffizienten.

Eine sehr kompakte Darstellung fiir Fundamentalmatrizen erhélt man durch Einfiihrung
der Matrix-Expounentialfunktion. Dazu werden wir zunéchst allgemeiner das Konzept

sogenannter Matrix-Potenzreihen kurz vorstellen:

Es sei (E, || - ||) ein Banachraum. Ist (A,,) eine Folge in E so, dass die Folge (.S),) mit

n
Sy = Y, A, konvergent in F ist, so spricht man (wie im skalaren Fall) von Konvergenz
v=0

der Reihe ) A, und setzt

v=0

NE

A, := lim S, = lim ZA,,.
v=0

n—oo n—oo

Il
=)

1%

o o @]

Dabei gilt: Ist > [|A,|| < oo, so ist > A, konvergent, d. h. absolute Konvergenz
v=0 v=0

impliziert Konvergenz.

(Denn: Es sei € > 0. Dann existiert ein N, € N so, dass

m

Y lAll<e  (m>n>N).
v=n+1
Also folgt fiir m > n > N,
1Sm = Sall =11 D A< Y Al <e.

v=n+1 v=n+1

Damit ist (Sy,) eine Cauchy-Folge in E. Da (E,d||.|) vollstindig ist, konvergiert (Sy).)

Man kann unter Verwendung von S. 15.11 leicht zeigen (U):
(Km*d_||||) ist ein Banachraum. AuBerdem gilt hier fiir jede Folge (A,) in K™*% mit

o0
ST |AL|| < oo und B € KPX™ O € K*4
v=0

iBAV :BiA,, und iAVC: (iAV)C.
v=0 v=0 v=0 v=0
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(Denn: Zunéchst gilt E ||BAv|| < ||B| Z ||Ay|| < 00, also ist auch Z BA, konver-
v=0
gent. Auflerdem erhalten wir

n 00 n 0
1Y BA, = BY AN <IBI- 1340 =Y Al =0 (n—o00),
v=0 v=0 v=0 v=0

n o0
dh. Y BA,—- B> A,.
v=0 v=0
Entsprechend argumentiert man mit C statt B.)

SchlieBlich erhalten wir ([0)): ist B, = (b%%)) so gilt Zo B, = <Z bg.;)) .
v= v= j?k_17 7d

o
Nun sei f(z) = 3 ¢,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Ist B € K9*¢

v=0
mit ||B|| < r, so ist ||c, BY|| < |cy|-||B]||”. Nach dem Satz von Cauchy-Hadamard und
o0

dem Majorantenkriterium ist »_ ||¢, BY|| konvergent. Damit existiert auch
v=0

o0

f(B) =) ¢,B" e K.

v=0

Es gilt
o
Satz 21.1 Es sei f(z) = >, ¢,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius v > 0. Ist
A € K4, 5o definieren wir_zﬁ 2 Upyp1ay(0) — K44 durch
T
¥(2) = f(z4) (2l < 7o) -
Dann gilt: v ist differenzierbar auf U, ) 4(0) mit

P(2)=A-f'(z4) = f(zA)- A (2] < ||A||)

Beweis. Zunichst beachte man, dass nach der Vorbemerkung f(zA) existiert, da
||zA|| = |z] - ||A]| < r gilt. Da auch die Potenzreihe

oo o
'z)=ZVc,,z Z v+1)cyp12”
v=1

Konvergenzradius r hat, existiert auch f'(zA) fiir alle z mit |z| < r/||A||. AuBlerdem
: : v __ (v) .
gilt mit AY = (ajk )jk=1,....d

oo
zA) = (Z c,,a%z”) ,
v=0 G k=1,....d
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d.h. alle Eintrége der Matrix sind Potenzreihen in der Variablen z (mit Konvergenz-
radius > r/||A]|). Da diese gliedweise differenziert werden diirfen (S. 12.5), erhalten
wir fiir |z| < r/||A]]

P(z) = ((i c,,ag.z)z”)I) =

v=0 gyk=1,....d
S (v+1)
I/+1 v
= Z(l/ + Deypiay, 'z =
v=0 g k=1,....d

= > (4 Depaz” A7 = Af'(zA) (= f'(zA)A).

v=0

Betrachten wir speziell die Potenzreihe

o.¢] ZV
e’ =exp(z) = Z ol
v=0

mit Konvergenzradius r = oo, so ergibt sich fiir ¢(z) = exp(zA) die firs Weitere
zentrale Folgerung

P'(2) = A-exp(zA) (z€C).

fiir exp(B) schreiben wir auch wieder kurz e?. Damit ergibt sich

(e#4) = Ae*t = e*AA. (21.2)

Die Eleganz dieser Betrachtungen belegt folgender

Satz 21.2 Es sei A € K¢, Dann ist fir alle n € K¢ die (mazimale) Losung des
AWP

y'=Ay,  y(0)=n
gegeben durch
e(t,0,n)=e-n  (tER).

Auflerdem ist e eine Fundamentalmatriz fir (21.1).

Beweis. Mit der Produktregel fiir matrixwertige Funktionen aus dem Beweis zu S.
20.8 ergibt sich

d

da 21.2)
dt N

(
(e -m) = () - =7 Ay (tER),
d.h. t s et - p ist Losung von (21.1). AuBerdem ist
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Also ist ¢(t,0,n) = et - 1.
Wiihlt man speziell 7 = ey, wobei e, den k-ten Einheitsvektor bezeichnet, so ist et - ey,
die k-te Spalte von e/, d.h. jede Spalte ist Losung von (21.1). Da €4 = Ej gilt, sind

tA

die Spalten (nach S. 20.4 mit ¢ = 0) linear unabhiingig. Folglich ist e!‘eq, ..., etteq ein

Fundamentalsystem, d.h. e** eine Fundamentralmatrix. O

Im Prinzip haben wir also ein Fundamentalsystem fiir (21.1) gefunden (nédmlich das
System ef‘ey, ..., et1ey). Es stellt sich allerdings dabei die Frage, wie man et | konkret*
berechnen kann. Dazu versucht man, die Berechnung von e*# fiir allgemeines A auf
die Berechnung von etA fiir gewisse einfache Matrizen A zuriick zu fithren.

Um in diese Richtung weitergehen zu konnen, brauchen wir zunéchst einige Rechen-

regeln fiir die Matrixexponentialfunktion.

Satz 21.3 Es seien A, B,C € K¢*¢,
1. Gilt AB = BA, so folgt eAeP = A8,

(Insbesondere gilt damit e(tT9)A — ot AesA fir glle t, s € R und e?e™ = €0 = By,
d. h. e? ist stets invertierbar mit (e*)™! = e™4.)

2. Ist C invertierbar, so gilt

1 -
el A0 = o leAC.

3. Hat A Blockdiagonalform

d.h. A =diag(Ay, ..., An), so gilt

e = diag(e?, ..., em)

Beweis. 1. Mit A =: (a%)) und BY =: (bgz)) erhilt man fiir den (7, k)-ten Eintrag
von ee? (Cauchy-Produkt)
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o0
was auch der (j, k)-te Eintrag von ) S, /n! mit
n=0

Sy 1= Zn: <Z> A”B

v=0
ist. Aus AB = BA folgt die Giiltigkeit der binomischen Formel S,, = (A + B)" und
damit ist i Sp/nl = eATB.
2 Es gilt
(A =ctA'C (v eNy)

(Beweis per Induktion). Also erhalten wir

1 =1 !
clerc=C! ( A”) C=) —ClAC =" 49
V! V!
v=0 v=0
3. Ist
0
A= . (V E]No),
0
so ist
A7
0
AU = . (V S NO) 9
0
also ergibt sich 3. durch Betrachtung der (j, k)-ten Eintriige von e O

Bemerkung 21.4 Essei A € K¢ diagonalisierbar, d.h. es existieren eine Diagonal-
matrix A = diag(\1, ..., A¢) sowie eine invertierbare Matrix C' € K¢*¢ mit

A=CAC™!

(dabei sind Ap, ..., Ay die Eigenwerte von A und die Spalten von C, also Cey, ..., Ceg,
bilden eine Basis aus Eigenvektoren von A).
Dann gilt mit S. 21.3

e = Ce™C7 = C - diag(eM?, ..., eMH O

Die Spalten bilden nach S. 21.2 ein Fundamentalsystem. Auflerdem ist mit ¢ := Cey
auch

eAltcl, .. ,e’\dtcd

ein Fundamentalsystem (folgt etwa aus e*!c, = ed¢y und S. 21.2).
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Beispiel 21.5 1. Wir betrachten das lineare System

Es gilt

0 -1 1
-1
1

01

det(A—AXE) = -\ +3)1—-2=0

y=Ay.

& A=1loder A =-2,

also haben wir die Eigenwerte 1 und —2. Weiter rechnet man nach, dass

1
0

und

0

1

(linear unabhiingige) Eigenvektoren zu A; = 1 sind, und dass

-1
-1
1

ein Figenvektor zu A9 = 2 ist. Also gilt hier

tA

[a—y

| =

2et 4 e 2

—et 4%

o o O
o Q. o

—et 4%
2¢l 4 72t

et _ e—2t

0 1 -1
0 01 -1
e 2t 1 1
2 —1 1
_1
=3 -1 2 1
—1 —1 1
—et et
¢t et
_e 2 o2
el _ o2t
el _ o2t
2et + 2t

Die Spalten bilden bilden nach S. 21.2 ein Fundamentalsystem.
Direkter erhilt man allerdings (vgl. B. 21.4) das Fundamentalsystem

-1
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2. Wir betrachten das lineare System

1 3 4
y=101 -1 |y=A4y
01 1

Es gilt
det(A — AE) = (1 - N (\*> —2X +2),

also haben wir (in C) die Eigenwerte
AM=1, Xo=1+44, Ag=1-—1 (:)\72)

Zugehorige Eigenvektoren sind

1 3—4i 3+ 44
C = 0 ) C2 = ¢ ) C3 = —14 (: 6)
0 1 1

Damit bilden etwa

ein Fundamentalsystem von 3’ = Ay (als Gleichung in C betrachtet).
Ein reelles Fundamentalsystem erhilt man, indem man

3F 41
o101 1

7
durch

Re | (0 7 und Im | (91 7

ersetzt. ([U])
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Auflerdem gilt

-1

1 3—4i 3+4 et 0 0 1 3—41 3+4
et=10 —i 0 e+t ¢ 0 i -1
0 1 1 0 0 el 0o 1 1
( o i e )
0o /2 1/2
el 4e! — 4el cost + 3el sint —3e! + 3el cost + 4e sint
= 0 el cost —efsint
0 e'sint el cost

Schwieriger wird die Berechnung eines Fundamentalsystems natiirlich dann, wenn A
nicht diagonalisierbar ist. Aus der Linearen Algebra sollte bekannt sein, dass jede
Matrix A € C*¢ (die natiirlich auch rein reelle Eintréige haben kann) dhnlich zu einer

Blockdiagonalmatrix der Form

] o
o [

ist (d.h. A = CBC™! fiir eine Matrix C' mit det(C) # 0), wobei der Jordan-Block Jj

die Form

M 10
Mo10 0
Ty = K : baw.  Jp = (\r)
0 g 0
1
Ak

hat.
Nach S. 21.3 reduziert sich die Berechnung der Matrix e auf die Berechnung der
Matrizen C,C~' sowie e/’* (k = 1,...,m). Aus Sicht der Analysis stellt sich dabei

tJ

insbesondere die Frage nach der Berechnung von e*’, wobei J eine Jordan-Matrix

obiger Gestalt ist.
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Satz 21.6 FEs sei

A1 0 0
J: 0 :AET—FNTEKTXT
0] 1
A
eine Jordan-Matriz. Dann gilt e/ = e Me!™Nr mit
t2 t’r—l
Lt 5 =)
r—2
Lot =
ot Nr — :
@) t
1
Beweis. Zunichst ist
0 1 0 0
Nr: 0 EKTXT"
0] 1
0

also (beachte: AE, und N, vertauschen)

ot — AEr gty AN,

Weiter rechnet man nach, dass

o o 1 0 ... 0
0 0 1
0 0
N} = ) 7N77:71: , NY=0(@w=>r)
1 0
O 0 0
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gilt (d.h. die ,,1-Diagonale riickt jeweils um einen Schritt nach rechts“). Hieraus folgt

t2 t’r'*l
Lt 5 .. =11
r—1 1
etNT = Z JtVNT.V =
v=0
t
1
Od
Beispiel 21.7 Es sei
1 10
J O
A= 0 -1 0 | = ( )
o 02) \O
mit
-1 1
Jl = ( 0 1 ) ) J2 = (2)
Dann gilt
et te7t 0
eth = 0 et o0
0 0 e

Zusammenfassend erhalten wir mit S. 21.6 und den vorangegangenen Uberlegungen
folgendes Ergebnis tiber die Struktur des Losungsraumes.

Satz 21.8 Es sei A € C™? und fir k = 1,...,m seien Jy = Me By + Ny, wie oben
die zugehirigen Jordanblicke. Dann existiert ein Fundamentalsystem der Form

t*-)e)\ktp(kvz)(t) kzla"'am; e:o,...,’l"k—l,

wobei die Komponenten Pl(k’é), vy P(gk’e) von P& Polynome vom Grad < ¢ sind.

Beweis. Es sei C' € C%*? wie oben, d.h.

A0 = C - diag(e!, ..., e""m) = C - diag(eMte!Nr, ..., ermtetNrm)
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Da e eine Fundamentalmatrix ist, ist
eCey, ..., e Cey
ein Fundamentalsystem. Es gilt mit C' = (c;)

C - diag(eMletr, ..., ermtetNrm) =

€11 --- Clypy --- Clyi4r, --- Cld eMteltNr O
. . . . e)‘QtetNT2

LAmt 6Nyl
Cdl -+ Cdgp -+ Cdpitrs --- Cdd 0]

Die ersten r; Spalten haben die Form

At A1t Art tri-t tri-2
eMery eM(ent+ci2) .. €1<C11m+c12m+---+0m)

At At Art gri-t tri—2
eMleqr eM(cqt +car) .. €M (Cdlm‘f‘cﬂm‘f"“‘i‘cdm)

und entsprechend in den

Spaltenry + 1,...,71 + 79 mit  e*??(...)
m—1 m
Spalten > rj+1,..,> rj=d mit e (...
j=1 i=1
Damit ergibt sich die Behauptung. O

Ein wesentlicher Untersuchungsgegenstand bei Differenzialgleichungen ist die Frage
nach dem Verhalten von Losungen wenn ¢ sich einem der Randpunkte des Losungs-
intervalls nihert. Bei linearen Systemen mit konstanten Koeffizienten interessiert also
das Verhalten fiir ¢ — oo (oder t — —oo; wir beschrénken uns auf den Fall ¢ — oo).

Als Anwendung von S. 21.8 erhalten wir

Satz 21.9 (Stabilitdtskriterium)
Es sei A € C™4 und o(A) := {\: X\ Eigenwert von A}. Dann sind dquivalent:

a) Es existieren M, > 0 mit ||etd|| < Me™ fiir t > 0.
b) fiir alle Losungen 1 von (21.1) gilt (t) = 0 (t = o0).

c) fir alle A € o(A) ist
Re(A) < 0.



21 LINEARE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN220

Beweis. a) = b): Ist 1(0) = 7, so ist 1(t) = e, also |1 (2)] < ||| || = 0 (t — o).
b) = ¢): Angenommen, es existiert ein Eigenwert A von A mit Re(\) > 0. Ist P(O) das
zugehorige Polynom vom Grad 0 aus S. 21.8 (dann ist P +£ 0 ein Eigenvektor von
A), so ist

() = PO

eine Losung von (21.1) mit [1)(t)] = eReA|PO)] > | PO)| fiir alle ¢ > 0. Widerspruch zu
P(t) — 0 fiir ¢ — oo !

c) = a): Es sei @ > 0 so, dass Re(\) < —a(< 0) fir alle A € o(A). Fiir jedes
k€ {1,...,d} ist e"e; Linearkombination von Funktionen der Form

wobei £ € Ng, A € o(A) und y € K% Fiir jedes solche Tripel (£, \,y) existiert ein
AdLA& > 0 mit
[ eMty| < M y| < Mypye™ (82 0).

Also existieren My, > 0 mit |efYey| < Mpe™@t fiir t > 0. Da
d d
e < Sl er] < et 30 M
k=1 k=1

gilt, folgt a). |

Bemerkung 21.10 Hat man ein (inhomogenes) lineares System mit konstanter Ko-
effizientenmatrix A, also
y = Ay +b(t)

mit A € K% und b: I — K% stetig, so erhilt man eine spezielle Lésung der inhomo-
genen Gleichung nach S. 20.8 und S. 21.3.1 durch

t
or(t.6,0) = et [ e Ms)ds
3
Auflerdem ist dann

t
Golt,€m) = po(t,6,m) + p(t) = e [y + / =+ 4b(s)
3

Ist auch die rechte Seite b unabhingig von ¢ (also b(t) = b auf R), so erhéilt man dabei,
falls A invertierbar ist,
op(t,&m) = e —e AT+ et AT Y)
A+ A7) — A"
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Beispiel 21.11 Wir betrachten (mit & = m = 1) das lineare System aus B. 18.8, d.h.

YN [ -s —a Y N ag
r) d 0 r -M
(mit Konstanten s := 1 — ¢, a,d, M > 0). Es gilt

det(A— AE) :=(—=s = A)(=A) +ad =0

Mo=—5+4/% —ad, falls A:=% —ad>0
Mip=—3+i\Jad— % falls A <0

Dabei gilt in beiden Fillen
Re(>\172) < 0,

also konvergieren nach S. 21.9 alle Losungen der homogenen Gleichung gegen 0 fiir
t — oo (mit exponentieller Geschwindigkeit). AuBerdem gilt ||e“4|| — 0 fiir u — oo.
Folglich erhalten wir mit B. 21.10 fiir alle Losungen ¢ der inhomogenen Gleichung

Y (%) P 0 -1/d ap \ M/d .
<r(t)> oA ( 1/a s/(da) ) (—M> - ( (aod — sM)/(da) ) e

Insbesondere wiirde nach diesem Modell das Einkommen Y (¢) sich fiir ¢ — oo der
Konstante M /d anniihern, d.h. ist M (Geldangebot) ,grof“ und d (Verhéltnis von
GeldnachFrage zu Einkommen) , klein“, so wird das Einkommen im Zeitverlauf ,,grof}*

werden. [, It’s money, that matters]

Wie im Abschnitt vorher wollen wir uns auch hier gesondert mit (skalaren) linearen
Differenzialgleichungen héherer Ordnung beschéftigen. Es seien ag, aq,...,an—1 € K

Dann heifit eine Gleichung der Form

n—1
g™ =3 g,y
v=0

bzw.
n—1

L(y) =y =Y ay =0 (21.3)

v=0
eine (homogene) lineare Differenzialgleichung n—ter Ordnung mit konstanten Koeffi-

zienten.

Natiirlich kann man zur Berechnung eines Fundamentalsystems, also n linear un-

abhiingiger Losungen von (21.3) auf R, so vorgehen, dass man die Matrix e/ fiir
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das entsprechende lineare System (20.9) mit

o 1 ... ... .. 0
A= | exm
0 1
ag ai v e Q92 Qp-1

bestimmt. Wir wollen hier jedoch eine direktere Methode herleiten, die lediglich die
Eigenwerte von A (inkl. algebraischen Vielfachheiten), also die Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms, benétigt.

Durch Entwicklung nach der letzten Zeile sieht man, dass gilt

P(\) :=det(A — AE) = (=1)"(A\" —ap_ A" ' — ... —a1 X —ag) ,

d.h. die Koeflizienten sind bis auf Vorzeichen die aq, ..., an 1. Es gilt nun

Satz 21.12 FEs seien Ay, ..., Ay, die paarweise verschiedenen Nullstellen des charakteri-
stischen Polynoms P mit algebraischen Vielfachheiten (d. h. Nullstellenordnungen)ry, ..., Tp,.
Dann bilden die Funktionen

tl—>€}\ktt£ (£:077’r/€_1’k: 17""m)

ein Fundamentalsystem von (21.3) (im Falle K = C).

Beweis. Ist

1 0
0 0 1 0
A=
0 1
ay a1 G2 ... Gp—92 Gp—1

die Koeffizientenmatrix des entsprechenden Systems (20.9), so existiert nach S. 21.8
ein Fundamentalsystem fiir dieses System, bestehend aus Funktionen der Form

At pEO@g)y (k=1 m; 4 =0,.. 7 —1),

wobei m die Anzahl der entsprechenden Jordanblécke und 7 deren Dimension sowie
pr € {1,...,m} ist (dabei gilt m > m). Da die Abbildung j : Ly — My aus dem Beweis
zu S. 20.11 ein Isomorphismus ist, ergeben die ersten Komponenten

At QEO(1) = Mt PFO () (=1, £=0,..., 7 — 1)
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eine Basis von M), also ein Fundamentalsystem zu (21.3). Dabei sind die Funktio-
nen Q%9 Polynome vom Grad < ¢. Hieraus folgt, dass m = m sein muss, d.h. zu
jedem Eigenwert gehort nur ein Jordanblock (was i.A. nicht der Fall ist). (Denn sonst
wire Ay, = Ay, fir k&' € {1,..,m},k # k. Dann wéren aber Mkt Q0) (¢) und
Mt Q' 0) (1) linear abhiingig.)

O.E. sei nun uy =k fiir K = 1,...,m (ansonsten: Umnummerieren).

m m

Damit ist, da n = Y 7 = >, r (und 7, < ri), auch rp = 7. Also haben wir ein
k=1 k=1

Fundamentalsystem der Form

eAkt-Q(k’Z)(t) (k=1,....m; £=0,..,1, —1).

Weiter bilden die Polynome Q* 9 . Q% k=1 eine Basis des Raumes der Polynome
vom Grad < r; — 1 (denn aus der linearen Unabhéngigkeit von

AHQED (1) ., M QET (1)

folgt auch die lineare Unabhingigkeit der Polynome QH0) ...,Q(’“’”_l)). Also l&sst
sich jedes Monom t£,¢ = 0,...,r;, — 1, als Linearkombination der Q*:0) ... Q(krk—1)

schreiben. Folglich sind
Mgt (k=1,...,m; £=0,...1, — 1)

Loésungen von (21.3). Nach obigen Uberlegungen ist jedes v € My Linearkombination
dieser (insgesamt n) Funktionen. Also bilden diese eine Basis des n-dimensionalen
Raumes Mj. O

Bemerkung 21.13 Ist A\ = p+io eine nichtreelle r-fache Nullstelle und ist A € R4*?,
so ist auch A = p — io eine r-fache Nullstelle charakteristischen Polynoms. In diesem
Fall haben wir also die 2r Losungen

e)\ttf — eutei(fttf
eAttf — eutefiatté

Ein reelles Fundamentalsystem erhilt man dann, indem man fiir alle solchen Eigen-

werte diese Losungen ersetzt durch ([U])

Re(eMtt) = et cos(ot)t!

Im(eMt) = et sin(ot)t!
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Beispiel 21.14 Auch hier betrachten wir noch einmal das B. 18.8 (mit £ = m = 1).
Dort hatten wir fiir Y auch die (inhomogene) lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung

mit konstanten Koeffizienten
Y'(#t)+ (1 —¢e)Y'(t) + adY (t) = aM
hergeleitet. Fiir das charakteristische Polynom gilt hier (mit s =1 — ¢)

P(A) = X + s\ +ad,

also
~5+£4/% —ad, Falls% —ad>0
P()\):O@)\lgz 5
—5 Tiy/ad — %, sonst
(vgl. B. 21.11). Offensichtlich ist
-4
Vp == d

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.
Nach S. 20.11, S. 21.12 und B. 21.13 sind alle Lésungen von der Form

M/d+ c1eMt + cpe??t Falls s?/4 — ad > 0
v(t) =< M/d+ cre®™? + cate 42 Falls s?/4 — ad = 0 ,
M/d+ cre™*"? cos(ot) + coe*/? sin(ot), Falls 02 := ad — s*/4 > 0

wobei c1, co € R beliebig sind.
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22 Wege, Kurven und zusammenhingende Mengen

Ist ¢ : I — K? Losung einer Differentialgleichung, so beschreibt {((t) : t € Iy}, wobei
Iy C I kompakt ist, eine sogenannte Kurve in K¢ Wir wollen nun allgemein definieren,

was man unter Wegen und Kurven versteht.

Definition 22.1 Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, und es sei (X, d) ein me-
trischer Raum.

1. Ist v : [a,b] — X stetig, so heifit v ein Weg (in X). Der Punkt «y(a) heifit
Anfangspunkt des Weges und +(b) heifit Endpunkt des Weges. Gilt y(a) = v(b),
so heifit der Weg geschlossen. Ferner heifit v ein Jordanwey, falls v,z injektiv
ist.

2. Es sei I' C X. Dann heifit I" eine Kurve (oder ein Bogen) in X, falls ein Weg ~y

existiert mit
I = y(fa, b)) = {7(8) : t € [a,B]} = W (7).

In diesem Fall heifit v eine Parameterdarstellung (oder Parametrisierung) von I'.
Eine Kurve I" heifit Jordankurve, falls eine Parameterdarstellung v so existiert,
dass der Weg «y ein Jordanweg ist. Eine solche Parameterdarstellung heifit dann
auch Jordan-Darstellung von I'. Schliefllich nennt man eine Jordankurve geschlos-
sen, falls eine Jordandarstellung v so existiert, dass der Weg ~ geschlossen ist.

Beispiel 22.2 1. Es sei ¢ : R — R? definiert durch

0= () wem,

sint

Fiir [a,b] C R ist dann v, = )[4 €in Weg. Also ist

t
F:Fab: {(C?S > :tE [a,b]}
’ sint
eine Kurve in R?. Ist dabei b — a > 27, so ist
=T, ={zcR?: |z|=1}

der Einheitskreis.
Fiir a = 0,b = 27 ist

%MMZ%%%=C>=ﬂ®=%A@,

also ist der Weg g 2r geschlossen.
Entsprechendes gilt fiir die Wege vq4+0kr fiir £ € Nya € R. Ist b — a # 2km fiir
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alle k € Z, so ist 7,4 nicht geschlossen. Weiter ist fiir alle a,b die Kurve I' = T'y
eine Jordankurve. (Denn: Man kann stets eine Parameterdarstellung so wihlen, dass

b—a < 2r gilt. Dann ist ¢, 5) injektiv, denn gilt
cost) cost
sint)  \sint

fiir ¢, € R, so ist t = t + 2kn fiir ein k € Z.)

Man beachte aber dabei: Nicht jede Parameterdarstellung « fiir I" ist eine Jordan-

Darstellung! (Ist b — a > 27, so ist ||, 4) nicht mehr injektiv.)
Auflerdem beachte man, dass I' viele weitere Parameterdarstellungen hat. So gilt etwa

Lor = {(cost, sint)? : t € [0,7]} =
— {t,V1-)"te[-1,1]}

2. Wir betrachten die Funktion v : [0, 27] — R? mit

cost

y(t) = (1+ cost)< t) (t € [0,2x]).

Sl

Dann ist I' = ([0, 27]), die sogenannte Kardioide (oder auch Herzkurve), eine ge-
schlossene Jordankurve (denn 7 o), ist injektiv und y(0) = y(27)).

3. Es sei 7 : R — C definiert durch () = e't9? = ¢’e* (die Menge v(R) wird als
y2logarithmische Spirale“ bezeichet). Dann ist fir jedes [a,b] C R

I‘a,b = 7([a7 b])

eine Jordankurve.
4. Es seien (9, ..., (™ € K¢ und v : [0,n] — K? sei definiert durch

() =2V + (t—j+1)(aV -2V (telj-1,4],5=1,...,n).

Dann nennen wir y Polygonweg durch (0, 2V . z(™).

Wir werden nun die Frage untersuchen, wie man einem Weg in sinnvoller Weise eine
Linge zuordnen kann. Dazu nihern wir einen gegebenen Weg « : [a,b] — K% durch
Polygonwege an: Ist Z = {tg,t1,...,t,} eine Zerlegung von [a, b], so betrachten wir den
Polygonweg durch (0 = v(tg), ..., (™ = ~(t,).

Dessen ,,Lange“ ist 2?21 |00) — £U=1)|. Wihlt man nun immer feinere Zerlegungen
von [a, b], so sollten die Lingen der entsprechenden Polygonwege das annihern, was
wir als Linge von -y betrachten wollen. Dies fiithrt zu folgender Definition.
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Definition 22.3 Es sei v : [a,b] — K% ein Weg. Ist Z = {tg,...,t,} eine Zerlegung

von [a, b], so setzen wir

n

Lz(y) =Y Iv(ts) = (=)l -

=1

Ist
L(y) :=sup{Lz(vy) : Z Zerlegung von [a, b]} < oo,

so heifit y rektifizierbar und L(y) heifit Ldnge von I'.

Man kénnte auf den Gedanken kommen, dass jeder Weg (in K¢) rektifizierbar ist. Das
folgende Beispiel zeigt, dass dies nicht der Fall ist

Beispiel 22.4 Es sei v : [0,1] — R? definiert durch

() = (t,t-cos (%))T, t#0
0, t=0

Dann ist -y ein Weg (und I' = W () eine Jordankurve).
Ist Z, = {0, e 1,. . 2, 1} = {to, ..., tn}, so gilt

1 1
L E: >§: )y
#0 ) =) 72<n+1 J> 72(n+2—j>‘

j=2
Z‘ cos(m(n+1—7)) — ;cos( (n+2-—7))
n—{—l—j\ ~ > n+2—7~ - 2
—(—1)n+1-j —(—1)n+2—i

n

1 1
— §<n+l—j+n+2—j> Z +Z =00  (n—00).

Damit ist {Lz(7) : Z Zerlegung von [0, 1]} unbeschrénkt, d. h. L(y) = oo.

Es dréngt sich natiirlich die Frage auf, wie man Lingen von Kurven konkret berechnen
kann. Die Definition erweist sich schon in einfachsten Féllen als sehr ungeeignet. Oft
ist folgender einfache Sachverhalt hilfreich.

Bemerkung 22.5 Ist 7 : [a,b] — K? ein Weg und ist ¢ € (a,b), so ist y genau dann
rektifizierbar, wenn )[,,) und .5 beide rektifizierbar sind, und in dem Falle gilt

L(v) = L(V|aye]) + L(Vjep))-

(Denn: Wir schreiben kurz v4,c = 7jq,¢q und ¥ep := Yje,p)-
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»= “ Es sei v rektifizierbar. Sind Z, . baw. Z.} Zerlegungen von [a, c] bzw. [c, b], so
ist Z = Z,,.U Z.p eine Zerlegung von [a, b], und es gilt

Lz,.ae) + Lz,,(Yep) = Lz(v) < L().

Also gilt: L(7,,c) < 00, L(7¢p) < 0o und

L(’Ya,c) + L(’Yc,b) < L(’Y) .

w<=“ Essei Z = {ty, ..., tn} eine Zerlegung von [a, b]. Dann existiert ein k € {1,...,n}
mit tg_1 < ¢ < t. Damit ist Z,. = {to,...,tx—1,c} eine Zerlegung von [a,c] und
Zep = {C tgy oy tn} (bzw. Zop = {tk, ..., 1, } im Falle ¢ = ;) eine Zerlegung von [a, b].
Es gilt

Ea

-1

Lz(y) = Y_Iy(t) = v(tea)| <) Iv(ty) =yt + lv(e) = v(te—1)|
=1 1

<.
Il

+ () =@+ D ty) —y(t)|
j=k+1
= Lg,, (Ya,e) + LZC,b (70,1)) < L(Ya,e) + L(’Yc,b) .

Also ist L(y) < oo und L(v) < L(Yae) + L(Vep))-

Definition 22.6 Ein Weg v : [a,b] — K? heiBt stickweise C' (oder ein Pfad), falls
v (t) = (71 (t), ..., v4(t)) bis auf endlich viele ¢ € [a, b] existiert und falls jede Komonente
von v fortsetzbar zu einer stiickweise stetigen Funktion auf [a, 8] ist (vgl. B./D. 13.7).

Im Falle von Pfaden ist es moglich, die Linge iiber ein geeignetes Integral auszu-
driicken.

Satz 22.7 Es sei~y : [a,b] — K¢ ein Pfad. Dann ist v rektifizierbar und es gilt

L(y) = /b Y]

Beweis. 1. Es sei Z = {to, ..., t,} eine Zerlegung von [a, b]. Dann gilt nach dem HDI,
Teil 2 (komponentenweise angewandt)

tj tj
ey =2l =] [ V)< [ W1 G =1,
ti—1 ti—1
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also
= hit) = Ju<2/wv/m.
j:l ] lt

Da Z beliebig war, ist 7y rektifizierbar, und es gilt Jedenfalls

b
S/Iv'l-
a

2. Es bleibt noch die Gleichheit zu zeigen. Dazu kénnen wir nach B. 22.5 ohne Ein-
schrankung annehmen, dass « auf ganz [a, b] stetig differenzierbar ist.
Wir definieren s : [a,b] — R durch

5(t) == L(Va)  (t € [a,b])

mit L(7)(4,q) = 0 (sog. Weglingenfunktion).
Dann gilt mit B. 22.5 fir ¢ € [a,b), h > 0 (so, dass t + h < b)

s(t+h) —s(t) = LWau+n) — LOa,y) = LOVje4n)) -

Folglich ist mit 1.
t+h

t+h)—v(t 1 st—i—h
[ 2 ’Y()|§hL(’Y|[t,t+h]) s(t+h) —st) /I7|

Fir h — 0 konvergieren die rechte und die linke Seite diese Ungleichung gegen |v'(¢)]

(beachte: Ist F(t f |7/ (s)|ds, so ist nach dem HDI, Teil 1,
( h) t+h
t+
") = F'(t) = li = lim —
[v(®)] = F'(t) = lim . hlg})h/lvl

Also ist s rechtsseitig differenzierbar an der Stelle ¢ € [a,b) mit

s(t+ h,z — s(t) — )l

Entsprechend sieht man, dass s linksseitig differenzierbar an allen Stellen ¢ € (a, b] ist

lim

h—0t

mit
. s(t+h)—s(t) ,
lim ———= = |y (?)].
Jim A 7' (#)]
Also ist s differenzierbar auf [a,b] mit s’ = |y/|. Wieder mit dem HDI, Teil 2, ergibt
sich (beachte: s’ = || ist stetig)

b

uwzaw—dmzfyszw

a
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Beispiel 22.8 Fiir 0 < 8 < a sei y : R — R? definiert durch

v = (Gory)  em.

Dann ist I'p, := 7y([a, b]) ein Ellipsenbogen bzw eine Ellipse. Es gilt

2
"t)]? = a?sin’t + fPcos?t = (1 — 1——6 cos?t | ,
y .
a
also

b
L(Yjay) = @ / V1 K2 cos L dt

mit k := /1 — 2/a? (sog. elliptisches Integral). Ist a = 3, so ist

L(V[ap)) = (b —a) .

Wir wenden uns zum Abschluss dieses Abschnittes noch einem Begriff zu, der zu den
topologischen Grundbegriffen gezihlt werden kann.

Definition 22.9 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

1. X heifit unzusammenhdngend, falls offene Mengen U,V C X existieren mit
X=UUV,U£0, VA, UNV=0.
Anderenfalls heist X zusammenhdngend.

2. M C X heifit unzusammenhdingend, falls (M, d|psps) unzusammenhéngend ist
(d. h. falls offene Mengen U,V C X existieren mit M C UUV,UNM #
0, VNM=#0D,UNVNM =0). Anderenfalls heiit M zusammenhdngend.

Beispiel 22.10 Es sei (X,d) = (R,d|) und M = [0,1] U [2,3]. Dann gilt fiir die

offenen Mengen U = (—%, %), V= (%’ %)

McUUV, UNM#0, VAMG#) und UNnVnM=0,

also ist M unzusammenhéngend.
Ist M = Q, so gilt fiir die offenen Mengen U = (—o00,v2),V = (v/2,0):

QCcUUV, UnNnQ#0, VNQ#D und unvnQ=20,

also ist auch Q unzusammenhingend.
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Bemerkung 22.11 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Aus obiger Definition ergibt

sich leicht ([U]):
1. Die einpunktigen Mengen sind zusammenhéngend.
2. X ist unzusammenhingend genau dann, wenn eine Menge U mit ) # U # X

existiert, die offen und abgeschlossen ist.

3. Sind M,, (a € I) zusammenhéingende Mengen in X mit (| M, # 0, soist |J M,
acM aceM
ebenfalls zusammenhéngend.

In (R, dH) gilt

Satz 22.12 FEine nichtleere Teilmenge M wvon R ist genau dann zusammenhdngend,

wenn sie ein (ggfs. einpunktiges oder leeres) Intervall ist.

Beweis. ,=“ Essei M C R kein Intervall. Dann existieren Punkte a,b,cmita < b < ¢
und a,c € M,b ¢ M. Folglich gilt fir U := (—o0,b),V := (b, o0)

McUUV, UnM#0, VAM#0 ud UnNnVNAM=90,

also ist M unzusammenhingend.
»<="“ Es sei M ein Intervall. Ist ¢ € M, so gilt

M= U Iz, z) .
zeM

Es reicht also nach B. 22.11.3 zu zeigen: Fiir alle a < b ist [a, b] zusammenhéingend.
Angenommen, nicht. Dann existieren in ([a, b], d|.|) offene Mengen U und V' mit

[a,b]=UUV, U#£0, V£0, UNV=0.
Folglich sind U = [a,b] \ V und V = [a,b] \ U auch abgeschlossen und damit gilt
¢:=supU €U, n:=supVevV.

Da U,V offen in ([a, b], d|,|) sind, muss { = n = b gelten. Dies widersprcht aber UNV =
0. 0

Der folgende Satz zeigt, dass der Zusammenhang einer Menge sich unter stetigen
Abbildungen auf die Bildmenge iibertragt.

Satz 22.13 Es seien (X, d) und (Y, e) metrische Riume. Ist M C X zusammenhdngend
und f: M —'Y stetig, so ist auch f(M) CY zusammenhdngend.
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Beweis. Wir kénnen uns beim Beweis auf den Fall M = X und Y = f(M) be-
schrinken.
Angenommen, Y ist unzusammenhingend. Dann existieren offene Mengen Vi, Vo C M
mit

Y=ViuVy Vi#0, Vo£0, VinVa=40.
Da f: X — Y stetig ist, sind

Ur=f"')  U2=f"(V2)
offen (in (X,d)). Es gilt dafiir
U1 #0, Up#0, UnUy=f"'(VinVy) =f"(0)=0
und
Uiuls = fH U UU,) = f71(Y) =X,
also ist X unzusammenhéngend. Widerspruch! O

Als Konsequenz aus S. 22.12 und S. 22.13 erhalten wir eine Verallgemeinerung des

Zwischenwertsatzes (S. 8.13):

Satz 22.14 Fs sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei M C X zusammenhdngend.
Ist f : M — R stetig, so ist f(M) C R ein Intervall.

Beweis. Nach S. 22.13 ist f(M) C R zusammenhingend, also ein Intervall nach S.
22.12. O

Definition 22.15 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

1. Eine Menge M C X heifit Bogen-zusammenhdngend, falls zu allen Punkten x,y €
X eine Kurve I' existiert mit z,y € I’ und I' C M.

2. Ist (X,d) = (Kd,dH), so heift M C X Polygon-zusammenhdingend, falls I' in
1. als Polygonzug gewihlt werden kann. (Dabei nennt man eine Kurve I' C K¢

einen Polygonzug (durch (O, ... (M) falls 2(9 .. 2™ ¢ K¢ existieren mit

m . .
= I[z0-1,z0)].)
j=1

Ist dies der Fall, so kann man stets z = z(®) und y = ("™ fordern. Wir sagen
dann, dass I' die Punkte z und y verbindet.

Offensichtlich ist jede Polygon-zusammenhéngende Menge auch Bogen-zusammenhéingend.
Weiter gilt:
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Satz 22.16 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Ist M C X Bogen-zusammenhangend,

so ist M auch zusammenhdngend. Insbesondere haben wir damit in K%:

Polygon-zusammenhdangend = Bogen-zusammenhdngend = zusammenhdngend.

Beweis. Wir kénnen uns wieder auf den Spezialfall X = M beschrinken.
Angenommen, X ist nicht zusammenhingend, d.h. es existieren U,V C X offen (und
abgeschlossen) mit

UuvV =X, U +#0, V #0, unv=>0.

Es sei z € U,y € V. Da X Bogen-zusammenhingend ist, existiert eine Kurve I' in X
mit z,y € I". Es sei v : [a,b] = X eine Parameterdarstellung von I'. Wir betrachten

A:={t€la,b]:v(t) e U} =~ 1) ‘
B:={teca,b:v(t) € V}=y"1V)

Dann sind nach S. 9.19 A und B offen und abgeschlossen in ([a, b], d|.|) (und nicht leer).

Da ([a, b], d|.|) zusammenhéngend ist, muss nach B. 22.11.2 damit A = B = [a, b] sein.
Dann ist aber I' C U N V. Widerspruch zu UNV = ! O

Bemerkung 22.17 1.A. folgt aus ,,zusammenhéingend* nicht , Bogen-zusammenhingend*.
So kann man etwa fiir die Menge M C R? mit

M= {(t sin %) .t e (0, 1)} U ({0} x [~1,1])

zeigen: M ist zusammenhingend, aber nicht Bogen-zusammenhéngend (ohne Beweis).

Definition 22.18 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Menge G C X heifit Ge-
biet, falls G nichtleer, offen und zusammenhéngend ist.

Im Falle von offen Mengen (in K¢) fallen alle drei Zusammenhangsbegrifffe zusammen:

Satz 22.19 Es sei G C K% ein Gebiet. Dann ist G Polygon-zusammenhdngend.
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Beweis. Es sei 2(9) € G fest. Wir setzen
M := {z € G : IPolygonzug T’ C G der z,2(¥ verbindet}

und zeigen: M ist offen und abgeschlossen im metrischen Raum (G, d|.|). Da M # {)
ist, ist dann M = G nach B. 22.11.2. und damit ist G Polygon-zusammenhéngend.
Also: M ist offen, denn ist z € M, so existiert ein 6 > 0 mit Us(z) C G. Da man =
und 2(% durch einen Polygonzug in G verbinden kann, gilt dies auch fiir () und alle
y € Us(z). Also ist Us(z) C M.

M ist auch abgeschlossen (in (G, d|.|)), denn es sei (™) eine Folge in M mit y™ — y €
G. Es sei wieder § > 0 so, dass Us(y) C G gilt. Dann existiert ein n mit y(™ € Us(y).
Da z(® und 3 durch einen Polygonzug in G verbunden werden kénnen, gilt dies
auch fiirr (0 und y. Also ist y € M. O

Als eine Anwendung ergibt sich etwa:

Satz 22.20 Es sei G C RY ein Gebiet, und es sei f : G — R™ differenzierbar mit
Jf(z)=0 (x € G).

Dann ist f konstant.

Beweis. Es geniigt zu zeigen: Sind z,y € G, so gilt f(z) = f(y).

Nach S. 22.19 existiert ein Polygonzug I' € G durch z(®) = z,..., ("™ = y und nach
B. 17.2 existieren £U) € I(zU~1, £0)) so, dass

D) = FEI) < JIFED) - ] = 20D =0 (=1,...,m).

Folglich ist f(z) = f(z(¥) = ... = f(z™) = f(y). m



23 MASSE UND INTEGRALE 235

23 Mafle und Integrale

Integrale haben wir schon an verschiedenen Stellen kennen gelernt. Zum einen ha-
ben wir uns mit Integralen fiir Regelfunktionen, also gleichméfligen Grenzwerten von
Treppenfunktionen auf kompakten Intervallen [a,b] C R, befasst. Weiter sind auch
uneigentliche Integrale auf (halb-) offenen Intervallen studiert worden.

Wir werden im Folgenden eine wesentlich allgemeinere Integrationstheorie entwickeln.
Dabei werden wir uns auf die eher analytischen Aspekte der Theorie konzentrieren
und fiir Beweise an der einen oder anderen Stelle auf die Wahrscheinlichkeitstheorie

verweisen.

Definition 23.1 Es sei Q eine Menge. Ein Mengensystem . C Pot(£2) heifit o-
Algebra (auf Q), falls gilt

(o1): b e .7
(01): Aus A e . folgt A°=QQ\Ae.s

(o1): Ist (Ap)nen eine Folge in ., so ist |J A, € 7.
neN

Das Paar (2,.7) heifit dann ein Messraum.

Bemerkung 23.2 Ist . eine o-Algebra auf Q, so gilt auch ([U]):
e e

e (4,) Folge in .¥ = ﬂNAn €
ne

e ABeY=AUB,ANB, A\Be Y/

Beispiel 23.3 Ist (X, d) ein metrischer Raum, so setzen wir
O :=0x :={U C X :U offen} .

Dann ist durch
B = Bx = & :.# D O o-Algebra}

eine o-Algebra auf X gegeben. £ heifit Borel o-Algebra auf X und die Mengen A € &4
nennt man Borelmengen. Insbesondere sind neben den offenen und den abgeschlos-
senen Mengen auch alle abzdhlbaren Schnitte von offenen Mengen (sog. Gs-Mengen)
und alle abzidhlbaren Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen (sog. F,-Mengen)
Borelmengen.

Ist speziell (X,d) = (R™,d,,), so schreiben wir kurz %, := Zrn und in Falle m =1
noch kirzer 4 := %4,.
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Definition 23.4 Es seien (2,.%) ein Messraum und (Y, d) ein metrischer Raum. Eine
Abbildung f : Q@ = Y heiit (-, By)-messbar (oder kurz messbar), falls

fYB)e.” firalle B € %y.

Bemerkung 23.5 1. Gilt lediglich
fYvyes  firalle V€ Oy,

so ist schon f : 2 — Y messbar.
(Denn: Zunéchst gilt: Ist f: Q — Y beliebig, so ist

T ={BCY:fB)es}

eine o-Algebra ([U]). Nach Voraussetzung ist 0y C .7, und damit ist nach Definition
auch %y C 7, d.h. f ist messbar.)
Genauso ist f schon dann messbar, wenn gilt

fY(B)c.¥ fiir alle B C Y abgeschlossen.

(Denn: Ist V' € Oy, so ist V¢ =: B abgeschlossen. Also folgt mit (02):

V) =718 = (f71(B) € 7))

2. Ist (Z,e) ein metrischer Raum und ist g : ¥ — Z stetig, so ist g insbesondere
(By , Bz)-messbar. (Denn: Nach S. 9.19 gilt g~ (W) € Oy C By fiir alle W € 03.)
(By , B)-messbare Funktionen bezeichnet man auch als Borel-messbar. Man sieht
sofort: Ist f : Q@ — Y messbar und g : Y — Z Borel-messbar, so ist auch go f : Q@ — Z
messbar. Damit ist insbesondere g o f messbar, falls g stetig ist.

Wir hatten frither gesehen, dass sich fiir eine konvergente Folge stetiger Funktionen f,
die Stetigkeit i. A. nur dann auf die Grenzfunktion f {ibertrigt, wenn die Konvergenz
gleichméfig ist. Der folgende Satz zeigt, dass sich Messbarkeit schon bei punktweiser

Konvergenz auf die Grenzfunktion ,,vererbt*.

Satz 23.6 Es seien (2,.7) ein Messraum und (Y,d) ein metrischer Raum. Ferner

seten fr : Q@ =Y messbar und so, dass

f(z) := lim f(z)

n—oo

fiir alle x € Q ezistiert (wir schreiben in dem Fall kurz f, — f). Dann ist f : Q =Y

messbar.
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Beweis. Es sei B C Y abgeschlossen. Nach B. 23.5.1 geniigt es, zu zeigen: f~!(B) €
L.

Zunichst ist f~1(0) = ( € .. Also kénnen wir B # () annehmen. Wir definieren
d:Y —[0,00) durch

§(y) :=dist (y,B) (:=inf{d(y,z):z€ B}) (y€Y).
Dann gilt (siehe Beweis zu S. 19.5)
B={yeY:iy) =0}

Auflerdem ist § stetig.
(Denn: Es seien y1,y2 € Y, und es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein z € B mit

d(y1,2) < d(y1) + &,
also
0(y2) — 6(y1) < d(y2,2) —d(y1,2) + e < d(yz,y1) + e
Da € beliebig war, folgt
0(y2) — 0(y1) < d(y2,41)-

Durch Vertauschung der Rollen von y; und ys ergibt sich analog

d(y1) — d(y2) < d(y2,y1)-

Also ist insgesamt
0(y2) — 6(y1)| < dlyz,y1)

und damit ¢ (Lipschitz-)stetig.)
Damit erhalten wir fiir z € Q:

f(z) € B lim §(fn(z)) =6(f(z)) =0,

n—00

d.h.

fUB) = {zeQ: lim §(fa(z)) =0}

n—00

- Ny ﬂ{xeﬁ:é(fn(x))<%}

keN NeN n>N
= NU N 6o ((-=g]):
kEEN NeN n>N

Da ¢ stetig ist, ist 0 o f, messbar, also ist
1

(5ofn)_1(<—oo, %D e (nkeN).

Mit (03) ergibt sich f~!(B) € .7. O
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Beispiel 23.7 Ist f : R — R differenzierbar, so ist f’ Borel-messbar.
(Denn: Da f differenzierbar ist, ist auch

gn =n(f(-+1/n) = f)

differenzierbar, also insbesondere stetig auf R und damit nach B. 23.5.2 Borel-messbar.
Nach S. 23.6 ist auch f' = lim g, Borel-messbar.)

n—oo
Man beachte, dass i. A. f’ nicht stetig ist.

(Tst etwa

so ist f differenzierbar auf R mit

1 1
2rzsin— —cos— , x #0
fi(z) = o o ;
0 , =0

also f’ nicht stetig an zo = 0.)

Bemerkung 23.8 1. Es sei V' C R™ offen. Dann ist {(a,b) € Q™ x Q™ : [a,b] C V'}
abzéihlbar und
V= U a0

[a,b]CV, a,beQ™
(Denn: Ist z = (z1,...,%,) € V, so existiert ein ¢ > 0 mit U.(z) C V. Weiter

existieren aj,b; € Q mit

:Ej—6/(2\/m) <aj <y Sbj <6/(2\/E) .

—3

Insbesondere ist dann z € [a,b] = [] [a;, b;]. Ist weiter y € [a, b] beliebig, so folgt

7j=1

m

z =y = Jay —yl” <&
j=1
also y € Ug(z). Folglich ist = € [a,b] C V, d. h. z liegt in der rechten Seite. Die andere
Inklusion ist klar nach Definition.)
Damit folgt: f = (f1,..., fm)? : @ — R™ ist schon dann (.%, %,,)-messbar, wenn fiir
alle [a,b] C R™ gilt
fHa,b) €.7.

(Denn: Ist V' C R™ offen, so gilt

o= U et s

[a.b]CV, a,beQd
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Nach B. 23.5.1. ist f messbar.)

2. Essei f = (f1,...,fm)’ : Q= R™. Dannist f (., %,,)-messbar genau dann, wenn
fiy-ooy fm (7, %B)-messbar sind.

(Denn:

, =% Hsgiltfirj=1,...,m

fi=mpjof,

wobei p; : R™ — R die Projektion auf die j-te Komponente bezeichnet. Da p; stetig
ist, ist f; (-, %)-messbar nach B. 23.5.2.

m
» <= “Ist [a,b] = [][aj,b;], so gilt
j=1

7)) = () £ M (azb]) € 7
j=1

Damit ist f nach 1. (-, % )-messbar.)

3. Als wichtige Folgerung aus 2. erhalten wir etwa: Sind f, g : Q — K messbar, so sind
auch f 4+ g und f - g messbar.

(Denn: Es reicht, die Behauptung fiir reellwertige f, g zu beweisen (!). Die Abbildungen
+:RxR—=Rund-:R xR — R sind stetig. AuBerdem ist (f,g) : @ — R? messbar
nach 2. Also sind nach B. 23.5.2. auch f + ¢ und f - g messbar.)

4. Fir m = 1 gilt weiterhin: f : © — R ist schon dann (., %)-messbar, wenn nur
f~H((—o00,b]) € & fiir alle b € R gilt. (Man beachte: Fiir a < b ist

[a,b] = (—00,0]\ | J (—00,a—1/n] )

neN

Definition 23.9 Ist (£2,.7) ein Messraum, so heifit eine Abbildung p : % — [0, o]
Maf$ auf .7 (bzw. (R2,.7)), falls
(M1): pu(#) = 0

(M2): Ist (A,) eine Folge paarweise disjunkter (kurz p. d.) Mengen in .% (p. d. heifit
A;N A, =0, fur alle & # j), so gilt mit der Konvention oo + a := oo fiir alle

a € [0, 00]
1( U Ap) = ZN(An)-
neN n=1

Das Tripel (£2,.%, 1) heifit dann MafSraum.

Wir stellen einige wichtige Eigenschaften von Mafien zusammen.

Satz 23.10 Es sei (2,7, u) ein MafSraum. Dann gilt:
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1. p ist endlich-additiv, d.h. sind Aq,...,A, € % p. d., so gilt
u( U Aj) = ul4).
j=1 j=1

2. Sind A,B €. mit AC B, so gilt
p(A) +pu(B\ A) = u(B)
(und damit insbesondere u(A) < u(B)).
3. Ist (Ay) eine Folge in . mit A, 1 A, so gilt
1(An) T p(A)

( ,Stetigkeit von unten®).

Beweis.

1. Wir setzen A; := () fiir j > n. Dann sind A; (j € N) p. d. und damit
n o6} o n
u( U Aj) = u( U Aj) =Y w(4)) = u(4y).
j=n j=1 j=1 j=1
2. Esgilt B=AU(B\ A) und AN (B\ A) =0, also ist nach 1.
1(B) = p(A) + u(B\ A).
3. Ist p(An) = oo fiir ein N € N, so ist nach 2. auch
p(Ap) =00 (n > N) und p(A) = oco.
Es sei also u(A,) < oo (n € N). Wir betrachten (mit Ag := )
B, = A, \ A1 (n € N)

Dann sind auch die B, p. d., und es gilt ([U])

A= ] 4, =] B

neN neN
Damit erhalten wir
n 9 n
p(An) = > [w(A) = p(A)] =D (A \ A1)
j=1 7j=1
>0 o
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Beispiel 23.11 (unser ,Held)
Man kann zeigen (siche Wahrscheinlichkeitstheorie): Es gibt genau ein Mafi A = )y
auf %y (also auf den Borelmengen in R?) mit

>\< ﬁ[aj, bj]) = ﬁ(bj —aj;) fir alle [a,0].

j=1 j=1
Dieses Maf} heifit Lebesgue-Maf (oder auch Lebesgue-Borel-Mafl) auf %y.
Es gilt fir A € %y

1. M(A) =inf{Xq(U) : U D A offen}
2. M(A) = sup{\y(K) : K C A kompakt}.

Wichtig fiir uns ist insbesondere das Verhalten des Lebesgue-Mafles unter affin-linearen
Transformationen:
Ist C € R mit det(C) # 0, b € R und T : RY — R? mit T'(z) = Cz + b fiir z € R,
so gilt

Aa(T(A)) = [det(C)|Aa(4) (A€ ZBy).
(Man beachte dabei: da T~! existiert und stetig ist, gilt T(A4) = (T~1) "1 (A) € 4;.)
Insbesondere ergibt sich, dass das Lebesgue-Maf} invariant unter affin-orthogonalen
Transformationen (sog. Bewegungen) ist, d. h. ist T'(z) = Cx + b mit C' orthogonal,
so folgt A\(T(A)) = A(A). Wieder als Spezialfall (mit C' = Ej) folgt die Translati-
onsinvarianz, d. h. fiir alle A € %; haben A und A+ b := {a+ b : a € A} gleiches
Lebesgue-Ma#.
Schliefllich gilt noch: Ist A ein affiner Teilraum der Dimension < d, so ist A¢(A) = 0.

Wir wollen nun Integrale bzgl. Maflen definieren. Dafiir betrachten wir, &hnich wie im
Falle des Regelfunktionen-Integrals, zunéchst wieder sehr einfache Funktionen.

Wir verwenden dabei folgende duflerst suggestive Kurzschreibweise: Sind 2, Y beliebige
Mengen, sind f,g: € — Y und ist R eine Relation auf Y, so schreiben wir

{/fRg} :={z € Q: f(z)Rg(x)}.
Ist etwa Y =R, so ist fir « € R
{f<a}={z€Q: f(z) <a} = f'((~00,a])
oder
{f>gt={z€Q: f(z)>g(x)}

usw.

Auflerdem schreiben auch kurz p(fRg) statt u({fRg}) (falls definert).
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Definition 23.12 Es sei (£2,.%) ein Messraum.

1. Eine Funktion ¢ : Q — K heifit (.-)Elementarfunktion (oder (.7-)einfach), falls
©(€) endlich ist und falls {p = a} € . fiir alle a € () gilt.
Wir setzen

E :=FE(Q,7):={p: Q= K: ¢ Elementarfunktion}

und
E, =E(0,9):={p€E:p>0aufQ}.

2. Ist p ein Maf auf ., so setzen wir ferner

BE(p) == E(Q,.7,n) :=={p € E: p(p # 0) < oo}.

Beispiel 23.13 Es sei (£2,.%) ein Messraum. Ist A € .7, so ist die Indikatorfunktion
X 4, definiert durch
1, z€A

xA(x) = 14(x) := { 0. wdA

eine Elementarfunktion. Insbesondere sind damit im Falle (Q,.7) = (R, %) etwa

X[a,b)> XQ> - - - Elementarfunktionen.

Definition 23.14 Es sei (Q2,.%, ) ein Mafiraum. Wir setzen fiir ¢ € Ey U E(p) (mit
der Konvention oo -0 := 0, 00 - z := oo fiir z > 0)

€ [0,00], falls p € B4
pdp = /so(:v)du(:v) 1= plp =a) -«
/ ae%m e K, falls ¢ € E(u)

Bemerkung 23.15 Man kann zeigen (nicht schwer, aber etwas umstindlich, daher

Verweis auf Wahrscheinlichkeitstheorie):

e Summen und Produkte von Elementarfunktionen sind wieder Elementarfunktio-

nen.

e E(u) ist ein linearer Raum, und fiir ¢, € E(u),a,b € K gilt

/(atp+b¢)du:a/apdu+b/¢du.

Fir ¢, € EL und a,b > 0 ist ap + by € E4, und es gilt wieder

/(a<p+bzp)du:a/<pdu+b/z/;du.
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e Firalle p € Ef UE(u) ist

\/wdu\ S/Isoldu

(mit |oo| := 00).

Beispiel 23.16 Ist (2, %, u) = (R, %, \) und ist ¢ = X/q4], S0 gilt

/(pd)\:)\(gozl)-lz)\([a,b]) =b—a,

also
b

/(pd)\:/lda:.

a

Ist also allgemeiner fiira =29 <21 <...<zp=bund ¢y,...,c, €K

n
p = ch *Xzj_1,35]
J=1

so gilt
b

/godA = ZCJ-(.TJ' —xj_1) = /<P|[a,b]($) dz,
7j=1

a
d.h. fir Treppenfunktionen wie in Abschnitt 13 stimmt das dort definierte Integral
mit dem Integral bzgl. des Lebesgue-Mafles iiberein.

Definition 23.17 Es sei (£2,.”, 1) ein Mafliraum. Wir setzen

M =MQ,) :={f:Q— K: f messbar}
My =M (Q,.7):={feM:f>0}

und fir f € M
/fdu = Sup{/sodu tp€e by, < f} (€ [0,00]).
Offensichtlich gilt fiir f,g € M, mit f < g auch

/fdu < /gdu-

Auflerdem gilt

Satz 23.18 (monotone Konvergenz; Levi)
Ist (fn) eine Folge in My mit f, 1 f, so ist auch f € My, und es gilt

/fnduT/fdu-
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Beweis. Nach S.23.6 ist f € M. Aus f,, T f ergibt sich sofort

[ it tima, [ fudn =i € [0,00]

und ¢ < [ fdu. Es bleibt lediglich ¢ > [ fdu zu zeigen. Dazu seien ¢ € E; mit ¢ < f
und § € (0,1) gegeben. Wir setzen fiir a € ()

Apo:={p=a}N{f, >da} (n € N).
Dann ist A, o € . und A, o T {¢ = a}, also auf Grund der Stetigkeit von unten
p(Ana) tu(p=0a)  (n—o0).

Mit ¢y := 3. XA, folgt

aEN
/smbndu = > /sOXAn,aduz Y - p(Ana)
agp() a€p(Q)
— Y au(@za)z/wdﬂ (n = o)
acp()

und 0 - @ - ¥, < fy, also

5-/¢duznlgngo/(5-¢-wn)duSnlggo/fnduza

Da § < 1 beliebig war, ist auch [ @du < ¢, und da ¢ € E; mit ¢ < f beliebig war, ist
auch [ fdu <e. O

Bemerkung 23.19 Es sei stets (2,.7, 1) ein Mafiraum.

1. Mna kann zeigen (vgl. Wahrscheinlichkeitstheorie): Ist f : € — K messbar, so
existiert eine Folge () in E mit ¢, — f und |p,| < |f|. Ist f € M4, so kann man
dabei 0 < ¢, (z) T f(z) erreichen.

2. Es seien f,g € M. Nach B. 23.15 existieren Folgen (¢,), (¥,) in E4 mit ¢, T
fy¥n T ¢. Damit gilt auch ¢, + ¥, T f + ¢, also mit S. 23.18

/(f+g)du = lim [ (pn +¢n)dy = lim (/wndwr/wndu)
= nlggo/npdu—i-nh_}rgo/wndu:/fdu—i-/gdu.

3. Es gilt folgendes sogenannte Lemma von Fatou:
Ist (f,) eine beliebige Folge in M, so, dass f := liminf f,, existiert, so gilt f € M,

/ fdp < lim / Fudi.
n—oo

und
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(Denn: Wir definieren fiir n € N

= inf fg.
dn kgnfk

Dann ist g, € My ([U]), und es gilt g, < fi fiir alle & > n, d.h.

/gndu < /fkdu (k>n)

und damit auch

dp < inf du.

/gn H_égn/fk z

Auflerdem gilt g, T lim f, = f, also ist nach S. 23.18 f € M, mit
n— 00

[ tin=tim [ g < tim iut [ 5=t [ g

Definition 23.20 Es sei (f,) eine Folge in M mit f, — f und so, dass |f,| < g fiir
ein g € My mit [ gdp < oo. Dann sprechen wir von (u-)dominierter Konvergenz und
schreiben

fn— f p-dominiert .

Satz 23.21 (dominierte Konvergenz; Lebesgue)
Ist (fy) eine Folge in M mit f, — [ p-dominiert, so gilt

/|fn—f|d,u—>0 (n = o0).

Beweis. Wir setzen h,, := %|f, — f|. Dann ist h, € My. Aus 0 < g — h, < g und
g — hy — ¢ folgt mit dem Lemma von Fatou

/gduSlim/(g—hn)duélim/(g—hn)duS/gdu,

d.h.
/(9 — hy)dp — /gdu (n — 00).

Auflerdem ist nach B. 23.19.1
/gd,u = /(g — hyp)dp + /hndu,

/hnduzfgdu—/(g—hn)du%O (n — 00).

also

a

Damit kommen wir schliellich zur Definition des Integrales fiir allgemeine K-wertige

Funktionen.
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Bemerkung und Definition 23.22 Es sei (2,.7, 1) ein Mafiraum. Wir sagen, f €
M sei p-integrierbar, falls

[ 11du <.

Ferner setzen wir

M(p) =M, p) :={f: Q— K:|f| u -integrierbar}

/fdu = nlgngo/@ndu,

wobei () eine beliebige Folge in E(u) mit ¢, — f p-dominiert.
Man beachte dabei: Nach B. 23.15 existiert eine solche Folge (¢,) (man beachte:
g :=|f| ist eine geeignete dominierende Funktion).

und fiir f € M(p)

Auflerdem gilt fiir eine beliebige Folge (¢) in E(u) mit ¢ — f und |p,| < g, wobei
Jgdp < oo,

‘/wndu—/wmdu‘ = ‘/(wn—wm)du‘ S/Ison—cpmldu

[tea fidn+ [ tom fian.

IN

Aus dem Satz von Lebesgue folgt
[len=fldn =0 (o)

und damit ist ([ ¢pdu) eine Cauchy-Folge in K, also konvergent. Ist schlieBlich (¢;,)
eine weitere Folge in F(p) mit 1, — f,|¢n] <|f|, so gilt entsprechend

‘/wndu—/wndu‘ S/Iwn—fldu+/|1/)n—f|du—>0,

d.h. die Definition ist unabhéngig von der Wahl der Folge (¢y,).
Auflerdem kann im Falle f > 0 (d.h. f € M) die Folge (¢,) so gewihlt werden, dass
0 <, T f. Also stimmen die alte und die neue Definition fiir f € M nach dem Satz

von der monotonen Konvergenz iiberein.

Bemerkung 23.23 Durch Ubertragung der entsprechenden Eigenschaften fiir Ele-

mentarfunktionen erhalt man leicht:

e Fiir alle f,g € M(p) und a,b € K gilt

/(af+bf)du:a/fd,u+b/gd,u.
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‘/fdu‘ S/Ifldu-

Bemerkung und Definition 23.24 Es sei (2,.%, ;) ein Mafiraum, und es sei D €
<. Wir setzen

e Fiir alle f € M(p) ist

SND:={AnND:Aec”} (={Ae¥:ACD})

und
KD = H|7nD-
Dann ist . N D eine o-Algebra auf D (die sog. Spur-o-Algebra bzgl. D) und pup ein

Maf auf ¥ N D, d.h. (D,. N D, up) ist ein Mafiraum.
Ist speziell (X, d) ein metrischer Raum und ist D € #x, so ist

Bp = Bx ND,

wobei #p die Borel-o-Algebra in (D, d pyp) bezeichnet ([U]).
Wir setzen fir f € M, (D, N D)UM(D,. ND,up)

[ tan= [ faun.
D

Damit erhalten wir: Ist f € M(Q,.7), so ist fijp € M(D, N D), und fiir f €

M, UM () gilt
/fXDd,U:/fu)dM-
D

(Denn: Fiir f = x4, wobei A € ., gilt

/XAXDdM = /XAnDdu =u(AND)=pup(AND) = /XA|Ddu-
D

Also gilt die Behauptung fiir Indikatorfunktionen. Aus Linearititsgriinden gilt sie da-
mit auch fir ¢ € E U E(u) und durch Grenziibergang unter Anwendung des Satzes
von der monotonen Konvergenz bzw. des Satzes von der dominierten Konvergenz auch
fir f e Mo UM(p).

Diese Schlussweise von Indikatorfunktionen iiber Elementarfunktionen hin zu beliebi-
gen Funktionen in My U M (u) heifit Standardschluss.)

Wir schreiben im Weiteren dann auch kurz / fdu statt / Fxp dp.
D

Beispiel 23.25 Es sei f € RJa,b] fiir ein Intervall [a,b]. Dann existiert eine Folge
(¢n) von Treppenfunktionen mit ¢, — f gleichmiBig auf [a,b]. Insbesondere gilt



23 MASSE UND INTEGRALE 248

dann @, € E(Ap) und |@,] < ||f]loo + 1 fiir n geniigend grof. Da A([a, b]) < oo gilt,
folgt mit dem Satz von Lebesgue

b

/fd)\: lim OndA :/f(x) dz,
n—r00
[a,b]

la,b] @
——

:fab on () dz

d.h. Lebesgueintegral und Regelfunktionenintegral stimmen iiberein.

Dariiber hinaus erhalten wir auch ([U]): Ist f : [a,b) — R mit f € RJa, B] fir alle

b—
a < B < b so, dass / | f| existiert, so ist f € M(Xj,p)) und es gilt
a

b/f(x)d:z:: /fdA.
a [a.6)
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24 Transformation von Maflen

Bemerkung und Definition 24.1 Es seien (€2,.7, ) ein Mafiraum, (Y, d) ein me-
trischer Raum und 7" : 2 = Y messbar. Dann ist durch

W(B) = pu(TH(B) (B eBy)

ein Maf} auf %y gegeben. Dieses Maf} heifit Bildmafl von p unter T

(Denn: p"(0) = p(T7H(0)) = p(®) = 0, also ist (M1) erfiillt. Ist (B,) eine Folge
p. d. Mengen in %y, so sind auch T~Y(B,,) € ¥ p. d. (da T~(B,) N T~Y(B,) =
T~Y(Bn N Bp))). Also folgt

(05 = e (O ) =u( rim) -

= Y u(TN(Bn) =) u"(Bn))
n=1 n=1

Man kann mit Standardschluss leicht zeigen:
Bs ist f € M, (Y,%y)U M(Y,%y,u") genau dann, wenn f oT € M, (Q,.) U
M(Q, ., 1) und in diesem Falle gilt folgende Transformationsformel

/fd,uT:/fonu.

Beispiel 24.2 1. Ist A das Lebesgue-Maf auf %, und ist T : RY — R, T'(z) = Cz +b
mit det(C) # 0 (vgl. B.23.11), so gilt

AT (A) = M(T(A)) = |det C| - A(A)
d.h.
AT = |det C| - A
bzw.
A=A = 0T = (|det O] - N7
2. Essei S:={z€C:|z| =1} und T : [0,27] — S mit T(z) = €’*. Dann ist durch

1 T
m = o Alo,2n)

ein Mafl auf Zg gegeben. Dabei gilt fiir n € Z mit obiger Transformationsformel

27

nd 1 CALP SN 1 ine g b =0
/z m(z) = o / (€")"dA(z) = %/e r= Lei”ﬂ%” =0, fallsn#0
[0,27@ 0 2min ’
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Bemerkung und Definition 24.3 Esseien (€2,., ) ein Mafiraum und h € M, (9, .%).
Dann ist durch

v(A) := /hd,u (AeY)
A
ein MaB auf . defininiert. Wir schreiben dafiir k- 4 und nennen h Dichte von v bzgl.

"
V(D) = /hdu - /Odu 0.

(Denn: Es gilt
0

Ist (Ay) eine Folge p. d. Mengen in ., so gilt

n n

Eh'XAj:h'E XA, =h-xn Th-xex
— — U 4 U 4
J1= 1= Jj=1

also mit monotoner Konvergenz

Q1) - firg ot o
- J .
= Y [ hxadi= Yo v(4))
=1 j=1

Wieder kann man durch Standardschluss zeigen: Es ist f € M (h-u) genau dann, wenn
f+-h € M(p) und in diesem Falle sowie im Falle f € M, gilt:

[t = [ thip.

Beispiel 24.4 Es sei h : R — R definiert durch

h(z) = \/12?6—372/2 (x € R).

Dann ist h - A ein Mafl auf 4, und es gilt

(hA)(R) = /hdA = \/12? 7Oe_x2/2dw =1,

d.h. die ,Gesamtmasse®“ ist 1. Das Maf} h - A heifit Standard-Normalverteilung.

Bemerkung und Definition 24.5 Es seien U,V C R¢ offen, und es sei T : U — V
bijektiv mit 7 € C*(U,R?) und det JT(z) # 0 (x € U). Dann ist nach dem Hauptsatz
iiber Umkehrfunktionen (S. 17.3) auch 77! : V — U in CY(V,R?) und es gilt

(JT) ' =J(T YHoT.

Eine Abbildung 7' : U — V mit diesen Eigenschaften nennt man einen Diffeomorphis-
mus von U nach V.
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Satz 24.6 (Substitutionsregel)
Es seien U,V C R? offen, und es sei T : U — V ein Diffeomorphismus. Dann gilt

1. Ay = (|det JT| - \p)7,

2. Ist f : V — K messbar, so ist f € M(A\y) genau dann, wenn (f oT)|det JT| €
M(\y), und in diesem Falle gilt

/fdA:/(foT)|detJT|d>\.
14 U

Beweis.
Fiir ¢ = (¢&1,...,&) € R und o > 0 sei

Q= Qea= (& —a/Vd, & +a/Vd] x ... x (&4 — a/Vd, &+ a/Vd]

der ,,(halboffene) Wiirfel mit Zentrum £ und Durchmesser 2o, Ferner setzen wir fiir
¢EelU

Te(z) :== T(E) + JT(E) (- &) (v €RY).
1. Wir zeigen: Fiir alle kompakte Teilmengen L von U und alle € > 0 existiert ein § =

d(L,e) > 0 so, dass fiir jeden Wiirfel Q = Q¢ o mit Zentrum ¢ € L und Durchmesser
<20 (d.h. a < 9) gilt: Q@ C U und

T(Q) CTe(Qe (142)a) -

Beweis dazu: Es seien L C U kompakt und ¢ > 0. Da (JT)~! = JT~! o T stetig auf
U ist, existiert
M := JTE) -
wax | (JT(6) " |

Wir setzen fiir p > 0

Up(L) = U Up(f) :

el

Dann ist U,(L) offen und beschrankt, und es gilt fir p > 0 geniigend klein
UyL)cU

(da dist(L,U€) > 0; vgl. Beweis zu S. 19.5). Da JT stetig auf U, also gleichmafig
stetig auf der kompakten Menge U,(L) ist, existiert ein ¢ € (0, p) so, dass

€

1T(r) =TT <

fir alle £ € L, 7 € Us(€).
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Nach B. 17.2 existiert fiir alle £ € L und z € Us(§) ein 7 € Us(§) C Up(L) mit

T(z) = Te(z)] = (T —Te)(z) = (T = Te) (§)]
< T =Te) () - |z =&
= T =IO e~ € < T rlo =]
Da Tg_ly — Tg_lz = (JT(&)) My — 2) fiir alle £ € U und y,z € R? gilt, folgt hieraus

fiir alle ¢ € L und z € Us(€)

[T (@) =] = [T ' (Ta)) ~ T (@) < MIT() = Te(a)| < ol .

Ist also z € Q = Q¢,o mit o < 0, s0 ist |z — {| < a < 0 und damit

1T (T (2)) — o < %a.

Folglich ist

T T (2) € Qe (142)a
bzw.

T(7) € Te(Qe (14£)a) -
2. Wir setzen h := |det JT'| und zeigen:

Av < (h-Ap)"

Zunichst geniigt es dazu,
A(B) < (hAv)"(B)

fiir alle B C V kompakt zu beweisen (denn dann ist fir A € %y und B C A kompakt
auch

A(B) < (hav)"(A)
und damit nach B. 23.11

A(A) = sup{\(B) : B C Akompakt} < (hAy)T(A)).

Weiter ist B C V kompakt genau dann, wenn K = T~ '(B) C U kompakt ist. Also ist
zu zeigen: Fiir alle K C U kompakt ist

AT(K)) < (h- Av)(K).
Beweis dazu: Es sei K C U kompakt . Ist Uy offen und beschrénkt mit
KcUycUycU,
so existiert, da h stetig auf U,

¢ = max h(z)
Ug
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Fiir alle N € %y, ergibt sich dann

(hAy)(N) = / hd < cA(N).
N

Nun sei € > 0 gegeben. Ist p = p. > 0 so klein, dass L := U,(K) C Up und A\(L\K) < €
(existiert nach B. 23.11), so folgt

(M)(E) = (hAo)(K) + (hAo)(L\K)
< (hA)(K) + ¢~ MI\K) < (hAp)(K) + cz.

Da h stetig auf der kompakten Menge L ist, ist h gleichméBig stetig auf L. Also existiert
ein 6 = d. € (0,0(L,¢)) (wobei §(L, ) wie in 1.) mit

h(§) < h(z) +¢ fir alle z,{ €L, [z - <6.

Dabei sei weiterhin 6 < p/2 (dann ist jeder Wiirfel mit Durchmesser < 2§, der K
schneidet, in L enthalten).

Durch Uberdecken von K mit einem Gitter aus (halboffenen) Wiirfeln mit Durchmes-
ser 2a, wobei a < 0, sieht man, dass endlich viele Wiirfel Q,,, = Q¢,,.o (m=1,...,N)
mit folgenden Eigenschaften existieren:

N
(i) Kc U QmcClr,

m=1

(ii) Qm sind paarweise disjunkt (hierfiir haben wir ,halboffene* Wiirfel gewihlt).

Damit folgt

—~
—
Nad

.. oo N
Qm)) (11),T:bljele Z )\(T(Qm))

1 m=1

A(T(K))

VAN
>
—~
=
T C =

INE
(1=
=
3
3
O
oy
3
=
+
N

N
PEE NS h(em)M Qe (140)0)

3
5

N
= (1+ E)d Z h(&m) M @Qm)

m

Il
s

WE

IN

1+ ((h+e)-Av)(Qm)

3
1§

—
—
=t

Nabd

N
(L+e)((h+e) - 20)(|JQm)
1

IN

(14 &) ((h - A\y) (L) + eX(Uy))
(1+e)*((h- Av)(K) + e(A(Up) +¢)) -

IN
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Da e > 0 beliebig war, ist A\(T'(K)) < (h - Ap)(K).
3. Wendet man 2. mit 7~! statt 7" an, so ergibt sich

1

A < (|det JT Y - ap) T

bzw.
M < |det JT7H - Ay

und damit auch

Weiter ist ([U])
L D L T\ '
- 0. — _ 0 .
|det JT-1] "V~ \|det JT-T| v

und nach der Umkehrregel ist (1/|det JT~!|)oT = (1/|det JT ' o T)| = h. Also folgt
1
=(JT)~

(hAv)" < Av.

Mit 2. ergibt sich der erste Teil des Satzes.
4. Die zweite Teil ergibt sich unmittelbar aus dem ersten unter Verwendung der Trans-

formationsformel und der Formel fiir die Integration bzgl. Maflen mit Dichten aus
B./D. 24.3. a

Bemerkung 24.7 Um die Substitutionsregel nutzen zu konnen, brauchen wir noch
ein zweites wichtiges Resultat der mehrdimensionalen Integrationstheorie, den folgen-
den Satz von Fubini, fir dessen Beweis wieder auf die Wahrscheinlichkeitstheorie ver-
weisen:

Es seien A € By und B € PByy,. Ferner sei f € M(Aaxp).
Dann existiert eine Menge N € B mit A\p,(N) = 0 und so, dass

z— f(z,y)

fiir alle y € B\ N Ag-integrierbar ist. Auflerdem gilt dann

[ txien= [ [ 1 date)drntw)
B A

AxXB

(wobei wir fir y € N etwa [, f(z,y) d\q(z) := 0 setzen). Entsprechend existiert eine
Menge M € B4 mit \g(M) =0 und so, dass

y+— f(z,y)
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fiir alle x € A\ M Ap-integrierbar ist, und dass gilt

[ f i = //fa:ydA y)dAa()

AxB

(wobei [5 f(x,y)d\y(y) := 0 fir z € M).

In Anwendungen der Substitutionsregel treten Transformationen mit Polarkoordinaten

besonders hiufig auf.

Beispiel 24.8 (ebene Polarkoordinaten, vgl. B. 17.4).
Wir betrachten die Funktion T': U — V, definiert durch

T COS

T = (15?)  (ne) e D).

rsin g
wobei U = (0,00) x (—m,7) und V = R?\ ((—o0,0] x {0}).
Dann ist 7 : U — V bijektiv und 7' € C'(U) mit

det JT(r,p) =7 >0

(siehe B. 17.4). Also erhalten wir mit S. 24.6 fur alle messbaren f: V — K:
f ist genau dann Ay-integrierbar, wenn (r, @) — 7f(T(r,¢)) Ay-integrierbar ist, und
dann gilt

/f(x,y)dAQ(x,y) = /f(rcossoarsiw)rdx\z(r, ).
Mt dem Satz von Fubini folgt weiter

/fd)\z = / f(rcosp,rsing)rdia(r, p) / / f(rcosp,rsing)rdrdp.
v

(0,00) X (—m,m) (—m,m) (0,00)

Ist speziell f = xy,(0), so gilt

1, falls 0<r<R
f(T(’l", 90)) = { ?
0, sonst.
also (beachte: Ao(V¢) = 0 nach B. 23.11)
T R m
r?|R R? 9
Ao (Ur(0)) = Ao (Ur(0)NV) = /XUT(O) Ao = //rdrahp - / E‘Odgo = 2n—- = 7R,
4 —m 0 -

Fiir Mengen M C R? der Form

M ={(rcosp,rsing) : 0 <r < p(p), p € (—m,m)},
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mit einer (messbaren) Funktion p : (—m, m) — [0, 00) ergibt sich allgemeiner

m p(p) m
1
2o(M) = 010V) = [xdre= [ [ rirae =3 [ )0
Vv —m 0

-
(ist etwa M = S, g = {(cos p,sinp) : @ < ¢ < B} ein Kreissektor, so ist
L, a<p<p
plp) =
0, sonst.

also 5
1 1
Ma(Sug) = 5 [ do=3(6-a))

Q

Beispiel 24.9 (Sphirische Polarkoordinaten)
Wir betrachten die Abbildung 7': U — V mit

7 ¢os ¢ cos ¥

T(r,p,9) = | rsingcosd ((r,p,9) € U),
rsind
wobei
U=(0,00) x (—m,m) X (—7/2,7/2)
und

V=T(U)=R*\ ((—00,0] x {0} x R).

Man kann dafiir zeigen ([U]): Es ist 7 € C'(U,R?) und T': U — V bijektiv mit

| det JT'(r, p,9)| = 1% cos ¥ ((ryp,9) € U)
(Entwicklung nach der letzten Zeile). Also erhalten wir mit S. 24.6: Ist f : R? — R
messbar, so ist f genau dann Ay-integrierbar, wenn

(r,0,9) — f(T(r,p,9))r? cos®
Ay-integrierbar ist, und dann gilt
/ fdrs = / F(T(r,p,9)) r° cos 9 dAs(r, i, 9) .
U

v

Mit dem Satz von Fubini ergibt sich weiter

/ fdy = / F(T(r,0,9) 1 cos D ds(r, 0, 9)
v (O,OO)X(—W,JI’)X(—_TW,%)
T /2
Fubini / / / F(T(r, p,9)) % cos ¥ drdddy

—7 771'/2 0
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Ist etwa f = 1y, (o) (in R3), so gilt

1, falls 0<r<R
f(T(r,p,9)) = ;

0, sonst.
also (da A3(V*¢) =0)
x ©/2 R
A3(Ug(0)) = ,\(UR(o)mV):/fd,\gz/ /r2c0s19drd79d<p:
174 —7l'77r/2 0
g W T2 3
R AR
= 3/ / cos ¥ di dy = 5
- —7/2
—_—

=2

Manchmal lassen sich {iber den Umweg mehrdimensionaler Integration auch eindimen-

sionale Integrale elegant berechnen. Wir betrachten auch hierzu ein Beispiel.

Beispiel 24.10 Die Beta-Funktion B : (0,00) x (0,00) — R ist definiert durch
-
Blpg) = [ 07 1-0"dt (pg>0)
ot

(man beachte: das uneigentliche Integral existiert). Substituiert man ¢ = cos? ¢, so

folgt
w/2

Blpa) =2 [ o () st (o).
0
Weiter gilt filr a > 0

o0 o0

. 1 1
/TQa—le—Tzdr =3 /to‘_le_tdt = 5l(a),

0 0
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wobei I' die Eulersche Gammafunktion bezeichnet. Also ist

B(p.oT(p+a) = 2| Bpor?™ e dr

w/2
/(r cos )P~ (r sin <p)2qflefr2rdgodr
0

0\8 0\8

= 2y e Gy (2, )
(0,00) % (0,00)
s %
Fubind 4/9521’ Lo d\(z /yQp Le ¥ dA(y)
0 0
= T,
- B - DO

258
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25 Holomorphe Funktionen und Cauchyscher Integral-
satz

Die Funktionentheorie beschéftigt sich im Wesentlichen mit Funktionen f : Q@ — C,
wobei 2 C C offen und f differenzierbar ist. Da man solche Funktionen auch als (kom-
plexwertige) Funktionen zweier reeller Variablen auffassen kann, wollen wir zunichst

kurz auf die Unterschiede zwischen reeller und komplexer Differenzierbarkeit eingehen.

Bemerkung 25.1 Es sei M C C(= R?), und es sei f : M — C. Ist f (komplex)
differenzierbar an der Stelle zp € M (gemé&f D. 10.1) und existiert fiir ein € C,|{| =1
die Richtungsableitung d¢ f(z0) (geméfl D. 15.3), so gilt

¢ f(20) = f'(20) - €. (25.1)
(Denn: Jeweils nach Definition gilt

f(z0 +1¢) — f(20) f(z0 +1¢) — f(20)

Icf(z0) = lim t = (- lim ct = (- f'(20)-)
Existieren insbesondere g—;(zo) = 0;f(z) und Z:J;(ZO) = 01 f(2p), so gilt
0 0
o) =i o) (25.2)

oder mit anderen Worten

arad (z0) = o2 (z0) (1) |

1

Ist M C C offen und ist f komplex differenzierbar an zy, so gilt (25.1) fiir alle ¢ und
damit insbesondere (25.2).

Ist umgekehrt M offen, f reell differenzierbar an zy und gilt (25.2), so ist f auch
komplex differenzierbar an zp.

(Denn: Da f reell differenzierbar an zj ist, existiert eine Funktion ¢ : @ — C mit
e(z) = 0(z — zp) und so, dass

F&) = slan) + a5 (27 2) e = ol el

T — T
Y —Yo

= S+ 5 o) (0 (D7) s = el

= 1)+ 2L Ga)e = 20) +1e = sl e(2)

Nach der Zerlegungsformel (S. 10.6) ist f (komplex) differenzierbar an zp mit f'(zg) =

o (0).)
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Definition 25.2 Es sei 2 C C offen, und es sei f : 2 — C. Dann heifit f holomorph
in Q, falls f’ auf Q existiert und stetig ist. Wir setzen

H(Q):={f:Q2— C: f holomorph in Q} .

Satz 25.3 FEs sei Q2 C C offen. Fiir f : Q — C sind dquivalent
a) f ist holomorph in §Q.

b) f€CHN), und es gilt (25.2) fiir alle z € €.

Beweis.
a) = b): Ist f holomorph in ©Q, so ist f’ stetig auf Q und damit sind nach B. 25.1 auch
die partiellen Ableitungen stetig auf 2 (und es gilt (25.2)).

b) = a): Ist f € CY(Q), so sind die partiellen Ableitungen stetig auf Q. Nach S. 15.13
ist f insbesondere reell differenzierbar auf 2. Nach B. 25.1 ist f komplex differenzierbar
an zg. Da % stetig auf € ist, ist f holomorph. O

Beispiel 25.4 Es seien (a,) eine Folge in C und 2y € C. Dann ist durch
o0
f(z) ::Za,,(z—zo)” |z — 20| < R
v=0

eine holomorphe Funktion im Konvergenzkreis der Potenzreihe gegeben (denn nach S.
12.5 ist f sogar beliebig oft differenzierbar in |z — 2zy| < R).
Insbesondere sind also Funktionen wie exp, sin, cos und alle Polynome holomorph in

C.

Ein wesentliches Ziel wird es sein, zu zeigen, dass jede holomorphe Funktion ,,lokal“ als
Potenzreihe gegeben und damit nach S. 12.5 insbesondere beliebig oft differenzierbar
ist. Eine Art mathematisches Wunder!

Wir wenden uns zunichst der Frage nach der Existenz von Stammfunktionen zu.
Vorbereitend dazu gibt es ein Ergebnis iiber die Differenzierbarkeit von Parameterin-

tegralen.

Satz 25.5 Es sei U C C offen, und es sei I = [a,b] C R. Ferner sei f : U x I — C

so, dass
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1. f(z,-) fir alle z € U eine Regelfunktion ist,

N

L= f!(-,t) stetig

Q

2. f(-,t) fir alle t € I differenzierbar und % :U x I — C mit
18t.
Dann ist F : U — C, definiert durch

b

F(z) ::/f(z,t)dt (z€U),

a

differenzierbar auf U mit

b
F'(2) :/Z(z,t)dt (2 € U).

Beweis. Es sei zyp € U fest. Dann existiert ein r > 0 so, dass M := U,(z) in U liegt.
Wir setzen fiir ¢t € 1

hi(2) := f(z,t) — % (z0,t) - 2 (z€U).

Dann ist h; differenzierbar auf U mit

W) =L - L ew)

Es sei € > 0 gegeben. Da % stetig auf M x I und ferner M x I kompakt ist, ist %
gleichméaBig stetig auf M x I. Also existiert ein 6 € (0,r) so, dass

|hi(2)] < e (|z — 20| < 0,t €1I).

Ist z € U mit 0 < |z — 29| < 0, so ergibt sich mit ¢ := é:;g' und p := |z — zp| fiir alle
t € I nach dem HDI, Teil 2

p p
()~ halan) = [ Dehzo + 500 = [ hifan +5Q)ds .
0 0

Hieraus folgt fiir alle t € [

17(21) = (a0, 0) = 92 (z0,8)(2 = 20)| =

—_——

p
=vma—w4mns/ﬁmm+amdséapzdz—%u
0 <e
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also
b of
FG) = Flao) — [ G oty dt- (2= 20)
z
b [
of
< | 1F(z0) = f(z0,8) — 5 (20,8) (2 — 20)| dE < ]z — 20[(b — a)
und damit )
F(z) — F(z) of
A A <A <e(b—a).
‘ — - (zg,t)dt‘ <e(b—a)
Qa
Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Bemerkung und Definition 25.6 Es sei M C C. Dann heifit M sternfirmag, falls
ein z, € (G so existiert, dass fur alle z € M die Strecke

Iz, 2] = {2z« + t(z — 2) : £ €]0,1]}

in M liegt.
Offensichtlich ist jedes konvexe Menge auch sternférmig. Ein Beispiel einer nicht-

konvexen, sternformigen Menge ist etwa M = C\ [1, 00).
Damit erhalten wir

Satz 25.7 Es sei G C C ein sternformiges Gebiet, und es sei f holomorph in G.
Dann existiert eine Funktion F : G — C mit F' = f.

Beweis. Es sei ohne Einschrinkung z, = 0. Wir definieren F' : G — C durch
1
F(z):= /z - f(zt)dt (z € G).
0
Dann gilt

% (2f(2t) = f(zt) + 2f'(z0)t (2 €U, t€[0,1]).

Da f holomorph in G ist, ist die rechte Seite stetig auf G x [0,1]. Nach S. 25.5 ist F'

differenzierbar auf G mit

1 1
F'(z) = aaz(zf(zt))dt:/f(zt) dt-l—/t-zf’(zt)dt
0 0

o _

1
F(zt) dt+t-f(zt)\§)—/f(zt) dt = f(z).
0

I
o _
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Als erste Anwendung wollen wir uns mit der Frage der Existenz von Logarithmen und
allgemeinen Potenzen in C beschéftigen. Im ersten Teil der Analysis hatten wir die
reelle Logarithmusfunktion als Umkehrung der (reellen) Exponentialfunktion definiert.
Schon die Tatsache, dass die Exponentialfunktion im Komplexen nicht mehr injektiv
ist, deutet an, dass die Situation hier komplizierter wird. Es gilt jedenfalls

Satz 25.8 Es sei G C C ein Gebiet. Dann gilt

1. Ist G sternformig mit 0 € G, und ist ferner zg € G mit zy = r9e'¥°, so existiert
eine Funktion f € H(G) mit f(zy) = Inrg + ipg und

el = fiir alle z € G .

2. Sind f,f : G — C stetig mit e/(?) = e/ (2) fir alle z € G, so ewxistiert ein k € Z
mit

f(z) = f(z) + 2kmi (z € G).

Beweis. 1. Da 0 € G ist, ist z + 1/z holomorph in G. Da G sternférmig ist, existiert
nach S. 25.7 eine Funktion f € H(G) mit f'(z) = 1/z. Dabei kann f so gewihlt
werden, dass f(z9) = Inrg + ipg gilt (ggfs. addiere man eine geeignete Konstante). Es
folgt

(e FR)Y = e 4 2e T (—f'(2)) =0 inG.
Also existiert eine Konstante ¢ mit
2z = cel/?) fur alle z € G.

Aus e/(?0) = 2 ergibt sich ¢ = 1 und damit die Behauptung.
2. Sind f, f € C(G) mit e/ = e/, so gilt

el 1) = oI 162 = 1in G

Damit ist

f(z) = f(2)
AV A/
w2) 271 <
fiir alle z € G. Da G zusammenhingend und ¢ stetig auf G ist, ist ¢(z) = const auf

G nach S. 22.14, d.h. es existiert ein k € Z mit

f(z) = f(z) + 2kmi (z € G).
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Bemerkung und Definition 25.9 Es sei G ein Gebiet. Jede Funktion f € H(G)
mit e/(*) = 2 in G heiBt Zweig des Logarithmus in G. Ist f ein solcher Zweig, so ist
auch f mit f(z) = f(z) + 2kni fiir ein k € Z ein Zweig. Nach S. 25.8.2 sind durch
diese (abzdhlbar unendlich vielen) Funktionen alle Zweige gegeben. Auflerdem zeigt
S. 25.8.2 auch, dass im Falle der Existenz eine Zweiges jede stetige Funktion f mit

e/(¥) = » _automatisch“ holomorph in G ist.

Beispiel 25.10 Es sei
C_:=C\ (—00,0].

Dann ist C_ sternformig. Nach S. 25.8.1 existiert eine in Funktion f € H(C_) mit
el?) = 2 fir alle z € C_.

(also ein Zweig des Logarithmus) und f(1) = 0.
Ist z € C_, so existieren eindeutig bestimmte r > 0 und ¢ € (=, 7) mit z = re’?. Die
Abbildung p: C_ — (0,00) X (—m, ) mit
p(z) = (r,9)  (z=re? €C.)
ist stetig auf C_ (vgl. B.17.4). Damit ist auch f: C_ — C mit
f(z) =Inr +ip (zeC_)
stetig. Weiter gilt natiirlich auch

el(2) = e Hiv — peiv — 5 (zeC.).

Da f(1) =0 = f(1) gilt, ist f(z) = f(z) in C_. Fiir z = r > 0 haben wir insbesondere
f(r) = Inr, d.h. dieser Zweig setzt den ,reellen Logarithmus“ In holomorph auf C_
fort. Wir nennen f den Hauptzweig des Logarithmus (von z) in C_ und schreiben

dafiir auch
f(z) =:logz (zeC_).

Nach S. 25.8.2 sind alle weiteren Zweige von der Form
z = log z + 2kmi = Inr + i(p + 2km)

fiir ein k € Z.
Wie sieht es mit der Giiltigkeit der Funktionalgleichung
log(zw) = log(z) + log(w)

fir z,w € C_ aus?
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Ist z = e, w = pe’ mit p,9 € (—m, ) und @ + 9 € (—m, ), so ist zw = rpe’¥+?),
Es gilt also

log(zw) = In(rg) +i(p +9) =Inr+ip +Inp+i =logz+logw.

p+0—2m)

Ist jedoch etwa @ + ¢ > 7, so ist zw = roe'l , also

log(zw) = In(ro) + i(¢ + 9 — 27) = logz + logw — 273 .

Es kommt also ein ,Korrekturterm® 27 hinzu. Im Falle ¢ + 9 = 7 ist log(zw) nicht
einmal definiert.

Die Beispiele zeigen, dass Vorsicht im Umgang mit komplexen Logarithmen angebracht
ist!

Wie im Reellen definieren wir allgemein Potenzen mit Hilfe von Logarithmen. Wir
beschrinken uns dabei auf Potenzen, die unter Verwendung des Hauptzweiges definiert
sind.

Definition 25.11 Es sei C_ = C )\ (—o0,0], und es sei b € C. Wir setzen
20 = eblogs (zeC.).

Ist speziell b = 1/k fiir ein k € N, k > 2, so schreiben wir auch {/z an Stelle von 21k,
und ist k£ = 2, so schreiben wir kurz /z. Die Funktion z — {/z heiflt Hauptzweig der
k-ten Wurzel (fix k = 2 Hauptzweig der Wurzel) (von z) in C_. Fir z = r > 0 stimmt
diese Definition nach B. 25.10 mit der aus D. C.15 iiberein.

Andere Zweige der k-ten Wurzel erhilt man durch Verwendung anderer Zweige des
Logarithmus. Auflerdem kann man allgemeine Potenzen auch in anderen Gebieten

betrachten, in denen Logarithmen existieren.

Bemerkung 25.12 1. Fiir z € C_ und by,b; € C gilt
Sbitba _ b by
Weiter ist z — 2z holomorph in C_ mit
(%) =b-2L.
2. Ist z = re"¥ € C_ mit ¢ € (—m,7), so gilt &z = ¥re/* (und damit auch

(¥/2)F = 2).

Wir beschéftigen uns nun mit dem Konzept komplexer Wegintegrale. Wir werden uns
dabei auf Integrale lings Pfaden beschrinken.



25 HOLOMORPHE FUNKTIONEN UND CAUCHYSCHER INTEGRALSATZ266

Definition 25.13 Essei~ : [a, 5] = C ein Pfad (vgl. D. 22.6). Ferner sei I' = y([«, f])
die Kurve mit Parameterdarstellung . Ist f : I' — C stetig auf I, so ist foy-9 €
R[a, B]. Wir definieren das Integral von f lidngs v durch

[ 1= [ 1z = j foy.o = j ) (Bt
¥ ¥ o a

Bemerkung 25.14 1. Es seien [« £1] und [«, ] Intervalle, und es sei ¢ : [aq, £1] —
[a, B] stetig differenzierbar mit ¢’ > 0 und ¢(a1) = a, (B1) = B. Ist v: [o, 8] = C
ein Pfad, so ist auch y; := 7y o ¢ ein Pfad (mit I' = v([«, £]) = 71 ([@1, f1]), d.h. beide
parametrisieren die selbe Kurve). Mit der Substitutionsregel gilt dann

B B B
/fz/fovl-viZ/fovoso-v’osow’z/fov-v'z/f-
71 (€3] aq o ~y

Sind v und 7 Pfade, fiir die eine solche Funktion ¢ existiert, so sagen wir v und 7
seien dGquivalent. Insbesondere zeigt obige Uberlegung, dass zu jedem Pfad vy und zu
jedem kompakten Intervall [o, 7] ein zu 7 dquivalenter Pfad ¥ : [0, 7] — C existiert.
Wir kénnen also das Parameterintervall stets nach Wunsch wihlen.

Man beachte jedoch: Ist v wie oben und ¢(t) = a+ 8 —t(t € [a,f]), so gilt fiir
Y1 =70 (also 11(t) = v(a+ B 1))

/fz/ﬁfow-’viZ/Bfovoso-v'oso-w'z/afov-v’z—/f-
Y1 o] o] B o

Wir schreiben fiir den Weg 7; deshalb auch y~. Es gilt damit sehr suggestiv

[1=-[1 wecoy.
¥ Y

2. Eine einfache, aber oft sehr niitzliche Abschitzung fiir das Integral von f lings ~
ergibt sich (mit || f||r 0o = sup|f(¢)]) als
¢elr

‘/f‘=‘/ﬁfov-7"S/ﬁlfovllv'lS!Ifllm-ilv’|=||f|
v [ o o

3. Ist @ =1 <t <... <ty =] eine Zerlegung von [c, f] und ist v; 1=y, _, +,], SO
folgt aus D. 25.13 unmittelbar

oo~ L(’Y) .

fiir alle stetigen f : I' — C.
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Beispiel 25.15 Es sei v : [, 8] — C ein beliebiger Pfad, m € Ny und f(z) = 2™
(z € C). Dann gilt nach dem HDI

[ iz - /ﬂ Y ) (8t = —— /6 (1) (t)dt =

m—+ 1

ot a a

1 (bm—l—l . am—i—l)

m—+ 1

)

wobei y(a) = a,y(8) = b. Also: Der Wert des Integrals hingt nur von den Anfangs-
und Endpunkten von vy ab, nicht aber vom Weg ~!
Insbesondere gilt fiir jeden geschlossenen Pfad «

/zmdz:O.

Y

Der folgende Satz — und gleiche Beweis — zeigt, dass ganz allgemein bei Existenz einer
Stammfunktion Integrale wegunabhingig sind.

Satz 25.16 FEs sei G C C ein Gebiet, und es sei f : G — C stetig. Existiert eine
Funktion F € H(G) mit F' = f in G (d.h. F ist eine Stammfunktion zu f in G), so
gilt fiir alle Pfade v in G mit Anfangspunkt a und Endpunkt b

/f = F(b) — F(a).
Y

Jrm
Y

Insbesondere ist damit

fir alle geschlossenen Pfade in G.

Beweis. Es sei v : [o, ] = G mit y(a) = a und y(8) = b. Dann gilt

8 8
/f - /f oy = /(Fow = F(4()) — F(1(a)) == F(b) — F(a)
0% a @
nach dem HDI. O

Damit ergibt sich unmittelbar

Satz 25.17 (Cauchyscher Integralsatz fiir sternformige Gebiete)

Es sei G C C ein sternformiges Gebiet, und es sei f holomorph in G. Dann ist

Jrm
Y

fir alle geschlossenen Pfade in G.
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Beweis. Nach S. 25.7 existiert ein F mit F' = f in G. Also folgt die Behauptung aus
S. 25.16 a

Bemerkung 25.18 Oft werden wir Kreise betrachten. In diesem Fall liegt eine ge-
wisse Parametrisierung nahe.

Wir schreiben daher fiir v : [0, 2] mit y(¢) = 29 + Re' wobei zy € C und R > 0, und
fir f stetig auf Kg(z9) :={z:|2 — 20| = R} (= 0Ug(z0))

| 1= [ 1=[r wecoy.
) ¥

‘Z—Zo‘:R KR(ZO

Beispiel 25.19 Es sei zg € C, R > 0. Dann gilt fir m € Z

/( g { 0 |, fallsm#—1
zZ— 2y z =

2mi , falls m = —1
Kr(20)

(Denn: Fiir m # —1 ist

27 2

/ (z — ZO)mdz = /(Reit)m iRe® dt = iR™ ! / 6it(m—l—l)dt

Kr(z0) 0 0
1 1 ] 2w
= jRmtl__ = it(m+1) -0
' im+1)° 0
und fur m = -1 lst
d 2 2
/ — = /(Re“)‘liRe“ dt = i/dt = 2mi.)
z — 20
Kr(20) 0 0

Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass die Aussage von S. 25.17 nicht fiir
allgemeine Gebiete gilt!

Man beachte jedoch: In allen Fillen (also auch fiir m = —1) héngt der Wert des
Integrals nicht vom Radius R ab.
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26 Analytizitidt holomorpher Funktionen

Bemerkung 26.1 In B. 25.18 haben wir gesehen, dass
L[ de_

2mi
¢l=1

1.

Wir schreiben im Folgenden fiir r € (0, oc]

D, :={2€C:|z| <r}=U(0)

und D := Dy.
Dann ist allgemeiner
1 d¢
— =1 D).
271 (—=z (z€D)
I¢|=1
(Denn: Es gilt
d 2 it
1 1
- / ¢ = / .e dt.
271 C—z 2w )] et—2z
I¢1=1 0

Wir betrachten ¢ : D x [0,27] — C mit

eit
p(2,t) = cit

— (z € D,t €[0,2n])

und @ : D — C mit
2T

D(2) := /(p(z,t)dt (z € D).
0
Dann ist nach S. 25.5 ® differenzierbar auf D mit

27

Oy ett 7 27

! = _— = S Tra—— = - =

D'(2) = / P (z,t)dt / (e = z)th Tl W 0
0 0

Also ist @(z) = ®(0) = 27 auf D.)

Tatséchlich gilt wesentlich allgemeiner

Satz 26.2 (Cauchysche Integralformel fir Kreise)
Es sei Q C C offen, und es sei f € H(Y). Ferner seien zg € , R > 0 so, dass
Ur(z0) C Q. Dann gilt

f(z) = i / g(—oz d¢ (z € Ug(2p)).

KRr(z0)
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Beweis. Ohne Einschriankung kénnen wir zp = 0 und R = 1, d.h. Ur(z9) = D anneh-
men (ansonsten: affin-lineare Transformation anwenden).
Es sei z € D fest. Dann gilt nach B. 26.1

27 .
1 [ e,
2m C - z T o) eit—»
I¢|=1 0
und nach Definition
i it
1 1
1 / L L[
27 ¢ — ~ ox e — 2z
: 0

Wir betrachten die Funktionen ¢ : [0, 1] x [0, 27] — C mit

f(z+ A" — 2))e’

et — 2

oA 1) =

und @ : [0,1] — C mit

27

B()\) :=/go(>\,t)dt (X € [0,1)).

0

Dann sieht man wie in S. 25.5, dass ® auf [0, 1] differenzierbar ist mit

27 27
(N = g—f()\,t) dt:/f’(z+/\(e“—z))e“dt
0 0
1 2T
= af(z+>\( ))t:0:0 0<A<]).

Also ist ®(A) = const auf [0, 1] und damit ®(0) = ®(1). Dies ist die Behauptung. O

Bemerkung 26.3 Man beachte: S. 26.2 zeigt insbesondere, dass die Funktionswerte
in Ugr(zg) bereits vollstandig durch die Werte am Rand Kg(zg) festgelegt sind!
Wihlt man speziell z = zg, so ergibt sich die wichtige Mittelwertformel

27 . 27
1 flzo+Re) . o 1 it
0 0

Also: Der Funktionswert im Kreismittelpunkt ergibt sich als ,,Integralmittel* der
Funktionswerte am Rand des Kreises.
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Definition 26.4 Es sei () C K offen, und es sei f : @ — C. Dann heif8t f analytisch
an der Stelle zp € Q, falls ein R > 0 und eine Folge (a,) so existieren, dass

= Za,j(z —2z9)" (z € Ur(20))
v=0

gilt.
[Dann ist natiirlich notwendigerweise a,, = f(**)(zg) /! nach S. 12.5.]
Weiter heifit f analytisch in Q, falls f analytisch an jedem Punkt zy € € ist.

Bemerkung 26.5 Aus S.12.5 ergibt sich mit dieser Sprechweise: Ist 2 C C offen und
[+ Q — C analytisch, so ist insbesondere f holomorph in 2.

Von fundamentaler Bedeutung fiir die gesamte Funktionentheorie ist die Tatsache,
dass auch die Umkehrung dieser Aussage wahr ist, wie wir gleich sehen werden. Als
letzten Baustein bendtigen wir lediglich noch folgendes Resultat:

Satz 26.6 Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, und es seien ¢, : [a,b] — K
stickweise stetig. Ferner sei ) := C\ ¢([a,b]). Wir definieren f : Q2 — C durch

b
_ o(t) ;
z)._a/d)(t)_zdt (z€Q).

Dann ist f analytisch in Q, und es gilt

b
k'/ _Zk:+1dt (z€eQ, keN).

Beweis. Es sei zp € Q und R := dist(zg, 092) = dist(zo, ([, b])). Aus

<1

‘ z— 2o ‘ |z — zo]
P(t) — 20 R

fiir alle z € Ug(2o) und alle ¢ € [a, b] folgt, dass die Reihe

i (z—2)” 1 1 1
= W) -2t P) -2 1- g5 P -2

fir jedes feste z € Ug(zo) gleichméBig auf [a, b] konvergiert. (Weierstrafisches Majo-
rantenkriterium; S. 11.7). Also erhalten wir mit S. 13.21

b o b
= dt— z—z ————dt,
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d.h. mit

b
t
ay ::/(1/)(t)(p—(z)o)”+1dt (v € Ny)

gilt fiir alle z € Ug(zp)

o0

f(z) = Zay(z —20)".

v=0
Folglich ist f analytisch an der Stelle zp. Auflerdem erhalten wir fiir z = zg

b
) (20) = Klag = k! / (Qp(t)(p—(tz)'o)’“'ldt (k € No)

nach S. 12.5. Da 2y € Q beliebig war, folgt die Behauptung O

Bemerkung 26.7 Der Beweis zu S. 26.6 zeigt, dass die Potenzreihenentwicklung

o

f(z) = Z ay(z — z0)"

v=0

fir alle z mit |z — zp| < dist(zo, 9([a,b])) gilt.
Damit erhalten wir endlich

Satz 26.8 Es sei Q C C offen, und es sei f € H(QQ). Dann gilt fir alle zg € Q (mit
dist(zo,0) := 00)

v

0 W (4
f(z)= Z ! (' 0) (z — 20)" in |z — zo| < dist(zg,09).
v=0

Insbesondere ist f analytisch in €.

Beweis. 1. Es sei zp € Q. Ist R < dist(zg, 0%2), so gilt Ug(zo) C Q. Also folgt aus S.
26.2, dass fiir alle z € Ug(zp) gilt

oo L T 20+ Reit)

1 f(<) it
—_ - - - - ¢ dt.
/ 2m zp + Re't — z Fe

0

= omi (—2z
|¢—z0|=R
Nach S. 26.6 und B. 26.7 (angewandt mit [a, b] = [0, 27],9(t) = 2o + Re™ und p(t) =
f(z0 + Re')Re® /27) gilt
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fir alle z € Ur(z0). Da R < dist(zg, 0f2) beliebig war, gilt die Darstellung in |z — zp| <
dist(zg, 02). Da zy € 2 beliebig war, ist f analytisch in €. O

Beispiel 26.9 Wit betrachten die Funktion f: C\ {1} — C mit

Hier ist fiir alle zp # 1 und alle z mit |z — zp| < |1 — 20|

1 1 1 > 1
f(z) 20 Z W(z — z)”

11—z z—z_l—z' —
Ta % o 1-1= =

mit 1/(1 — z)" T = f)(z0) /0.

Bemerkung 26.10 Kombiniert man S. 26.8 und S. 12.5, so ergibt sich insbesondere,
dass jede Funktion f € H() beliebig oft differenzierbar auf  ist. Aulerdem gilt dann
auch folgende verallgemeinerte Cauchysche Integralformel fiir die Ableitungen:

Fiir alle zp € Q und R < dist(zg, 09) ist

190 = [ i Gevat.

= oni (= z)k+1
I(—20|=R

(Denn: Nach S. 26.6 ist
27 .
)y _ K f(z0 + Re™) it K f(<)
Y (z) / ( Re™dt . / €= Fit ¢ .)

T oor 2o + Reit — z)kt1 2
[(—20|=R

Eine erste Folgerung ist

Satz 26.11 (Cauchysche Ungleichung)
Es sei Q C C offen, f € H(Q), und es seien zy € Q und R < dist(zg,9Q). Dann ist
fir0<r <R

E'R

1#(2)] < (R = r)Fit £ (k €Ny, |z — 2| <7)

und damit insbesondere

k!
|£9)(z0)] < R (fQ (ke No).
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Beweis. Nach B. 26.10 gilt fir |z — zo| < r

O e e =

27i —2)
Kr(z0)

< max [f(Q)—

—— 271R
T CeKp(z0) 2m(R — r)k+1 T

also die Behauptung. O

Bemerkung und Definition 26.12 Eine in C holomorphe Funktion f heifit ganze
Funktion. Ist f ganz, so gilt nach S. 26.8 fiir alle zg € C (da dist(zg, ) = o0)

o

f(y) (ZO) v

flz)=>" (2= =) (z€C).
v=0

Satz 26.13 (Liouville)

Ist f ganz und beschrankt, so ist f konstant.

Beweis. Nach Voreaussetzung existiert ein M > 0 mit |f(z)] < M fir alle z € C.
Nach der Cauchyschen Ungleichung gilt fiir alle K € N, R > 0

|75 (0)] g%M—m (R — 00).

Also ist f*)(0) = 0 fiir alle k € N, d.h.

X f)
f=> W0 eo.
v=0

Bemerkung 26.14 Ist f ganz und nicht konstant, so existiert eine Folge (z,) in C
mit |z,| — oo und |f(z,)| — oo fiir n — oo.

(Denn: Nach dem Satz von Liouville ist f unbeschrinkt. Damit existiert eine Folge
(zn) so, dass |f(zn)| = oco. Fiir diese gilt auch |z,| — oo, da ansonsten nach dem Satz
von Bolzano-Weierstrass eine Teilfolge z,, mit z,, — z existieren wiirde. Fiir diese

wiirde dann aber auch f(z,,) = f(z) gelten. Dies widerspréche aber |f(z,)| = oc.)

Beispiel 26.15 Ist f(z) = sin z, so gilt etwa fir z, = in

Fll = ale —e| 200 (n o).
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Bemerkung 26.16 Als kleine Anwendung des Satzes von Liouville ergibt sich ein
kurzer Beweis zum Fundamentalsatz der Algebra (siehe S. D.2)

Wesentlicher Teil des Beweises zu S. D.2 war der Nachweis der Tatsache, dass jedes
nichtkonstante Polynom P eine Nullestlle besitzt. Wir zeigen noch einmal: P hat eine
Nullstelle in C.

Denn: Angenommen, nicht, d.h. 1/P ist eine ganze Funktion. Dann existiert nach
B. 26.14 eine Folge (z,) in C mit |2z,| — oo und |1/P(z,)] = oo(n — o0), also
P(zp) — 0(n — o0). Dies widerspricht aber |P(z)| — oo (|z|] — o0) (vgl. Teil 1 zum
Beweis zu S. D.2).

Bemerkung und Definition 26.17 Es sei Q@ C K offen, und es sei f : @ — C
analytisch an der Stelle zy € ). Dann heifit zg Nullstelle der Ordnung m € Ny von f
(oder m-fache Nullstelle), falls ) (z) = 0 fiir j = 0,...,m—1 und f™(z) # 0 gilt.
In diesem Fall existiert eine Funktion g : Q — C, die analytisch an z ist mit g(zp) # 0
und so, dass

f(z) =(z=20)"g(z) (2€9).

(Denn: Es sei

fir z € Ur(z0). Wir setzen

— { (z—20)"™f(z) firze Q\ {2z}
9(2) =

am fir z = 2

Dann gilt f(z) = (z — 20)™g(z) fiir alle z € , und auflerdem ist

9(2) =Y ami(z—20)" (2 € Ur(20)),
v=0

also g analytisch an zp. Auflerdem ist g(z9) = am, # 0.)
Hieraus folgt insbesondere, dass ein r > 0 so existiert, das f(z) # 0 fiir alle
zmit 0 < |z— 2| <.

Wir beweisen damit eine Eigenschaft, die analytische Funktionen wesentlich gegeniiber
,gewOhnlichen“ (C'°°-Funktionen auszeichnet.

Satz 26.18 Fs sei G C K ein Gebiet, und es sei f : G — C analytisch. Wir setzen

Z(f) :=={20 € G: f(z0) = 0}.

Dann gilt: Entweder ist Z(f) = G (d.h. f =0) oder Z(f) hat keinen Haufungspunkt
mn G.
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Beweis. Es sei zp € Z(f) fest, und es sei R = R(zp) > 0 so, dass
f(2)=> a(z—2)" (2 € Url2))
v=1

(mit a, = f*)(2p)/v!) gilt. Nun sind zwei Fille méglich: Entweder ist a,, = 0 fiir alle
v € Ny, also f(z) = 0 auf Ur(zp), oder es existiert eine kleinste Zahl m € N mit a,, # 0,
d. h. f hat eine Nullstelle der Ornung m. In diesem Fall ist zp kein Hiufungspunkt
von Nullstellen nach B./D. 26.17.

Es sei A die Menge der Haufungspunkte von Z(f) im metrischen Raum (G, d),) (also
nicht in (C,d|)). Da f stetig auf G ist, gilt A C Z(f).

Also: Ist A # () und 2y € A, so tritt notwendigerweise der erste Fall auf, d.h. f(2) =0
auf einer Umgebung von zy. Damit ist zg € A°, also A offen. Auflerdem ist A auch

abgeschlossen (in (G, d|,)) als Menge von Haufungspunkten ([U]). Da (G, d).|) zusam-
menhéngend ist, gilt schon A = G und damit auch Z(f) = G. Dies war zu zeigen. O

Als Konsequenz erhalten wir unmittelbar folgendes fundamentale Ergebnis.

Satz 26.19 (Identitdtssatz fir analytische Funktionen)
Es sei G C K ein Gebiet, und es seien f,g: G — C analytisch. Existiert eine Menge
M in G mit Hiufungspunkt in G und so, dass

fir alle z € M gilt, so ist f =g in G.

Beweis. Mit f und g ist offenbar auch f —g analytisch in G. Aus M C Z(f —g) ergibt
sich die Behauptung sofort aus S. 26.18. O

Bemerkung 26.20 Es kann durchaus sein, dass Z(f) Hiaufungspunkte in C hat. Ist
etwa G := C\ {0} und f : G — C definiert durch f(z) = sin(n/z) fiir z # 0 so ist f
analytisch in G und es gilt Z(f) = {1/n:n € Z, z # 0}. Also ist 0 ein Hiufungspunkt
von Z(f) in C.

Eines der zentralen Themen der reellen Analysis ist die Frage nach Extremstellen von
Funktionen (mit Werten in R). Da wir keine Ordnung in C haben, macht eine solche
Fragestellung fiir komplexwertige Funktionen keinen Sinn. Wir koénnen jedoch nach
Extremstellen von |f| suchen.

Bei holomorphen Funktionen bleibt diese meist erfolglos. Es gilt ndmlich
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Satz 26.21 (Mazimumprinzip; negative Formulierung)
Es seien G C C ein Gebiet und f € H(G). Hat |f| ein lokales Mazimium, so ist

f = const.

Beweis. Es sei z) ein lokales Maximum von |f|, d.h. es existiert ein r > 0 mit
If(z0)] > |f(2)] fir alle z € U, (o) .

Angenommen, es existiert ein z; € U, (2z¢) mit |f(z1)] < |f(20)]. Ist 0 = |21 — 2], so gilt
auf Grund der Stetigkeit von ¢ — f(zg + ge') auf [0,27] und |f (20 + 0e™)| < |f(20)]

2T 2T
3r [ 1£Go+ eelde <15l o [ di=17(a0)]
0 0

also mit der Mittelwertformel (26.1)

2
£l < 5 [ 1o+ eeldt < |70l
0

Widerspruch! Damit ist |f| = const auf U, (zp).
Hieraus folgt, dass auch f = const auf U,(z) ist ([U]). Nach dem Identititssatz (S.
26.19) ist damit f = const auf G. O

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir

Satz 26.22 (Mazimumprinzip; positive Formulierung)
Es sei G C C ein beschrinktes Gebiet, und es sei f : G — C stetig auf G und

holomorph in G. Dann ezistiert ein zy € 0G mit

|f(z0)| = max|[f(z)].

zeG

Beweis. Ist f = const, so ist die Behauptung klar.

Es sei f # const. Da G beschrinkt ist, ist G = G U 0G kompakt. Also existiert ein

29 € G mit |f(z0)| = max|f(2)| (beachte: |f| stetig auf G). Dabei ist zg ¢ G nach S.
zeqG

26.21, also zp € 0G. O

Bemerkung und Definition 26.23 Es sei f : C — C ganz. Wir setzen

M(r.f) = max|f()] (r20).

Dann existiert zu jeden r > 0 ein z, mit |z,| = r und

M(r, f) = [f(z)| -
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Beispiel 26.24 Wir betrachten
f(z) =cosz.
Hier gilt: Ist z = = + 4y, mit |z| < r, so folgt
| cos z| < % (|e¥] + |e7¥|) = %(e_y + e¥) = cosh(y) < cosh(r) .

(beachte: cosh ist auf [0,00) monoton wachsend und gerade). Folglich ist M (r, f) <
cosh(r). Fiir z, := ir gilt dabei

| cos z,| = cos(ir) = cosh(r) .

Also ist
cosh(r) = M(r, f) = | cos z| .

Bemerkung 26.25 Ist G C C ein Gebiet und ist f € H(G), so gilt natiirlich fiir alle
Nullstellen zg von f

[f(20) =0<1f(2)]  (z€G),

d.h. Nullstellen sind Minima von |f|. Ist aber f(z) # 0 fiir alle z € G (d.h. Z(f) = 0), so
hat f im Falle f # const auch kein lokales Minimum in G (Minimumprinzip; negative
Formulierung).

Auflerdem existiert dann im Falle, dass G beschriankt ist, stets ein zg € 0G mit

|/ (z0)| = min | f(2)]

zeG

(Minimumprinzip; positive Formulierung).

Beides ergibt sich unmittelbar durch Anwendung obiger Maximumprinzipien auf 1/f.

Wir wollen nun das lokale Abbildungsverhalten einer holomorphen Funktion etwas
genauer beleuchten. Das Maximumprinzip wird sich dabei auch noch einmal als Kon-
sequenz eines allgemeineren Resultats ergeben.

Satz 26.26 FEs sei Q) C C offen, und es sei f € H(Q). Ist zg € Q mit f'(z9) # 0, so
existieren offene Umgebungen U von zy in Q und V von wg = f(zo) in f(Q2) so, dass
fir : U =V bijektiv ist mit f'(z) # 0 in U. Auferdem ist dann = (f|U)_1 V-
U holomorph mit

W) =gy (weV).
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Beweis. Betrachtet man f als Abblildung von £ C R? nach R?, so folgt aus (25.2)

leicht ([U])

|f'(2)]? = det J f(2).
Also ergeben sich der erste Teil der Aussage und die Stetigkeit von f~! durch Anwen-
dung des Hauptsatzes iiber Umkehrfunktionen (S. 17.3).
Ist w € V fest und ist wy, eine Folge in V mit w, — w, w, # w, gilt fir z, = f~!(wy,)
und z = f~!(w) (da z, # z fiir alle n und 2, — 2)

S wn) = (w) Zn — Z 1
= — n — 00).
o= e 1) P& T
Folglich ist f~! differenzierbar an w mit
1

f*l ! w) =

)= )
Da f'o f~! stetig auf V ist, ist f~! holomorph in V. O

Beispiel 26.27 Wir betrachten f(z) = 2% (z € C). Dann gilt f'(z) = 2z # 0 fiir alle
z # 0. Ist also zy # 0, so existieren offene Umgebungen U von zy und V von 23 so,
dass fiy : U — V bijektiv ist.

Man beachte jedoch: f ist nicht injektiv auf C\ {0} (da f(z) = f(—=2) fir alle z € C
gilt).

Satz 26.28 FEs sei Q C C offen, und es sei f € H(Q). Ferner sei zg € Q und wy =
f(z0), wobei zy eine Nullstelle der Ordnung m von f — wq ist. Dann existieren eine
offene Umgebung U von zy und eine in U holomorphe Funktion ¢ mit p(zp) = 0 sowie
¢'(z0) # 0 und so, dass

f(z) =wo+¢™(z)  (2€U),

Beweis. O. E. konnen wir wg = 0 annehmen (sonst: f — wq statt f betrachten).

Es seien U := U,(z) und g € H(U) so, dass f(z) = (z — z0)™g(z) und g(z) # 0 fiir
alle z € U (existieren nach B./D. 26.17). Dann existiert nach S. 25.7 ein h € H(U)
mit k' = ¢'/g. Wihlt man h so, dass e"(?0) = g(z) gilt, so ist damit auch e” = g ([U]).
Ist ¢ : U — C definiert durch

p(2) = (z = 20)"/™ (2 €U),

so gilt
P (2) = (2= 20)™e"?) = (2 = 20)"g(2) = f(2) (2 €G).
Dabei ist ¢(29) = 0 und ¢'(z9) # 0. O

Als unmittelbare Konsequenz erhalten wir
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Satz 26.29 (Gebietstreue holomorpher Funktionen)
Ist G C C ein Gebiet und ist f € H(G), f # const, so ist auch f(G) ein Gebiet.

Beweis. Es sei wy = f(z0) € f(G), und es seien U und ¢ wie in S. 26.28 (man
beachte: jede Nullstelle von f — wgy hat endliche Ordnung nach S. 26.18). Nach S.
26.26 kann dabei U so gewéahlt werden, dass ¢ : U — Us(0) fiir ein § > 0 bijektiv
ist. Da w — w™ + wy die Kreisscheibe Us(0) auf Usm (wg) abbildet, ist Usm (wg) =
f(U) C f(G), also ist f(G) offen. Da f insbesondere stetig auf G ist, ist f(G) auch
zusammenhéingend nach S. 22.13. O

Bemerkung 26.30 Ist G C C ein Gebiet und ist f € H(G), f # const, so ist fiir
alle wg € f(G) und alle r > 0 mit U,(zy) C G die Menge f(U,(20)), wobei zy so, dass
f(#0) = wy, offen. Also existiert insbesondere stets ein wy € f(Uy(20)) mit |wy| > |wol.
Damit hat | f| keine lokalen Maxima in G. Dies zeigt, dass S. 26.29 das Maximumprinzip
umfasst.



27 FOURIER- UND LAURENT-REIHEN 281

27 Fourier- und Laurent-Reihen

In verschiedenen vorangegangenen Abschnitten haben wir uns mit Taylor-Reihen bzw.
Potenzreihen beschiftigt. Wir wollen nun eine andere Art von Reihenentwicklungen
untersuchen, die den wesentlichen Vorteil hat, dass keine Ableitungen von f benotigt

werden. Dazu stellen wir zunéchst einige Voriiberlegungen an.

Bemerkung und Definition 27.1 Es sei v : [o, 8] — C ein Pfad, und es sei I' :=
v([ex, B]). Wir definieren fiir f : I' — C stetig

B
[ 1@zl = [ romp o,
v «

Ist
C(I):={f: T =C,f stetig},

so sind im Falle |y/(t)] # 0 fur alle ¢ € [«, §] durch

1 _
< fo>i= g / [ 3@ (fg € CD))

ein Skalarprodukt auf C(I') und durch

Ifllz = Ifll =< Ff.F>

eine Norm auf C(I") definiert.

Beispiel 27.2 Es sei y(t) := €'!(t € [-m,7]). Dann ist |y (t)] = 1, d.h.

1z

/f(z)leI = /ﬁf(e”)dtz/f(Z)qz (f € C(OD)).
y e

Y

Wir schreiben im Weiteren kurz

S := 8D(= K;(0))

| @il = [ s@iae = [ o
s gl

J2=1

Ist ferner f; : S — C fiir k € Z definiert durch

und

filz) =2 (z€9),
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so gilt dabei

1 [ o— 1 [
. = _— J = — Z(k j)t
< fu, fj > 27r/z z1|dz| 27r/ e dt

Damit ist (fx)kez ein Orthonormalsystem (ONS) in (C(S), < -, - >).
Mit S. 11.10 und S. 13.21 ergibt sich: Ist

o0 n

f(z) = Z ayz’ = n11_>r20 Z ayz gleichméafig auf S,

v=—00 v=—n

so gilt f € C(S) und ax =< f, fi > fir alle k.
(Denn: Es ist

1 A oo ) o0 1 m A
= — Z(ka)t — ’L(l/*k?)t —
<fifi> 27r/ E aye dt Vzg_oo g /e dt = ay.)

T V=—00

Definition 27.3 Es sei f € C(S). Dann heif}t fiir k € Z

AL _ L =k _ 1 f isy —iks 7. _ L &

F) =< o> = 5 [ 1OT e = 5 [ ste)eoas = oo [ Lo ac
S -7 S

k-ter Fourier-Koeffizient von f. Weiter heifit fiir n € Ny

n

Su2) = SuN) = 3 f)2 = Y <L fi> filz)  (z€S)

rv=—n v=—n

n-te Fourier-Teilsumme von f und die formale Reihe

Z f(’/)zy 1= (S (2))neng

V=—00

Fourier-Reihe von f.

Beispiel 27.4 1. Ist

V!

< t(v)
f(z)zzf 0) v (z € Dp)
v=0

fiir ein R > 1, so konvergiert die Taylor-Reihe nach S. 12.3 gleichmifiig auf jeder
kompakten Teilmenge von Dg, also insbesondere gleichméflig auf S. Nach B. 27.2
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ergibt sich f(k) = f®)(0)/k! fiir k > 0 und f(k) = 0 fiir k& < 0. Also stimmt die
Taylor-Reihe von f auf S mit der Fourier-Reihe von f|g iiberein.
2. Wir betrachten f : § — R mit

fe) =t (te[-mn]),

d. h f(z) = |arg(z)| wobei Im(log z) =: arg(z) fir z € S\ {—1} (und arg(—1) := =).
Dann gilt fiir £ # 0

A ™ ™ s 2
2rnf(k) == [ |s|cos(—ks)ds+i [ |s|sin(—ks)ds =2 [ scos(ks)ds = —2((—1)]“—1) ,
L S
=0
also 5
fk) = g (k ungerade) , f(k) =0 (k gerade, k #0).

Auflerdem ist i
" 1 s
= [ |t|dt == .
fo) =5 [ 1=

Folglich gilt fiir z = e € S

> T 2 zY
A v 2
D fw = 50 > 5
v=—00 v ungerade
™ 2 2y +z7"
T2 7 2 Iz

v>0 ungerade

Re(z¥) =

cos(vt)
2 9 Z 2

v>0 ungerade v>0 ungerade

SRS

2|y
|

SEIS

™

Dabei ist die Konvergenz (auch fiir die mit den Absolutbetrigen gebildete Reihe)
gleichméfig auf S.

Bemerkung 27.5 Bisher wissen wir nur wenig dariiber, unter welchen Bedingungen
die Fourierreihe die Funktion f darstellt, d.h. wann (und in welchem Sinne)

f: lim Sn(f)

n—oo

gilt.
Da (fx)kez ein ONS ist, ergibt sich (siehe Lineare Algebra)

wobei
T, :=linspan{fy: k € {—n,...,n}}
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die Menge des trigonometrischen Polynome vom Grad < n bezeichnet.
Also: Sy, (f) € Ty, ist die beste Approximation an f beziiglich der || - ||2-Norm.

Wenn wir also nach Konvergenz bzgl. || - ||2 fragen, so folgt, dass

= Su(Pll2 =0 (n— o0)
fiir alle f € C(S) schon dann gilt, wenn nur dist(f,7,) — 0 erfiillt ist, m.a.W., wenn
U T5 (die Menge der trigonometrischen Polynome) dicht in (C(S), || - ||2) ist. Da fiir

neN
alle f € C(9)

170 = (55 [ 19GIPIa) " <117l (= max|s])
S

gilt, reicht es dafiir zu zeigen, dass |J T}, dicht in (C(S),]] - ||oo) ist.
neN

Bemerkung und Definition 27.6 Es seien f,g € C(S). Wir definieren die Faltung
f*xg:S — Cvon f und g durch

(Fe9)) = o [ £E09ONL]
S

— o [ 11000 Ges).
S

Dann ist f x g stetig auf S, und es gilt

fxg=gx*f.

([U]). Ist dabei speziell f € Ty, so gilt

f=> fw,

v=—n

und damit

Fra)e) = Y fw)r— / & g(0)lde]
- S

Also ist auch f x g € T}, mit
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Wir setzen fiir A C S mit ¢ — xa(e”) € R[—7, 7]

/ |dz|—/f “ale®)

Satz 27.7 Es sei (Qn) eine Folge mit Qn € Ty, (n € N) und so, dass
() Qu>0auf S (neN),

- [ @Ol =1 (e,
S

(iii) [ Qn(Q)|d¢] =0 (n — 00,8 > 0).
S\Us(1)

Ist f € C(9), so gilt
[*Qn— f gleichmdpfig auf S.

Beweis. Mit (ii) ergibt sich zunichst

(F Q) — £12) = 5= [0 ~ QI (2 € Sne)
S
also mit (i)
(F *@u)(=) — F(2)] < 21/|f Q) — 1)@ (2 € SneN),

Es sei nun € > 0 gegeben. Da f stetig auf der kompakten Menge S ist, ist f gleichméfig
stetig. Also existiert ein § > 0 so, dass

1f(z0) = f(2)| <e  (2€8,[¢-1]<d).

Hieraus folgt wieder mit (ii)

sup o / 160~ FENQuN < 5 [ Qu©)ldc] <

z€S 2w
Us(1)

Mit (iii) gilt zudem

oo [ GO F@IQO <2 ey [ QO] 50 (s 0.

2e8 2™
S\Us(1) S\Us(1)

Folglich ist fiir n geniigend grof3
||f * Qn — f”oo < 2e.
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Beispiel 27.8 Es stellt sich natiirlich die Frage nach der Existenz von Folgen (Qp)
wie in S. 27.7. Ein Beispiel ist

Qn(z) = zn: (1—n|i|1>z” (z € S,neN)

v=—n

(Qn heiBt n-ter Fejér-Kern). Es gilt dafir: @, € T, und

1 - lv] \ 1
— (Q)|d¢] = 1———) — [ "d¢| =1,
o | @OI= 30 (105 5 [ ¢
S S
:50,1/
also ist jedenfalls (ii) erfiillt. Weiter ist fiir z € S
LT = (S)(57)-
n+1 = n+1

=0 =0

n n

1 e 1 ,
= 278 = n+1—|£)z" = z),
T T L - =0

also @, > 0 und fir z € S\ Us(1)

1 n 9 1 z”+1—12 1 4
_ E: Jjl = < -— — 0.

Damit gilt @, — 0 gleichméfBig auf S\ Us(1). Also ist insbesondere auch (iii) erfiillt.
Nach S. 27.7 gilt also fiir alle f € C(.5)

f*Qn— f gleichméifig auf S.
Da alle f * @, trigonometrische Polynome (von Grad < n) sind, ist insbesondere |JT),

dicht in (C(S), ] - |lsc)-

Satz 27.9 (Fejér)
Es sei f € C(S). Dann gilt

Y S.(f) = f  gleichmipig auf S.

Beweis. Es sei ), der n-te Fejér-Kern. Dann gilt

1 n 1 n v .
n—{—l;&j(f)(z):n—i—lyz::(mzyf(ﬂ)zuz
LN R Y
_n+1u_znf(M)ZM szul _u_zn(l mr1) T
N——
=nt+1—|ul
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d.h. f*Q), ist das arithmetische Mittel der Fourier-Teilsummen Sy (f),. .., Sy (f). Also
folgt die Behauptung mit B. 27.8. O

Bemerkung 27.10 Wie bereits in B. 27.5 erldutert, impliziert B. 27.8 oder S. 27.9
insbesondere, dass fiir alle f € C(S) gilt

1f = Su(Hll2 =0 (n—o0)
d.h. S, (f) = f ,im Mittel“. Dies bedeutet jedoch noch nicht, dass stets auch

Sn(f)(2) = f(2)

fiir alle z € S gilt. Tatséchlich gilt dies auch nicht fiir alle f € C(S) (genauer ist
(Sn(f)(2))n noch nicht einmal fiir alle z unf f beschrinkt, was wir jedoch nicht zeigen

werden).
Als Folgerung aus S. 27.9 erhalten wir

Satz 27.11 FEs sei f € C(S). Dann gilt

LflIE= X |f(w)? (Parsevalsche Gleichung).

2. Gilt f(v) =0 fir alle v € 7, so ist f = 0.

3. Konvergiert Sy (f) gleichmaiflig auf S, so gilt

Sn(f) = f-

Beweis.
1. Es gilt S,,(f) € T, und f — S, (f) € T;+ (— Lineare Algebra). Also ergibt sich aus
dem Satz von Pythagoras

I3 = 1l = Sa(HIE + [1Su (I3

Nach B. 27.10 gilt ||f — Su(F)I = 0(n — o0), dh. [Sa(f)I3 = [I/1B (1 = o0).
Auflerdem ist (wieder mit Pythagoras)

1Sn (113 = 1] Z fo) B = Z /(v |2||fu||§— Yo P

v=—n v=—n

Damit ergibt sich 1.
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2. Ist f(v) = 0(v € Z), so ist ||f]|3 = 0 nach 1., also f = 0.
3. Nach Voraussetzung ist g : § — C mit

g9(2) = lim Sy(f)(z) = Y f(v)2

e v=—00
stetig auf S (S. 11.10). Aulerdem gilt nach B. 27.2
g(k) = f(k),
also auch (f —g){k) =0. Nach 2. ist f —g =0. O

Wir untersuchen nun Funktionen f, die holomorph sind in einem Kreisring
Vir(z0) ={z € C:r <|z—2)| <R},

wobei 0 <r < R < 0.

Bemerkung 27.12 Es sei (a,),cz eine Folge in C. Ist

_ - T —
Jim. |a,,|—R und Vll)ngo la_y| =1,

so konvergiert  a,(z — 20)” gleichméBig auf jeder kompakten Teilnmenge von |z —
v=0

[o.@]
2ol < R (S.12.3) und > a_,(z — z0) ¥ gleichméBig auf jeder kompakten Teilmenge
v=1
o0
von |z — 2| > r (Anwendung von S. 12.3 auf 3" a_,¢¥ mit ¢ = (z—29) !). Also ist im
v=1
[o¢)

Falle r < R die Summe > a,(z — z9)” der beiden Reihen gleichmifig konvergent
v=—00
auf jeder kompakten Teilmenge des Kreisringes V;. r(zp). Ausserdem ist

o

f(z):= Za,,(z —2z9)" + Za_y(z —z9) "
v=0 v=1

holomorph in V; r(2o) (wieder mit S. 12.3).

Beispiel 27.13 Fiir a, :=1/|v|! (v € Z) gilt
lim {/|a,)]=0  und lim {/|la_,| =0,
V—r00 V—r00

also r = 0 und R = oo. Hier ist

o0

2 2 =1
M= 3w =3 T Y =k
v=0 v=1

V=—00

holomorph in Vj o (0) = C\ {0}.
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Wir zeigen nun, dass jede in einem Kreisring holomorphe Funktion durch eine solche
Reihe dargestellt wird.

Bemerkung und Definition 27.14 Es sei f € H(V), wobei V = V,. p(29), und es
sei fiir k € Z

ar(\) = 2% / (g_fi?)kHdC (A€ (1, R)) .
|¢—20]=A

Dann ist A — a()\) =: fi (k) konstant auf (r, R).

(Denn: O.E. kénnen wir zp = 0 und » < 1 < R annehmen (ansonsten: affin-lineare
Transformation anwenden). Dann ist ¢ — f(¢)/¢* holomorph in V;. g(0). Der Beweis
zu S. 26.2 mit z = 0 und ¢ > f(¢)/¢" anstelle von f zeigt zeigt, dass aj(\) unabhiingig
von A ist.)

Mit fi (k) := ax()) heit die (formale) Reihe ioj fv(v)(z — 20)” Laurent-Reihe von

V=—00

f bzgl. V. Ferner heiien die (Potenz-)Reihe S fy (v)(z — 20)" Regulirteil (oder auch
v=0

-1 00
Nebenteil) und die Reihe > fy(v)(z — 20)” = Y. fv(—v)(z — 20) ¥ Hauptteil der
V=—00 v=1
Laurent-Reihe.

Satz 27.15 Es seien 0 <17 < R < oo sowie zg € C, und es sei f € H(V, r(2p)). Dann
gilt
[o.@]
f)= > fr@)(z— )"
v=—00
mit gleichmdfiger Konvergenz von Reguldr- und Hauptteil auf allen kompakten Teil-

mengen von V, r(zp).

[oe)
Auperdem ist die Darstellung eindeutig, d.h. ist f(z) = > b,(z2—20)" mit gleichmdfi-
v=—00

ger Konvergenz auf allen kompakten Teilmengen von Vi r(20), so ist by, = fy(k) fiir
alle k € Z.

Beweis.
1. Wir setzen zur Abkiirzung a, := fi-(v). Es gilt fir r < A < R

1 1 27 M
0l =lor | ] < g e x FOI= 5, (e
[(=20[=A

mit M := My := max |f({)|. Also folgt
|¢—20[=A

o 1 -
lim {/]a,| < X und lim {/|a_,| < A.

V—00 V—r00
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Da A € (r, R) beliebig war, ist

o 1 o
lim /|a,| < = und lim {/|a_,| <.
V—00 R V—00

Aus B. 27.12 ergibt sich die Konvergenzaussage.

. o0
Es sei f(z) := Y au(z — 20)” und p € (r, R) fest. Ferner sei g = g,,,, : S = C
definiert durch
g(s):==f(zo+ps)  (s€09).
Dann gilt
A(k}) _ i f ()7il€sd _i ﬂ—f( + iS) 7ik:sd
g = 9 g(s)e S—2ﬂ_ 2o + pe’e ]
k
p f(Q) k
2mi / C—rpr®=ro (FEZ)
I¢—20/=p

und damit fiir z = zp + ps nach S. 27.11.3

f2)=fzo+ps)= @/p_’:S” = lim S,(g)(s) = g(s) = f(2).
T =)

Da p € (r, R) beliebig war, ist f = f in V;.z(z0).
o0
2.Ist f(2) = > bu(z— 20)" lokal gleichméBig in V;. p(20), so gilt fiir p € (r, R) und

V=—00

k € Z nach S. 13.21

fV(k) = i / (¢ _f(zi;kH»l d¢ = Z by % / (= ZO)VikildC = by -

V=—00

|C—20]|=p |C—20|=p

O

Bemerkung 27.16 Es seien Q C C offen und f € H(Q\ {z0}) fiir ein 2y € Q. Ist f
beschrinkt in 0 < |z — zo| < ¢ fiir ein § > 0, so gilt fir alle v <0 und 0 < A <0

()] < max O =0 (A=0)

(vgl. Beweis zu S. 27.15). Also ist fy(v) = 0 fiir v < 0 und damit nach S. 27.15
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fir 0 < |z — 29| < R := dist(z0,0). Also ist f zu einer in 2 holomorphen Funktion
fortsetzbar und die Potenzreihenentwicklung gilt auf Ur(zp).

Ist schon f € H(S2), so ist dies natiirlich der Fall. Also haben wir einen weiteren Beweis
zu S. 26.8. AuBerdem gilt in diesem Fall auch fy (v) = f®)(z)/v! fiir v > 0 nach S.
12.3.
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28 Isolierte Singularititen und Residuensatz

Bisher haben wir uns mit dem Verhalten holomorpher Funktionen f : € — C in
der Menge  beschiftigt. Oft ist aber das Verhalten holomorpher Funktionen bei
Anndherung an Randpunkte von 2 besonders interessant. Der einfachste Fall eines
solchen Randpunktes ist der eines isolierten Punktes, mit dem wir uns jetzt genauer
befassen.

Bemerkung und Definition 28.1 Es sei 2 C C offen, und es sei a € Q. Ist f €
H(Q\ {a}), so heifit a eine isolierte Singuarlitit von f. Ist dabei R := dist(a, 9f2), so
hat f in V :=Vj g(a) = Ur(a) \ {a} die Laurent-Entwicklung

@)= fh(z-a)=

o
ay(z —a)”
V=—0o0 V=

gemifl S. 27.15. Is h der Hauptteil der Laurent-Reihe, so heifit a
1. hebbare Singularitit falls a_, = 0 fiir alle v € N (d.h. h = 0).
2. Pol der Ordnung p € N falls a_, # 0 und a—, = 0 fiir alle v > p (d.h. h(z) =
z au(z - a)™).

3. wesentliche Singularitdt falls a_, # 0 fir oo viele v € N.

Beispiel 28.2 1. Es sei f: C\ {0} — C definiert durch

e —1

z

f(z) =

(z#0).

Hier gilt

v

F& =3 o Vosel0),

v=0

also ist h(z) = 0. d.h. a_, = 0 fir alle v € N. Damit hat f an 0 eine hebbare
Singularitit.
2.Esseia € C,pe Nund f:C\ {a} — C definiert durch

fz) = (z # a).

Hier ist h(z) = (z—a)™P(= f(2)) in Vo oo(a),dh.a_p =1unda_, =0 firv € N,v # p.
Also hat f an a einen Pol der Ordung p.
3. Essei f: C\ {0} — C definiert durch

f(z)=¢"  (z#0).
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Dann ist
— 1
f@ =1+ =" in Vor(0),
v=1
o0 o0
also ist hier h(z) = > z7¥/vl = >  a_pz7", d.h. a_, = 1/|y|! # 0 fir alle v € N.
v=1 v=1

Folglich hat f an 0 eine wesentliche Singularitét.

Wir wollen nun fiir alle drei Typen isolierter Singularititen Charakterisierungen her-

leiten.

Satz 28.3 (Riemannscher Hebbarkeitssatz)
Es sei Q C C offen und f € H(Q\ {a}) fiir ein a € Q. Dann sind dquivalent

a) f hat an a eine hebbare Singularitit.

b) Es existiert eine Umgebung U von a so, dass f in U \ {a} beschrankt ist.

Beweis. a) = b): Ist a eine hebbare Singularitit von f, so existiert eine Funktion f
in H(2) mit f(z) = fo(z) fiir alle z € Q \ {a}. Insbesondere gilt dann

lim f(2) = lim fo(2) = fo(a).

z—a

Also existiert ein 7 > 0 so, dass | f(2)| < |fo(z)| + 1 fur alle z € U, (a) \ {a}.
b) = a): Ergibt sich aus B. 27.16. O

Fiir Pole der Ordnung p gilt folgende Charakterisierung.

Satz 28.4 Es sei Q C C offen, a € Q und f € H(Q\ {a}). Dann sind dquivalent:
a) f hat an a einen Pol der Ordnung p.

b) Es existiert eine Funktion g € H(Q2) mit g(a) # 0 und so, dass

f(z) = 9(2) (z€Q, z#a)

c) 1/f ist holomorph (fortsetzbar) auf einer offenen Umgebung U von a mit Null-
stelle der Ordnung p an der Stelle a.

Beweis. a) = b): Wir setzen g(z) := (z — a)? f(z) fiir z € Q, z # a. Ist

o

f(z) = Z ay(z—a)” in Vyr(a)

v=-—p
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mit a_, # 0, so ist

o0

92 = Y alz—a) =30,z - a)”

v=—p v=0

holomorph (fortsetzbar) nach  mit g(a) =a_p, # 0 und

f(z) = (zgfzi)p in Q\ {a}.

b) = ¢): Es sei U eine offene Umgebung von a so, dass ¢g(z) # 0 in U. Dann ist

A

Also ist 1/ f holomorph fortsetzbar an der Stelle a, und die Fortsetzung hat nach B./D.

26.17 eine Nullstelle der Ordnung p an a.
¢) = a): Nach Voraussetzung gilt

1
f(2)
mit einer Funktion go € H(U) mit go(a) # 0. Dann ist auch go(z) # 0 auf einer offenen

=(z—a)’-g0(z)  (2€U\{a})

Umgebung U von a. Also ist

Flz) = M0 fa)).

(z—a)P

Da 1/go holomoroph in U ist, hat 1 /9o eine Potenzreihendarstellung

1/g0(z) =Y bu(z—a)” in Us(a)
v=0

fur ein 6 > 0. Damit ist

@ =3 bz =a) =3 bz —a)",
v=0 Vv=—p

in Vp 5(a) mit gleichméafBiger Konvergenz auf allen kompakten Teilmengen, d. h.

-1 P
M) = 3 buple— )" = 3 byl —a)
v=-—p v=1
ist der Haupttteil der Laurent-Reihe, und es gilt a_, = by = 1/go(a) # 0. O

Als Folgerung erhalten wir

Satz 28.5 Es sei Q C C offen, a € Q und f € H(Q\ {a}). Dann hat f an a genau
dann einen Pol, wenn gilt

lim |f(2)| = o0 .

Z—a
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Beweis. Hat f an a einen Pol, etwa der Ordnung p, so gilt mit g wie in S. 28.4 (da
g(a) # 0) o)
g(z

£ (2)] =

el

— 00 (z—a).
Gilt umgekehrt
[f(2)] w00 (2= 00),
so existiert eine offene Umgebung U von a mit f(z) # 0 in U und
1
lim ——
z—a f(2)
also ist 1/f nach S. 28.3 holomorph fortsetzbar an der Stelle a mit Nullstelle, etwa der
Ordnung p. Dann hat f nach S. 28.4 einen Pol der Ordnung p. O

=0.

Beispiel 28.6 Es gilt
1
Z(sin) = {kr: k € Z}, Z(cos) = {(k+ 5)% 1k €L},

und alle Nullstellen sind von der Ordnung 1. Damit hat auch tan an den Stellen
km Nullstellen der Ordnung 1 und cot an den Stellen (k + 1/2)x. Nach S. 28.4 hat
cot = 1/ tan Pole der Ordnung 1 an den Stellen k7 und tan = 1/ cot Pole der Ordnung
1 an den Stellen (k + 1/2)7.

Nach S. 28.5 gilt fiir alle k € Z

lim |cotz| = lim |tanz| = oco.
z—km z~>(k¢+%)7‘r

Bleibt noch, das Verhalten in der Ndhe von wesentlichen Singularitéiten zu charakte-

risieren. Bitte schon:

Satz 28.7 (Casorati-Weierstrajs)
Es sei Q C C offen, a € Q@ und f € H(Q\ {a}). Dann sind dquivalent:

a) f hat an a eine wesentliche Singularitdt.

b) Fiir alle offenen Umgebungen U von a in Q0 gilt

f(U\A{a}) =C,

m.a. W. zu jedem w € C existiert eine Folge z, in Q\ {a} mit z, — a und
f(zn) = w fiir n — oco.
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Beweis. b) = a): Gilt die Bedingung b), so ist f unbeschrinkt in jeder Umgebung
von a, und es gilt sicher nicht |f(z)| — oo fiir z — a. Folglich hat f an a weder
eine hebbare Singularitit noch einen Pol (S. 28.3 bzw. S. 28.5). Also hat f an a eine
wesentliche Singuarlitit.

a) = b): Angenommen, es existiert eine offene Umgebung U von a mit

f(U\A{a}) #C.

Dann existieren ein w € C und ein § > 0 so, dass |f(z) —w| > 0 fir alle z € U \ {a}
gilt. Wir definieren ¢ : U \ {a} — C durch

1
9(z) = @) —w (z€U\{a}).

Dann ist g € H(U \ {a}) mit |g(z)| < 1/6 fir alle z € U, z # a. Also hat g an a eine
hebbare Singuarlitdt nach S. 28.3 (wir schreiben auch fiir die Fortsetzung wieder g).
Ist g(a) # 0, so ist f(z) = w + 1/g(z) beschrinkt in einer Umgebung von a, also hat
f wieder nach S. 28.3 eine hebbare Singuarlitit. Widerspruch!

Ist g(a) =0, so gilt

£ —wl = v (2 va).
also auch
|f(2)] = o0 (z—a).
Damit hat f an a einen Pol nach S. 28.5. Widerspruch! O

Bemerkung 28.8 Hat f an a eine wesentliche Singularitiit, so existiert auch stets
eine Folge (z,) mit z, — a und |f(z,)| — oo.
(Denn: Fiir alle n existiert ein 2, mit |z, — a| < 1/n und |f(z,) —n| < 1.)

Beispiel 28.9 Wir betrachten die Funktion f: C\ {0} — C

fz)=e'"  (z#0).

Fir die Folge (1/n) gilt f(1/n) — oo (n — oo) und fiir die Folge (—1/n) gilt
f(=1/n) = 0 (n = o). Ist w € C,w # 0 und w = re'? mit p € (—m,n), so gilt
fiir die Folge

Zn = [Inr +i(p + 2nm)] !

Zn — 0 (n — o0) und

f(zn) — elnr+i(<p+2n7r) _ ,rei(p —w.
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Also gilt hier sogar f(z,) = w fiir alle n € N (und damit natiirlich insbesondere
f(zn) = w (n — o0)). Es ist also hier tatsichlich

FUN\{0}) =C\ {0}

fiir alle Umgebungen U von 0, d.h. in jeder (noch so kleinen) Umgebung von 0 wird
jeder Wert w € C\ {0} (unendlich oft) als Funktionswert angenommen!

Bemerkung 28.10 Eine ganze Funktion f heiflt transzendent, falls f kein Polynom
ist. Durch Ubertragung des Satzes von Casorati-Weierstraff sieht man: Ist f tran-
szendent, so existiert zu jedem w € C eine Folge (z,) in C mit |z, <— oo und
o0
(Denn: Es sei f(z) = Y a,2” (z € C). Dann hat g : C\ {0} — C,
v=0

02 =7(2)  (#0),

die Laurent-Entwicklung
o0
g2 =a+y —  (2#0).

Da a, # 0 fiir oo viele v gilt (beachte: f ist kein Polynom), hat g an 0 eine wesentliche
Singularitdt nach S. 28.1. Also existiert nach S. 28.7 zu jedem w € C eine Folge (¢,)
in C\ {0} mit ¢, — 0 und g(¢,) — w (n — o0). Die Folge (z,) mit 2z, = 1/(, erfillt
dann |z,| — oo und f(z,) = w(n — 0).)

Man sagt auch, eine ganze Funktion habe eine ,isolierte Singularitit an co“. Konstante
Funktionen haben dann eine ,hebbare Singularitit an oo, Polynome vom Grad >
1 haben einen ,,Pol an oo, und transzendente Funktionen haben eine ,,wesentliche

Singularitdt an oco“.

Wir wollen nun den sogenannten Residuensatz beweisen, ein Ergebnis, das man als
Verallgemeinerung der Cauchyschen Integralformel und des Cauchyschen Integralsat-
zes auffassen kann. Im Weiteren werden wir den Satz nutzen, um gewisse (z. T. reelle)

Integrale bequem zu berechnen. Zunichst zum Begriff des Residuums.

Definition 28.11 Es sei Q C C offen, a € Q und f € H(Q\ {a}). Dann heifit

Res(f,a) := fy(~1) ( _ 2% / F(O)d¢ fiir 0 < r < R := dist(a, aQ))
¢~al=r

(wobei V' = V; r(a)) Residuum von f an der Stelle a.
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Beispiel 28.12 (vgl. B.28.2)
1. Hat f an a eine hebbare Singularitit, so gilt

Res(f,a) =0.

2. Es sei f(z) = 1/(z — a)? fiir ein a € C und ein p € N. Dann gilt

0, fallsp>1
Res(f,a) = asp

1, fallsp=1

3. Es sei -
11
— ez =1 -
f(z)=e +VX::1 P

fir z € C\ {0}. Dann gilt
Res(f,0)=1.

Definition 28.13 Es sei 7 : [, 8] = C ein geschlossener Pfad. Dann heifit fiir z €
C\ T, wobei I' = y([a, ]),
ind,(2) : =55 / co

Indez (oder auch Windungszahl) von z bzgl. v
Ist etwa 7(t) = 2o + Re™ fiir t € [—7, 7], so ist

ind. (2) 1, falls |z — 29| < R
ind,(z) = .
0, falls |z —2z| >R

Es gilt damit

Satz 28.14 (Residuensatz)
Es sei G C C ein sternformiges Gebiet, und es sei A C G endlich. Ferner sei f
holomorph in G \ A. Dann gilt fiir alle geschlossenen Pfade vy in G\ A

/f—2m 1nd +(w) - Res(f,w).
wEA

Beweis. O. E. konnen wir A # () annehmen (fiir A = () ergibt sich der CIS).
Wir wihlen § > 0 so, dass Us(w) C G fiir alle w € A und

|lw—w| >4
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fiir alle w,w € A,w # w gilt. Dann hat f fir alle w € A nach S.27.15 in V(w) :=

Vo,6(w) eine Laurent-Entwicklung
F@) =" fraw®)(z—w)?

in Vys5(w). Der Hauptteil

h(2) =Y fra(=v)(z —w)™
v=1

konvergiert dann gleichméfig auf allen kompakten Teilmengen von C \ {w} (vgl. B.
27.12). Also folgt fiir w € A

/hw(z)dz = ifv(w)(—’/)/(zijiﬂ)y

g vy
= fyv(w)(—1) - 2mi indy(w) = 27 ind, (w) - Res(f,w).

(Man beachte dabei: Fiir v > 1 ist z — (2 — w)!¥/(1 — v) eine Stammfunktion zu
z+— (z—w)™ in C\ {w}, also ist [(z —w) ”dz = 0 nach S.25.16.)
g
Die Funktion g : G\ A— C
9(z) = f(z) = Y hu(z)  (z€G\A)
wEA
ist holomorph in G \ A, und fiir w € A gilt in V(w)
©0 ~
9(2) =Y frw@)(z—w)’ =Y ha(z).
v=0 WEA
wHED

Da die rechte Seite holomorph in Us(w) ist, hat g an w eine hebbare Singularitit. Also
ist g holomorph fortsetzbar nach G. Damit gilt, da G sternférmig ist,

/g=0

Y

nach dem CIS. Folglich ist

Oz/f—Z/hw:/f—2m'Zindv(w)-Res(f,w).
Y

wEA y y wEA
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Bemerkung 28.15 Der Residuensatz kann als Verallgemeinerung des CIS und der
CIF aufgefasst werden:
Ist f holomorph in G und A = 0, so gilt (mit > =0)

0
Jrm
Y

fiir alle geschlossenen Pfade v in G, also die Aussage des CIS.
Ist z € G und A = {2}, so hat die Funktion g : G \ {2z} — C mit

9(¢) = — (e G\ {z})
an der Stelle z eine isolierte Singularitéit. Es gilt dabei

0
_ 5 /Y0 ’
fiir |¢ — z| geniigend klein, also Res(g,z) = f(z). Damit erhalten wir aus S.28.14 fiir
alle geschlossenen Pfade v in G \ {z}

T 2mi

1 f(¢ 1 : .

o | o= [ a0 = ind, () Res(g.z) = ind, () 7(2),
v v

also die Cauchysche Integralformel fir beliebige geschlossene Pfade.

Ist dabei speziell y(t) = zg + Re® (t € [-m, 7)) mit zp € G und R < dist(zy, dG), so

ergibt sich wieder die CIF fiir Kreise (vgl. S. 26.2).

Um den Residuensatz anwenden zu konnen, ist es wichtig, Techniken zur Berechnung

von Residuen zur Verfiigung zu haben. Fiir Pole gilt:

Satz 28.16 Es sei Q2 C C offen, a € Q und f € H(Q\ {a}).

1. Hat f an a einen Pol der Ordnung p, so ist p(z) := (z — a)P f(z) holomorph
fortsetzbar nach Q, und es gilt

o= (a) 1 qp-1

Res(r,0) = T = Gy B e (02

2. Euxistieren eine offene Umgebung U wvon a und Funktionen g,h € H(U) mit
g(a) #0, h(a) =0, h'(a) #0 und f = g/h in U\ {a}, so gilt

Res(f,a) = }fl(((;)) .
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Beweis. 1. Es gilt nach fiir z € V := Vj r(a), wobei Ur(a) C €,
e ~
p(z) = (z—a)’f(z Z fr@)(z =) =" fr(v=p)(z—a)”.
v=-—p v=0
Also ist nach S. 12.3 (da die rechte Seite holomorph in Ug(a) ist)

(=1 (g 1 g
(’D(p - 1()!) N (p—1)! ;—m dzp—1 ((z - a)pf(z)) .

Res(f, a) =

2. Nach Voraussetzung hat h/g eine Nullstelle der Ordnung 1 an a, also hat f einen
Pol der Ordnung 1 an a. Nach 1. ist

1

zZ—a

Beispiel 28.17 1. Es sei f(z) = cotz = cosz/sinz (z € C\ {kn : k € Z}). Dann gilt
mit g(z) = cos z,h(z) = sin z nach S.28.16.2

g(km) = (=1)*,  h(kr) =0,  B'(kr) = cos(km) = (—1)*

und damit

g(km)
h! (k)
2. Bs sei f(z) = 1/(1+22) (z € C\ {#i}). Dann gilt mit g(z) = 1, h(z) = 1 + 22 nach
S5.28.16.2

Res(f, k) = =1 (keZ).

1 i
R i) =+—=F—-.
eS(f, Z) 2'L :F2
Dies sieht man auch leicht direkt mittels Partialbruchzerlebung: Es gilt
1 i 1 i 1
f&) = = e
(z+i)(z—1) 2241 2z—1i

Res(f,1) /f :7er / zd—zz‘:_%

\z il=1 |z—i|=1

also

(und entsprechend fiir —i).
3. Es sei f(z) = 1/(1+ 2%)% (z # 0). Dann hat f an +i Pole der Ordnung 2. Es gilt
nach S.28.16.1

. . d ) . d 1 . 2 1
Res(.9) = lim (= = i/1(2)) =i (7o) =l — o = -
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Wir werden uns zum Abschluss des Abscnittes noch etwas mit der Windungszahl

beschéftigen. Vorbereitend gibt es eine Definition aud der Topologie.

Bemerkung und Definition 28.18 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei
M C X. Fiir z € M heifit

Zy(z) == U{A C M :z € A, A zusammenhingend}

(Zusammenhangs-)Komponente von M (beziiglich x). Man sieht leicht ([U]): Zas(x)
ist zusammenhéngend, und fiir z,y € M gilt entweder Zy;(z) = Zp(y) oder Zps(z) N
Zr(y) = 0. AuBerdem ist bei offenen Mengen auch jede Komponente offen.

Ist speziell Q C K¢ offen, so existieren hichstens abzihlbar viele paarweise disjunkte

Komponenten (Gg)acr von  mit

0= Ga

acl

([U]). Die G, sind dann jeweils Gebiete.
SchlieBlich gilt: Ist K C K% kompakt, so hat die offene Menge C \ K genau eine
unbeschrinkte Komponente (ndmlich die, die {z : |z| > sup{|(| : { € K}} enthilt).

Satz 28.19 FEs sei vy : [a, 5] — C ein geschlossener Pfad, und es sei I' := v([e, B]).
Dann ist ind,(C\ T') C Z. Auferdem gilt ind,(z) = const auf jeder Komponente von
C\ T und ind(z) =0 auf der unbeschrinkten Komponente von C\T'.

Beweis. 1. Es gilt

: 1 7' (s)
d =— | ———d eC\T).
ind(2) omi | 3(s) — 2 5 (2 \T)
«
Also ist ind, nach S.26.6 analytisch in C\ T'. Fiir w € C sieht man leicht ([U]), dass
w/2mi € Z dquivalent ist zu e = 1. Also ist die Aussage, dass ind, ganzzahlige Werte

hat, dquivalent dazu ¢ = ¢, : [a, ] — C mit

t

o(t) := exp (/ 'y(zl)(!?zds) (t € [, B])

«

fir alle z € C\ I' die Bedingung ¢() = 1 erfiillt.
Die stetige Funktion ¢/(y — z) ist eine Stammfunktion zu

@'y —2) — ¢y
=2 auf [« 5]
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Weiter gilt

also auch
¢ () (v(t) —2) — ()Y (t) =0
fiir alle ¢ € [«, 5] bis auf eine endliche Ausnahmemenge. Hieraus folgt, dass eine Kon-

stante c existiert mit
p(t) = c(y(t) —z)  auf[a,f].
Aus y(a) = vy(B) ergibt sich
o(B) = pla) =1.
2. Es sei G eine Komponente von C\I'. Da G zusammenhéngend und ind,, stetig und

ganzzahlig auf G ist, ist ind,(z) = const in G nach S.22.14.
Da I' kompakt ist, existiert R := r?algc |C|. Es gilt fur 2| > R
€

1 L()
|z| - R 2m

lind, (2)] <

Also ist |ind, (z)| < 1 fiir |z| gentigend gro8. Da ind, (z) = const auf der unbeschrénkten
Komponente von C\ I ist, ist ind,(z) = 0 dort. O

Bemerkung und Definition 28.20 Es sei v : [a, 3] — C ein geschlossener Pfad.
Dann heifit v einfach geschlossen, falls C \ I', wobei I' := ~y([a, 8]), nur zwei Kom-
ponenten hat (d.h. nur eine beschrinkte Komponente; vgl. B/D.28.18), und falls
lind(2)| = 1 in der beschrinkten Komponente gilt. Dann nennen wir die unbeschrank-
te Komponente das Aufengebiet Ext(T") und die beschrinkte Komponente das Innen-
gebiet Int(I"). AuBlerdem sagen wir, 7y sei positiv orientiert, falls ind,(z) = 1 fiir alle
z € Int(7y) gilt.

Fiir positiv orientierte, einfach geschlossene Pfade v in G\ A ergibt sich unter den
Voraussetzungen von S. 28.14

/f:2m' > Res(f.w), (28.1)
Y

w€AUInt(T")

d. h. das Integral summiert die Residuen im Innengebiet von I' (bis auf den Faktor
27i).

Beispiel 28.21 Wir betrachten v : [—7, 7] — C mit

R+ t2R/w, fallste€ [—m,0]
(1) =

Re™, falls t € [0, 7]
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Dann ist 7 einfach geschlossen und positiv orientiert, also

ind., (2) 1, falls z € Int(I")
ind,(z) =
! 0, falls z € Ext(T")

(Es sei z € C mit |2| < R und Im(z) > 0. Wir setzen 1 := v[—x,0, 72 1= 7V|jo,r] und
: 1
A(t) := Re" fiir t € [—m, 7] sowie 1 := ¥|[_r o). Da { = —— holomorph im konvexen

Gebiet {¢ : Im(¢) < Im(z)} ist, existiert dort eine Stammfunktion (S. 25.7) und damit

gilt nach S. 25.16
SV
(—2z ) (=2
7 M

Hieraus folgt

Zc(i(z: /+/ Cd_CZ: /+/ Cd_gz:/gd_gzzzm'.

a1 Y2 J102 v

Offensichtlich hat C \ T' hochstens zwei Komponenten. Da der Index in der unbe-
schrinkten Komponente verschwindet, existieren tatsichlich genau zwei.)
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29 Anwendungen des Residuensatzes

Wir werden nun zeigen, dass man den Residuensatz insbesondere dafiir nutzen kann,

uneigentliche Integrale der Form
oo

/ f(z)dz

zu berechnen.

Satz 29.1 Es sei E := {z € C: Im(z) > 0}, und es sei A C E° endlich. Ferner sei
f € H(G\ A), wobei G ein konvezes Gebiet mit E C G ist, und so, dass Konstanten
Ry, M >0 und o > 1 existieren mit
M
|f(z)|§W (z € E,[z] = Ro) .
o
Dann ezistiert [ f(z)dz, und es gilt
—00

o

/ f(x)dx = 2mi Z Res(f,w).

wEA

Beweis. Zunichst folgt aus |f(z)] < M/|z|* fir z € R, |z| > Ry und der Existenz

0 -1 0
der Integrale [dz/z® und [ dz/|z|* auch die Existenz der Integrale [ f(z)dz und
1 —00 0

0
[ f(z)dz nach S.14.4 und S. 14.5 (man beachte dabei: f ist stetig auf R, also existiert
— o0

Ry
—Ro
O.E. kénnen wir davon ausgehen, dass |w| < Ry fiir alle w € A gilt. Fiir R > Ry

betrachten wir den Pfad v = (%) aus B. 28.21. Dann folgt aus (28.1)

/ f=2m Z Res(f,w) fiir alle R > Ry.

+(R) weA

Weiter gilt

R
/ f = / f(2)da
R

¥e
und M M
‘/f(z)dz §ﬁ-7rR:Ra:—>0 (R — o).

R
¥e
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Also erhalten wir

/f—/f /f—27mZResf, /f—>27mZResf,

+(B) (R) wEA (R) wEA

fiir R — oo, woraus die Behauptung folgt. O

Bemerkung 29.2 Insbesondere lisst sich S.29.1 bei Integranden der Form
P(x) P(x) P(x)
Q(z) Q(x) Q(x)

anwenden, wobei a > 0 ist und wobei P und @ Polynome sind mit deg(Q) > deg(P)+2
und Q(z) # 0 (z € R).

(Denn: Es sei

OET

= cos(ax)

+ i sin(ax)

A:=Z(Q)NE°
die Menge der Nullstellen von @ in der oberen Halbebene E°. Dann ist
P(z)
Q(2)
holomorph in G\ A, fir G5 := {z : Im(z) > —0} mit einem 6 > 0. AuBlerdem gilt fiir
Im(z) >0,z = = + 4y mit einem M > 0

[(z) = el

N PG _ PG M
TEI=2 g0 = e = TP

fiir |z| geniigend grof. Damit sind alle Voraussetzungen von S.29.1 erfillt.)

Beispiel 29.3 Fiir a > 0 sei f: C\ {£i} — C definiert durch

iaz
e

I =135

(z € C\ {£i}).

Dann ist f wie in B. 29.2. Also gilt nach S.29.1 (man beachte, dass

o0

/ sin(az) /(1 +z%) =0
gilt, da der Integrand ungerade ist)

0.9} o0

cos(ax) elax . .
/ I+ 22 de = / 22 dr = 2miRes(f,1).

—0 —0
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Weiter ist (etwa nach S.28.16.2)

€ €
R ) pr— =
es(fit) = 5| =5
also
[ cos(az)
coslax
/ 22 dr = e
—0

FEine weitere interessante Klasse von Integralen, die mittels des Residuensatzes oft
leicht berechnet werden konnen, sind Integrale der Form

2w 2w
/R(cost)dt bzw. /R(sint)dt.
0 0
wobei R eine rationale Funktion ist. Beachtet man, dass
1 1 . 1 1
costzﬁ(z—i—;), s1nt:%(z—;)
fiir z = e gilt, so ergibt sich mit
1 1 1 1 1 1
R'(z)=-R(5(z+-))  baw.  R()=-R(:(—-))
(2) p 2(z+z) W (2) B3 (z z)

dabei (falls R* bzw. R** stetig auf |z| = 1 sind)

2T
/R*(z)dz - i/R(;(z—l—i));lj - z'/R(cost)dt (29.1)
0

|z]=1 |z|=1

bzw.

/R**(z)dz - i/R(;i(z—l))jj - z’7R(sint)dt (29.2)
0

z
|z]=1 |z]=1

Dies beweist schon im Wesentlichen folgenden

Satz 29.4 FEs sei R eine rationale Funktion.

1. Ist . ) )
R*(z) == ;R<§(z + ;))

holomorph in D, \ A* fir eine endliche Menge A* C D und ein r > 1, so gilt

2w
/R(cost)dt =27 Z Res(R*,w) .
0

weA*
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2. Ist ) ) )
R*™(z) := 7R<E(z — 7)>

z z
holomorph in D, \ A** fiir eine endliche Menge A*™* C D und ein r > 1, so folgt

27
/R(sint)dt =27 Z Res(R™,w).
0

weA**

Beweis. Die Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus (29.1) bzw. (29.2) und dem
Residuensatz, angewandt auf R* bzw. R** und G = U;(0) sowie y(t) = e” (¢ € [0, 27]).
O

Beispiel 29.5 1. Fiir 0 < p < 1 betrachten wir das Integral

2

/ dt
1 —2pcost+ p?’
0
Ist 1
R(cost) =
(cos?) 1 —2pcost + p?
und
1 _/1 1 1 1 1
(2) 2z (2(z+z)> z 1—p(z+1/z)+p? (z—=p)(1—p2)’

so hat R* die beiden einfachen Pole p < 1 und 1/p > 1. Also gilt nach S.29.4 und
S.28.16.1

5 -

2m
dt 1 2
/ = 27 - Res(R*, p) = 27 - S
1 —2pcost + p? l—pzi,o, L1—p
0

[Fiir die Funktion

1—p?
P(p,t) = 0<p<1,0<t<2
(p:?) 1 —2pcost + p? ( P st<2m)
folgt also
27
1
/P(p,t)dtzl
27
0

fir alle r. Diese Funktion, der sogenannte Poisson-Kern, spielt eine wichtige Rolle in
der Theorie harmonischer Funktionen; sieche Abschnitt 31]
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2. Fiir p € N und a > 1 betrachten wir das Integral

2T
/ dt
(a4 cost)?’

0

Hier ist 1
R(cost) = ————,
(a + cost)P
also
1 1 P ,p—1 P ,p—1
R () = z z

z (a+(z41/2)/2  (2+2az+1)P  (z—w1)P(z — wa)?
mit w; = —a+ Va?> —1€ (-1,0) und wy = —a —Va? — 1 < —1.
Also ergibt sich aus S.29.4 und S.28.16.1

2

dt
/ [atoosgp _ 2m Res(Rhw) =

2 dr—1 ( o ,p—1 )
( le=w1

(p—1)! dzP=! \(z —wy)P

0
Fir p = 1 erhalten wir
2w

/ dt 9 2 27
_— = T - = s
a + cost a2 -1 Va2 -1
0

und fiir p = 2 folgt

27
/ dz 9 d ( 4z )
B — . = - — —_—
(a + cost)? dt \(z —w2)2/ |z=w:
0
o4 —w1 — Wy 2ma
(w1 — w2)? 21

Wir kommen zum Schluss dieses Abschnittes zu zwei interessanten funktionentheore-
tischen Anwendungen des Residuensatzes.

Definition 29.6 Es sei 2 C C offen. Eine Funktion f heifit meromorph in €, falls
eine Menge A C  ohne Hiufungspunkt in Q existiert mit f € H(Q2\ A) und so, dass
f an den Stellen a € A (falls A # () Pole hat.

Bemerkung 29.7 1. Tst f € H(Q), so ist f auch meromorph in  (da A = () zuliissig
ist).
2. Es sei

52 .= {s = (&,1,¢) €R3: ‘s— (0,0,%)‘ = %}
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Dann ist durch

P(2) = Pz + iy) = |Z|21+1 @y )72)  (z€C)

eine bijektive Abbildung von C auf S? \ {(0,0,1)} definiert (die so genannte stereo-
graphische Projektion).
Setzt man

Coo := CU {00}, P(o0) :=(0,0,1),
so ist P : Co, — S? bijektiv, und durch
d(z,w) == |P(z) = P(w)|  (z,w € Cx)
wird (Cx, d) ein kompakter metrischer Raum (die so genannte Riemannsche Zahlen-

kugel).

1
Dabei gilt d(z,00) =

V1422

d(zp,00) =0 (n — o0)

fiir z # o0, also ergibt sich fiir eine Folge (z;,) in C

genau dann, wenn |z,| — oo (n — o0). Ist also f meromorph in €, so kann f durch
f(a) := oo fiir alle a aus der Polstellenmenge A zu einer stetigen Funktion f :  — Cy
fortgesetzt werden.

(Man beachte: Nach S. 28.5 gilt in (Cuo, d)

f(z) = (z = a)

fiir alle Pole a von f.)

Beispiel 29.8 1. Die Funktionen cot und tan sind meromorph in C, denn mit A =
{km : k € Z} gilt: cot € H(C\ A) und cot hat an den Stellen a € A Pole (1. Ordnung).
Entsprechendes gilt fiir tan mit A = {(k + )7k € Z} (vgl. B. 28.6). Man beachte
dabei: A bzw. A haben keine Hiufungspunkte in C.

2. Essei f:C\ ({1/(kn): k€ Z}U{0}) — C, definiert durch

1
sin(1/z)

f(z) = (z#%,z%O)

Dann ist f meromorph in Q@ = C\ {0} (mit Polstellenmenge A = {1/(kn) : k € Z}),
jedoch nicht in C (da 0 ein Hiufungspunkt von A ist).

Als Folgerung aus dem Residuensatz erhalten wir
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Satz 29.9 (Argumentprinzip)

Es sei G C C ein sternformiges Gebiet, und es sei f meromorph in G. Ferner seien
Z(f) := {Nullstellen von f in G} und P(f) := {Polstellen von f in G}endlich. Ist
ein geschlossener Pfad in G\ (Z(f) U P(f)), so gilt

% ‘?: Z ind, (w) - n(w) — Z ind, (w) - p(w),

Ny weZ(f) weP(f)

wobei n(w) = ny(w) die Ordnung der Nullstelle w von f und p(w) = pg(w) die

Ordnung der Polstelle w von f bezeichnet.

Beweis. 1. Ist a eine Nullstelle von f der Ordnung n(a), so existiert eine in einer
offenen Umgebung U von a holomorphe Funktion g mit ¢g(z) # 0 in U und

f(2)=(z-a)"Y9(z) (:€U).

Also folgt ) @ )
f'(z)  n(a g (z o "
o) ~z—a g UM

d.h. f'/f hat an a einen Pol der Ordnung 1, und es gilt

!/

Res(Jff, a) = n(a).

2. Ist a ein Pol der Ordnung p(a) von f, so existiert ein in einer Umgebung U von a
holomorphe Funktion g mit ¢g(z) # 0 in U und

10 = 225 Geu\,
Aus . —p(a)
&) =d@) g T 99 e G EUNMaD
folgt

f'z) _ d= ] )
f(Z) N g(z) zZ—a ( EU\{ })a

d.h. f'/f hat wieder einen Pol 1. Ordnung an a mit

!

) -
Res(T, a) = —p(a).
3. Ist 7y ein geschlossener Pfad in G'\ (Z(f) U P(f)), so gilt nach S. 28.14 und 1. und 2.
1 f! . .
il T = Z ind, (w) - n(w) — Z ind,(w) - p(w) . 0

y weZ(f) weP(f)
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Bemerkung 29.10 Fiir positiv orientierte, einfach geschlossene Pfade v in G\ (Z(f)U
P(f)) ergibt sich unter den Voraussetzungen von S. 29.9

1 [
i T Yoooonw) - Y pw). (29.3)
5 weZ(f)NInt(T) weP(f)NInt(T)

d.h. das Integral auf der linken Seite gibt die Differenz zwischen der Anzahl der Null-
stellen und der Polstellen von f in Int(T") (inkl. Vielfachheiten) an.

Ist unter den Voraussetzungen von S. 29.9 zusétzlich f holomorph in G (m. a. W.
P(f) =0) und ist v ein positiv orientierter, einfach geschlossener Pfad in G\ Z(f), so

erhalten wir aus (29.3)

217”/];: = Z n(w) . (29.4)
v

weZ(f)NInt(T")

d.h. das Integral auf der linken Seite ,z&hlt“ die Nullstellen von f in Int(T") (inkl.
Vielfachheiten).

Als Folgerung aus dem Argument-Prinzip (bzw. (29.4)) erhalten wir

Satz 29.11 (Rouché)
Es sei G C C ein sternformiges Gebiet, und es seien f,g € H(G) so, dass Z(f) und
Z(g) endlich sind. Ferner sei vy ein einfach geschlossener Pfad in G so, dass

|f(z) —g(2)| < |f(2)| firallezel .
Dann haben f und g die gleiche Anzahl von Nullstellen in Int(vy) (incl. Vielfachheiten),

d. h.
Z ny(w) = Z ng(w).

weZ(f)NInt(T) weZ(g)NInt(T")

Beweis. O. E. sei vy positiv orientiert (ansonsten untersuche man y~). Fiir ¢ € [0, 1]
betrachten wir die Funktionen ¢, € H(G) mit

pri=[f—t(f-g)=Ff—th
mit h:= f —g. Fiir z € I gilt
[pe(2)| 2 [f(2)] = t{r(2)] = |F(2)| = |h(2)| > 0,
so dass ¢; auf I" keine Nullstellen hat. Nach (29.4) gilt fiir ¢ € [0, 1]

1 ¢1(2)

— dz = Z ne,(w) =: N(t).
211 ] ©1(2) wEZ(p)NInt(T")
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Die Funktion N : [0,1] — Ny ist stetig.
(Denn: Sind 1, %2 € [0,1], so gilt

1-1) ki

{}7 i )

|27 (N (t2) —

< |t2—t1|‘

Dies zeigt die (Lipschitz-)Stetigkeit von N.)
Da [0, 1] zusammenhéngend ist, ist N (¢) = const auf [0, 1], also insbesondere

1 fde, o L [ LG
21 g(z)d =N =N 271 /f

~y

d.h.

Yooy = Y nyp(w).

wEZ(g)NInt(I) weZ(f)NInt(I)

Wir geben einige typische Anwendungsbeispiele zum Satz von Rouché.

Beispiel 29.12 1. Wir beweisen noch einmal den Fundamentalsatz der Algebra. Also:

n
Es sei P(z) = > a,z” ein Polynom vom Grad n € N. Dann ist ). n(w) =mn, d.h.
v=0 weZ(P)
P hat n Nullstellen inkl. Vielfachheiten.

(Denn: Ist Q(z) := a,z", so gilt fiir R geniigend grof}
n—1
1P(2) = Q2)] = | Y avz’| < lanz"| = Q)] (lz| = R).
v=0

Also ergibt sich aus S. 29.11 (mit y(t) = Re®)
> np(w) = Y ng(w) = ng(0)=n.)

weZ(P)NUR(0) wEZ(Q)NUR(0)

2. Wir betrachten die (transzendente) Gleichung
f=1+2z.

Wir suchen alle Losungen in D). Offensichtlich ist z = 0 eine Losung. Mit f(z) = 2z
und g(z) =1+ 2z — e? gilt fiir |z| =1

1f(z) —9(z)] = le* = 1] <2=]|f(2)|
(beachte: fir |z| <1 gilt

:_ 1A e _
ef =1 <Y L =efl-1<e-1<2).
V.

Also haben f und g die gleiche Anzahl von Nullstellen, nimlich eine in D. Folglich ist

z = 0 die einzige Losung der Gleichung in D.
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30 Folgen holomorpher Funktionen

Definition 30.1 Es seien (X,d) und (Y, e) metrische Rdume. Sind f,,f : X = Y,
so sagt man, die Folge (f,,) sei lokal gleichmadfSig konvergent gegen f (auf X ), falls zu
jedem x € X eine Umgebung U von x existiert mit f, — f gleichmdf$ig auf U.

Bemerkung 30.2 Essei (unter den Bedingungen von D. 30.1) f,, — f lokal gleichméBig
auf X. Dann gilt: Ist K C X kompakt, so konvergiert (f,) gleichmifig auf K.

(Denn: Zu jedem z € X existiert ein § = d(z) > 0 mit f, — f gleichmiBig auf Us(z).
Da

K c | Us(z)
xeK

gilt, existieren z1,...,z, € K mit
m
K C U U,;(.Tj).
j=1

Ist € > 0 gegeben, so existieren N;(e) € N mit
[fu(z) = f2)] <e (2 €Us(z)), n = Nj(e))

fir j =1,...,m. Also gilt fiir n > N, :== max N;(e)

7j=1,....m

[fa(z) = f(z)] <e  (z€K,n>N),
Wir untersuchen nun Folgen holomorpher Funktionen. Es gilt

Satz 30.3 Es seir 2 C C offen, und es seien fp, : Q@ — C holomorphe Funktionen.
Ferner gelte f, — f lokal gleichmdfig auf Q. Dann ist auch f holomorph in Q, und
es gilt fiir alle k € N

0 S f0 (s o0)

lokal gleichmdf$ig auf €.

Beweis. 1. Zunichst ist f als lokal gleichméfiger Grenzwert stetiger Funktionen eben-
falls stetig (S. 11.10).

Ist zg € €, so existiert ein R > 0 mit f, — f gleichmaBig auf m. Nach der
Cauchyschen Integralformel fiir Kreise gilt fiir z € Ur(20)

1 / fn(€)

fn(z):Tm' (—z

|(—20|=R

dc .
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Also erhalten wir fiir z € Ug(2)

1 R
e -5 [ O g <

2mi ¢ |z — 20
I(—20|=R

| ’ ||fn - f||oo,KR(zo) —0 (n - OO) :

Damit gilt auch

(=50 [ i evm)

(—z
|{—2z0|=R

und folglich ist f analytisch in Ug(zp) nach S. 26.6 (vgl. Beweis zu 26.8).
Aus der Cauchyschen Ungleichung folgt weiter fiir alle festen £ € N

(*) (k) F12EH
L (9@~ 106 € S Mo~ i) 20 (1 %0).
Also gilt ¥ — £®) lokal gleichmiBig auf Q. O

Beispiel 30.4 In B. 11.2.2 hatten wir die Riemannsche Zeta-Funktion ¢ : (1,00) - R
definiert. Wir setzen nun allgemein fiir z € C mit Rez > 1

— 1 —~ 1
C(Z) ::Z ; (:Z 62-1111/)'
v=1 v=1
n
Dann konvergieren die Teilsummen s,(z) = > -L lokal gleichméifig auf Q = {z :

v=1

Rez > 1} ([U]). Da die Teilsummen ganze Funktionen sind, ist ¢ holomorph in © nach
S. 30.3.

Bemerkung 30.5 Ist fiir Q2 C K offen
AQ):={f:Q— C: f analytisch in Q},
so gilt im Falle 2 C C nach S. 26.8
A(Q)=H(Q).

Also gilt nach S. 30.3 insbesondere: Aus f, € A(Q) und f,, — f lokal gleichmaBig auf
Q folgt f € A(f2). Eine entsprechende Aussage gilt nicht im Falle Q C R.

Ist etwa 2 = R und ist f € C(R) beliebig, so existiert nach dem Weierstrafischen
Approximationssatz zu jedem n € N ein Polynom P, mit

max | f(z) — Po(z)| < %

[777‘7”]

Also konvergiert die Folge (P,) lokal gleichméBig auf R gegen f, d.h. jede auf R stetige
Funktion ist lokal gleichméfiger Grenzwert in R analytischer Funktionen.
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Wir studieren zum Abschluss einige Auswirkungen des Satzes von Rouché auf Funk-

tionenfolgen.

Satz 30.6 Es sei G C C ein sternformiges Gebiet, und es seien f, € H(G) mit
fn — f lokal gleichmiflig auf G und Z(f), Z(fn) endlich. Ist v : [a, 5] — G ein
einfach geschlossener Pfad in G und ist f(z) # 0 fir alle z € T := (|« B]), so haben
f und f, fir n geniigend grof§ die gleiche Anzahl von Nullstellen (inkl. Vielfachheiten)
in Int(T").

Beweis. Da f stetig auf I ist, gilt
0 := mi .
min|f ()] >0
Da I’ C G kompakt ist, existiert ein N = N(4) > 0 so, dass
max | f(z) — fn(2)| <6

zel

fiir alle n > N gilt. Damit folgt die Behauptung aus dem Satz von Rouché (S. 29.11).
O

Beispiel 30.7 Es sei

f(z):ezzzlzj—j (z€C).
v=0

Dann gilt fir die n-ten Teilsummen s,(z) = > 2”/v! nach S. 30.6 (angewandt mit
v=0
v(t) = Re(t € [0,27]): Es existiert ein N = N(R) so, dass s, fiir alle n > N in

|z| < R keine Nullstelle hat (d.h. die Nullstellen, die nach dem Fundamentalsatz der

Algebra ja existieren, riicken mit wachsendem n immer weiter ,Richtung oo“).
Als Folgerung aus S. 30.6 erhalten wir insbesondere

Satz 30.8 (Hurwitz)
Ist Q C C offen und ist (f,) eine Folge in Q holomorpher Funktionen mit fp, — f
lokal gleichmdfig auf Q und fp(z) # 0 in Q, so ist entweder f = 0 in Q oder es ist

Beweis. Es sei f #Z 0 in G. Angenommen, f habe eine Nullstelle zy, etwa der Ordnung
m € N. Ist 7 > 0 so, dass f(z) # 01in U,(29) \ {20} gilt, so folgt aus S. 30.6 (angewandt
auf y(t) = zg + re'), dass f, fiir n geniigend groB in U,(zg) ebenfalls m Nullstellen

hat. Widerspruch! O
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31 Harmonische Funktionen und Dirichlet Problem

Ist f € C'(), wobei Q C C offen ist, so haben wir in Abschnitt 25 gesehen, dass f

genau dann holomorph in € ist, wenn
of . of
A el
oy ox
gilt, also genau dann, wenn f die homogene partielle Differenzialgleichung 0f = 0 mit

._l(iﬂ_ﬂ)_l(ﬁﬂ-ﬁ)
T2V 0 Oyl 2'0r Oy

Ql

16st. Wir betrachten jetzt Losungen einer anderen homogenen partiellen Differenzial-
gleichung, der sog. Laplace-Gleichung.

Definition 31.1 Es sei 2 C R? offen. Eine Funktion f € C?(Q, K) heiBt harmonisch,
falls

d o2 f d
Af=>" @:Zaffzmum
j=1 J o 4=

gilt. Wir setzen

Har(Q2) := Har(Q2,K) := {f : @ — K: f harmonisch}.

Wir werden uns im Folgenden auf den Fall d = 2 (also  C R? = C) beschriinken. Hier
gibt es enge Verbindungen zu holomorphen Funktionen:

Bemerkung 31.2 Es sei {2 C C offen. Dann gilt
1. H(Q) C H(Q).

2. Ist f € Har(2), so ist

of . of

3. Ist f = u + v mit u,v € C%(Q, R), so sind Aquivalent
a) f € Har(2),
b) f € Har(Q),
c) u,v € Har(Q2, R).
Dies zeigt, dass man sich (anders als im Falle holomorpher Funktionen) im

Wesentlichen auf die Untersuchung reellwertiger harmonischer Funktionen be-

schrianken kann.
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(Denn:

1. Ist f holomorph in €2, so gilt nach S. 25.3
of _.of
- = uf Q.
oy s i

Da auch f’ holomorph ist, erhilt man wieder mit S. 25.3
N T
oy? Oy Yor ~ 9zt

[Alternativ: Es gilt

N R A )
Coy? o 0z \Oy Oz Oy ey
Ist f holomorph, so gilt ( By ia%) f =0, also auch Af =0.]

2. Es gilt af, gg € CY() und

.0 [(Of af LO°f 82f_ O f 0*f af
%(aw‘ay) i ot a(

iy 0xdy ! oy?  Oyorx ox

Also ist —f —1 af € H(Q)nach S. 25.3.

3. [0].)

Als Folgerung erhalten wir

318

Satz 31.3 Es sei G C C ein Gebiet, und es sei u € Har(G,R). Dann sind dquivalent:

a) u=Ref fir ein f € H(G).

0
b) P i % hat eine Stammfunktion in G.

or oy

In diesem Fall ist f aus a) eine Stammfunktion.

Beweis. Zunichst gilt fiir beliebiges f € H(G)

ORef af ,
9 = Re Pl = Ref

und ORef of
oot =Re Sl Re(if’) = ~tm(f),

a) = b): Ist u = Ref, so folgt

Ju ou P r
% Z@—Ref +’LImf—f
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b) = a): Ist f eine Stammfunktion zu % —1 %Z auf G (ohne Einschrinkung so, dass

Ref(z0) = u(zp) fiir ein 29 € G), so gilt

ou ou
! - ! r_ 7" 27
Ref' +ilmf = f' = 9 ’Laya
also
ORef _ Ou ORef _ Ou
dr Oz’ dy Oy’
und damit ist © — Ref = const = u(zg) — Ref(zp) = 0. O

Bemerkung 31.4 1. Ist G C C ein sternformiges Gebiet, so hat 9% — i g—; € H(G)
nach S. 25.7 eine Stammfunktion, also ist u = Ref fir ein f € H(G).

2. Im Allgemeinen ist nicht jede Funktion v € Har(G,R) von der Form u = Ref fiir
ein f € H(G). Ist etwa G = C\ {0}, so ist u : G — R mit

u(z) :=In|z| (z #0)

harmonisch in G mit

<g";—igz> (z):% (2 #0).

Bekanntlich hat z + 1/z keine Stammfunktion in G, und damit existiert kein f €
H(G) mit u = Ref.

Satz 31.5 Es sei G C C ein Gebiet, und es sei f € Har(G).

1. (Mittelwert-Formel)
Ist zy € G, so gilt fiir alle 0 < r < dist(zg, 0G)

27

f(z0) = 217T/f(zo + re')dt. (31.1)

0

2. (Identitdtssatz)
Ist g € Har(G) und gilt fiy = gy fiir eine offene Menge U C G, so ist f = g.

Beweis.

1. Es sei u = Ref, und es sei 2y € G. Da U,(2) mit p := dist(zg, 0G) sternformig ist,
existiert eine Funktion h € H(U,(20)) mit v = Reh (B. 31.4). Also ergibt sich nach
der Mittelwert-Formel (26.1) fiir 0 < r < p

2T 27
u(z0) = Re(h(z0)) = Re (217r/h(z0 +ret)dr) = ;/Reh(zo +ret)dt,

™
0 0



31 HARMONISCHE FUNKTIONEN UND DIRICHLET PROBLEM 320

Eine entsprechende Argumentation gilt fiir Imf. Zusammensetzen liefert dann die
Behauptung fiir f.

2. Ohne Einschrinkung sei ¢ = 0 (ansonsten betrachte man f=f- g).

Wieder sei u := Ref. Dann ist nach B. 31.2/3

Auflerdem gilt hy = 0 (da fjy = 0). Nach dem Identitétssatz fiir holomorphe Funk-
tionen ist h = 0 auf G, also ist

u =0= Ou auf G
Tz dy
und damit u = const auf G. Aus u(z) = 0 auf U folgt u = 0.
Entsprechendes gilt wieder fiir Imf. O

Bemerkung 31.6 Fiir analytische — und damit fiir holomorphe — Funktionen gilt
bekanntlich eine stéirkere Version des Identititssatzes (S. 26.19). Ein entsprechendes
Resultat ist im Allgemeinen nicht giiltig fiir harmonische Funktionen. So gilt etwa fiir
u,v € Har(C) mit

u(z) = Rez, v(z) =0 (z € C)

zwar fiir u(z) = v(z) fir z € iR, aber u Z v.

Definition 31.7 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Ferner sei M C X und ¢ : M —
R. Wir setzen fiir zg € H(M)

Jim () = lim sup o (M N (Us(wo) \ {z0})).

T—T0

(Man beachte dabei: Da § + sup ¢ (M N (Us(zo)\{z})) monoton wachsend ist, existiert
der Grenzwert in R U {£o00}.) Entsprechend definiert man

lim ¢(z) := }1_1)[(1) inf (M N (Us(z0) \ {z0}))-

T—X0

Satz 31.8 (Mazimum-Prinzip)
Es sei G C C ein Gebiet, und es sei u: G — R harmonisch. Dann gilt:

1. Hat u ein lokales Mazimum oder ein lokales Minimum, so ist u = const.
2. Ist G beschrdnkt und ist fir ¢ € 0G
u* (¢) = Tmu(2), 0. (¢) = lim u(¢),

2—( z—(

so ezistieren w*, w, € 0G mit

u*(w*) = supu(G), ux(wy) = inf u(Q).
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Beweis.
1. Wie im Beweis zu S. 26.21 sieht man unter Verwendung der Mittelwert-Formel
(31.1): Hat u ein lokales Maximum an zyp € G, so gilt u(z) = u(z) auf U,(z) fiir ein
r > 0. Nach S. 31.5.2 ist dann u(z) = u(zp) auf G.
Da mit 4 auch —u harmonisch ist, gilt dies auch im Falle der Existenz eines lokalen
Minimums.
2. Es sei

M :=supu(G) (€ (—o0, x]).

Dann existiert eine Folge (2,,) in G mit u(z,) — M (n — oc). Da G kompakt ist, kann
man ohne Einschrinkung z, — ¢ € G annehmen.

Ist ¢ € G, so gilt u(z,) = u({) (n = 00), also M = u({) (< 00).

Nach 1. ist dann u(z) = ¢ auf G, und damit ist auch u* = ¢. Also ist jedes w* € G
wie gewiinscht.

Ist ¢ € 0G, so gilt mit 6, := 2|z, — (|

M 4+ u(z) < sup (G N (Us, () \{C})) < M,

also M = limu(z) = v*(¢). Damit ist w* = ¢ geeignet.

z—(

Entsprechendes gilt fiir u,. O

Bemerkung 31.9 Ist G sei beschriinktes Gebiet und ist f € C(G) harmonisch in G,
so folgt aus flsg = 0 schon f = 0.

(Denn: Ist u := Re f, so ist u* = u, = 0. Damit ist nach S. 31.8.2 auch v = 0 auf G
Entsprechendes gilt fiir Im f.)

Eine der zentralen Fragestellungen ist die nach der ,harmonischen Fortsetzbarkeit“
stetiger Funktionen.

Definition 31.10 Es sei G C R? ein Gebiet, und es sei ¢ : 0G — K stetig. Unter dem
Dirichlet-Problem D(G, ) versteht man die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit

von Funktionen f € C(G) mit
Af=0 auf G

und
flog =

(also f harmonisch in G mit Randwerten ¢).

Wir betrachten wieder nur den Fall d = 2. Die Frage der Eindeutigkeit lisst sich —
jedenfalls fiir beschrinkte Gebiete — leicht kliren.
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Satz 31.11 Ist G C C ein beschranktes Gebiet, so existiert fir alle ¢ € C(0G)
hochstens eine Lésung von D(G,p).

Beweis. Es seien f1, fo Losungen. Dann ist f1 — fo € C(G), fi — f2 € Har(G) und
(fi = fo)jog = 0. Also ist f1 — fo =0 auf G nach B. 31.9. O

Bei der Suche nach Losungen werden wir (aus Zeitgriinden) sehr bescheiden. Wir
betrachten speziell den Fall G = D. Wie konnte eine Losung aussehen?
Wir betrachten eine Folge (ay,)ncz in K mit

lim {/|a,| <1 und lim {/|la_,| <1.
V—00 V=00

Dann haben die beiden Potenzreihen

Ot (2) == Za,,z”
v=0
und -
O (z) := Zﬂz”
v=1

Konvergenzradius > 1, d.h. es gilt &7, &~ € H(D). Setzt man
O:=0T 4+,

so ist ¢ € Har(DD) nach B. 31.2, und es gilt
oo oo
D(z) = Z a2z’ + Z a_,z" (z € D)
I/:O v=1

mit gleichméfBiger Konvergenz der Reihen auf kompakten Teilmengen von D.
Konvergiert die Reihe

o0 XD 0
o(w) = E a,w’ = E a,w” + g a_,w”
v=—00 v=0 v=1

fiir gewisse w € S = 0D, so kann man zumindest die Hoffnung hegen, dass fiir solche
w gilt
D(2) = (w) (z = w).

Dies wollen wir genauer untersuchen.

Bemerkung und Definition 31.12 1. Wir setzen

R(S):=R(5,K):={p: S > K:t— o(e) € R[—, 7]}
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und betrachten — etwas allgemeiner als frither — fiir ¢ € R(S) die (formale) Fourier-

[&.8] o0 o0
Reihe > o@w)w” = > pw)w” + > ¢(—v)w” mit
v=0 v=1

V=—00

o(v) = ;/‘P(C)qud = ;,r/@(eit)e_i”tdt.

S -

Es gilt dabei

<> [leea weo,

d.h. die Folge (¢(v )) ist beschrankt.
2. Es seien f € C(D) und g € R(S). Dann setzen wir

(f + /fzc Old|  (z€D).

(Man beachte: Fiir z € D fest ist

t f(ze"™)g(e") € R[—m, n],

also existiert das Integral.)
Weiter betrachten wir P : D — C mit

X0 o
= E z¥ + E zv.
v=0 v=1

Dann ist P € Har(D) (nach obigen Uberlegungnen mit a,, = 1 fiir alle n € Z), und es
gilt fir ¢ € R(S) und fir z € D

(Pro)z) = o (ng”) p(Oldcl + 5 [ (szc") p(C)1dc]
S

v=0 5 v=1
(31.2)
= Y o)+ Y 2p(-v)
v=0 v=1

o0

(da 3 2¥¢” und Z z7(" gleichméfBig auf S konvergieren.)
v=0

Wie oben gesehen 1st damit auch P % ¢ € Har(ID).

Satz 31.13 FEs sei ¢ € R(S). Ist ¢ stetig an w € S, so ist

lim (P + ) (2) = p(w).

zZ—w

Insbesondere ist im Falle p € C(S) die Funktion P * @ Lisung des Dirichlet-Problems
D(D, ).
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Beweis.
1. Es gilt zuné&chst

) 1—|z|?
() P() = =g >0 (z€D)
(i) 5 [ PEOMI =1 (zeD),
S

(iii) Fiir allew € S und § > 0 gilt lim sup P(2() = 0.

w20
Zu (i): Fir z € D ist

1 z 1-z+2(1—2) 1— |z
=12 +1=% 11— 22 11— 22

Zu (ii): Es gilt mit ¢(z) =1 und (31.2) (da ¢(v) = do,)
3 [ PO = (P o)) = 1
S

Zu (iii): Ist |z — w| < §/2, so folgt fiir alle ¢ mit |( — w| > 0

el 1.2 1.2 1.2
ST S T P B S S
1= 2P "I =2P = (C—ul—fw—2)? = 9/

und damit

0<) s P < =12
T ewf> L

2. Es sei nun ¢ stetig an w, und es sei ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein § > 0 mit

— 0 (z = w) .

lp(¢) — p(w)] < e fiir alle ¢ € S mit | —w]| < 4.

Fiir z € D erhalten wir
() —ptw)] 2[5 [ PE0) (o) ptw)ac]

S

(i) _

< o [ PEOI©) - ptw)l.
S

Dabei ist ]

o / P(2C) |p(¢) — p(w)] |d¢] < e.
S—

((~w|<d <e
Auflerdem existiert nach (iii) ein ¢’ > 0 mit

sup P(z() <e  fiiralle z € D mit |z — w| < §".
[¢—w[>d
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Also gilt fiir |z —w| < §'

| PEO[e) = elw)]dc] < 2 el
T N e

|C-wlz0 <e <2[|¢lloo,s

Insgesamt ist damit

[(Px ¢)(2) — p(w)| < (1 +2]l¢lloo,s) -

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 31.14 1. Ist z = pe’ € D und ¢ = e®, so ist

= 1— |22 1—p?
P == — = " =

= L=y =: P(p, 0 — )
 1—2pcos( —t)+p? P ’

wobei )
N 1—p
P =
(p:5) 1 —2pcos(s) + p?

als Poisson-Kern bezeichnet wird (vgl. B. 29.5).
2. Es sei G C C ein beschrénktes Gebiet. Ist h : G — D holomorph und bijektiv und
so, dass h zu einer stetigen und bijektiven Funktion von G nach D forgesetzt werden

kann, so ist fiir p € C(OG) mit ¢ := @ o (h‘_sl)

(Px)oh

die Losung des Dirichlet-Problems D(G, ¢).
(Denn: v ist stetig auf S. Nach S. 31.13 ist Po1) Losung von D(DD, v). Da h holomorph

in G ist, ist (P % 1)) o h harmonisch in G ([U]). AuBlerdem gilt

(P ) (h(2)) = ¢ (h(w)) = p(w) (2 = w)

fiir alle w € OG, da h stetig auf G ist.)
Ist speziell G = U, (zy) fiir zg € C,r > 0, so hat h mit

z — 20

h(z) = (z € Ur(20))

r

offenbar obige Eigenschaften. Ist also p € C (Kr(zo)), so ist durch

96 = 5 [ P(E20) plaa+ 10l (e € Urla)

T or
S
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die Lésung von D (U, ( 0),¢) gegeben.
3.Ist f stetig auf U, (29) und harmonisch in U, (zg), so gilt nach 2.

: /
2
S
da beide Seiten Losungen von D(Ur(zo),f‘KT(ZO)) sind. Die Darstellung (31.3) heifit
Poisson-Integralformel fiir f.

Wie im Beweis zu S. 30.3 ergibt sich damit auch: Ist (f,) eine Folge in Har(€2) mit
fn — f lokal gleichmiiBig auf €, so ist auch f € Har(2). ([U])

(zo +rQld¢l (2 € Un(20)) (31.3)

Die Frage, fiir welche G und ¢ das Problem D(G, ) losbar ist, werden wir hier nicht
abschliefend beantworten kénnen. Wir wollen jedoch zumindest zeigen, dass D(G, p)
nicht fiir alle G und ¢ losbar ist. Dazu beweisen wir zunéchst folgenden Hebbarkeits-
satz.

Satz 31.15 Ist Q C C offen und ist f € Har(Q\ {a}), wobei a € Q, beschrinkt in
einer Umgebung von a, so ist f harmonisch fortsetzbar nach Q (d.h. es existiert ein

fo € Har(Q) mit fo = f auf Q\ {a}.)

Beweis. Ohne Einschriinkung sei ¢ = 0 und D C Q. Wir betrachten u := Re f und
fire >0
e := (Pxug) —u+e-In|-|.

Dann gilt u. € Har(D\ {0}, R) und

lim u.(z) =0 fiir alle w € S.

Z—w
Da u beschriankt bei 0 ist, gilt auflerdem

ue(z) = —o0 (z —0).
Nach S. 31.8.2 ist damit
ue(2) <0 (zeD,z#0).

Da dies fiir alle € > 0 gilt, ist auch

(Prus)(z) —u(z) <0 (2 €D,z £0),

also
Pxug <wu auf D\ {0}.

Wendet man S. 31.8.2 auf

:(P*u|5)—u—6-ln|-|
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an, so ergibt sich analog P * ug > u, also ,=". Damit ist u durch P * u)g harmonisch
nach D fortsetzbar.
Entsprechendes gilt wieder fiir v = Im f. O

Bemerkung 31.16 Wir betrachten das Problem D(D \ {0}, ¢) mit

0, weS
p(w) == :
1, w=0

Dann ist D(ID\ {0}, ¢) nicht 16sbar.

(Denn: Angenommen, es existiert ein f € C'(D) harmonisch in D\ {0} mit f(w) = @(w)
fiir w € SU{0}. Dann ist nach S. 31.15 f harmonisch in D. Da fig = 0 ist, muss nach
B. 31.9 schon f = 0 sein. Dies widerspricht f(0) = 1.)

Definition 31.17 1. Es seien G1,Gs C C Gebiete. Ist h : G; — G2 bijektiv und
holomorph (dann ist nach S. 26.28 Z(f’) = 0 und damit nach S. 26.26 auch f!
holomorph), so heif}t A eine konforme Abbildung von G auf G,. Existiert eine solche
Abbildung, so heiflen G; und Gs konform dquivalent.

2. Ist G C C ein Gebiet, so heilt G einfach zusammenhingend, falls G¢ = C\ G keine
beschrinkten Komponenten hat.

Es gelten damit zwei zentrale Sétze, deren Beweisfithrungen unser Zeitlimit leider

wesentlich tiberschreiten wiirden.

Satz 31.18 (Riemannscher Abbildungssatz)
Ist G C C ein Gebiet, so ist G konform dquivalent zu D genau dann, wenn G einfach

zusammenhdangend und # C ist.

Satz 31.19 (Rungescher Approzimationssatz)

Es sei G C C ein Gebiet. Dann ist G genau dann einfach zusammenhdngend, wenn zu
jedem f € H(G) eine Folge von Polynomen P, existiert mit P, — f lokal gleichmdfig
auf G.

Damit ldsst sich wiederum (ohne allzu grofien weiteren Aufwand) folgender Katalog

an Aquivalenzen beweisen:

Satz 31.20 Es sei G C C ein Gebiet. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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a) G ist topologisch dquivalent zu DD (d.h. es existiert eine Abbildung h : G — D,
die bijektiv und (bi-)stetig ist.

b) G ist einfach zusammenhdngend.
c) Cx \ G ist zusammenhéingend.

d) Fir alle geschlossenen Pfade v in G und alle f holomorph in G gilt

[1=0
5

e) Fir alle f € H(G) ezistiert ein F € H(G) mit F' = f.
f) Ist f € H(G) mit Z(f) so ist f = €9 fir ein g € H(QG).

=0,
g) Ist f € H(G) mit Z(f) =0, so ist f = ¢? fiir ein ¢ € H(G).
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A Vollstindigkeit geordneter Korper

Geordnete Korper sind, grob gesprochen, Mengen K, versehen mit zwei Operationen
»+ ¢ und ,-* sowie einer Relation ,<“ so, dass man alle ,iiblichen® Rechen- und
Ordnungsregeln zur Verfigung hat. (Genaue Definition: siehe D. 2.1 (Axiome (K.1)
bis (K.6)) und D. 3.3 (Axiome (O.1) bis (0.4)))

Insbesondere ergibt sich aus diesen Axiomen:

Fiir alle a,b € K hat die Gleichung a + z = b genau eine Losung
(ndmlich x = b+ (—a) =: b — a).

Fiir alle a,b € K,a # 0, hat die Gleichung ax = b genau eine Lésung
(niimlich x = ba ! =: b/a).

Fir alle ¢ € K,n € N, hat die Gleichung nz = ¢ genau eine Lésung
(nimlich z = c¢(nlg)~! =: ¢/n).

Das ,einfachste“ Beispiel eines geordneten Korpers sind die rationalen Zahlen Q mit
den iiblichen Operationen +, -, <.

So weit, so gut. Damit ldsst sich wunderbar rechnen. Nur ein wesentliches Defizit
weisen die rationalen Zahlen auf: Gleichungen der Form

" =c, (A.4)

wobei n € N(n > 2) und ¢ € Q, ¢ > 0, sind nicht stets l6sbar. Dies ist schon seit der
Antike bekannt.

Auf Euklid geht die Erkenntnis zuriick, dass Seite und Diagonale im Quadrat ,,inkom-
mensurabel“sind. Es gilt ndmlich

Satz A.1 Es gibt kein x € Q mit 2> = 2.

Beweis.

1. Zunichst gilt: Ist m € Z, und ist m? gerade, so ist auch m gerade. (Denn: Wire

m ungerade, also m = 2mg + 1 fiir ein mg € Z, so folgte
2 _ 2 _ p2
m*° = (2mo+1)" =4mg+4mo+ 1,
also wiire auch m? ungerade.)

2. Angenommen, es existiert ein 2 = p/q € Q mit z? = 2. O.E. seien p, q so, dass
q € N und p und ¢ keine gemeinsamen Teiler haben. Aus

(5) -
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folgt p?> = 2¢?, d. h. p? ist gerade. Nach 1. ist dann auch p gerade, d. h. p = 2py
fiir ein pg € Z. Dann ist
2¢° = p* = 4pj

d. h. ¢> = 2p3, also ¢*> und damit auch ¢ gerade. Also haben p und ¢ den
gemeinsamen Faktor 2 im Widerspruch zur Teilerfremdheit von p und ¢. Damit
ist die Annahme falsch d. h. es existiert kein z € Q mit z? = 2.

Wie lisst sich dieses Defizit beheben? Am Ende eines langwierigen Erkenntnisprozesses
stehen die reellen Zahlen, die sich als geeignete Erweiterung des geordneten Korpers
Q ergeben, und zwar derart, dass (A.4) fiir alle n € N, ¢ > 0 losbar ist.

Bevor wir darauf zu sprechen kommen, wie die reellen Zahlen aus den rationalen
,konstruierbar® sind, beschiftigen wir uns zunichst mit der Frage, welche (iiber die
Forderungen (K.1) - (K.6) und (O.1) - (O.4) hinausgehende) Eigenschaft die Losbarkeit
von Gleichungen der Form (A.4) sichert.

Definition A.2 Es sei K ein geordneter Korper, und es sei M C K.

1. M heiBt nach oben beschrdnkt, wenn ein s € K existiert mit
r <35 firalle z€ M.

Ein solches s heifit dann obere Schranke von M.

2. M heifit nach unten beschrdankt, wenn ein s € K existiert mit
r>s firalle z€ M.

Ein solches s heiffit dann untere Schranke von M.

3. M heif3t beschrankt wenn M nach oben und nach unten beschriankt ist.

Beispiel A.3 Es sei K = Q und
M:={z€cQ: z>0,2°><2}.

Dann ist M beschrinkt, denn s = 0 ist eine untere Schranke und s = 3/2 ist eine
obere Schranke von M (Ist © > 3/2, so folgt z2 > (3/2)? =9/4 > 2, d. h. x ¢ M).
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Mit einer oberen Schranke 5 von M ist natiirlich jedes 5 € K mit 5 > 5 ebenfalls eine
obere Schranke fiir M. Es stellt sich in natiirlicher Weise die Frage nach “kleinsten”
oberen Schranken.

Definition A.4 Es sei K ein geordneter Korper, und es sei M C K.
1. Ein € € K heit kleinste obere Schranke (oder Supremum) von M, falls
a) & obere Schranke von M ist
und
b) fiir jede obere Schranke 5 von M gilt 5 > €.

Wir schreiben dann ¢ = sup M. Weiter nennen wir ¢ Mazimum von M (und
schreiben ¢ = max M), falls zusitzlich £ € M gilt.

2. Ein { € K heifit grifite untere Schranke (oder Infimum) von M, falls
a) { untere Schranke von M ist
und

b) fiir jede untere Schranke s von M gilt s < £.

Wir schreiben dann ¢ := inf M. Weiter nennen wir § Minimum von M (und
schreiben § = min M), falls zusétzlich { € M gilt.

Bemerkung A.5 Aus der Definition ergibt sich sofort, dass fiir jedes M hdochstens

ein Supremum und ein Infimum existieren.

Beispiel A.6 Es sei K = Q.
L. Ist M ={z€Q:0<z <1}, so gilt

0=inf M(=min M) und 1=supM(=maxM).

2. Ist M ={z € Q:0 <z < 1}, so gilt ebenfalls
0=infM und 1=supM .
Man sieht, dass i.a. inf M und sup M nicht in M liegen miissen!

3. EsseiM ={z€Q:2>0,12<2} (={z€Q:2>0, 22 <2}). Nach B. A.3
ist M beschriankt. Hier ist inf M = 0, es existiert aber kein Supremum von
M. Dies ergibt sich aus S. A.1 und dem folgenden Resultat.
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Satz A.7 Es sei K ein geordneter Koérper, und es seien n € N sowie ¢ € K,c > 0.
Wir setzen M :={t € K : t > 0,t" < ¢}. Dann gilt

1. M ist nach oben beschrdnkt.

2. Euxistiert x :=sup M, so g¢ilt x" = c.

Beweis. O.E. kénnen wir ¢ > 0 annehmen (fiir ¢ = 0 ist M = {0}).
1. Esgilt,da1l+c¢>1,
c<l+c<(14¢)?<...<(1+0)".

Ist t € M, so gilt t" < ¢ < (14 ¢)" und damit auch t < 1+ ¢ (wiret > 1 +¢, so
wére auch t” > 1+ ¢"). Also ist 1 + ¢ obere Schranke von M.

2. Zunichst gilt fir 0 <a < b
b —a" < n(b—a)b" ", (%)

Denn: Nach der verallgemeinerten geometrischen Summenformel ([U]) ist

n—1
b" —a" = (b—a) z:a”b"ﬂ’*1 < n(b—a)d" L
v=0

n

. .. r —c
a) Angenommen, es ist z" > c. Fiir h:= ——— gilt dann
nx
z" "
0<h< <—— = z.

nxnfl — xnfl

Ist t > z — h, so folgt aus (¥) mit b=z,a =z —h
" =t <2 —(z—h)"<n-h-z" P =a"—c.

Also ist t" > ¢, d.h. t ¢ M. Damit ist x — h obere Schranke von M im
Widerspruch dazu, dass z kleinste obere Schranke ist. Also ist ™ < .

b) Angenommen, z" < ¢. Dann ist

S A
Y= n(z + 1)n+1 :

Fiir z := min(1, y) folgt dann aus (¥) mit b=z + z,a = x
(z+2)"—z"<n-ziz+2)" ' <n-yl+1)" = c—a",

also ist (z 4+ z)"™ < ¢ und damit z + z € M. Da z > 0 ist, ist damit = keine
obere Schranke von M. Widerspruch. Also ist " = ¢ nach a).
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Definition A.8 Ein geordneter Korper K heifit (ordnungs-)vollstindig, falls jede nicht-
leere, nach oben beschrinkte Teilmenge M von K ein Supremum hat.

Satz A.9 Ist K wollstindig, so hat fiir jedes ¢ € K,c > 0, und jedes n € N die
Gleichung

r =cC

genau eine Losung ¢ € K,z > 0. Wir setzen

Vo=

Beweis.

1. Die Existenz einer Losung z ergibt sich aus S. A.7 (beachte 0 € M dort, also
M #0).

2. Es seien 71,22 € K mit 0 < 1 < x9. Dann ergibt sich auch 7 < 2. Also hat
die Gleichung 2™ = ¢ hochstens eine Losung.

Von zentraler Bedeutung fiir die Analysis ist die folgende Tatsache

Satz A.10 Es existiert ein vollstandiger geordneter Korper R.

Beweisskizze Wir wollen uns darauf beschrinken, den Beweis zu skizzieren.

Die Elemente von R werden als gewisse Teilmengen von QQ definiert (sog. Dedekind’sche
Schnitte):

A C Q heilit Dedekind’scher Schnitt, falls gilt:

(D.1) A#£0, A#Q.
(D.2) Ist p € A so gilt g € A fiir alle g < p.
(D.3) Ist p € A so existiert ein r € A mit p < r.

1. Sind A, B Schnitte, so definiert man

A+B:={r+s:reA,se€ B}.
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Dann ist auch A + B ein Schnitt, d. h. + : R x R — R.

(Denn: offenbar ist A + B # ().

Sindr" ¢ A,s' € B,soist ' +s' >r+sfiraller € A,se B. Alsoist r'+s' ¢ A+ B
und insbesondere A + B # Q. Es sei p € A+ B. Dann existieren r € A,s € B mit
p=r+s.Ist ¢ < p,sofolgt g—s < r,also g—s € A und damit ¢ = (¢—s)+s € A+ B,
d. h. (ii) gilt.

Schliellich sei t € A so, dass t > r ist. Dann gilt p <t+sund t+s € A+ B. Also gilt
auch (iii).)

(K.1)/2: Ausr+s=s+r firalle reA,sec B folgt
A+B={r+s:reA;seB}={s+r:seB,re A} =B+ A
(K.2)/2: analog
K.3): Wir definieren Og := {r € Q : r < 0}. Dann ist Og ein Schnitt.
Wir zeigen: A + Og = A fiir alle Schnitte A.
Es sei A ein Schnitt und r € A, s € Og. Dann ist r + s < r,
alsor+s€ A,d. h. A+ 0r C A.
Umgekehrt sei p € A beliebig. Wihlt man ein r > p,r € A so gilt
p—re€lpundp=r+(p—r) € A+ 0. Also ist A C A+ Og.
(K.5)/2: Es sei A ein Schnitt. Wir setzen
—A={peQ:—p—r¢gA firenr >0}
Man kann zeigen, dass dann A + (—A) = O gilt.

2. Wir definieren nun eine Relation < auf den Schnitten (also auf R) durch
A<B:sACB, A#B.

Man rechnet damit nach, dass die Ordnungsaxiome (0.1), (0.2) und (O.3) erfiillt sind.

3. Nun kann man auch eine Multiplikation in R definieren. (Dies erweist sich als et-
was schwieriger als die Definition der Addition, insbesondere weil Produkte negativer
rationaler Zahlen positiv sind). Zunéchst definiert man daher eine Multiplikation auf
R, :={A€R:A>0r} durch

A-B:={peQ:3Ire A,s€ Bmitr,s >0 und p < rs}
(wobei A, B > Or). Anschliefend definieren wir
AOg := 0pA :=0p

und
(-A)(—B) , falls A<Or , B<Og

AB:={ —[(—A)B] , falls A<Ogr , B>0g
], falls A>0g , B<O0g
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Hiermit wird (R, +, -, <) zu einem geordneten Kérper (mit Einselement 1x = {z € Q :
z < 1}).

4. Wir zeigen, dass dieser vollstindig ist:

Dazu sei M C R, M # () nach oben beschrinkt. Wir definieren

B:= (] A.

AeM

Dann kann man zeigen, dass B ein Schnitt, also B € R ist. Natiirlich gilt A < B fiir
alle A € M und ist C < B, so existiert ein s € B mit s & C. Wegen s € B ist s € A
fiir ein A € M. Also ist C' < A, d. h. C' ist keine obere Schranke von M. Folglich ist
B =supM.) O

Bemerkung A.11 Definiert man ¢ : Q — R durch
pla) ={reQ:z < a},

so ist ¢ injektiv, und es gilt p(a+ B) = p(a) + p(B) sowie p(af) = o(B)p(B) fir alle
a, B € Q. Aulerdem ist dabei p(a) < ¢(f) genau dann, wenn « < £ ist. Indem wir «
mit ¢(«) identifizieren, kénnen wir Q als Teilmenge von R auffassen.

Es gilt dann: Sind A, B € R mit A < B, so existiert ein « € Q mit A < a < B.

(Denn: Da A < B ist, existiert ein p € Q mit p € B,p ¢ A. Weiter existiert ein o € Q,
mit o > p und a € B (nach (D.3)). Dann ist

ACyp(a)CB umd A#y¢(a)#B,

dh. A<a<B.)
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B Michtigkeit von Mengen

Wir werden im Folgenden sehen, dass in gewisser Weise ,sehr viele“ reelle Zahlen
irrational sind. Dazu beschiftigen wir uns zunfchst mit dem Begriff der Méchtigkeit
einer Menge.

Definition B.1 Es seien M, My, M> beliebige Mengen.

1. My und Ms heiflen von gleicher Mdchtigkeit (oder kurz gleichmdchtig), falls eine
bijektive Abbildung ¢ : M; — M> existiert.

2. M heift endlich, falls M gleichméchtig zu {1,...,n} fiir ein n € N (oder auch
= () ist. Anderenfalls heifit M unendlich.

3. M heifit abzdhlbar unendlich falls M gleichmichtig zu N ist.

4. M heifit abzahlbar falls M endlich oder abzahlbar unendlich ist. Anderenfalls
heif3t M dberabzdahlbar.

Bemerkung B.2 1. Aus D. B.1 ergibt sich sofort, dass eine Menge M genau dann
abzéhlbar unendlich ist, wenn paarweise veschiedene z,, (n € N) existieren mit M =
{zp, : n € N}. Aulerdem sieht man leicht, dass jede unendliche Menge eine abzéhlbar
unendliche Teilmenge besitzt. Weiter folgt aus D. B.1 auch, dass M # () genau dann
abzihlbar ist, wenn M in der Form M = {z, : n € N} geschrieben werden kann
(wobei jetzt die z,, i.A. nicht mehr paarweise verschieden gewihlt werden konnen).
Eine solche Darstellung nennt man auch eine Abzdhlung von M.

2. Jede Teilmenge einer abzdhlbaren Menge ist wieder abzahlbar.

(Denn: Es seien M abzihlbar und My C M. Ist My endlich, so sind wir fertig. Es
sei also My unendlich. Dann ist M abzihlbar unendlich, also existieren paarweise
verschiedene 1z, so, dass M = {z,, : n € N}. Wir definieren ny := min{n : z, € My}.
Sind ny < ... < n; bereits definiert, so setzen wir nj;1 := min{n : z,, € My, n > n;}.
(Man beachte: Nach dem Wohlordnungssatz (siehe (U)) hat jede nichtleere Teilmenge
von N ein Minimum.) Dann gilt nach Konstruktion My = {z, : j € N}.)

Folglich ist auch jede Menge, die eine iiberabzihlbare Menge enthilt, selbst iiberabz&hl-
bar.

Satz B.3 FEs sei I # () eine abzihlbare Menge, und es seien A, (n € I) abzihlbare

Mengen. Dann ist auch |J A, abzihlbar.
ncl

Beweisskizze Ohne Einschrinkung konnen wir A, # () fir alle n € I annehmen.
Zudem koennen wir uns auch auf den Fall I = N beschrianken. (Ist I endlich, so
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kénnen wir ohne Einschrinkung I = {1,...,n9} wihlen und dann A, := A; fir

n > ny setzen.) Es sei
A :{:E](:) :kEN} , Azz{wl(f):kEN},...
Wir betrachten folgende Anordnung der Elemente $§€n); neNkeN:

(1) (1) (1) (1)

Ty — Ty T3 — Ty Ty — Tg
e / 4 % 4
xg2) ng) w:(f) 1'4(12) $g2)
P/ vd / e
ISB) xé?.) xg?)) xl(f;)
e / 4
$g4) :17;4) mgk)
o/ e
:1255) :1355)
e
%
1

(n)

Hierbei treten alle 2,7 auf. Diese konnen durch “Verfolgen der Pfeile” zu einer Folge

angeordnet werden:

@) L0 @ 6 @ 1) 1) (2

Ty Ty Ty Ty STy Ty Ty Ty

Dies ergibt eine Abzéhlung von |J Ay, d. h. |J A, ist abzédhlbar. O
neN neN

Insbesondere ergibt sich aus S. B.3

Satz B.4 Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.

Beweis. Zunichst sieht man leicht, dass Z abzéhlbar ist ([U]). Also ist
Ay :={k/n: k € Z} fir alle n € N abzihlbar. Nach S. B.3 ist folglich auch

UAn={k/n:keZ,neN} =Q
neN

abzahlbar. O

Wir wollen nun zeigen, dass jedes (nichttriviale) Intervall in R iiberabziahlbar ist.
Daraus ergibt sich auch unmittelbar die Uberabzihlbarkeit von R oder C. Vorbereitend

zeigen wir:
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Satz B.5 (Intervallschachtelungsprinzip)
Ist I, eine Folge von Intervallen der Form I, = |ay,by], mit I,11 C I, (n € N) und

by — an = 0(n — 00), so existiert ein x € R mit

{z} = ﬂIn.

neN

Beweis. Nach Voraussetzung ist (a,) 1 und (by,) J. Auerdem gilt a1 < a,, < b, < by.
Also existieren nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen

a:= lim a,, und b:= lim b, .
n—oo n—oo

Aus a, < by, folgt a < b, also auch

a, <a<b<hb, (n eN).

[a,0] C () In -

neN
Aus b, —a, — 0 (n — o0) folgt a = b, also ist [a, b] einpunktig. O

Folglich ist

Satz B.6 Jedes Intervall I C R (das mehr als einen Punkt enthdalt) ist iberabzdhlbar.

Beweis. Ohne Einschrinkung kénnen wir das Intervall [0, 1] betrachten. Angenom-
men, [0, 1] ist abzahlbar, d. h.

[0,1] = {zy, : n € N} .
Wir teilen dann [0, 1] in die drei gleich langen Intervalle [0,1/3],[1/3,2/3] und [2/3, 1]

auf. Dann ist z; in einem dieser Intervalle (das wir I; nennen) nicht enthalten. An-
schlieend teilen wir I; in drei gleich lange Intervalle (also der Linge 1/9 = 1/3%) auf.
Dann ist 25 in einem dieser Intervalle (Is genannt) nicht enthalten. So fortfahrend
erhalten wir induktiv eine Folge I, = [an, by] von Intervallen in [0, 1] mit I+ C I,

sowie zp, & I, und b, —ap, = 1/3" — 0 (n — o0). Also ist [ I, = {z} fur ein
neN
z € [0,1]. Ist k € N so gilt nach Konstruktion zy & () I, d. h. 2y # z fiir alle k € N.
neN
Widerspruch! O

Bemerkung B.7 Allgemein gilt: Ist M iiberabzéhlbar und ist A C M abzéhlbar, so
ist auch M \ A iiberabzihlbar (denn sonst wire nach S. B.3 auch M = AU (M \ A)

abzéhlbar). Also ist insbesondere nach S. B.4 und S. B.6 die Menge der irrationalen
Zahlen R\ Q iiberabzihlbar.
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C Elementare Funktionen

o0
Fiir z € C betrachten wir die Reihe ) %, die nach B. 6.20 absolut konvergent ist.

v=0

Definition C.1 1. Die Funktion exp : C — C, gegeben durch

oo
ZI/

exp(z) := Z — (z€C),

V!
v=0

heiflt (komplexe) Ezponentialfunktion.
2. Die Funktion cos : C — C, gegeben durch

cos(z) := %(exp(iz) + exp(—iz)) (z€C),

heif}t (komplexe) Cosinusfunktion.
3. Die Funktion sin : C — C, gegeben durch

sin(z) := %(exp(z’z) — exp(—iz)) (z€C),

heif}t (komplexe) Sinusfunktion.

Bemerkung C.2 1. Aus der Definition ergibt sich sofort exp(0) = cos(0) = 1 und
sin(0) = 0 sowie
cos(—z) =cosz und sin(—z) = —sinz

fiir alle z € C. AuBerdem sieht man leicht ([U]), dass fiir alle z € C die sog. Eulersche
Formel

exp(iz) = cosz + isin z (z€C) (C.5)
sowie (e ©(_pyeoh
—1)¥/ezv —1)¥z
cos(2) = Z@ DY (2k)!
ugerade k=0
und (v=1)/2, 1)k 2k
) B o ( 1) v— v 0.9} +
sin(z) = ; ZO 2k 1)

v ungerade

(mit absoluter Konvergenz der Reihen) gilt.
2. Ist speziell z reell, so sind auch exp(z), sin(z) und cos(z) reell und es gilt

cosz = Re(exp(iz)) und sinz =Im (exp(ix)) .

Eine der zentralen Eigenschaften der Exponentialfunktion stellt die folgende Funk-
tionalgleichung dar, die zeigt, dass exp aus der Addition eine Multiplikation macht.
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Satz C.3 Es seien z,w € C. Dann gilt

exp(z + w) = exp(z) - exp(w) .

[o.@] [o.@]
Beweis. Die Reihen 3 2 und w}/—’,’ konvergieren absolut nach B. 6.20. Also kon-

V!

v=0 v=0
vergiert nach S. 6.22 das Cauchy-Produkt der beiden Reihen, und es gilt

exp(z) - exp(w) = (Z ,) (Z Z) DI DETE R

v=0 v=0 n=0vr=0
N1 (n = 1
= g — g 2 P20 —(z4+w)" =exp(z +w) .
n! v n!
n=0 v=0 n=0

Als Folgerung erhalten wir

Satz C.4 Fiir alle z € C und alle n € Z gilt exp(nz) = exp™(z). Insbesondere ist
exp(—z) = 1/ exp(z) und damit auch exp(z) # 0.

Beweis. Zunichst ergibt sich fiir beliebiges k£ € N
exp(£kz) = exp®(£2)
induktiv aus S. C.3. Nach D. C.1 gilt exp(0) = 1. Also folgt aus S. C.3 auch
1 =exp(z — z) = exp(z) - exp(—=z)

d. h. exp(—z) = 1/ exp(z). Duch Kombination der beiden Identititen erhilt man die
Behauptung auch fiir negative n. |

Satz C.5 Fiir alle z € C gilt

]

v=0
Beweis. Wir setzen

Sp 1= Z — und by = (1+2z/n)".



C ELEMENTARE FUNKTIONEN 341

Damit geniigt es, zu zeigen s, — b, — 0. Es gilt (mit der binomischen Formel)

v=0
also auch
- nn—1)---(n—v+1),2"
Sn — bn = Z ( - nv );
v=0 -~ ’
=0nv

Dabei ist oy, € [0,1] und es gilt oy, — 0 fiir n — oo und alle festen v.
Nun sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N, € N mit

Z' <e/2 (n>N).

N=1, .,
Aus > %amj — 0 (n — oo) folgt die Existenz eines N/ > N so, dass
v=0

N-1 |Z|V
v=0 ’

Also ergibt sich insgesamt fiir alle n > N/

z" -

v=0 Sl

Bemerkung C.6 Aus S. C.5 ergibt sich insbesondere

1 n
exp(l) = lim <1 + n) =e.

n—00

Hieraus folgt nach S. C.4
exp(n) ="

fiir alle n € Z. Deshalb schreiben wir in Zukunft auch e? statt exp(z) fir allgemeines
z e C.

Satz C.7 (Additionstheoreme)
Fir z,w € C gilt

1. cos(z +w) = coszcosw —sinzsinw ,
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2. sin(z + w) = sinz cosw + cos z sinw .

Beweis. 1. Fiir z,w € C gilt

cos(z) cos(w) — sin(2) sin(w) = Z((e” +e ) (e +e ™)+ (e —e ) —e ™))
_ ;( iz giw +e —iz —iw) _ %(ei(z-l-w) + e—i(z+w))
= cos(z + w)

2. ergibt sich durch eine entsprechende Rechnung. O

Wir schauen uns nun trigonometrischen Funktionen sin und cos speziell fiir reelle
Argumente, also die Exponentialfunktion fiir rein imaginire Argumente an.

Satz C.8 Fir alle z € R ist
cos’ z +sin’z = [ = 1

und damit insbesondere —1 < cosz <1 und —1 <sinz < 1.

Beweis. Zunichst gilt fiir beliebiges z € C

Zzy Z —sn —eF (n — o).

Aus s,(2) = e (n — 00) folgt s,(2) = ¢# (n — 00) ([U]). Also ist e = €. Speziell
ergibt sich fir z = iz

i ix iz —irx S.C4
LT i i Dt

2 = ePeir = e

cos? z 4 sin? z = |2

Unser Ziel ist es nun, die Zahl 7 analytisch zu definieren. Dazu zeigen wir
Satz C.9 Die Funktion cos hat im Intervall (0,00) eine kleinste Nullstelle xg.

Beweis. Nach B. C.2 gilt (mit absoluter Konvergenz)

k Qk 2 4 P 8

oo
st = Z B TR T
k=0

IL‘2 IL'6 .CCQ

1172 ./I,'Q & 4k+2 .T2
=y (“3-4) _;(4“2)! (1_ (4k+3)(4k+4)> '
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Fiir £ = 2 ergibt sich

22
- 0 (keN
@k +3)(dk +4) (k €No),

22 22 1
cosZﬁl—E l—-—)=—=-<0.

Aus cos(0) = 1 und der Stetigkeit von cos ergibt sich nach dem Zwischenwertsatz (S.
8.13) die Existenz eines ¢ € (0,2) mit cos(¢) = 0. Fiir o := inf{¢ : cos({) =0, { > 0}
gilt auch cos(z) = 0 (da cos stetig) und xg > 0. O

also

Definition C.10 Ist zy wie in S. C.9, so setzen wir

= 2xg .

Bemerkung C.11 Nach obiger Definition gilt also

cos (g) =0

und mit cos(z) = cos(—z) folgt cos(z) > 0 fiir z € (-5, %).

Weiter gilt
1 =|e™?)? = cos? (g) + sin? (g) = sin® (g) .

Auflerdem kann man mit Hilfe des Zwischenewertsatzes zeigen, dass sinz > 0 fiir

™
. g
sin (5)

im/2

z € (0,7/2] und damit insbesondere

gilt ([U]). Hieraus ergibt sich wiederum e"*/? = i und allgemeiner fiir k € Z

oimh/2 _ (em/z)k ik — (—1)%72, falls k gerade
i(=1)*=1/2 " falls  k ungerade

Unter Ausnutzung der Additionstheoreme erhilt man Periodizitdtseigenschaften der

trigonometrischen Funktionen

Satz C.12 Fir alle z € C gilt
™ . ) ™
1. cos<z+§>:—31nz, sm(z+§):cosz,

2. cos(z+m) =—cosz, sin(z +m) = —sinz ,
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3. cos(z +2m) = cos z , sin(z 4 27) = sin z,

(cos und sin sind “2m-periodisch”)
4. sinz = 0 genau dann, wenn z = kn fiir ein k € 7,

5. cosz =0 genau dann, wenn z = g + km fir ein k € Z.

Beweis. Mit S. C.7.1 und B. C.11 erhalten wir
cos(z + m/2) = cos(z) cos(m/2) — sin(z) sin(7/2) = —sinz .

und
sin(z + 7/2) = cos(z) sin(n/2) + sin(z) cos(n/2) = cos z .

Hieraus folgt wiederum
cos(z + m) = cos(z + m/2) cos(7/2) — sin(z + 7/2) sin(7/2) = —cos z .

Die weiteren Behauptungen ergeben sich in dhnlicher Weise ([U]). O

Wir wollen uns nun mit der Frage der Umkehrbarkeit der reellen Exponentialfunktion
und der reellen trigonometrische Funktionen beschiiftigen. Zunichst gilt

Satz C.13 1. Fir alle z € R ist e* > max(1 + z,0).
2. Fiir alle x < 1 ist ¥ < ﬁ

3. exp : R — R ist streng monoton wachsend.

Beweis. 1. Aus (1 + z/n)" > 0 fiir fast alle n folgt e > 0. Ist z > —1 so ergibt sich
mit der Bernoullischen Ungleichung (1+xz/n)" > 1+ fir alle n, also auch e > 1+=.
2. Nach 1. gilt fir z < 1

e >1—uz,
also auch
a1 1
et T 1—12
3. Fiir 21 < x4 ergibt sich e®2/e™ = e¥27%1 > 1 + (z9 — 1) > 1 nach 1. O

Bemerkung und Definition C.14 Insbesondere folgt aus S. C.13.1 und 2.

e® > 00 (r— 00) und e -0 (z— —o0)
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und damit ist exp(R) = (0, co) nach dem Zwischenwertsatz.
Nach S. C.13.3 und S. 8.20 existiert die Umkehrfunktion von exp auf dem Intervall
(0, 00) und ist dort stetig und streng monoton wachsend. Diese Funktion nennnen wir
(natirliche) Logarithmusfunktion und schreiben dafir In oder auch log. Es gilt also fiir
z € (0,00) und y € R
y=In(z) <= e =1z.

Aus den entsprechenden Eigenschaften der Exponentialfunktion ergibt sich leicht ([U]):

1. Fir alle 21,29 > 0 ist In(z122) = In(z1) + In(z2).

2. Fiir alle z > 0 und alle n € Z ist In(z") = nln(z).
Weiterhin definieren wir damit allgemeine Potenzen und Logarithmen.

Definition C.15 Fiir ¢ > 0 und b € C setzen wir

b

a® :=exp(b-1lna) = M

Man beachte, dass aufgrund von 2. in B. C.14 fiir b = n € Z gilt:

a = enlna‘

Damit stimmt die obige Definition fiir den Fall b € Z mit der alten Definition iiberein.
Aus den Rechenregeln fiir In und exp erhilt man weiterhin

Satz C.16 (allgemeine Potenzgesetze)

1. Fir a > 0 und b1,by € C gilt abrab2 = "2 ynd im Falle by € R auch
(ab1)b2 — ablb2_

2. Fiir ay,a9 > 0 und b € C gilt a'{ag = (a1a2)°.

Beweis. 1. Es gilt

b1 In aebg Ina ebl Ina+bsIlna bi+b2)Ina — abl +bo .

:e(

a¥a” =e
Im Falle b; € R ist ¢ > 0 und damit gilt dann auch

(abl)b2 _ 6b2 ln(abl) — 6b2 ln(ebllna) — eb2b1 Ina — ab1b2 .

2. [U]. O
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Bemerkung und Definition C.17 Wir betrachten ein festes a > 0,a # 1. Dann
gilt fiir jedes z > 0 mit y :=Inz/Ina:

a¥ = eylna — elnz S

und y ist die einzige (reelle) Losung dieser Gleichung (die Funktion y — a¥ ist im Falle
a > 1 streng monoton wachsend auf R und im Falle und 0 < a < 1 streng monoton
fallend auf R). Wir definieren

Inz

log, x : (x >0).

" Ina

Es gilt also fir £ > 0,y € R

y=log,z <= d’=1z.

Satz C.18 FEs gilt
1. sin ist streng monoton wachsend in [—m/2,7/2],

2. cos ist streng monoton fallend in [0, 7.

Beweis. 1. Aus S. C.7 folgt fiir 21,20 € R

singg —sinz; = sin $2+$1+$2_$1 —sin il R k]
? b 2 2 2 2

— 92.cos T2+ 21 Cgin [ F2 %1
- 2 2 '

Ist —7/2 < z1 < 29 < 7/2, so gilt cos (%ﬂ) > 0 und sin (%) > 0, also sinz; <
sin zo.
2. Analog. O

Bemerkung und Definition C.19 Dienach S. 8.20 und S. C.18 auf sin([—7/2,7/2]) =
[—1, 1] existierende (und dort streng monoton wachsende und stetige) Umkehrfunktion
von sin heifit arcsin, d. h. arcsin : [—1, 1] — [—7/2, 7/2] erfiillt

y = arcsinz < x = siny (xe[-1,1],y € [-7/2,7/2]) .

Entsprechend bezeichnet man die auf [—1, 1] existierende (und dort streng monoton
fallende und stetige) Umkehrfunktion von cos mit arccos, d. h. arccos : [—-1,1] — [0, 7]
erfiillt

y =arccosz & ¢ =cosy (z€[-1,1],y€[0,n])
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Bemerkung und Definition C.20 Wir definieren die Funktionen

tan: C\ {r/2+kn:ke€Z} - C

und
cot : C\{kr:ke€Z} - C
durch .
sin z CoS 2
tanz = , cot z = — .
CoS z sin z

Dann sind tan und cot stetig auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen.

Auflerdem gilt: tan ist streng monoton wachsend in (—n/2,7/2) und cot ist streng
monoton fallend in (0,7) mit W (tan_,/2x/2)) = W(cot|q ) = R. Also existieren
auf R die Umkehrfunktionen, genannt arctan bzw. arccot.
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D Polarkoordinaten und der Fundamentalsatz der Alge-

bra

Komplexe Zahlen z (bzw. Punkte im R?) werden meist in Normaldarstellung z = z+iy
(bzw. in kartesischen Koordinaten z,y) angegeben. Eine Alternative, die insbesondere
besser mit der komplexen Multiplikation ,harmoniert“ ist die Darstellung in Polarko-
ordinaten:

Wir betrachten f : (0,00) x R — C\ {0} mit
f(r, ) == re (r>0,0eR).

Ist a € R, so ist f‘(o’w)x(a7a+2ﬂ] bijektiv.
(Denn:
1. Fiir (r,0), (7 & € (0,00) x R mit f(r,0) = (7 $) gilt

r=|re"| = |Fe'?| =7

und damit auch e’ = e*® bzw. ¢{¥=%) = 1. Aus sin(p — @) = 0 und cos(p — @) = 1
folgt ¢ = ¢+ 2k fitr ein k£ € Z mit S. C.12. Damit ist f|(0,c0)x (a,a+2+] fir jedes a € R
injektiv.

2. Auf Grund der 27-Periodizitiit von ¢ — €' reicht es, die Surjektivitiit fiir o = 0 zu
zeigen:

Ist z =2z + 14y € C\ {0}, so setzen wir r := |z| > 0.

1. Fall: y > 0. Dann betrachten wir ¢ := arccos(z/r) € [0, n]. Dafiir gilt z = r - cosp

und
y? =12 — 22 =r?(1 — cos® ¢) = r’sin’ .
Da ¢ € [0, 7] ist, ist siny > 0. Damit ist y = r sin .
2. Fall: y < 0. Dann gilt fiir ¢ := —arccos(z/r) € (—m,0) genauso z = rcos(—p) =
r cos ¢ und
y? =r?sin? .

Da jetzt sin ¢ < 0 ist, folgt wieder y = rsin¢p.)

Bemerkung und Definition D.1 Eine wichtige Folgerung aus der Polarkoordina-
tendarstellung komplexer Zahlen ist die Existenz von Wurzeln komplexer Zahlen: Es

seien n € N und ¢ € C\ {0}. Dann existieren genau n Lésungen der Gleichung
2" =,

namlich

2 = {L/;ei(ap-l—Zk?T)/n (k = 17 T ’n) ’



D POLARKOORDINATEN UND DER FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA349

falls w = re’#. Diese n Zahlen heilen n-te (kompleze) Wurzeln aus (.
(Denn: Da ¢ + €' 2m-perodisch ist, gilt einerseits

und andererseits folgt fiir z = pe® € C\ {0} mit 2" = ¢

pnezm/) N ———1

und damit p = {/r und ¢ = (¢ + 2kn)/n fir ein k € Z. Wieder auf Grund der 27-
Periodizitit sind von diesen Zahlen nur n paarweise verschieden.)

Ist speziell ( =1, so heiflen die n Zahlen
2, = e2kmi/m (k=1,...,n)

n-te Einheitswurzeln. So sind etwa +1 die zweiten Einheitswurzeln und +i,+1 die

vierten Einheitswurzeln.

Die Existenz von Wurzeln bedeutet, dass Polynome P : C — C der Form P(z) = 2" —(
stets Nullstellen besitzen. Allgemein gilt

Satz D.2 (Fundamentalsatz der Algebra)
Es sein € N und P: C — C ein Polynom vom Grad n, d.h.

n

P(z) = Za,,z” (z € C)
v=0
mit ag, . ..,a, € C, ap # 0. Dann existieren z1,..., 2z, € C so, dass

n

P() =an- [[(z— ).

k=1

Beweis.
1. Ist (w;) eine Folge in C mit |w;j| — oo (j — 00), so gilt

P(w; nl 1
(“’Jn) 1+ 51 (o), (D.6)
U W; =0 In  W;
—0 (j—00)

Also existiert insbesondere ein R > 0 so, dass

]' n
|P(2)] 2 5 lan] 20| (2| = R)
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1
(sonst wire |P(wj)| < 2 lan| |w;|™ fiir eine Folge (w;) mit |w;| — oo im Widerspruch
1
zu (D.6)). W&hlt man noch R so grof}, dass §|an|R" > |ag| ist, so folgt
[P(2)] > |aol = [PO)]  (|z| = R),

und damit ist

inf |P(z)| = inf |P(2)].
zHEICI (2)] |§|r§R| (2)]

Da |P|: C — R stetig ist, hat | P||{,cc:z|<ry nach S. 9.29 ein Minimum, d.h. es existiert
ein z; mit

P — min |P(z)| = min |P(2)].
|P(z1)] ﬁ?;%' (2)] gggcll (2)]

2. Wir zeigen: P(z) = 0.

Angenommen, nicht. Dann ist ) : C — C mit
P(z+ 2)
z)i= ————=
ein Polynom vom Grad n mit Q(0) = 1 und |Q(z)] > 1 (2 € C). Damit ist durch

R(z) :=1— Q(z) ein Polynom vom Grad n gegeben mit R(0) = 0. Also existieren ein
m € N und by, ..., b, € C mit by, # 0 und

(z € Q)

R(z) = bp2™ + bn12™ T 4+ 4 b
Ist by, = |bim|e™, so gilt fiir ) = —¢/m und t € R

R(te™) = by [t" + "™ =m + 1"b, " ™™V
mit .
0(t) ==Y bpe”t" " =0 (t—0).
v=m-+1

b
Wiéhlt man ¢ > 0 so klein, dass |§(t)]| < |2m| und ¢ < 1/ {/|bm|, so folgt
Qte™)| = |1 R(te™)| < |1~ |ba|t™] + t™]6(1)]
b
= 1—|bn|t" +t"d(t)] <1 - |;n| "< 1.

Widerspruch zu |Q(z)| > 1.
3. Es gilt nach 2. und mit der verallgemeinerten geometrischen Summenformel

P(z) = P(z)=P(n)=) a(z’ —#) =
v=1

n

v—1
11—
:(z—zl)g a,,E A
v=1 pn=0

J/

-~

=:P1(z2)
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Dabei ist P; ein Polynom vom Grad m — 1 mit fiihrendem Koeffizienten a, (d.h.
n—1

Pi(z) = i cpz” mit cp_1 = ay).
v=0
Durch Anwendung von 2. auf P; erhalten wir ein z9 € C mit P;(22) = 0. Dann gilt

entsprechend
Pi(2) = (2 — 22) P2(2)

mit einem Polynom P» vom Grad n—2 und fithrendem Koeffizienten a,,. So fortfahrend
erhalten wir nach n Schritten

P(z) = (z—2z1)Pi(z) =(2—2z1)(z — 22) Pa(2) =

= o= (z—z2)(z—2) (2 — zn)an .
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E Kompaktheit

Definition E.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

1. Eine Familie U offener Mengen in X heit offene Uberdeckung von X, falls

x=vu.

veu

2. X heiBt (iberdeckungs)-kompakt, falls jede offene Uberdeckung U von X eine
endliche Teilitberdeckung enthilt, d. h. ist 2/ eine offene Uberdeckung von X, so

existieren Uy, ...,U,, € U mit

3. Ist K C X, so heifit K kompakt, falls (K, d|x k) kompakt ist.

Satz E.2 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann sind dquivalent:
a) X ist kompakt.
b) Jede unendliche Teilmenge M C X hat einen Haufungspunkt.

¢) Jede Folge in X hat eine konvergente Teilfolge (d. h. X ist folgenkompakt).

Beim Beweis verwenden wir folgendes Hilfsresultat, das auch fiir sich genommen in-
teressant ist.

Satz E.3 Ist (X,d) ein metrischer Raum mit der Eigenschaft, dass jede Folge in X
eine Cauchy-Teilfolge besitzt, so ist X separabel.

Beweis. 1. Es sei € > 0 gegeben. Wir zeigen zuniichst: Es existiert eine endliche

Teilmenge A, von X mit
d(a,b) > ¢ fiir alle a,b € A, a #b

und
Us(z)NA: #0 fiir alle z € X .

Angenommen, eine solche Menge A, existiert nicht. Dann definieren wir induktiv eine
Folge (z,) in X so, dass d(z;,zy) > ¢ fiir alle j,k mit j # k. Eine solche Folge
hat keine Teilfolge, die eine Cauchy-Folge ist. Also ergibt sich ein Widerspruch zur

Voraussetzung.
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Wir setzen z; € X beliebig und nehmen an, dass wir z1,...,z, mit d(z;,z;) > ¢ fir
J,k=1,...,n,j # k, bereits definiert haben. Die Menge {1, ..., z,} erfullt dann die
erste Bedingung, so dass nach Annahme die zweite nicht erfiillt ist. Folglich existiert
ein py1 € X mit

Ue(zpt1) N{z1, ..., 20} =10,

d. h. d(zp+1,25) > € fir j =1,...,n. Damit ist (z,) wie gewiinscht.
2. Wir definieren
o0
A= Ay
n=1

Dann ist A abzéhlbar (S. B.3). Ist z € X und € > 0 gegeben, so folgt fiir n mit 1/n < ¢
aus (#:*):

Also ist © € A oder z € H(A), d. h. z € A nach S. 9.14. Da z € X beliebig war, ist
A=X. O

Beweis zu S. E.2.
c) = a): Nach S. E.3 existiert eine abziahlbare dichte Teilmenge A von X. Es sei

B:={Uy(z):z€ AreQr>0} = (J{Ur(x) sz € 4}

>0
r€Q

Dann ist auch B abzédhlbar nach S. B.3.
Es sei nun U eine offene Uberdeckung von X und
By:={BeB:3U €U :BCU}.
Fiir jedes B € By wiahlen wir ein Vg € U mit B C Vg und setzen
Uy:={Vp:B€e By} (CU).

Dann ist Uy abzihlbar (da By abzihlbar ist). Wir zeigen, dass Uy eine offene Uber-
deckung von X ist. Dazu sei y € X beliebig. Wir wihlen ein U € U mit y € U.
Da U offen ist, existiert ein € > 0 mit U.(y) C U. Nun wéhlen wir ein z € A mit
d(z,y) < e/2 und ein r € Q mit d(z,y) < r < ¢/2. Dann gilt (Dreiecksungleichung!)

z€Up(z) CU:(y) CU,

also B := Uy(z) € By. Fiir Vg gilt z € B C Vg und Vi € Uy. Folglich ist Uy eine
Uberdeckung von X.

(Wir haben also bisher gezeigt: Jede offene Uberdeckung besitzt eine abzihlbare
Teilitberdeckung,.)
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Es sei {V,, : n € N} eine Abzahlung von Uy. Wir setzen

W, = UV]
7j=1

Dann ist W, C Wyqpi(n € N)und U W,, = JV; = X . Es geniigt zu zeigen:
neN JEN
W, = X fiir ein n € N.

Angenommen dies ist nicht der Fall. Dann exisitert fiir alle n € Nein z,, € X\W),,. Nach
Voraussetzung hat (z,,) eine Teilfolge (x,, )i mit Grenzwert . Wir wihlen N € N mit
z € Wy . Dann gilt einerseits z,, Wi fiir alle n > N aber andererseits auch z,,, € Wy
fir alle k£ > ko (da z,, — 2 (k = o0) und Wi offen). Widerspruch!

a) = b): Angenommen, b) gilt nicht. Dann existiert eine unendliche Teilmenge D von

X ohne Hiufungspunkt. Also existiert zu jedem x € D eine offene Umgebung V, von

z mit DNV, = {z}. Da D abgeschlossen ist (nach S. 9.15) ist U := {U, := V, U D¢ :

z € D} eine offene Uberdeckung von X. Ist {Uy,,...,U,,} eine endliche Teilmenge
n

vonl, soist X ¢ |J Uy;, dafir x € D\{z1,...,2,}(F 0) gilt: z ¢ Uy, (j = 1,...,n).
7j=1

Widerspruch zu a)!

b) = ¢): Es sei (z,,) eine Folge in X . Ist £ := {z, : n € N} endlich so existiert eine Teil-
folge (zy, ) von (z,) mit z,, = z,, fir alle k € N, also gilt z,, = z,, € X (n — 00).
Ist F unendlich, so hat F nach Voraussetzung einen Hiufungspunkt z € X. Dann exi-
stiert auch eine Teilfolge (z,,) von (z,) mit z,, — z(n — oo) (vgl. B. 7.17). O
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