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Aufgabe 9. Beweisen Sie Lemma 2.4 der Vorlesung.

Aufgabe 10. (Ruinproblem)

(Zn)n≥1 seien iid mit P (Z1 = +1) = p = 1− P (Z1 = −1), p ∈ (0, 1), p 6= 1
2
,

Gn :=
n∑
1

Zi, G0 = 0. Ferner sei für y, z ∈ N,

τ := inf{n ≥ 1 : Gn = z oder Gn = −y}.

Bestätigen Sie für die “Ruinwahrscheinlichkeit” P (Gτ = −y) und Eτ die Formeln:

P (Gτ = −y) =
(1−p

p
)z − 1

(1−p
p

)z − ( p
1−p)y

,

Eτ =
z − (y + z)P (Gτ = −y)

2p− 1

Wie groß ist P (Gτ = −y) für z = y = 100, p = 18
37

?

Hinweis: Optional Sampling für das Martingal N mit Nn = eαGn , α = log(1−p
p

) und Bei-
spiel 2.8.

Aufgabe 11. (Charakterisierung der Martingaleigenschaft)
X sei eine F-adaptierte L 1-Folge, Zeigen Sie:

X ist F-Martingal ⇔ EXτ = EX0 ∀ beschränkten F-Stoppzeiten τ .

Hinweis: Für n ∈ I( mit n+ 1 ∈ I), F ∈ Fn ist τ := n1F + (n+ 1)1F c eine F-Stoppzeit.

Aufgabe 12. X sei F-adaptiert, H F-vorhersehbar und τ eine F-Stoppzeit. Zeigen Sie:

(H ·X)τ = H ·Xτ = Hτ ·Xτ ,
[Xτ ] = [X]τ ,
〈Xτ 〉 = 〈X〉τ , falls X L 2 − Folge ist .


