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Stabile Konvergenz von Zufallsvariablen

Übungen

Aufgabe 12
Sei (Zn)n∈N eine iid Folge reeller Zufallsvariablen mit Z1 ∈ L2(P ), EZ1 = 0 und σ2 :=
VarZ1 > 0.

Zeigen Sie

1

σ
√
n

max
0≤j≤n

j∑
i=1

Zi → µ mischend,

wobei

dµ

dλ
(t) =

2√
2π
e−t

2/21R+(t).

Hinweis: µ ist die Verteilung von max
t∈[0,1]

Wt für eine Brownsche Bewegung (Wt)t∈[0,1].

Aufgabe 13
Sei (Zn)n∈N eine iid Folge reeller Zufallsvariablen mit Z1 ∈ L2, EZ1 = 0, σ2 := VarZ1 > 0.
Zeigen Sie

Xn :=
1

σ2n2

n∑
j=2

(
j−1∑
i=1

Zi

)
→ P

1∫
0

W 2
t dt

mischend,

wobei (Wt)t∈[0,1] eine BM bezeichnet, und (Xn) konvergiert nicht stochastisch.

Aufgabe 14 (Borel-Cantelli-Eigenschaft)
Seien Fn ∈ F und α ∈ (0, 1) mit

lim
n→∞

P (Fn ∩G) = αP (G) für alle G ∈ F .

Zeigen Sie

P
(
lim inf
n→∞

Fn

)
= 0, P

(
lim sup
n→∞

Fn

)
= 1.

Hinweis: Aufgabe 8.

Aufgabe 15*
Sei (Zn)n∈N stationär, ergodisch, reell und

Xn :=
1

an

(
max
1≤i≤n

Zi − bn
)

d−→ ν

mit an > 0, bn ∈ R.
Zeigen Sie

Xn → ν mischend.

(Im iid-Fall ist dies bekannt.)


