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42 Ein verallgemeinerter Satz von der monoto-
nen Konvergenz (4 Punkte)

Es sei (fn) eine Folge messbarer [−∞,∞]-wertiger Funktionen auf dem Maßraum
(Ω,A, µ). Beweisen Sie: Ist die Folge (fn) punktweise konvergent mit

0 ≤ fn ≤ lim
n→∞

fn (n ∈ N)

so gilt

lim
n→∞

∫
fndµ =

∫
lim

n→∞
fndµ

43 Vollständigkeit von L∞ (4 Punkte)

Zeigen Sie den verbliebenen Teil von Satz 7.14: ‖ · ‖∞ ist eine vollständige
Quasinorm auf L∞.
Hinweis: Der Raum der beschränkten R-wertigen Funktionen auf X mit der
gewöhnlichen Supremumsnorm ist vollständig.

44 L1-Konvergenz vs. fast sichere Konvergenz
(4 Punkte)

Für k ∈ N sei

Ak := [
k − 2n(k)−1

2n(k)−1
,
k + 1− 2n(k)−1

2n(k)−1
]

mit n(k) ∈ N, 2n(k)−1 ≤ k < 2n(k). Zeigen Sie: Für fk = 1Ak
und µ = λ[0,1] gilt

fk → 0 in L1(µ), jedoch nicht fk → 0 µ-f.s.
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45 Stetigkeit und Differenzierbarkeit parameter-
abhängiger Integrale (4 Punkte)

Beweisen Sie den Satz 7.22 a) sowie die folgende Aussage: Sei I ⊂ R ein Intervall,
(Ω,A, µ) ein Maßraum und f : I × Ω → R eine Funktion mit f(x, ·) ∈ L1(µ)
für jedes x ∈ I und f(·, ω) differenzierbar für jedes ω ∈ Ω. Es existiere eine
Funktion g ∈ L1(µ) mit supx∈I |f ′(x, ·)| ≤ g µ-f.s. Dann ist die Funktion
F : I → R mit F (x) :=

∫
f(x, ω) dµ(ω) für x ∈ I differenzierbar und es gilt

F ′(x) =
∫

f ′(x, ω) dµ(ω).
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