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Aufgabe 1 (σ-Algebren/3+3 Punkte)
a) A sei eine σ-Algebra über Ω und B ⊂ Ω. Zeigen Sie:

σ(A ∪ {B}) = {A1 ∩B + A2 ∩Bc : Ai ∈ A, i = 1, 2}.

b) E = {An : n ∈ IN } sei eine (abzählbare) Zerlegung von Ω, d.h. die An sind paarweise

disjunkt und Ω =
∞⋃

n=1
An. Zeigen Sie:

σ(E) = {A(I) : I ⊂ IN }

mit A(I) :=
⋃

n∈I
An.

Aufgabe 2 (σ-Algebren/4 Punkte)
Für n ∈ IN sei An die von {{1}, . . . {n}} über IN erzeugte σ-Algebra. Zeigen Sie:

An = {A ⊂ IN : A ⊂ {1, . . . , n} oder Ac ⊂ {1, . . . , n}}.

Ist
∞⋃

n=1
An eine σ-Algebra über IN ?

Aufgabe 3 (Borelsche σ-Algebra/4 Punkte)
Es seien E2 und E3 die in Satz 1.10 a) definierten Mengensysteme, also E2 = {{x ∈ IRn :
x ≤ a} : a ∈ IRn} und E3 = {(a, b] : a, b ∈ IQn, a ≤ b}.
Man beweise: B(IRn) = σ(E2) = σ(E3).

Aufgabe 4 (Liouville-Zahlen/4 Punkte)
Zeigen Sie: L := {x ∈ IR : x ist Liouville-Zahl } ∈ B(IR). Dabei heißt x ∈ IR Liouville-
Zahl, wenn x /∈ IQ und für jedes n ∈ IN Zahlen p, q ∈ ZZ , q ≥ 2 existieren mit

| x− p

q
|< 1

qn
.


