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Exkurs B: Gleichgradige Integrierbarkeit

Die fast sichere Konvergenz einer Folge von ZV impliziert im allgemeinen nicht
deren Z'-Konvergenz. .#!-Konvergenz gilt fiir genau die fast sicher oder auch nur
stochastisch konvergenten Folgen, die ”gleichgradig integrierbar” sind.

(Q, F, P) sei ein W-Raum.
B1 Definition B C .£! = £1(P) heiit gleichgradig integrierbar (g.i.), falls

sup E|Y|1gy|sap = 0,a — o0.
YeB

Gleichgradig integrierbare Mengen heiflen bisweilen auch gleichmifig integrierbar.
Die gleichgradige Integrierbarkeit einer Teilmenge B von .#* ist eine Kompaktheits-
eigenschaft: B ist relativ o(L', L>)-kompakt.

B2 Beispiel (a) Z!-majorisierte Mengen sind g.i., also |Y| < Z € £ fiir alle
Y € B= Bist gi.:

‘Y|1{|y|>a} < Zl{Z>a} — 0 punktweise

und daher
sup E|Y|1{|y‘>a} < EZl{Z>a} —0,a - o©
YeB

nach dem Satz von der dominierten Konvergenz.
(b) B C £ endlich = B ist g.i. Dies folgt aus (a).
(c) B C £ sei ZP-beschrinkt fiir ein p > 1, d.h. supyc5 E|Y|P < 00 = B g.i.:

Sei ¢ = supycg F|Y|P und € > 0. Wihle ¢ > 0 mit t? > ct/e fiir alle ¢t > a.
Dann gilt
€ €
ElY|lgysa < EE|Y|p1{|Y|>a} S-e=e

fir alle Y € B . O
Die gleichgradige Integrierbarkeit 148t sich wie folgt charakterisieren.

B3 Lemma B C ! ist genau dann g.i., wenn B die beiden folgenden Eigen-
schaften hat:

(i) supycp E|Y| < oo, d.h. B ist £ beschriinkt



und

(ii) Ve > 036 > 0 mit
P(F) <4, F e F =supycp [|Y]|dP <¢

F
d.h. die Menge der endlichen MaBe{|Y'|P : Y € B} ist gleichméfig P-absolut
stetig.

Beweis. Bauer (1992), Maf- und Integrationstheorie, S.140, 146. O

Die .Z!- Beschriinktheit ist also eine notwendige Bedingung und die .#”- Beschrinkt-
heit fiir ein p > 1 eine hinreichende Bedingung fiir die gleichgradige Integrierbarkeit.

Das ZP- Konvergenzproblem fiir stochastisch konvergente Folgen wird durch fol-
genden Satz gelost.

B4 Satz (X,,)n>0 sei eine £P-Folge , 1 < p < oo, und Y eine reelle ZV mit
X, — Y P-stochastisch. Dann sind dquivalent :

(i) {|Xn?:n € INy} ist g.i.
(i) Y e 27 und X, B Y.
(i) Y € ZPund E|X,|P — E|Y|P.
Ferner folgt aus jeder dieser dquivalenten Bedingungen
EX, — EY.

Beweis. Bauer (1992), S. 144 - 146. O
Das Lemma von Fatou hat eine sehr allgemeine Version.

B5 Satz (Fatou) (X,,)n>0 sei eine Folge von ZV.
(a) liminf X,, sei quasi- integrierbar und {X, : n € INy} sei g.i. Dann gilt

EFliminf X,, < liminf £FX,,
(b) limsup X, sei quasi - integrierbar und {X, : n € INy} sei g.i. Dann gilt

limsup £X,, < FElimsupX,.

Beweis. Hoffmann- Jgrgensen I (1994), S. 189. O

Fiir Martingaltheorie ist interessant:



B6 Satz Fiir Z € .Z" ist
B ={E(Z|G) : G C F Unter - 0 — Algebra } g.i.

Beweis. Wegen |Z|P << P ( |Z|P ist das endliche Mafl mit P-Dichte |Z]| ) existiert
zu e > 0 ein 6 > 0 mit

P(F)ga,Fef:»/yZ\dpgg.
F

Wihle a > 0 mit E|Z| < ad. Aus der Markov- Ungleichung folgt

1 1 E|Z
P(E(Z|9)| > a) < -E|B(Z|9)| < ~EE(|Z||G) = |a| <5
und daher
E(Z|G)|dP < / Z|dP < <
{IE(Z]G)|>a} e
fir alle G C F. _



