
Exkurs B: Vektorweise stochastische Integration

Das Konzept der
”
vektorweisen“ stochastischen Integration erlaubt eine nützliche

Abschwächung der Integrabilitätsvoraussetzungen für Handelsstrategien in mathe-
matischen Finanzmarktmodellen.

IF = (Ft)t∈[0,T ] sei eine Filtration auf (Ω,F , P ) mit IF = IF ∗ und W = (Wt)t∈[0,T ] ei-
ne stetige IF−BMk (vgl. Exkurs A). Ferner sei X = (X1, . . . , Xd)T ein IRd-wertiger
Ito-Prozeß,

Xt = X0 +
∫ t

0
Hsds+

∫ t

0
KsdWs, t ∈ [0, T ]

mit einem IRd-wertigen Prozeß H = (H1, . . . , Hd)T und einem IRd×k-wertigen Pro-
zeß K = (Kij)i,j.

Es gilt also

X i
t = X i

0 +
∫ t

0
H i

sds+
k∑

j=1

∫ t

0
Kij

s dW
j
s .

B 1 Komponentenweise Integration bzgl. X
U = (U1, . . . , Ud)T sei ein IRd-wertiger, progressiver Prozeß mit∫ T

0
| U i

sH
i
s | ds <∞ f.s.,

∫ T

0
| U i

sK
ij
s |2<∞ f.s. ∀i, j.(1)

Man definiere ∫ t

0
UT

s dXs :=
d∑

i=1

∫ t

0
U i

sdX
i
s, t ∈ [0, T ].

Dann gilt ∫ t
0 U

T
s dXs =

∑d
i=1{

∫ t
0 U

i
sH

i
sds+

∑k
j=1

∫
U i

sK
ij
s dW

j
s }

=
∫ t
0(
∑d

i=1 U
i
sH

i
s)ds+

∑k
j=1

∫ t
0(
∑d

i=1 U
i
sK

ij
s )dW j

s

=
∫ t
0(UT

s Hs)ds+
∫ t
0(UT

s Ks)dWs.

(
∫ t
0 U

T
s dXs)t∈[0,T ] ist ein reeller Ito-Prozeß.

B2 Vektorweise Integration bzgl. X
Unter den nach B1 naheliegenden, schwächeren Integrabilitätsbedingungen∫ T

0
| UT

s Hs | ds <∞ f.s.,(2) ∫ T

0
‖ UT

s Ks ‖2 ds <∞ f.s.

an U definiere man

(V )
∫ t
0 U

T
s dXs :=

∫ t
0(UT

s Hs)ds+
∫ t
0(UT

s Ks)dWs

=
∫ t
0(
∑d

i=1 U
i
sH

i
s)ds+

∑k
j=1

∫ t
0(
∑d

i=1 U
i
sK

ij
s )dW j

s .



((V )
∫ t
0 U

T
s dXs)t∈[0,T ] ist dann ein reeller Ito-Prozeß. Unter der Bedingung (1) stim-

men beide Integrale überein. Für d = k und X = W , als H = 0 und K = Id,
unterscheiden sich (1) und (2) nicht.

B3 Anwendung auf Handelsstrategien
Der gains process G einer Handelsstrategie (H,K) in Definition 1.4 der Vorlesung
läßt sich schreiben als

Gt =
∫ t
0(rsϕs + πT

s µs)ds+
∫ t
0(πT

s σs)dWs

= (V )
∫ t
0

(
Hs

Ks

)T
d
(

Bs

Ss

)
,

wobei ϕ = HB, π = (K1S1, . . . , KdSd)T . Lemma 1.6 kann man folgendermaßen
lesen: für Handelsstrategien (H,K) mit Wertprozeß V = V (H,K) gilt

(H,K) ∈ SF ⇔ βtVt = β0V0 + (V )
∫ t

0
KT

s d(βsSs)∀t.
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