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Einleitung

Zur Notwendigkeit von Suchmaschinen

Das Internet ist eine standig wachsende
Ansammlung unstrukturierter Dokumente,
die jeweils per Hyperlinks auf andere
Seiten verweisen.

] Um sich in diesem gewaltigen Datenbestand zurechtzufinden,
sind Suchmaschinen zwingend erforderlich (z.B. AltaVista, Google,
Lycos, Yahoo!,...)

L] Suchmaschinen folgen sukzessive der Linkstruktur und erzeugen
aus den besuchten Seiten eine riesige Datenbank aufbereiteter
Informationen

o
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Einleitung

User-Suche in der Datenbank

Diese gewaltige Datenbank (z.B. Google: 20-30 Milliarden Seiten)
kann von jedem User durchsucht werden.

Alle Seiten Schlagwort-Seiten Rangfolge
1 1 6
2 1
NALIAY
4 3
5 Schlagwort- Ranking
6 suche 6
7
8 8
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Einleitung

Beispiel: ,,Miserable Failure*

Ergebnis der Google-Suchanfrage nach den Schlagwortern
,miserable failure®, zu Deutsch ,miserabler Fehler®.

Web Bilder Groups “erzeichnis MNews Mehr s

GO lee iserable failure Emstete Suche Fragen:
Suche: & Das WWeb O Seiten auf Deutsch O Seiten aus der Schweiz Wle beStlmmt

Web Ergebnisse 1 - 10 von ungefahr 78707000 fir miserable failur< E[I.11 Sekundeni>
Tipp: Suchen nur nach Ergebnissen auf Deutsch . Sie kdnnen lhre bevorzugten Spracheinstellungen man den Rang
in Einstellungen angeben.

einer Website?
- Wie schafft

Google es, den
YWelcome to MichaslMoore.coml - [ Diese Seite iihersetzen |

Rang so schnell
Official site of the gadfly of corporations, creator of the film Roger and Me and the television P
show The Awful Truth. Includes mailing list, message board, ... yAS bereChnen :

wew michaelmoore. comd - 34k - I Cache - Ahnliche Seiten

Eiography of President George VY. Bush - [ Diese Seite ibersetzen |
Biography of the 43rd President of the United States. i
wewnwe whitehouse. gowpresident/gwhbhio html - 27k - lm Cache - Ahnliche Seiten

Eiography of Jimmy Carter - [ Diese Seite ihersetzen |
hort biography from the official White House site. i
wewnwe whitehouse gowhistory/presidents/c39. html - 36k - Im Cache - Ahnliche Seiten
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Das Internet als Graph

Definition eines Digraphen

Ein Digraph G = (V, E) besteht aus einer nichtleeren Knoten-
menge V und aus einer Menge von Pfeilen ECVxV zwischen

diesen Knoten.
V={123,45} Digraph G
@ @
O3 © @/?\6)
(1,2), (1,5) ,(2,5), (2,4)} N @
O,

[
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Das Internet als Graph

Digraph des Internets

Die Verlinkungsstruktur des Internets kann
als ein riesiger Digraph betrachtet werden.

1 Dazu nummerieren wir die Webseiten
(Knoten des Internets) beliebig und
tragen die Links als Pfeile ein

@ www.tagesschau.de ®—’ @
@ www.phoenix.de '//‘
@ www.uni-trier.de
@ www.ard.de @ /
@ www.ub.uni-trier.de @

&
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Das Internet als Graph

Adjazenzmatrix eines Digraphen

Die einem Digraphen G = (V,E) zugeordnete Matrix A(G) mit
den Elementen
0 — 1 , falls Website i zu Website j verlinkt

Y1 0 , falls kein Link von Website i zu Website j existiert

heil3t Adjazenzmatrix von G.

=y /

A(G) = e IRC*O

4 5
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Das Internet als Graph

Adjazenzmatrix eines Webs

Die Verlinkungsstruktur von Websites kann vollstandig durch
die Adjazenzmatrix abgebildet werden.

L1 Automatische Erzeugung dieser Matrix durch eine Software

Beispiel: Surfer-Software o —

D& A G Dokuments und v D
Command Window
C:\okusente wne Tinste v |[ ]| @ o | & Skip http://mml.uni-trier. de/egt/bine_SID-FAKE: bereich-artikels sktion-detaileidas
i hetp: /il uni-Crier, de/col /bin?_SID=akec_berelcheotoeberbaume sktion-detail

All Files Tile Type skip http://urta20.uni-trier. de/mni/vlz/pdf/allgeneiner_teil 11 pdf#page=5

" "
[@ adjazenznatrix.n H-file skip https//wwl.uni-trier. de/cyi/bin_§ID-FAKE:_bereich-artikels sktion-detailsids
- Bigauss_seide1z.n Mrile | °PeR 3 http://mml.uni-trier.de/forschungsceferat

open 10 hrtp: //ovw.uni-trier. de /uissenschaft praxis.htn

Eovosie.n u-rile Skip https //mml.uni-trier, de/ogi/bin?_Ib-fakes_bereich-stocberbaums_sktion-decail
[Bacobi.n Hetile
. [Buatlab.uat mar-gite | U=
.
e I eS u C ro ra S Wperain - \BETRE/ /oo nathenactk;uni o Erier, de !
I l l I I I I I . [ pagezankOileinn mfile ‘http: /vy nathenatik. uni-trier. de/index. htal. en’
Rysuster.n Metile ‘https /. uni-trier. det

"htep: /Jwm. ub. uni-trier. de!
"htep: //ww.uni-trier. de/dienstez. hrn'

< > "htep: //uunl . uni-trier. de i osk /Ll tungorgane /index. heul !
'http: //ww.uni-trier. de/faccher. hen'

Das Programm sucht von einer e — e

Seite ausgehende Links und geht

diesen bis zu einer maximalen

Suchtiefe nach. : ¥

4 start
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Das Internet als Graph

Adjazenzmatrix des Internets

Die Adjazenzmatrix des Internets ist eine Matrix mit 30 Milliarden
Zeilen und 30 Milliarden Spalten.

L] Insgesamt missten (30*10°)? = 9*10%° Zahlen abgespeichert
werden

Jedoch sind die meisten Eintrage der Adjazenzmatrix gleich Null.

LI Speichere nur die von Null verschiedenen Elemente
(ergibt noch immer mehrere hundert Milliarden Elemente)

LI Weitere Berechnungen erfordern die Parallelisierung mehrerer
hundert Computer
29. Mirz 2006
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Rangbestimmung einer Website

Erste Idee eines Rankings

Je mehr Seiten auf eine Seite verlinken, umso wichtiger ist sie.

=y /

A(G) =
% \
> 1

[l Seite 3 ist am Wichtigsten, da die meisten Seiten auf sie zeigen

c B6X6

R OrOOO
()

oNoNGRON NG

0 )
2 1

N OO ORr O+
W O oOoOoOoRrH
N O, O, OO

Problem: Diese Art der Rangbestimmung ist leicht manipulierbar.

o
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Rangbestimmung einer Website

Einfaches Manipulations-Beispiel

Der Inhaber von Seite 6 erstellt drei weitere
Websites, die alle auf seine Website 6 verweisen.

[  Gemessen an der Anzahl der Links, ist nun
Seite 6 am Wichtigsten

[l Dieses Ranking-Konzept ist in der Praxis
unbrauchbar

Alternative Ildee:

Nicht nur die Anzahl der Links, sondern auch
deren Qualitat ist entscheidend fur den Rang
einer Seite
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Rangbestimmung einer Website

Der ,,Page Rank*

Konzept: -

29. Mérz 2006

Erfinder: Larry Page und Sergey Brin
Entwicklung des Page Rank-Verfahrens wahrend
ihres Studiums an der Stanford University (1999).

Methode zur Kalkulation der Relevanz eines Dokuments
auf Basis der Anzahl und Qualitat von Linkverweisen

Jeder Website wird eine eindeutige positive Zahl
zugeordnet, welche die Wichtigkeit der Seite ausdrickt

Website Wichtigkeit
@ www.tagesschau.de X, =7

@ www.phoenix.de X, =

o
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Rangbestimmung einer Website

Page Rank: Rekursive Definition

Sei x; die Wichtigkeit der Website i, i=1,...,n.

Idee: Die Wichtigkeit x, der Website i ist die Summe der Wichtig-

keiten aller auf sie verweisenden Websites, gewichtet mit
der Anzahl der jeweils ausgehenden Links.

X, = X /2 )
X, = X,/2 + X,/2 Homogenes

X3 = X, /2 + X,/2 + X./2 > g}giﬁ‘j‘ngs_
4 5) X, = X4/2 + X/2 system mit

X = X,/2 + X/ 1 6 Variablen
(6) Xg = X,/2 )
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Rangbestimmung einer Website

LGS mittels Adjazenzmatrix (1)

2
(01 1000\ 2 (0 1/2 1/2 0 0 0 )
1 01000/ 2 1/2 0 1/2 0 0 ©
A_|010100] 2 g_| 0 1/2 0 1/2 0 O
“loooo0o11]| 2 O 0O 0 0 1/2 1/2
001100]| 2 O 0 1/2 1/2 0 O
\0 00010/ 1 \ 0 0 0 0 1 o0 /
Division der
Zeilen durch
(0 1/2 0 0 0 O0)
1/2 0 1/2 0 0 O
p_pr_| 1212 0 0 1/20
0O 0 1/2 0 1/2 0
O 0O 0 1/2 0 1
\ 0 0 0 1/2 0 0

Zeilen werden

RN
Zu Spalten &
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Rangbestimmung einer Website

LGS mittels Adjazenzmatrix (2)

Mit der Matrix P kann das LGS geschrieben werden als:

L1
L2

Zum Vergleich:
X1
X2

3

X X
S

X X
&

29. Mérz 2006

0O 1/2 0 0 0 0)

1/2 0 1/2 0 0 O

1/2 1/2 0 0 1/2 0

O 0 1/2 0 1/2 0

O 0 0 1/2 0 1

\ 0 0 0 1/2 0 0

X,/2
X,/2 +X,/2
X [2+X,/2 +X,./2
X4/2 +X,/2

X,/2 +X,/1
X,/2

Seite 18
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Rangbestimmung einer Website

Formale Definition des Page Rank

Seien n Websites gegeben, deren Verlinkungsstruktur durch
die Adjazenzmatrix A reprasentiert wird. Die Matrix P erzeuge
man durch dividieren der Zeileneintrage durch die jeweilige
Zeilensumme und anschlie3endes Vertauschen der Zeilen und
Spalten:

P = (pw) L= (aﬂ/(aﬂ + a;2 + ...+ ajn))

1<z,5<n

Dann ist der Page Rank Losung des Gleichungssystems Px=x.

LI In der Mathematik ist dieses spezielle lineare Gleichungs-
system als ,Eigenvektorgleichung” bekannt
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Modifikation der Matrix P

Rangbestimmung einer Website

Um zu simulieren, dass ein Surfer auch zufallig von einer Seite
zu einer beliebigen anderen springen kann, modifiziert Google
die Matrix P, indem alle Eintrage der Matrix mit 0,85 multipliziert

werden und anschliefl3end 0,15/n hinzuaddiert wird:

[ O

1/2

1/2
0
0

\ O

G = 0.85%

LI Ergebnis: Google-Matrix G und das zugehorige lineare
Gleichungssystem Gx = x.

29. Mérz 2006

1/2
0
1/2
0
0
0

0
1/2
0
1/2
0
0

0
0
0
0
1/2
1/2

0 0)
0 O
1/2 0
1/2 0
0 1
0 0]
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Rangbestimmung einer Website

Eigenschaften des Gleichungssystems

* Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen,
aber nur eine einzige Losung mit x,+x,+...+x =1

[l Flge diese Gleichung einfach zu dem Gleichungssystem
hinzu und |0se das lineare Gleichungssystem
x = G*x
1= X, +X+ X+ X, + X+ X,

das aquivalent umgeformt werden kann zu

4 )

1 10
0.15
=2 = | -oss-Pha
n : .. ..
1 0 1

\ /

« Die resultierenden Wichtigkeiten x. sind grofRer als Null
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Rangbestimmung einer Website

Beispiel: Kleines Web

Losung des Gleichungssystems G*x = x mit der Zusatzbedingung

XX+ +x =1,

@4 2 Seite Page-Rank Rang
1 0.0920 6
2 0.1577 4
3 0.2201 1
4 0.2076 3
4 5 5 0.2094 2
6 0.1132 5
G L] Seite 3 ist am wichtigsten
29. Marz 2006 Seite 22
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Rangbestimmung einer Website

Anwendung auf den Google-Fall

Zur Bestimmung der Range aller Websites muss Google ein
lineares Gleichungssystem mit 20-30 Milliarden Variablen losen.

L1 Auf Grund dieser grofden Problemdimension wird der Page
Rank nur einmal monatlich berechnet

[l Dennoch sind zur Lésung hunderte von Computern
notwendig (Parallelrechner)

Insbesondere werden effiziente numerische Verfahren zur Losung
linearer Gleichungssysteme dringend bendtigt.

29. Mirz 2006 Seite 23 W Universitat Tﬁer



Gliederung

Einleitung und Motivation
Das Internet als Graph

Rangbestimmung einer Website

Numerisches Losungsverfahren

29. Mérz 2006

Weitere Anwendungen von LGS

Zusammenfassung

Seite 24

W Universitit Trier



Numerisches Losungsverfahren

Problemstellung

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem der Form

a1 a2 ... Qip 1 b1
Ar=0b (> | @21 a2 ... azy x2 | _ | b2
anl anp2 ... ann Ln bn

a11x1 + a12x2 + ... + aiprn = by

— a21T1 + a22x2 + ... + agpxn = b

Anl1T1 + ap2T2 + ... + AnnTn = bn

[l Wie kann dieses mdglichst schnell nach x aufgeldst werden?

&9
@
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Numerisches Losungsverfahren

Aus der Schule bekannt

Einfachstes Verfahren:

Auflosen einer Gleichung nach einer Variablen und Einsetzen
in die Ubrig gebliebenen Gleichungen, z.B.

T1+ 2 - Auflosen
—x1+xo+x3 = 2 nach x,
|:> 1+ T2 = 1 Vereinfachen
Einsetzenin —xy +x9o +4 — a2 = 2 |:> —x1+4 = 2
Gleichung 1,2
— > ®x = 2 [ w2 = —1C_> x3 =5

Einsetzen in Einsetzen

Gleichung 1 &
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Numerisches Losungsverfahren

Problem bei groffen Gleichungssystemen

Das ,Einsetz-Verfahren“ dauert bei 30.000.000.000 "
Gleichungen selbst fur die Gewinner des U
Landeswettbewerbs Mathematik einfach zu lange!

1 Auch hunderte von Computern wiirden zu lange brauchen,
um mittels des Einsetz-Verfahrens ein so groles Gleichungs-
system zu losen

Gibt es alternative Verfahren zur Losung von linearen Gleichungs-
Systemen, welche die Losung schneller finden?

LI Jalll > Forschungsgebiet ,Numerische Mathematik®
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Numerisches Losungsverfahren

Alternative Idee

Anstatt das Gleichungssystem direkt durch Einsetzen zu Iosen,
erzeuge fortlaufend vorlaufige Losungen, welche sich der
tatsachlichen Losung immer weiter annahern.

Wie erzeugt man solche Naherungslosungen?

Wenn x das Gleichungssystem losen wurde, dann gilt fur x:

xr1+ a9 = 1 r1 = 1 — a9
—x1+ X2+ x3 = 2 <:> x2 = 24+ x1 — T3
x9+x3 = 4  Aufldsen r3 = 4 — x2
nach x;

Idee: Starte mit einem beliebigen x und setze dieses rechts ein!

(ST
EREN
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Numerisches Losungsverfahren

Beispiel

Starte mit x°= (0, 0, 0).

L] Einsetzen von x° = (0, 0, 0) auf der rechten Seite

r] = 1 —xo = 1—0 = 1
r9g = 24+x1—23 = 24+0—-0 = 2 Neues x'
xrs = 4 — x9 = 4—-0 = 4

[1 Dieses x' = (1, 2, 4) wieder auf der rechten Seite einsetzen

ry = 1—x9 = 1—-2 = —1
ro = 24+x1—x3 = 24+1—-—4= —1 Neues x?
ry = 4 — x9 = 4 —2 = 2
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Numerisches Losungsverfahren

Beispiel (Fortsetzung)

L] Einsetzen von x2 = (-1, -1, 2) auf der rechten Seite

] = 1— o = 1—(=1) = 2
ro = 2+ x1 — X3 2—1—2= —1  Neuesx®

4—(-1) =5

rs = 4 — xo

Nach 3 Schritten hat das Verfahren die Losung des linearen
Gleichungssystems gefunden!

[l Bei der Google-Matrix (30.000.000.000 Zeilen) bendtigt
das Verfahren weniger als 100 lterationen, um die
Losung mit gentgend Genauigkeit zu finden
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Numerisches Losungsverfahren

Jacobi-Verfahren

Wahle einen Startvektor x°= (0, 0, 0).

Fur k=0,1,2,3,... berechne
1. Setze xk jeweils in die rechte Seite des nach x. aufgelosten

Gleichungssystems ein

k+1 _ k k k k
x, = <bz- — Qi TY — e — Q4§ 1Ty ] — GG 1T ) — e — ai,nwn) /a;

2. Berechne den Fehler f = Ax<*' —b
Falls f nur kleine Eintrage hat, STOP
Ansonsten setze k<k+1 und gehe zu Schritt 1

LI Dieses Verfahren funktioniert nicht bei jedem Gleichungs-
system, aber immer fur die Google-Systeme!
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Numerisches Losungsverfahren

Beispiele

“ . Testbeispiel 1: @:?
6 Websites, ©
Losung mittels A

Jacobi-Verfahren
in 20 Iterationen

Testbeispiel 2: Harvard-Website mit 500 Seiten
Losung in 29 lterationen

Hinweis:

Es gibt noch wesentlich bessere Verfahren zur Losung von
linearen Gleichungssystemen.
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Weitere Anwendungen

Warmeleitung von Fliissigkeiten

Viele Vorgange

in der Physik

konnen durch

Losung linearer

Gleichungssysteme
Ax = b

simuliert werden.

05 4.

@
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Weitere Anwendungen |

Nullstellen-Suche

4 — y=f) Suche x mit
—— tangent line
F(x)=0
uber
F'(z)s = —F(x)
r<—ax+s

Auch bei kompli-
zierten Problemen
per Computer
moglich!!

&=
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

Die Rangbestimmung von Webseiten fuhrt auf riesige
lineare Gleichungssysteme (20-30 Milliarden Variablen)

Ohne schnelle numerische Verfahren ist eine Losung
des Gleichungssystems nicht moglich

Trotz Jacobi-Verfahren ist der Rechenaufwand so grof3,
dass Google den PageRank nur monatlich aktualisiert

Auch in hundert Jahren konnen Anwendungsprobleme
noch jeden Supercomputer Uberfordern

I Mathematiker werden dringend gebraucht!
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Vielen Dank fur die
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