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1 MENGEN UND ABBILDUNGEN 1

1 Mengen und Abbildungen

Wir starten mit einigen einfithrenden Definitionen und Ergebnissen aus der Theorie
der Mengen und Abbildungen, die nicht nur Grundlage der Analysis sondern der ge-
samten Mathematik sind.

Unsere Darstellung griindet auf den von G. Cantor gepriigten (sog. naiven) Mengen-
begriff.

Eine Menge M ist eine ”Zusammenfassung von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem

Ganzen”.

Ein solches Objekt z heiit Element der Menge M (Schreibweise: x € M; ist x nicht
Element von M, so schreiben wir x ¢ M). Es gibt prizipiell zwei Moglichkeiten der
Darstellung von Mengen: die aufzéhlende Schreibweise (etwa M = {1,3,5,7}) und die
beschreibende Schreibweise. Die beschreibende Schreibweise hat allgemein die Form
M = {x : z hat die Eigenschaft E}, wobei E irgendeine Eigenschaft ist (also im obigen
Fall etwa M = {z : x ungerade natiirliche Zahl kleiner als 9}).

Definition 1.1 Es seien A, B Mengen.

1. A heifit Teilmenge von B, falls fiir jedes z € A auch z € B gilt. (Schreibweise:
A C B).

2. A und B heiflen gleich (Schreibweise A = B), falls A C B und B C A.

3. Die Menge B\ A := {z : z € Bundx ¢ A} heifit Differenz von B und A. Ist
A C B, so heifit A¢:= Cp(A) := B\ A Komplement von A (bzgl. B).

4. Die Menge ohne Elemente heifit leere Menge (Schreibweise: 0)).

5. Die Menge AU B :={z: z € Aoderx € B} heifit Vereinigung von A
und B.

6. Die Menge AN B :={z:x € Aundz € B} heiit Schnitt von A und B.

Definition 1.2 Es seien A und B Mengen. Dann heif3t
Ax B :={(a,b):a€ Abe B},

also die Menge der geordneten Paare von Elementen aus A und B, das Produkt oder
die Produktmenge von A und B. (Ein geordnetes Paar ist formal definiert als (a,b) :=
{{a}, {a,b}}; insbesondere gilt also (a,b) = (@,b) genau dann, wenn a = @ und b = b
ist.)
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Beispiel 1.3 Ist A = {1,2} und B = {3}, so ist
AxB=1{(1,3),(2,3)} und Bx A={(3,1),(3,2)}.

Man beachte, dass A x B nicht mit B x A iibereinstimmt.

Satz 1.4 Es seien A1, As, A3 Mengen. Dann gilt

1. AyUAy =AU Ay,
A1 NAy = AN AL

2. A1 U (AQ U A3) = (A1 U Ag) U As,
AN (AQ N Ag) = (Al N Ag) N As.
Wir schreiben deshalb auch kurz A1 U Ag U A3z und A1 N Ag N As.

S AN (A2 U Ag) = (A1 N AQ) U (A1 N Ag),
AU (AQ N A3) = (A1 U Ag) N (A1 U Ag)

Beweis.
1. und 2. folgen sofort aus Definition 1.2. Wir beweisen die erste Aussage von 3.
“C”: Es sei

x €A N(AU A;) .

Dann ist x € A7 und x € Ay U Ags.

1. Fall: x € Ay und x € Ay. Dann ist x € A1 N Ay, also auch
S (Al N AQ) U (A1 N Ag)
2. Fall: x € Ay und x € Az. Dann ist x € A1 N Ag, also auch

S (Al ﬂAg) U (Al ﬂAg).

Also ist in jedem Fall z € (A1 N A2) U (A1 N As).

Damit gilt A; N (A2 U A3) C (A1 N A2) U (A1 N As).

“D”: Umgekehrt sei z € (A1 N A2)U (A1 NA3). Dann ist x € A1 N Ag oder x € A1 N As.
In beiden Féllen ist dann = € A; N (Ag U As). Also folgt (A1 N Az) U (A1 N A3z) C
A1 N (Ay U A3g).

Die zweite Aussage von 3. als [U]. O

Satz 1.5 (Regeln von de Morgan) Es seien Aj, A2 Mengen, und es sei B eine
Menge mit Ay C B und Ay C B. Dann gilt

1. CB(Al UAQ) = CB(Al) N CB(AQ)

2. CB(Al ﬂAg) = CB(Al) U CB(AQ)
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Beweis.

1. “C”:Esseix € Cp(A1UAy). Dannist x € Bund x ¢ AjUAy, alsox € Bund =z € A;
sowie x &€ Ag. Damit ist © € Cp(A;) und = € Cp(As2), d. h. z € Cp(A;) N Cp(As2).
“37: Es sel ¢ € Cp(A1) N Cp(Ag). Dann ist x € Cp(A;) und = € Cp(Asz). Also ist
x € Bundx ¢ Aj sowiex ¢ Ay. Dannist x € Bund x ¢ AjUAg, also z € Cp(A1UA,).

2. [U]. m

Definition 1.6 Esseien X und Y Mengen. Eine Teilmenge R von X xY heifit Relation
(zwischen X und Y'). Ist speziell X =Y, so heit R Relation in X. Eine Relation R
zwischen X und Y heifit Abbildung (von X nach Y ) bzw. Funktion (von X nach Y')
falls gilt:

a) Fur alle x € X existiert ein y € Y mit (z,y) € R.
und
b) Sind (z,y) € R und (z,7) € R so gilt y = .

Bemerkung und Definition 1.7 Ist R eine Abbildung von X nach Y, so ist jedem
Wert z € X genau ein Wert f(z) mit (z, f(x)) € R zugeordnet. Wir identifizieren R
dann auch mit dieser Zuordnungsvorschrift f und schreiben f : X — Y oder x — f(x).
Weiter heilen X der Definitionsbereich, Y der Zielbereich und

W(f)={f(z):ze X} ={yeY :Jowec X mity = f(z)}
der Wertebereich (von f). Ferner setzen wir fir B C Y
f7H(B):={zreX: f(x) € B}
(f~Y(B) heiBt Urbild von B unter f) und fiir A C X
fA) ={f(x):ze A} ={yeY :Fwc Amity = f(z)}

(f(A) heiit Bild von A unter f).

Ist f: X — Y und ist Xo C X, so heifit f|x, : Xo — Y, definiert durch fx,(v) := f(x)
fir alle x € Xg, Finschrinkung von f auf Xj.

Satz 1.8 Es seien X,Y Mengen und f : X — Y. Dann gilt fir A1, As C X und
B1,ByCY

1. f(A1U Ag) = f(A1) U f(A2),

2. f7YB1U By) = f~HB1) U f}(Ba),
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3. f(A1NA2) C f(A1) N f(Ag),

4. fTUBiNBy) = f~1(B1) N f~H(Ba).

Beweis.

1. “C”: Esseiy € f(A1UAs). Dann existiert ein x € A; U Ay mit f(x) =y. Ist z € Ay,
soist y = f(x) € f(A1) C f(A1)U f(A2). Entsprechend ist y € f(A2) C f(A1)U f(A2)
im Falle x € As.

“27: Nach Definition gilt f(A;) C f(A1 U Az) und f(A2) C f(A1 U Az) also f(A;) U
f(A2) C f(A1U Ag).

2. “C”: Es sei z € f71(By U By). Dann ist f(z) € By U Ba.

Ist f(x) € By, soist x € f~1(By) also auch x € f~1(B1) U f~1(By). Entsprechend ist
€ f71(By) C fYB1) U fH(By), falls f(x) € Bs.

“>”: Nach Definition gilt

F7HBy) € fTH(BIUBy) und fH(By) € fTHB1UBy),
also f~1(B1) U f~H(B2) C f~'(B1U By).

3. Es sei y € f(A1 N Ay). Dann existiert ein € Ay N Ay mit f(z) =y. Dax € A; und
x € Ay ist, folgt y € f(Al) N f(AQ)

4. [0] O

Beispiel 1.9 Es seien

N:={1,2,3,...} = {natiirliche Zahlen}
und

Z := {ganze Zahlen} = {0,+1,+2,...} .
Weiter seien X =Y =Z und f : Z — 7Z definiert durch

(o) = { xr, falls >0

—x, falls =<0 '

Dann gilt W(f) = Ng := NU {0}. Weiter ist etwa

e,y =, nyu{-1,-2,-3,.. . ) = {-n,...,—-1,1,...,n}

und f1({-1,-2,-3,...}) = 0 sowie f(N) =N = f(Z\ {0}). Ist f : Ng — Z definiert
durch

flz) ==z (x € Np) ,
S0 ist zwar f(x) = f(=) fiir alle x € Ny, aber f # f. Es gilt aber Jino = f.
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Definition 1.10 Es seien X,Y Mengen. Eine Abbildung f : X — Y heifit
1. surjektiv (oder Abbildung von X aufY), falls W(f) =Y ist,

2. injektiv (oder eineindeutige Abbildung), falls fir alle y € W(f) die Menge
f*({y}) einelementig ist (d. h. sind x1,22 € X mit f(x1) = f

xr1 = ':U2)7

(x2), so ist

3. bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Beispiel 1.11 Es seien f und fwie im B 1.9 Dann ist f weder surjektiv noch injektiv
(es gilt f~'({(n}) = {n, —n} fiir alle n € N); f ist injektiv.

Definition 1.12 Es seien X,Y,Z Mengen und f : X — Y sowie g : Y — Z Abbil-
dungen. Dann heifit go f : X — Z, definiert durch

(go f)(x) :=g(f(x)) (zeX)

Verkniipfung von g und f (oder Hintereinanderausfithrung von f und g).

Satz 1.13 Es seien X,Y,Z, U Mengen und f : X - Y,g: Y - Z und h: 2 —- U
Abbildungen. Dann gilt

ho(gof)=(hog)oef.

Beweis.
Es gilt ho(go f) : X — U sowie (hog)o f: X — U und fiir v € X ist

(ho(gof))(x) = h((ge f)(x)) =h(g(f(x))) = (hog)(f(z)) =
= ((hog)o f)(=).

Definition 1.14 Esseien X,Y Mengen und es sei f : X — Y bijektiv. Wir definieren

Tly) =z  (yeY),

wobei y = f(z). Die Abbildung f~! : Y — X heifit Umkehrabbildung von f. Es gilt
dabei
flof: X=X, (flof)e)=2c (r€X),

d. h. f~lo f =idy, wobei idx : X — X, definiert durch idx (z) := z (z € X), die sog.
identische Abbildung auf X bezeichnet. Genauso gilt f o f~! = idy und auBerdem ist
auch f~!:Y — X bijektiv.
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Definition 1.15 Es sei I # () eine Menge, und es seien A, Mengen fiir alle a € I. (I

nennt man dann “Indexmenge”.) Dann heifit

UAa::{x:a:EAaﬁireinaeI}
ael

Vereinigung der Mengen A, (iiber « € I).
Weiter heifit
ﬂAa ={z:x € A, firallea e I}

ael
Durchschnitt der Mengen A, (iiber a € I).
Ist speziell I endlich, etwa I = {j1,...,jn} so schreiben wir auch

Ale...UAjn: UAJk = UAJ
k=1

jel
und

Ajlm-”ﬂAjn: mAJk = mA]
k=1 jerl

Beispiel 1.16 Es sei P = {p: p Primzahl} und
A, ={kp:keN} (peP).
Dann ist

U4, =J{kp: ke N} =N\ {1}

pEP peP

(4,=0.

peP

und



2 KORPER UND DAS PRINZIP DER VOLLSTANDIGEN INDUKTION 7

2 Korper und das Prinzip der vollstindigen Induktion

Den geeigneten Rahmen fiir die Fragen der Differential- und Integralrechnung, denen
wir uns spéter zuwenden wollen bilden die reellen Zahlen. Wir werden die reellen

Zahlen als den (i. w. einzigen) “vollstiandigen geordneten Korper” kennenlernen.

Definition 2.1 Es sei K eine Menge mit mindestens zwei Elementen, und es seien
+: K x K — K und -: K x K — K Abbildungen. Dann heifit K = (K, +, ) Kdérper,

falls folgende Rechenaxiome gelten:

(K.1) Firallez,ye Kiste+y=y+orxundzx-y=y- -z
(Kommutativgesetze)

(K.2) Firalle z,y,z€ Kist (v+y)+z=z+ (y+2z)und (x-y) - z=2x-(y - 2)
(Assoziativgesetze)

(K.3) Es existiert ein Element 0 = 0 € K mit x +0 =z fiir alle x € K
(Existenz einer Null)

(K.4) Es existiert ein Element 1 = 1x € K \ {0} mit -1 = z fiir allez € K \ {0}
(Existenz einer Eins)

(K.5) Fiir alle x € K existiert ein Element —z € K mit x 4+ (—x) = 0 und
fiir alle z € K \ {0} existiert ein Element 27! € K mit z- 27! =1

(Existenz von inversen Elementen)

(K.6) Firalle z,y,z € K gilt - (y +2) = (- y) + (x - 2)
(Distributivgesetz)

Statt z - y schreiben wir im folgenden auch kurz zy. Auflerdem schreiben wir kurz
x-y+ z statt (z-y)+ 2z (Punktrechnung vor Strichrechnung). Schliefilich schreiben wir

kurz x — y statt z 4 (—y) und 7 (oder z/y) statt ry L.

Bemerkung 2.2 Wichtig fiir Axiom (K.5) ist, dass “die Null und die Eins eindeutig
bestimmt sind”, d. h. es existiert nur ein 0 € K mit x + 0 = z fiir alle x € X und nur
einle K\ {0} mit z-1=z fir alle z € K\ {0}.

(Denn: Es seien 0 und 0/ € K mit x + 0 =2z + 0/ = z fiir alle z € K.

Dann gilt

Entsprechendes gilt fiir 1)

Die Eindeutigkeit der inversen Elemente ist ein Spezialfall des folgenden Satzes
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Satz 2.3 Es sei (K, +,-) ein Korper, und es sei a € K.

1. Fiir jedes b € K hat die Gleichung
a+zx=0>

genau eine Ldsung, nimlich x = b — a.

2. Ist a # 0, so hat fiir jedes b € K die Gleichung
a-r=»b

genau eine Losung, ndmlich x = b/a.

Beweis. Wir beweisen, nur Aussage 1. Der Beweis von 2. verlduft &hnlich.

1. Wir zeigen, dass x = b — a die Gleichung 16st: Es gilt
at+(b—a) = a+(b+(—a)) S ((—a) + b) (2) (a+(—a))+b

W5 g4y B4 0By

2. Wir zeigen, dass die Losung eindeutig bestimmt ist: Ist 2/ € K mit a + 2’ = b,
so gilt

o B3 xﬂ+0(§5)f—%@1+(—aﬁ(gf)@¥+a)+(_a)

=" (a+2)+(-a)=b+(-a)=b~a.

Also ist 2’ = b — a.
O
Wir stellen noch einige Rechenregeln zusammen, deren Beweis sich aus den Axiomen

(K.1) bis (K.6) und 2.3 ergibt.

Satz 2.4 Fir alle x,y € K gilt

3 () t=2 (x#£0)

4. Ausx -y =0 folgt x =0 oder y =0
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5. —(zy) = (—2)y = 2(—y)

6. (xzy) t=aly b (2,y#0)

Beweis. [U] O

Beispiel 2.5 1. Es sei Q := {p/q:p € Z,q € Z\ {0}} = {rationale Zahlen}
(Dabei werden p/q und p’/q’ als gleich angesehen, falls

pqd = qp’

gilt. Eine Eindeutigkeit der Darstellung erhélt man etwa durch die Forderung

D
xr = —

q

wobei p € Z und ¢ € N teilerfremd sind.)
Wir definieren wie iiblich fiir z = p/gund y =r/s € Q

r s+r
x+y:13+7::p q
q s qs
und
pr pr
xyszzi
q s qs

(man sieht leicht, dass diese Definitionen unabhéingig von den gewé#hlten Darstellun-
gen fiir z und y sind).

2. Es sei K = {oh, ei} mit den Rechenoperationen

+ | oh | ei - | oh | el
oh | oh | el oh | oh | oh
et | el | oh et | oh | e1

Dann ist (K, +,-) ein Korper mit oh = 0x und ei = 15 (Beweis: [U]).

3. (N,+,) und (Z,+,-) mit der iiblichen Addition und Multiplikation bilden keine
Korper.

Definition 2.6 Wir definieren nun Summen und Produkte fiir mehr als zwei Sum-

manden bzw. Faktoren: Sind z1,...,z, € K fiir ein n € N, so setzen wir

k+1

1 k
Za:,,::xl und Zx,,:z( x,,>+:ck+1fﬁrk:1,...,n—1
v=1 v=1 1

v=
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und
1 k+1 k
nyzle und Ha;V:: Ty | g firk=1,....,.n—1.
v=1 v=1 v=1

Ist speziell x1 = ... = x9 =: z, so schreiben wir

n n
E x,,zg Tr =:nx
v=1 v=1

und
n n
H T, = H z=:1z"
v=1 v=1
Schlie3lich setzen wir noch
(—n)z = —(nz) fuirneN
0-x = O wobei 0 die Null in Z bezeichnet
und
" = (z7H" (z#0,n€N)
29 = 1g.

Eng verbunden mit dem eben verwendeten Prinzip der rekursiven oder induktiven
Definition ist das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion:
Fiir alle n € N sei eine Aussage A(n) gegeben. Zum Beweis der Behauptung

“Fiir alle n € N gilt A(n)”
geht man oft folgendermaflen vor:
1. Man zeigt, dass A(1) richtig ist (Induktionsanfang).

2. a) Man nimmt an, dass A(k) (oder auch A(1),..., A(k)) fir ein k£ € N richtig
ist (Induktionsannahme).
b) Man zeigt, dass aus der Richtigkeit von A(k) (bzw. A(1),...,A(k)), d. h.
aus der Induktionsannahme, die Richtigkeit von A(k+ 1) folgt (Induktions-
schritt).

Dieses Beweisschema nennt man Induktionsbeweis oder vollstindige Induktion. Aus 1.

und 2. ergibt sich, dass A(n) fiir alle n € N richtig ist, denn es ist ja

n=1 : A(1) richtig nach 1.
n=2 : A(2) richtig nach 2., wenn dort k = 1 gesetzt wird
n=3 : A(3) richtig nach 2., wenn dort k = 2 gesetzt wird

Manchmal mochte man statt A(n) fir alle n € N auch A(n) fiir alle n € Ng,n > N fiir
ein N € Ny zeigen. Dann macht man den Induktionsanfang nicht fiir n = 1, sondern
fier n = N und den Induktionsschritt von k auf k + 1 fiir beliebiges k& > N.
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Ein typischer Induktionsbeweis ist der Beweis zu

Satz 2.7 Fir allen € N gilt

Beweis.

1
1. Induktionsanfang: Fiir n =1 gilt Y v = 42 (d. h. A(1) gilt).
v=1

k
2. a) Induktionsannahme: Fiir ein k € N gelte Y v = k(k;l) (d. h. A(k) gelte).
v=1

k+1
b) Wir zeigen: aus a) folgt Y v = % (d. h. A(k+ 1) folgt).

v=1
Es gilt:
k+1 k
dov o= u>+(k+1)=k(k2“)+(k+1):’““f“);?(ﬂl)
v=1 v=1
(k+2)(k+1)

Wir kommen noch einmal auf das Summen- und das Produktzeichen zu sprechen. Da-

bei kann man natiirlich auch allgemeinere Grenzen betrachten: Fiir &, 11, Tmy2, ..., Ty €
n n—m
K setzen wir > m,:= Z Zpqm und H zy = [[ Zu4m .- Es gelten u. a. fol-
v=m+1 v=m+1 pn=1

gende Rechenregeln, die d1e Korperaxmme (K.1), (K.2) und (K.6) verallgemeinern
(wobei z1,...,2, € K, y1,...,ym € K, z € K)

n ) n n
1. Efﬁu Z$u+ Z Ty undH:cV—H:n,,- H Ty (1§p§n—1),
v=1 v=1 v=p+1 r=1 v=p+1
n n n
2. Y (m+wy)= >+ >y (falls n = m),
v=1 v=1 v=1
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Nach 1. ist auch die Schreibweise
n n
nyzz:1+...+$n und H:U,,::vl-...'xn
v=1 v=1

gerechtfertigt.
Weiter kann man zeigen, dass fiir m, m1, me € Z und x1, x2, x # 0 folgende Potenzge-
setze gelten:

pMipm2 —  pratme ,
af'ry = (m1w2)™,
(™) = gmme
SchlieBlich sei J eine beliebige endliche Indexmenge (mit n Elementen) und ¢ : {1,...,n} —

J bijektiv. Wir setzen dann ganz allgemein fiir 2; € K (j € J):
n n
ij = Zyy und Ha:j = Hyy
jeJ v=1 JjeJ v=1
wobei y, 1= x,(,) (wichtig dabei: die Reihenfolge ist beliebig).

Alle obigen Aussagen ergeben sich per Induktion aus den Koérperaxiomen ([U]).

FEine der wichtigsten Formeln fiir Summen und Potenzen in Korpern ist die

Satz 2.8 (geometrische Summenformel) Fir alle x € K \ {1} und alle n € N gilt:

n—1

1= =3 (2.1)

1—=x

v=0

n—1
z¥. Da z # 1 und damit 1 —x # 0 ist, ergibt

Beweis. Wir zeigen: 1 — 2" = (1 — )
v=0

sich hieraus die Behauptung.
Es gilt
n—1 n—1 n—1
(1 —m)z.’x" = Zw” —xe” =
v=0 v=0 v=0
n—1 n—1 n—1 n—1
_ qu_zx .I‘V:ZI'V qu—&-l
v=0 v=0 v=0 v=0
n—1 n
= Zx”—Zx“zl—x"
v=0 p=1
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Neben der geometrischen Summenformel gibt es eine weitere Rechenformel in Kérpern,
die von fundamentaler Bedeutung ist, die sog. binomische Formel. Hierauf wollen wir
nun lossteuern. Es handelt sich dabei um eine Summenformel fiir die Ausdriicke (a +
b)", wobei a,b € K und n € N ist. Bekanntlich gilt

(a+b)l=a+b
(a+0)* = a® + 2ab + b*
(a+b)3 = a3+ 3a®b + 3ab® + b° .

Um eine allgemeine Formel angeben zu kénnen, brauchen wir

Definition 2.9 1. Wir definieren n! (“n-Fakultit”) fiir n € Ny durch
ol=1

und
n!:zHuzl-?-...-n (neN).

2. Fiir n,v € Ny setzen wir

(0 <n> _ [[icin=k+1) nn-1)-...-(n—v+1) (veN)

(ii) <g> =1

v! v!
Die Zahlen (Z) heien Binomialkoeffizienten.

Es gilt also etwa
6! = 1-2-3-4-5-6=720, 10! = 3.628.800 ,

7 7-6-5-4-3
= 22 g
(5) 5!

<n> _ n(n—l)-“(n—nﬂ):l:(”), wobei n € N

n n! 0

Wir stellen einige Eigenschaften der Binomialkoeffizienten zusammen.

Satz 2.10 FEs seien n,v € Ng. Dann gilt

|
1. <n>:n , falls v<n

v vin —v)!
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2. <n> =0 , falls v>n
v
3. <n>:< " > , falls v<n
v n—v
Beweis.

1. Esgilt fir 0 <v <n

V! V! (n—v)!  viin—-v)!

<n> nn—1)---(n—v+1) nr-1)---(n-v+1) (n—v)! n!

und fir v = 0 ist

2. Firv>nistn—v+1<0, also

Cﬁ nn—1)--(n-v+1)

v - vl
da ein Faktor im Zahler = O ist.

3. Nach 1. gilt

Besonders wichtig ist folgende Rekursionsformel:

Satz 2.11 Fiirn,v € N gilt
()=02)+C)
= +
v v—1 v
Beweis. Nach 2.10.1 gilt fiir v € {1,...,n}
oYL (M) — n! N n! B
v—1 v)  (w-Dn-v+1)! vn-v)

B n! V! (n+1-v)!\
N V!(n+1—y)!{(y—1)!+ (n—v)! }_

n! n+1)! n+1
_ MW+1_WﬂV+m+1_W}:Méﬁjzyﬂ:< V)'
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Fir v =n + 1 ist nach 2.10.2
1
1)+ ()= () ro=r= (1)
v—1 v n v
und fiir v > n + 1 sind beide Seiten = 0. O

Ordnet man die Binomialkoeffizienten (Z) in einem dreieckigen Schema an, wobei in
der n-ten Zeile die Koeffizienten (’8), e (Z) stehen, so entsteht das sog. Pascal’sche

Dreieck:

Die ersten Zeilen berechnen sich etwa unter Ausnutzung von S. 2.11 zu

1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 41
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Damit gilt

Satz 2.12 FEs sei K ein Kdorper, und es seien x,y € K sowie n € Ny. Dann gilt

A

v=0

Beweis.
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1. Wir betrachten zunéchst den Spezialfall y = 1 und fithren den Beweis durch
vollstdndige Induktion nach n.

(i) Firn=0git (1+2)°=1=3 (%)a".

<
o

(ii) Fiir ein k£ € Ny gelte

Dann gilt

k
L+a) = Q+2)(+2)f=01+2)) <i>x —

2. Fiir y # 0 gilt nach 1.

wrw = o (2en) = (0 -

Beispiel 2.13 Es gilt etwa

6
Z 6

(17"‘:[/)6 — <V>xvyn—V — 1y6+6xy5+15$2y4+20$3y3+
v=0

+ 15zty? +62%y +1-25 .
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Bemerkung 2.14 Als Spezialfille aus S. 2.12 ergeben sich interessante Beziehungen
fiir das Pascal’sche Dreieck:
Fir x =1,y = 1 ergibt sich

R )

d. h. die Summe der Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile des Pascal’schen Dreiecks
ergibt stets 2.
Fir x = —1,y = 1 ergibt sich fir n € N

0=0"=(-1+1)"= Vi:o <Z> (—1)V1"Y = li:o (Z) (-1)",

d. h. versieht man die Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile jeweils abwechselnd mit
dem Vorzeichen + und —, so erhélt man als Summe 0.

Fiir n = 6 gilt etwa
1+6+15+20+15+6+1=64=26

und
1-64+15—-20+15—-6+1=0.
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3 Geordnete Korper und reelle Zahlen

Wir betrachten jetzt Korper, die neben den algebraischen Strukturen “+” und “.” eine

Ordnungsstruktur haben.

Definition 3.1 Es sei K = (K, +,-) ein Koérper. Dann heit K = (K, +, -, <) geord-
net, wenn auf K eine Relation < gegeben ist, die folgenden Ordnungsaxiomen geniigt.

(O.1) Fiir alle z,y € K gilt genau eine der Beziehungen
r=vy oder z<y oder oder y<uzx
(Trichotomiegesetz).
(0.2) Ausz <yundy < z folgt = < z (Transitivgesetz).
(0.3) Ausz<yfolgt x+2<y+z firallez € K (1. Monotoniegesetz).
(0.4) Ausz <yund 0 < z folgt xz < yz (2. Monotoniegesetz).

Fiir x < y schreiben wir auch y > z. Auflerdem bedeutet x < y, dass entweder = = y
oder z < y gilt. Dann schreibt man auch y > x. Wir nennen z € K positiv, falls x > 0
gilt und negativ, falls x < 0 gilt.

Beispiel 3.2 1. Es sei Q = (Q, +, -) mit der iiblichen Addition und Multiplikation (B.

2.5.1). Wir setzen

P1 P2
— < — (PLPZEZ:QLQQEN)
q1 q2

falls p1go kleiner als pag; in den ganzen Zahlen Z. Dann ist (Q, 4+, -, <) ein geordneter
Korper.
2. Ist K = {oh,ei} wie in B. 2.5.2, so existiert keine Relation < auf K so, K geordnet

ist ([U]).

Satz 3.3 Es sei K = (K, +,-, <) ein geordneter Kdrper. Dann gilt
1. Esist x > 0 genau dann, wenn —x < 0 1ist,
2. Aus x <0 und y < 0 folgt xy > 0,
3. Fiir x # 0 ist 2 > 0, insbesondere also 1 > 0,

4. Aus x> 0 folgt =1 > 0.

Beweis.

1. Aus 0 < z folgt mit (0.3)
—x=0+4+(—z)<z+(—z)=0,

d. h. —z < 0. Entsprechend folgt aus —x < 0 auch 0 =z + (—z) <2+ 0 = =z.
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2. Aus z < 0 folgt —z > 0 nach 1. Wegen y < 0 ergibt sich mit (O.4)

—(zy) = y(—2) <0(-z) =0,
also xy > 0 mit 1.

3. Ist > 0, so folgt 0 < zx = 2% aus (0.4).
Ist x < 0, so folgt 2 =z -2 > 0 aus 2.

4. Angenommen, es ist 27! < 0 (beachte 27! # 0). Dann folgt mit (0.4) 1 =
zz~! < 20 = 0 im Widerspruch zu 3.

a

Das folgende Ergebnis hat insbesondere die interessante Konsequenz, dass ein ge-
ordneter Korper stets unendlich viele Elemente enthélt. Es gibt also keine endlichen
geordneten Korper!

Satz 3.4 Es sei K ein geordneter Kiorper und es seien x,y € K mit x < y. Dann

existiert ein z € K mitx < z <y

Beweis. Aus x < y folgt
r+r<zr+y<y+vy.

Also ist
z(2-1g)<zx+y<y2-1k) .

Nach S. 3.3.3 ist 1x > 0 also auch 2-1x > 0 und nach S. 3.3.4 damit auch (2-1x)~% > 0.
Durch Multiplikation mit (2 - 1)t ergibt sich

r<(z+y)2-1g) ' <y.
Mit z := (z +y)(2- 1x) ! ergibt sich die Behauptung. O

Als néchstes beschiftigen wir uns mit dem Betrag eines Korperelementes

Definition 3.5 Es sei K ein geordneter Korper, und es sei x € K.
Dann heifit

1z z, falls >0
z| =
—z, falls <0

der (absolute) Betrag von .

Satz 3.6 Es sei K ein geordneter Korper, und es seien x,y € K.
Dann gilt
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1. lz|=|—2|>0 wnd |z|=0 genau dann, wenn x =0,
2. x<|x|,—z<|z| ,
2

3. oyl = lzllyl,  [a?| = |2f* = 2%,

4. (Dreiecksungleichung)
[z +yl <lzl+yl, |lz—yl <l|z|+1yl.

Beweis. Die Aussagen 1., 2., 3. ergeben sich direkt aus D. 3.5. Wir zeigen 4. Dazu
seien x,y € K.
1. Fall: x + y > 0. Dann gilt mit 2. und (0.3)

[z +yl=a+y <|o[+y < [z[+]y]

2. Fall: x+y < 0. Dann gilt |z +y| = —(z+y) = —z —y, also wieder mit 2. und (0.3)
[z +yl=—z—y <] —y < || +y]

Also ist stets |x + y| < |z| + |y|. Der zweite Teil folgt sofort aus

lz =yl =z + (—y)| <|z| + |-yl = |z +[y| -

Bemerkung 3.7 Induktiv erhilt man aus S. 3.6.4 leicht die allgemeine Dreiecksun-
gleichung: Es sei K ein geordneter Korper. Dann gilt fiir alle n € N und fiir alle
Ti1,...,Tn € K

n n
Do <l
j=1 j=1

Satz 3.8 (Bernoullische Ungleichung)
Es sei K ein geordneter Korper, und es seien x € K,x > —1 sowie n € N. Dann gilt

(14+x)">14+nx.

Beweis. Es sei x > —1 fest. Wir fithren den Beweis per Induktion nach n.

1. Fiir n =1 ist die Behauptung klar.
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2. Fiir ein k € N gelte (1 + 2)¥ > 1 + kx. Dann folgt mit (O.4)
1+2)* = Q1+2)Q+2)> A +2) 1+ k) =1+ kz + 2 + 2(kz)
= 1+ (k+Dx+ke?>1+ (k+1)2
(man beachte: es ist 2 > 0 und damit auch kz? > 0).

g

Es stellt sich heraus, dass jeder geordnete Korper in gewisser Weise den Koérper der
rationalen Zahlen als “Teilkorper” enthélt. Um dies zu prézisieren brauchen wir den
Begriff der Einbettung

Definition 3.9 Es seien K und L Korper. L heifit eingebettet in K, falls eine injektive
Abbildung ¢ : L — K existiert mit

(w1 +x2) = @(x1) + P(22)
p(rr-22) = (1) P(22)

fiir alle z1,22 € L (d. h. ¢ erhélt die Korperstruktur). Weiter heifen K und L iso-
morph, falls eine bijektive Abbildung mit diesen Eigenschaften existiert.

Sind L und K geordnete Korper, so heif3t L dhnlich eingebettet in K, falls eine injektive
Abbildung ¢ wie oben existiert, die zusétzlich

o(z1) < p(xg) fir alle x,x9 mit x1 < 29
erfiillt (d. h. ¢ erhélt die Ordnungsstruktur). Schliellich heiflen K und L (dhnlich)
isomorph, falls eine bijektive Abbildung mit diesen Eigenschaften existiert.

Es gilt damit

Satz 3.10 Es sei K = (K, +,-,<) ein geordneter Korper. Dann ist Q dhnlich einge-
bettet in K.

Ist ¢ die Abbildung, die Q in K einbettet, so sind beziiglich der Korpereigenschaften
Q und ¢(Q) nicht unterschiedlich. Deshalb identifiziert man Q und ¢(Q) und schreibt
auch kurz Q C K.

Beweisskizze Es sei 1 das Einselement in K. Dann gilt fiir alle n,m € Z:

(n+m)lg =nlg +mlxg und (nm)lxg =nlg - -mlg
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Ist n < m, so folgt auBerdem

nlg <mlg

also insbesondere auch nly # 0 im Falle n # 0. (Beweis per Induktion; [U].)
Wir betrachten die Abbildung ¢ : Q — K mit

D pli D
x) = - = r==,p€Z,qeN).
o) s@(q) PE (gt )

Dann ist ¢ wohldefiniert (man beachte: glg # 0 und ist z = p/q = p'/q’, so folgt
pli/qlx = Pl /¢'1k). AuBerdem ist ¢ injektiv und erfiillt die Bedingungen aus D.

3.9, wie man nachrechnen kann. O

Um eine verniinftige Grundlage fiir das Betreiben von Analysis zu haben, brauchen wir
(geordnete) Korper, die eine weitere Struktureigenschaft erfiillen, die sog. Vollstandig-
keit. Leider erfiillt der Kérper Q der rationalen Zahlen diese Bedingung nicht. Dies ist
eine Konsequenz aus dem folgenden, wohl auch aus der Schule bekannten Sachverhalt.

Satz 3.11 Es gibt kein x € Q mit 2% = 2.

Beweis.

1. Zunichst gilt: Ist m € Z, und ist m? gerade, so ist auch m gerade. (Denn: Wire
m ungerade, also m = 2mg + 1 fiir ein mg € Z, so folgte

m? = (2mo +1)% = 4md +4mg + 1,
also wire auch m? ungerade.)

2. Angenommen, es existiert ein x = p/q € Q mit 2> = 2. O.E. seien p, ¢ so, dass
q € N und p und ¢ keine gemeinsamen Teiler haben. Aus

(2) -

folgt p? = 2¢?, d. h. p? ist gerade. Nach 1. ist dann auch p gerade, d. h. p = 2py
fiir ein pg € Z. Dann ist
2¢° = p* = 4pj

d. h. ¢ = 2pg, also ¢> und damit auch ¢ gerade. Also haben p und ¢ den
gemeinsamen Faktor 2 im Widerspruch zur Teilerfremdheit von p und ¢. Damit
ist die Annahme falsch d. h. es existiert kein € Q mit 22 = 2.
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a

Bevor wir definieren, was wir unter vollstdndigen geordneten Korpern verstehen, be-

trachten wir Schranken fiir Teilmengen von geordneten Korpern.

Definition 3.12 Es sei K ein geordneter Korper, und es sei M C K.
1. M heifit nach oben beschrdinkt, wenn ein s € K existiert mit
r<3 furalle z&€ M.
Ein solches s heiflit dann obere Schranke von M.
2. M heillt nach unten beschrdnkt, wenn ein s € K existiert mit
r>s firalle x€ M.
Ein solches s heif3t dann untere Schranke von M.

3. M heifit beschrdnkt wenn M nach oben und nach unten beschrankt ist.

Beispiel 3.13 Es sei K = Q und
M:={zcQ: x>0 z?><2}.

Dann ist M beschriankt, denn s = 0 ist eine untere Schranke und 5 = 3/2 ist eine
obere Schranke von M (Ist z > 3/2, so folgt z2 > (3/2)2 =9/4 >2,d. h. x ¢ M).

Mit einer oberen Schranke 5 von M ist natiirlich jedes 5 € K mit 5 > s ebenfalls eine
obere Schranke fiir M. Es stellt sich in natiirlicher Weise die Frage nach “kleinsten”

oberen Schranken.

Definition 3.14 Es sei K ein geordneter Korper, und es sei M C K.
1. Ein £ € K heifit kleinste obere Schranke (oder Supremum) von M, falls
a) & obere Schranke von M ist
und
b) fiir jede obere Schranke 5 von M gilt 5 > £.

Wir schreiben dann ¢ = sup M. Weiter nennen wir ¢ Mazimum von M (und
schreiben & = max M), falls zusitzlich £ € M gilt.

2. Ein £ € K heifit grofite untere Schranke (oder Infimum) von M, falls
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a) § untere Schranke von M ist
und
b) fiir jede untere Schranke s von M gilt s < ¢&.

Wir schreiben dann { := inf M. Weiter nennen wir § Minimum von M (und
schreiben § = min M), falls zusétzlich { € M gilt.

Bemerkung 3.15 Aus der Definition ergibt sich sofort, dass fiir jedes M hdchstens

ein Supremum und ein Infimum existieren.

Beispiel 3.16 Es sei K = Q.
1. Ist M ={z€Q:0<z <1}, so gilt

0=inf M(=minM) und 1=supM(=maxM).

2. Ist M ={z € Q:0 <z < 1}, so gilt ebenfalls
O=infM und 1=supM .
Man sieht, dass i.a. inf M und sup M nicht in M liegen miissen!

3. Bssei M ={xcQ:2>0, 2%2<2}.

Hier ist inf M = 0, es existiert aber kein Supremum von M.

(Denn: Angenommen, es existiert eine kleinste obere Schranke & von M in Q.
Dann ist entweder ZQ > 2 oder Ez = 2 oder EQ < 2.
1. Fall: EQ > 2. Dann ist

2%
|
(V]

und
22\ g g9
2 _ _ —“ _ —
S‘G 26) -F 55+<2£>
:+<€_2>>2.
2

Also ist auch s eine obere Schranke, die kleiner ist als £&. Widerspruch!
2. Fall: 52 < 2. Wir betrachten

s:=(+heqQ mit h:= —



3 GEORDNETE KORPER UND REELLE ZAHLEN 25

Da & > 1 ist, folgt 0 < h < 1/3 und damit h? < h. Folglich ist

2 = (E+h)?=C +2hE+R2 <€ +2hE+h=
— R+ =0 +(2-T)=2.

Also ist s € M und s > &, d. h. € ist keine obere Schranke von M. Widerpruch!
3. Fall: 52 = 2. Dies widerspricht S. 3.11. Also haben wir in allen Fillen einen
Widerspruch.)

Definition 3.17 Es sei K ein geordneter Korper. Dann heifit K wvollstindig, wenn K
das Vollstéandigkeitsaxiom erfiillt.

(V) Ist M C K, M # () und nach oben beschréinkt, so existiert sup M.

(Man sieht leicht ([U]), dass dies dquivalent ist zur Forderung, dass fiir jede nichtleere,
nach unten beschréinkte Menge M C K das Infimum inf M existiert.)

Waéihrend es zahlreiche, wesentlich verschiedene geordnete Korper gibt kann man zei-
gen, dass zwei vollstandige geordnete Korper “i.w. gleich” (d. h. &hnlich isomorph)
sind.

Nach B. 3.13 und B. 3.16.3 ist Q nicht vollstéindig. Eines der fundamentalen Ergebnisse
der Analysis ist die Aussage, dass es einen vollstindigen geordneten Korper gibt.

Satz 3.18 FEs gibt einen vollstindigen geordneten Korper und jeder vollstindige ge-
ordnete Korper ist zu diesem dhnlich isomorph. Wir nennen diesen Kérper R (Korper

der reellen Zahlen) und dessen Elemente bezeichnen wir als reelle Zahlen.

Beweisskizze Wir wollen uns darauf beschrianken, den Existenzbeweis zu skizzieren.
Die Elemente von R werden als gewisse Teilmengen von Q definiert (sog. Dedekind’sche
Schnitte):

a C Q heifit (Dedekind’scher) Schnitt, falls gilt:

() a0, azQ
(ii) Ist p € v so gilt g € « fiir alle g < p.
(iii) Ist p € a so existiert ein r € o mit p < r.

Sind «, B Schnitte, so definiert man

a+p:={r+s:reca,sep}.
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Dann ist auch a + 8 ein Schnitt, d. h. + : R x R — R.

(Denn: offenbar ist a + 5 # 0.

Sindr' € a,s' & 3,s0ist ' +s >r+sfiraller € a,s € 8. Alsoist ' +s € a+ 3 und
insbesondere a + 8 # Q. Es sei p € a+ (. Dann existieren r € a, s € 8 mit p = r + s.
Ist ¢ < p, so folgt ¢ — s < r, also ¢ — s € @ und damit ¢ = (¢ —s) +s € a+ 3, d. h.
(i) gilt.

Schlieflich sei t € « so, dass £ > r ist. Dann gilt p <t 4+ s und t + s € a+ (. Also gilt
auch (iii).)

(K.1): Ausr+s=s+r fluralle rea,secffolgt
a+pf={r+s:rea;sefl={s+r:seprecal=0+a«a
(K.2): analog

(K.3): Wir definieren Og := {r € Q : 7 < 0}. Dann ist Og ein Schnitt.
Wir zeigen: o + Or = « fiir alle Schnitte «.
Es sei « ein Schnitt und r € a, s € Og. Dann ist r + s < r,
alsor+s€a,d. h.a+0r Ca.
Umgekehrt sei p € a beliebig. Wihlt man ein r > p,r € «a so gilt
p—relpundp=7r+(p—r) € a+0r. Alsoist a C o + Og.
(K.5): Es sei a ein Schnitt. Wir setzen
B:={peQ:—p—r&a firenr >0}
Man kann zeigen, dass dann a + 8 = Og gilt.

Wir definieren nun eine Relation < auf den Schnitten (also auf R) durch

a<pB:&esacCh a#pS.
Man rechnet damit nach, dass die Ordnungsaxiome (0.1), (0.2) und (0.3) erfiillt sind.
Nun kann man auch eine Multiplikation in R definieren. (Dies erweist sich als etwas
schwieriger als die Definition der Addition, insbesondere weil Produkte negativer ra-

tionaler Zahlen positiv sind). Zuniichst definiert man daher eine Multiplikation auf
R; :={a €R:a > 0r} durch

a-B:={peQ:Irca,s€ fmitr,s>0und p < rs}
(wobei a, 3 > Og). Anschliefend definieren wir
alr = Ora := Op

und
(—a)(=p) , falls a<Or , [B<O0r
af: =49 —[(—a)f] , falls a<Og , B>0r
—[a(=5)]

Hiermit wird (R, +, -, <) zu einem geordneten Korper.

, falls a>0r , B<Ogr



3 GEORDNETE KORPER UND REELLE ZAHLEN 27

Wir zeigen, dass dieser vollstédndig ist:
Dazu sei M C R, M # () nach oben beschrénkt. Wir definieren

8= Ua.

aeM

Dann kann man zeigen, dass 3 ein Schnitt, also § € R ist. Natiirlich gilt o < 3 fiir alle
a € M und ist v < 3, so existiert ein s € § mit s € v. Wegen s € [ ist s € « fiir ein
a € M. Alsoist v < «, d. h. 7 ist keine obere Schranke von M. Folglich ist § = sup M.)

Auf den Beweis der zweiten Aussage, dass je zwei vollstindige geordnete Korper ahn-
lich isomorph zueinander sind, wollen wir nicht eingehen. (Literatur etwa: Ebbinghaus
u.a., Zahlen, 2. Auflage, Springer Verlag, Berlin, 1988) O

Wie in S3.10 gesehen ist Q eingebettet in R. Indem wir Q mit dieser Einbettung
identifizieren, haben wir dann auch Q C R (und damit N C Z C R).

Wir stellen nun einige wichtige Ergebnisse zusammen, die sich aus der Vollstédndigkeit
von R ergeben.

Satz 3.19 Zu jeder Zahl x € R existiert einn € N mit n > x.

Beweis. Angenommen, es gibt ein z € R mit n < z fiir alle n € N. Dann ist x obere
Schranke von N. Da N # () ist, existiert nach (V) eine kleinste obere Schranke £ € R
von N (d. h. £ = supN). Fiir diese gilt n < £ fiir alle n € N.

Die reelle Zahl £ — 1 < & kann keine obere Schranke von N sein (da £ kleinste obere
Schranke ist), d. h. es existiert ein ng € N mit

E—1<ng bzw. E<no+1

da ng + 1 € N ist, ist £ keine obere Schranke von N, also Widerspruch! O

Satz 3.20 (Wohlordnungsprinzip fir N)
Es sei ACN,A# (. Dann istinf A€ A (d. h. es gilt inf A =min A).

Beweis. Da A nach unten beschrinkt ist, existiert ng := inf A € R nach (V). Wir
zeigen: ng € A.
Da ng + 1/2 keine untere Schranke von A ist, existiert ein n; € A mit

no <mnip <mno+1/2
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Angenommen, ng ¢ A. Da zwischen ng und ng + 1/2 keine weitere natiirliche Zahl
auler n; liegt, ist ny < n fir alle n € A. Also ist ny untere Schranke von A im
Widerspruch zu ng = inf A. Folglich ist ng € A. O

Der folgende Satz zeigt insbesondere, dass R tatsédchlich eine echte Obermenge von Q
ist.

Satz 3.21 FEs seic > 0, und es sei n € N. Dann existiert genau ein x € R mit x > 0

und " = c.

Beweis. Ist ¢ = 0 oder n = 1, so ist die Behauptung klar. Wir nehmen daher ¢ > 0
und n > 2 an.

1. Wir betrachten die Menge M := {t e R: ¢t >0, t" < c}. Wegen 0 € M ist
M#Q. Ausl<l+4cfolgte<l+e<(I+e)2<(l+e)d<--<(I+e)" <
(14 ¢)". Also ist 1+ c eine obere Schranke von M.

2. Nach dem Vollstandigkeitsaxiom (V) besitzt M eine kleinste obere Schranke
x :=sup M. Es gilt dabei > 0. Wir zeigen: 2" = c.
Zunachst gilt fir 0 <a < b

b —a™ < n(b—a)b"? (%)

(Denn: Nach der geometrischen Summenformel (beachte: a/b # 1) ist

o = (1= (9)) = (1-9) bzb
= (b—a) (" " +ab" P+ +a" ) <nb—ap" ")

a) Angenommen, es ist 2 > c¢. Fiir h := Tf;[_ﬁ gilt dann

c T
—<czx.

T
O<h=——-—+<
n nx"— n

Ist t > = — h, so folgt aus (%) mit b=z, a=x —h
2" " <" —(x—h)"<n-h-2"l=2"—c.

Also ist t" > ¢, d. h. t ¢ M. Damit ist z — h obere Schranke von M im
Widerspruch dazu, dass = kleinste obere Schranke ist.

b) Angenommen, es ist " < ¢. Dann ist

c—x"

0< ———.
n(z+1)n—1
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Nach S 3.19 existiert ein k € N mit k& > "@F0"1 .

c—x™

0<1< c—z"
k'~ n(z+ 1)1

Aus (x) mit b=z + 1/k, a = x folgt

+1n ne +1n71<n(+1)"*1< "

z+—| —a"<—(z+— —(x c—x

k k k k ’

d. h. (x +1/k)" < ¢. Also ist x4+ 1/k € M und damit ist x keine obere
Schranke von M. Widerspruch!

Aus a) und b) folgt 2" = c.

3. Es gibt nur ein z > 0 mit 2" = ¢, denn gilt 0 < 21 < x9, so ist 2 < 7.

Bemerkung und Definition 3.22 1. Die Losung « > 0 der Gleichung z™ = ¢ wird
als n-te Wurzel aus ¢ bezeichnet. Man schreibt

x = /c oder z =c'/".

Im Fall n = 2 schreibt man kurz = \/c. Unter Ausnutzung der Potenzgesetze aus
Abschnitt 2 ergibt sich hiermit fiir n,m € N

e e (= y/ve)

und fiir ¢,d > 0
Ved = /eid .
2.Fire>0und r € Q, r = p/q mit p € Z,q € N, setzen wir
=Pl = Yep

Es gilt dabei ([U]): Ist r = p//¢’ mit p' € Z,q¢ € N, so ist ¥/cP = Ver', d. h. die
Definition ist unabhangig von der Darstellung von r. AuBerdem ist /cP = (¥/c)P.

Wir stellen noch einige Bezeichnungen zusammen: Fiir a,b € R, a < b setzen wir

[a,b] = {xeR:a<z<b} (—o0,b] = {xeR:x<b}
(a,b) = {ze€R:a<z<b} (—o0,b) = {xeR:x<b}
[a,b) = {xeR:a<xz<b} [a,00) = {ze€eR:z>a}
(a,b] = {zeR:a<x<b} (a,00) = {reR:x>a}
(00,00) = R, (—00,0)=R_, (0,00) =Ry

Diese Mengen heiflen Intervalle.
Der folgende Satz zeigt, dass jedes Intervall rationale Zahlen enthélt.
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Satz 3.23 Zu jedem x € R und jedem € > 0 existiert ein r € Q mit

r<r<x-+e.

Beweis. Es seien x € R und ¢ > 0 gegeben. Wir wihlen ein ¢ € N mit 1/q < e. Ist
p € Z so, dass p — 1 < xzq < p, so folgt

—1
L<x<

LSS

und damit
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4 Komplexe Zahlen

Wie wir in Abschnitt 3 gesehen haben, hat in R jede Gleichung z™ = ¢ fiir n € N und
¢ > 0 eine Losung. Leider gilt dies nicht mehr im Falle ¢ < 0 und n gerade (da 2™ > 0
fiir gerades n und beliebiges x € R). Unser Ziel ist es nun, den Korper der reellen
Zahlen so zu “erweitern”, dass " = ¢ auch fiir ¢ < 0 (also etwa z? = —1) 16sbar ist.

Bemerkung und Definition 4.1 Wir setzen
Ci={(z,y): 2,y €R} (=RxR)
und fiir 21 = (z1,41), 22 = (z2,y2) € C
21+ 22 = (21, y1) + (¥2,y2) := (21 + 22,41 + ¥2)
sowie

2120 = (z1,y1) - (22, y2) = (122 — Y1Y2 , T1Y2 + T2Y1) -

Man rechnet leicht nach, dass dann (C, +, ) ein Koérper ist. C = (C, +, -) heifit Korper
der komplexen Zahlen und z € C heifit komplexe Zahl.

Dabei ist die Null in C gegeben durch 0 = O¢c = (0,0) und die Eins in C ist gegeben
durch 1 = 1¢ = (1,0). Weiter sieht man: Ist z = (x,y) € C, so gilt

_ -1 _ € -y .
—z=(—xz,—y) und 2 _<x2+y2’x2+y2> fir 2 #£0 .

Wir nennen fiir z = (z,y) € C

Rez:==x Realteil von z

und
Imz:=y Imagindrteil von z .

Beispiel 4.2 Es sei z; = (3,—1), 22 = (2,4).
Dann gilt z; + 22 = (5,3), 21 — 22 = (3,—1) + (-2, —4) = (1, —5) und
z1-22=(3,—-1)-(2,4) = (6 — (—4),12 — 2) = (10,10) .
Bemerkung 4.3 Wir konnen R als “Teilkorper” in C wiederfinden. (d. h. R ist ein-
gebettet in C): Es sei ¢ : R — C definiert durch
o(z) = (z,0) (x € R).

Dann sieht man leicht, dass ¢ injektiv ist und die Kérperstruktur erhélt (also die Be-
dingungen aus D. 3.9 erfiillt). Damit kénnen wir R als Teilmenge von C auffassen. Den
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reellen Zahlen entsprechen die komplexen Zahlen mit Imaginérteil = 0. Wir schreiben
dann auch kurz x statt (x,0).

Man nennt weiterhin

i:=(0,1)eC
die imagindre Einheit in C. Fiir ¢ gilt
i?=1(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1.
Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir jedes z = (z,y) € C in der Form
z=(z,y) = (2,0) + (0,1)(y,0) =z + iy (= Rez+ilmz)

schreiben. Diese Darstellung heifit Normaldarstellung von z.
So gilt etwa
z1=(3,-1) = 3+4+i(—-1) (=3-1)
z9=1(2,4) = 2414 (=24 49)

Bemerkung 4.4 In (C,+,-) ist es nicht moglich, eine Ordnungsrelation < (mit den
Eigenschaften aus D. 3.1) zu definieren!
(Denn: Angenommen, doch. Dann gilt 1 > 0 nach S. 3.3.3, also —1 < 0 nach S. 3.3.1.
Fiir z = ¢ gilt mit S. 3.3.3

0<i?=-1<0

also Widerspruch!)

Definition 4.5 Es sei z = x + ¢y eine komplexe Zahl.
1. Die komplexe Zahl z := = — iy heifit zu z konjugiert komplex.
2. Die Zahl |z| := y/2? + y? € [0, 00) heifit Betrag von z.

Geometrisch entsteht zZ durch Spiegelung von z an der reellen Achse. Der Betrag |z|
gibt anschaulich die Lénge der Strecke von 0 zu z wieder (Pythagoras!)

Satz 4.6 Fir z,z1,29 € C gilt
1. 21+ 22 = 21 + 29,
2. 7122 = 71 - 22,

3. () =z,

4. |22 = 2z.
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Beweis. [U] O

Fiir das Rechnen mit Betrdagen gelten folgende Regeln

Satz 4.7 Fiir z,z1,2z9 € C gilt
1. |z| > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0 ist,
2. |zl =1z], Rez<|z|, Imz<|z,
3. |zze| = |21|22],

4. |21 + 22| < |z1| + |22 ( “Dreiecksungleichung in C”).

Beweis. 1. und 2. als [U].
3. Es gilt

|2120|° = (2122)(71%2) = (2171)(22%2) = |21]?[22)* = (21]]22))” -

Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung.
4. Es gilt firw e C, w=u+1iv

2Re (w) = (u+iv) + (u—iv) =w+w.

Also folgt
|21 + 22!2 = (21+2)(Z+ %) = 2121 + 2122 + 22721 + 2223 =
— 2P+ 2Re(213) + |2 £ |21 + 202173] + |22
L 4 20zlz2l 4 22l = (2] + |22l)?
Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung. O

Beispiel 4.8 Es gilt fiir 2y = (3,—1) =3 —i,20 = (2,4) =2+ 4i
|z1] = VI+1=+10, ]z2|:\/4+71=\/%
o= 3 (i) =3+
a7 = (3-1)B4+1)=9-3i+3i—*=9+1(=|zu|?)

Definition 4.9 In Verallgemeinerung von D. 2.9 setzen wir noch fiir z € Cund v € N

(z) A= z—vt 1)

v v!

()=

Die Zahlen ( ) € C heiflen ebenfalls Binomialkoeffizienten.

z
14

und
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5 Folgen

Esseia: N — Y, wobei Y eine beliebige Menge ist. Wir schreiben dann {iblicherweise
n als “Index”, d. h.

an = a(n)

und statt a schreiben wir (an)nen oder (an)s>; oder kurz (a,). Mann nennt dann
(an)nen eine Folge. Allgemeiner betrachtet man auch Indexmengen J C N oder J C Z
(mit oo vielen Elementen) und schreibt dann (ay,)nes statt a : J — Y. Solche Objekte
heiflen auch Folgen.

Meist betrachten wir Y = R (Folgen reeller Zahlen) oder Y = C (Folgen komplexer
Zahlen). Um die beiden Fille R und C einheitlich bezeichnen zu kénnen, schreiben wir
K:= K, falls K € {R,C}.

Folgen kénnen entweder durch explizite Angabe von a,, fiir jedes n € N (oder n € J)
gegeben sein (etwa a, = 1/n (n € N)) oder induktiv oder rekursiv, d. h. durch eine
sog. Rekursionsformel:

ai = a; ant1 = @(ay)

wobei ¢ : Y — Y eine Funktion und a € Y ist (etwa: o(y) = \/y mit Y = [0, 00) und
a=2,d h a; =2 apy1 = /an).

Definition 5.1 Eine Folge (an)nen in K heifit

1. beschrinkt, falls ein M > 0 existiert mit |a,| < M (n € N). (Anderenfalls heifit

(an) unbeschrinkt.)
2. konvergent, falls ein a € K so existiert, dass zu jedem € > 0 ein N, € N existiert
mit
lan, —al < e fiir alle n > V.

Die Zahl a heifit dann Grenzwert von (a,) und wir schreiben

a= lim a, oder kurz anp —a (n— o00).
n—oo

(Eine Folge, die nicht konvergent ist, heifit divergent.)

Bemerkung 5.2 Man sieht leicht, dass jede Folge hochstens einen Grenzwert hat

([OD).

Beispiel 5.3 1. Die Folge (a,) in R mit a,, = n ist unbeschrankt.
2. Die Folge (ay,) in R mit a,, = 1/n ist konvergent zum Grenzwert a = 0, d. h.
1

E—>O (n — o00) .
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(Denn: Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein N € N mit n > 1/¢ fiir alle n > N,
(S. 3.19). Also gilt fiir alle n > N,

1
lap, — 0| =—<¢e.)
n

3. Die Folge (a,) in R mit a,, = (—1)" ist beschréankt (da |a,| = 1(n € N) aber nicht
konvergent. (Denn: Angenommen, a,, — a (n — 00).
Ist a > 0, so gilt fire =1

lagkr1 —al=|—1—a|=a+1>1=¢

fir alle £ € N, d. h. es existiert kein N. € N mit |a, — a|] < ¢ fiir alle n > N,.
Entsprechend argumentiert man im Fall a < 0.)

Satz 5.4 Jede konvergente Folge (ay) in K ist beschrinkt.

Beweis. Es sei a = lim a,. Dann existiert zu e = 1 ein N € N mit
n—oo

la, —al <1 (n>N),
also |ap| = |an, —a+a| <lap —a|+|a| <|a|+1 furallen > N. Mit
M = max{|a1],...,|lan—1],|a] + 1}

gilt dann
lan| < M fiir allen € N.

a

Der folgende Satz ist sehr “praktisch”, da er es in vielen Féllen gestattet, Grenzwerte
zu bestimmen ohne auf die “e- N -Definition” zuriickzugreifen.

Satz 5.5 Die Folgen (ay) und (by,) seien konvergent mit

a = lim a,, b= lim b, .
n—oo n—oo

Dann qilt

1. Die Folge (ay, + b,) konvergiert gegen a + b, d. h.

lim (a, + by,) :a+b(: lim a, + lim bn) .

n—oo n—oo n—oo
2. Die Folge (ay, - by,) konvergiert gegen a - b, d. h.

lim (ay, - by) :a-b<: lim a, - lim bn) .

n—oo n—oo n—oo
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3.

Ist by, # 0 fiir alle n € N und b # 0, so konvergiert (ay,/by) gegen a/b d. h.

lim (a,/by) = a/b (: lim a,/ lim bn> .

Beweis.

1.

Es sei € > 0 gegeben. Dann existieren ein Nél) € N und ein N€(2) € N mit
lan, —a| <e/2(n>NWY)  und  |b,—b| <e/2 (n > NP,
Also gilt fiir n > N, := max(Ns(l), N€(2)):

lan + by — (a+Db)| = |ap —a+b, —b| < l|ap —a|+|b, — b <e/24+¢c/2=c¢.

. Nach S. 5.4 ist (b,,) beschrinkt, d. h. es existiert ein M > 0 mit |b,| < M fur

allen € N.
Es sei € > 0 gegeben. Dann existieren ein Ng(l) € N mit

an—al < 5= (=N

und ein Ng(2) € N mit

g
lallbn =t <5 (n2 ND).

Fir alle n > N, := max(Ng(l), Ng(z)) gilt dann

lanby, —ab| = |anb, — ab, + ab, — ab| <

|bn||an — a| + |al|bn, — b] < M|a, — a| + |a||b, — b]
€ €

M-S S =,
onf T2 ¢

IN

A

Wir zeigen zunéchst:

Da b # 0 ist, existiert ein N € N mit
|bn, — b| < |b]/2 (n>N).
Also gilt (umgekehrte Dreiecksungleichung!)
|bn| = |0+ by, — b > |b] — |bpy — b] > |b] — |b]/2 = |b]/2 >0 (n>N).

Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein N/ € N mit
2

b
|bn—b’<€-5 (n>N)).
Fiir alle n > N := max(N, N/) folgt

11 fba bl
bn b |bubl

Also gilt 1/b, — 1/b (n — 0).

2
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b) Mit 2. und a) ergibt sich

S| =

n

n . 1
Jim e = Jim (o0 ) =

Beispiel 5.6 Es sei a,, = 32“;2;47?. Da fiir Folgen (¢,,) mit ¢, = ¢ (n € N) offenbar

lim ¢, = c gilt, folgt mit S. 5.5 und B. 5.3.2

n—oo

lim a, = lim 3_4/71—3_4”113;01/”—3_4'0_%
n—oo ' m—co2+41/n 2+ lim 1/n  2+0 2
n—oo

Wir betrachten nun speziell Folgen reeller Zahlen, wobei wir entscheidend von der
Ordnungsstruktur in R Gebrauch machen. Als erstes beweisen wir ein niitzliches Kon-

vergenzkriterium.

Satz 5.7 (Einschlieffungskriterium,)
Es seien (an), (bn), (cn) Folgen in R mit an < b, < ¢, Weiter seien (ay) und (cp)

konvergent mit lim a, = lim ¢, = a. Dann ist auch (b,) konvergent mit lim b, = a.
n—oo n—oo n—oo

)

Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Dann existieren ein Ng(1 € N mit

—e<ap—a<e (n> NW)

und ein N€(2) € N mit
—e<c,—a<e (n > N?)

Aus a, < b, < ¢, folgt damit fiir alle n > N, := maX(Ng(l), N€(2))
—e<a,—a<b,—a<c,—a<e
d. h. |b, —a| <e. O

Als wichtiges Anwendungsbeispiel erhalten wir

Beispiel 5.8 Wir betrachten fiir ¢ € R die Folge (¢"),. Dann gilt
1. Fiir —1 < ¢ <1 konvergiert (¢"), und es gilt
n

lim ¢" =
n—oo

0, falls —1<g<1
1, falls ¢g=1
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2. Fiir alle anderen ¢ divergiert (¢").

(Denn: Fiir ¢ = 0 und ¢ = 1 ist die Behauptung klar. Fiir ¢ = —1 liegt nach B. 5.3.3
Divergenz vor.

Es sei 0 < |g| < 1. Dann ist mit einem a > 0

1
1+a

lq| =

Aus der Bernoullischen Ungleichung (S. 3.8) folgt (1 4+ a)” > 1 + na > na und daher

1 1
"=lg|" = —— < — eN
lq"| = Iq| Atar < (n €N)

also . .
-—— < "< — (neN).
na na

Nach dem EinschlieBungskriterium gilt ¢" — 0 (n — o0).
Nun sei |g| > 1, d. h. |[¢g| = 1 + b mit einem b > 0. Mit S. 3.8 gilt

" =1 +b)" >1+nb (neN),

d. h. (¢") ist unbeschrénkt und damit nach S. 5.4 divergent.).

Bemerkung und Definition 5.9 Manchmal erweist es sich als niitzlich, fiir reelle

Folgen (ay,) auch erweiterte Grenzwerte +o0o zu betrachten. Wir sagen deshalb

1. (an) heifit bestimmt divergent (oder auch konvergent) gegen oo, falls zu jedem
R > 0 ein Ni € N existiert mit a, > R fiir alle n > Ng. Wir schreiben dann

an — o0 (n — 00)

2. (ay) heiit bestimmt divergent (oder auch konvergent) gegen —oo, falls zu jedem
R > 0 ein Ni € N existiert mit a,, < —R fiir alle n > Ng. Wir schreiben dann

an — —o0 (n — 00)

So gilt etwa
q" — oo (n— o0)

im Falle ¢ > 1, aber fiir ¢ < —1 ist (¢") weder bestimmt divergent gegen oo noch
bestimmt divergent gegen —oo.

Wir untersuchen jetzt eine wichtige Klasse von Folgen in R, die monotonen Folgen.

Definition 5.10 Es sei (a,)nen eine reelle Folge. Dann heifit (ay,)

1. monoton wachsend, falls an4+1 > ap, (n € N) (Schreibweise: a,, ),
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2. streng monoton wachsend, falls an41 > a, (n € N) (Schreibweise: a,, streng ),
3. monoton fallend, falls a,+1 < a,, (n € N) (Schreibweise: a, ),

4. streng monoton fallend, falls ap+1 < a, (n € N) (Schreibweise: a,, streng \).

Beispiel 5.11 Es gilt

1. (%)n ist streng monoton fallend,

2. (2™),, ist streng monoton wachsend,
3. ((—1)") ist weder monoton wachsend, noch monoton fallend,
n

4. (1), ist monoton wachsend und fallend, aber nicht streng monoton wachsend
oder fallend.

Eine fundamentale Folgerung aus der Vollstédndigkeit von R ist

Satz 5.12 (Hauptsatz iiber monotone Folgen)
Es sei (ay) eine beschrinkte Folge in R. Ist (a,) monoton wachsend oder monoton

fallend, so ist (a,) konvergent.

Beweis. 1. Es sei (a,) monoton wachsend. Wir betrachten die Menge
A:={x:x =a, fir einn € N} .
Dann ist A # () und (nach oben) beschrinkt. Nach dem Vollstéindigkeitsaxiom existiert
a:=supA.

Wir zeigen: a = lim ay,.
Da a obere Schrgrﬁ{? von A ist, gilt a, < a fiir alle n € N. Es sei € > 0 gegeben. Dann
ist (nach Definition von sup A) a — ¢ keine obere Schranke von A, d. h. es existiert ein
N € N mit ay > a — . Da (a,,) monoton wachsend ist, gilt a,, > ay > a — ¢ fiir alle
n > N, also insgesamt

a—e<ap<a (n > N)
d. h.

0<a—a,<e¢ (n>N).

Da € > 0 beliebig war, folgt a,, — a (n — 0).
2. Ist (a,,) monoton fallend, so geht der Beweis entsprechend. O

Der Hauptsatz iiber monotone Folgen ist eines der wichtigsten Kriterien fiir die Kon-
vergenz von Folgen. Man beachte, dass der Grenzwert bei der Konvergenzuntersuchung
nicht eingeht (und dass auch keine Aussage iiber den Grenzwert gemacht wird).
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Beispiel 5.13 1. Wir betrachten die Folge (a,) in R mit

an:<1+;>n (neN).

Dann ist (ay,) konvergent.
(Denn: (a,) ist monoton wachsend, da fir alle n > 2 gilt

Gn_ ()" _n+1_<(n+1)_(n_1)>n1

1 n 71 n n n
n—1
n—lgs3g _ 3
_ n+1 1_i 3 n+1 1_n 1 _n +1>1'
n n? n n2 n3

AuBerdem ist (a,) beschrénkt, denn a,, < (1 + %)nﬂ und ((1 + %)nﬂ) ist monoton

n

fallend ([U])).
Nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen ist (a,) konvergent.

1 n
e:= lim <1 + )
n—oo n

Wir setzen

(e heiit Fulersche Zahl).

2. (Babylonisches Wurzelzichen)

Es sei x > 0 gegeben. Ein sehr effizientes Verfahren zur niherungsweisen Berechnung
von +/x ist das sog. Babylonische Wurzelziehen:

Wir betrachten die Folgen (a,) in R mit

1
Api1 = = (an + x) und ag > Vz .
2 an

(Der Startwert ag kann eine grobe Néherung an /z sein.)

Behauptung: (a,) ist konvergent mit lim,, o an, = /.

Denn: Zunichst beachte man, dass (a,) wohldefiniert ist (aus a, > 0 folgt a,4+1 > 0)
1. Wir zeigen: a,, > /z (n € Np).

Fiir n = 0 gilt nach Voraussetzung ag > /. Ist a,, > /x fiir ein n € N, so folgt

1 x 1
Unt1 — Vo = 2<an+a)—\/§:2a (a2 — 2a,\1 + ) =
n n
S N 2 .
- 2a, an =5

also ist auch a1 > /.
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2. Wir zeigen: (a,) ist monoton fallend

Es gilt
1 T 1 T
Ap —Apt1 =0p — - (G +— | =z | Qp— — | .
2 azn 2 an

Aus a, > /z folgt a2 > x, also a, > i und damit a, — an+1 > 0. Folglich ist (ay,)
monoton fallend.

3. Nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen ist (a,) konvergent. Zur Bestimmung
des Grenzwertes kann man folgendermafien vorgehen:

Aus T}Lrgo a, = a folgt nh—{lgo an+1 = a, und damit (da a > /x > 0)

1 T 1 T
e ap + — —>§(a—i—a> (n — o0) .
n

Aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt

1< +x>
a=—-la+ —
2 al’

woraus man a = /2 berechnet (beachte a > 0).

Man kann also die Folgeglieder a,, als Ndherungen fiir \/x verwenden. Wie sieht es
dabei mit dem Fehler aus, wenn man a,, statt /= verwendet? Wir schiitzen den Fehler
nach oben ab.

Dazu sei

ap = \/5(1 + fn)

(fn = % heifit “relativer Fehler”). Dann gilt f,, > 0 und

1 1
1+fn+1:2<1+fn+1+f> )
n

also
I
It = 9T 1 S 3
Hat man nach n Schritten fiir a,, einen Fehler f, < 10™™, so ist der Fehler f,,;1 dem
néchsten Schritt < £(107™)? = 2107%™; die Anzahl der “exakten Stellen” verdoppelt

sich im Wesentlichen.

Wir definieren nun eine der wichtigsten Funktionen fiir die Analysis, die Logarithmus-

funktion. Vorbereitend zeigen wir

Satz 5.14 Fir x > 0 seien die Folgen (ay) und (by) in R definiert durch

an = ap(z) = 2" (%{/z—1)

by = by(z) = 20 (1_2%/5) (: 2"%/5&’0 (n € Np) .

Dann gilt:
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1. Fiir alle n € Ny ist apy1 < an,bp < bpt1 und by < ay,.

2. (an) und (by) sind konvergent mit lim a, = lim b,,.
n—oo n—oo

Beweis. 1. Zunichst gilt fiir beliebiges y > 0

2y -1) <y’ -1 (%)

und
y+1/y>2 ()

(Denn: Es ist 2 — 2y +1 = (y — 1)® > 0. Also folgt

yP—1>2y—2
und
v 4+1>2y)
Nach (x) gilt (mit x, ;= %/7)
tnir = 2 (e — 1) = 22 — 1) < 2(a2,, — 1) =

= 2"(z,—1) =ay

1 1
b1 = 2" (1 ; > - ( - 1) Z
Tn+1 Tn+1

1 1
Tn+1 In

Aus (*x) ergibt sich x,, — 1 > 1 — 1/x,, und damit auch a,, > b, (n € Np).

und

v

2. Man sieht leicht [U], dass ®/z — 1 (m — oo) gilt, also folgt insbesondere z,, —
1 (n — 00).

Aus dem Hauptsatz iiber monotone Folgen und 1. ergibt sich die Konvergenz von (ay,)
und (b,) (beachte: a, > by und b, < ag) und aus x,, — 1 folgt nh_)rglo ap, = lim b,. O

n—oo

Definition 5.15 Fiir z > 0 setzen wir

logx :=Inx := lim a, (: lim bn> .

n—oo n—o0o

(log  heifit (natirlicher) Logarithmus von x).

Im folgenden Satz stellen wir einige Eigenschaften der Logarithmusfunktion log :

(0,00) — R zusammen:
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Satz 5.16 1. Es sei z > 0. Dann gilt
1

1——<logx<x—1
x

" 2 —i <logx <2(v/z—1) .
() ez

B

2. Firx,y >0 gilt

log(zy) = log(z) + log(y) und log(1/z) = —log(x) .

3. Firxz,y>0mite <y gilt
log(z) < log(y) .

Beweis. 1. Aus b, < lim b, =logz = lim a, < a, fiir alle n € Ny sowie
n—oo n—oo

1 1
ao—ﬁ—l, bo—l—z, a1—2(\/5—1), bl—2<1—\/5>

ergibt sich sofort 1.
2. Es gilt
— : n ( on o — i n (2" on =
log(zy) = Jim 2 (2y/zy —1) Jim 2 (Vz 2y —1)
= lim {2" Vz(y-1)+2"(Vz-1)}

n—oo

= lim %/z- lim a,(y) + lim a,(z) =1-log(y) + log(z)

n—oo

und damit auch
0 =logl =log(z/z) = log(z) + log(1/z) .

3. Aus z/y < 1 ergibt sich mit 1. und 2.

log(y) — log(z) = log(y/x) > 1 — g >0,

Satz 5.17 Ist x > 0 und (x,) eine Folge mit x, — x, x, > 0, so gilt
log(,) — log(z)  (n— 00).

Beweis. Aus z, — = > 0 folgt z,,/z — 1 (n — 0).

Also erhalten wir mit S. 5.16

OHl—iglog(mn/x)gx—n—lﬁo (n — o0)
T x

n

43
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d.h.
log(zs) — log(x) = log(za/2) = 0 (n— o)

nach dem EinschlieSungskriterium. O

Definition 5.18 Es sei (a,,) eine beschrinkte Folge in R. Dann heifit
a:= lim sup{ay : k > n}
n—oo

Limes superior von (a,) (Schreibweise: @ =: lim a,, oder auch lim sup a,) und
n—0o0 n—0o00

a:= lim inf{ay : k> n}

Limes inferior von (ay) (Schreibweise: a = lim a,, oder auch liminf a,,).
n—oo n—oo

(Man beachte dabei: Da (ay) beschrinkt ist, ist auch B, := {aj : k > n} beschréinkt
fiir alle n € N. Also existieren

by :=sup B, und b, :=infB, (neN).

Nach Definition von sup und inf sind auflerdem die Folgen (b,,) bzw. (b, ) monoton fal-

lend bzw. monoton wachsend (und beschrénkt), also konvergent nach dem Hauptsatz
iiber monotone Folgen. Damit existieren lima,, und lima,, fiir jede beschrinkte Folge.)

Beispiel 5.19 Es sei a, = (—1)" + ;%5 Dann gilt

b, =sup{ay : k >n} =2 (n € N)

und
—14+ = fall d
by = inf{ag : k > n} = Tz o Tl nungerade
7 -1+ Z—ié , falls n gerade
Also gilt
b, — 2 (= lim a,)
und

b, — 0 (=lim ay) .

Satz 5.20 Es sei (a,) eine beschrinkte Folge in R, und es sei a € R. Dann gilt
1. Es ist a = lima,, genau dann, wenn folgende beiden Bedingungen gelten:

a) Fiir alle e > 0 existiert ein N. € N mit ap, < a+e(n> N;).
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b) Fir alle e > 0 und alle n € N existiert ein k > n mit a — e < a.
2. FEs ist a = lima,, genau dann, wenn folgende beiden Bedingungen gelten:

a) Fir alle e > 0 ezistiert ein N. € N mit a,, > a —e(n > N;).

b) Fiir alle e > 0 und alle n € N existiert ein k > n mit a + & > ay.

Beweis. 1. “=—=" Es sei a = lima,, = le sup{ag : kK > n}, und es sei ¢ > 0 gegeben.
Dann existiert ein N, mit a — e < su];)jfakocz> k>n} <a+e(n> N:). Aus der zweiten
Ungleichung ergibt sich insbesondere a,, < a+¢(n > N.). Aus der ersten Ungleichung
folgt, dass fiir jedes n(> N;) ein k > n existiert mit a — ¢ < aj. Damit gilt auch b).
“«—= "7 Es sei € > 0 gegeben.

Aus a) folgt fiir b, := sup{ag : k > n}

by. <a+e.
Da (b,) monoton fallend ist, gilt auch b, < a +¢ (n > N.). Also ist

lim a, = lim b, <a-+¢.
n—oo n—oo

Da € > 0 beliebig war, ist lim a, < a.
n—oo

Aus b) folgt b, > a — ¢ fiir alle n € N. Also folgt

lim a, = lim b, > a—¢.
n—oo n—oo

Da € > 0 beliebig war, ist lim a, > a, also insgesamt lim a, = a.
n—oo n—oo

2. Der Beweis fiir lima,, verlauft analog. O

Satz 5.21 Es sei (a,) eine beschrinkte Folge in R. Dann gilt

1. lim a, < lim a,.
n—oo n—oo

2. (ay) ist genau dann konvergent, wenn lim a, = lim a, gilt (und in diesem Fall
n—oo n—oo

ist lim a, = lim a, = lim a,).
n—oo n—oo n—oo

Beweis. 1. Teil 1. ergibt sich sofort aus

b, = inf{ay : k > n} < b, =sup{ag : k > n}

und

lima, = limb,, , lima,, = limb,, .
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2. “=" Es sei (a,) konvergent, lim a,, =: a, und es sei ¢ > 0 gegeben. Dann existiert
ein N. € N so, dass
a—e<ap<a+e (n>Ng).

Also sind a) und b) aus S. 5.20.1 und 2. erfiillt und folglich gilt mit S. 5.20
lim a,, = lima,, = lima,,.

“e=" Gilt lima,, = lima, =: a, so folgt aus S. 5.20 dass fiir alle € > 0 ein Ng(l) e N
mit
an<a+e  (n>NWY)

und ein N5(2) € N mit
anp >a—¢ (n > N?)

existieren. Also gilt fiir n > N, := max(Na(l), Ns(Q))
a—e<ap<a-+e.

Da e > 0 beliebig war, ist (a,) konvergent mit lima,, = a. O

Definition 5.22 Es sei (a,) eine beliebige Folge. Ist (n) eine streng monoton wach-
sende Folge in N, so heifit (a,, )ren eine Teilfolge von (ap)nen-

Es gilt damit

Satz 5.23 Es sei (a,) eine beschrinkte Folge in R. Dann gilt:

1. Es existiert eine Teilfolge (an,) mit a,, — lim ay,.
n—oo

2. Es ezistiert eine Teilfolge (ap, ) mit apm, — lim a,.
n—oo

3. Ist (ayg,) eine konvergente Teilfolge von (ay) so ist

lim a, < lim a, < lim a, .
n—oo n—oo n—oo

Beweis. 1. Wir definieren (nj) induktiv. Dazu setzen wir n; := 1. Sind ny,...,ng

bereits definiert, so wéhlen wir ein ngy; € N mit ngy1 > ng und so, dass
angys — T an] < 1/(K +1)

gilt (existiert nach S. 5.20). Dann gilt a,,, — lima,, (k — o).
2. Analog
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3. Es sei (ay,) eine konvergente Teilfolge von (a,) und a := klim ag,. Ist ¢ > 0, so
— 00

existiert ein N, mit a,, < lima, +(n > N;) also auch a,, < lima, + ¢ fiir k > N,
(beachte: £, > k). Damit ist auch a < lima,, +¢. Da & > 0 beliebig war, gilt a < lima,,.
Entsprechend sieht man, dass lima,, < a gilt. O

Als Konsequenz erhalten wir insbesondere folgenden zentralen Satz

Satz 5.24 (Bolzano-Weierstrafs)
Jede beschrinkte Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. 1. Es sei K = R. Dann wihle man etwa (ng) wie in S. 5.23.1.

2. Es sei K = C, und es sei (a,) eine beschriankte Folge in C. Ist a,, = ay, + i3, die
Normaldarstellung von a,, so sind die Folgen (c,) und (f3,) in R beschriankt (es gilt
lan| < |ay| und |5, < |ay|). Nach 1. existieren eine Teilfolge (v, ) von (o) und ein
a € R mit o, — a (k — 00). Da auch () := (8, ) beschrénkt ist, existieren wieder
nach 1. eine Teilfolge (83,,,) = (7k,) von (%) und ein 8 € R mit 3,, — B(¢£ — oo).
Nach S. 5.5 gilt also

oy, + i, — a+if (£ — o0) .

(Man beachte: Konvergiert eine Folge, so konvergiert auch jede Teilfolge, und zwar
gegen den gleichen Grenzwert). O

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir sog. Cauchy-Folgen
Definition 5.25 Es sei (a,) eine Folge in K. Dann heifit (a,,) Cauchy-Folge, falls zu
jedem € > 0 ein N € N existiert mit

lan, — am| < € fiir alle n,m > N, .
Damit gilt folgendes wichtige Konvergenzkriterium (fiir R und C).

Satz 5.26 (Cauchy’sches Konvergenzkriterium)
Es sei (ay,) eine Folge in K. Genau dann ist (a,,) konvergent wenn (a,) eine Cauchy-
Folge 1ist.

Beweis. “=" Es sei (ay,) konvergent mit a := lim a,,. Dann existiert zu jedem € > 0
ein N; € N mit |a, —a| <e/2(n > N¢). Also gilt

lan, — am| <lan —a|+|a—an| <e fir alle n,m > N .
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“<=" 1. Es sei (a,,) eine Cauchy-Folge in K. Wir zeigen als erstes, dass (a,) beschrankt
ist.

(Denn: Es existiert nach Definition ein N € N mit
lan, —am| <1 (n,m > N)
also insbesondere
la, —an| <1 (n>N).
Damit ist
an| < lan —an|+lan] <lan[+1 (R >N).

Also gilt fir M := max(|ai],...,|ay—1],|an| + 1)
lan| < M (neN).)

2. Es sei zunéchst (a,) eine reelle Folge.

Nach S. 5.21.2 geniigt es nun zu zeigen lima,, = lima,,. Angenommen, die ist nicht der
Fall. Dann ist lima,, < lima,, nach S. 5.21.1. Es sei ¢ := (lima,, — limay,,)/3.

Dann existiert ein NV, € N mit

lan —am| < e (n,m > N¢) . (%)
Auflerdem existieren nach S. 5.20 ein ng > N, mit
any > lima,, — ¢
und ein mg > N mit
Ome < lima, +¢ .
Also folgt
Gno — Gmg > lima, — ¢ —lima, —e =3 —2c =¢

im Widerspruch zu ().
3. Nun sei (a,) eine beliebige komplexe Folge, und es sei a,, = «a,, + i3, die Normal-
darstellung von a,,. Dann sind («,) und (53,) Folgen in R und es gilt

lon, — aup

G — ] }<|an—am| (n,m € N) .

Also sind (ay,) und (f,,) Cauchy-Folgen in R. Nach 2. existieren «, f € R mit o, — «
und 3, — B(n — o0).
Also folgt mit S. 5.5

ap + 18, — a+ 13 (n — o0) .
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6 Reihen

Als Motivation betrachten wir die Folge (¢”)02, fiir ein ¢ € R (oder auch C) mit
lgl < 1. Betrachten wir die Summe der ersten (n + 1) Folgelieder, so gilt nach der

geometrischen Summenformel

zn:q” _ 1o
v=0 i -4

Wegen ¢"t! — 0 (n — oo) folgt

i 1
Y ¢¥>— (n—o0),

v=0 1_(]

die Folge der Summen konvergiert also gegen 1—£q. Man verwendet dann kurz das

o0
Symbol > ¢” fir den Grenzwert ﬁ.
v=0

Definition 6.1 Es sei (a,)52 eine Folge in K.
1. Die der Folge (a,) zugeordnete Folge (s,,)72, der Partial- oder Teilsummen

Sp 1= Zau (n € Np)
v=0

heiflt (die mit (a,) gebildete) Reihe und wird mit ) a, bezeichnet. Die a,, heiflen dann
v=0
Reihenglieder.

2. Die Reihe ) a, heifit konvergent (zur Summe s), falls lim s, = s gilt. Wir schrei-

v=0 n—oo

o0
ben dann s =: Y a,.
v=0

o0

Il Man beachte, dass das Sympbol }_ a, also zwei Bedeutungen hat: Erstens steht es
v=0

fiir die Folge (s;) der Teilsummen und zweitens (im Falle der Konvergenz!) fiir deren

Grenzwert. -
Dass die Summation bei 0 beginnt ist unwesentlich. Genauso kann man Reihen ) a,
v=nyg

fiir ein ng € N (oder auch Z) betrachten.

Beispiel 6.2 1. Es sei a, = m (v € N). Dann gilt
n n

1 1 1 U GE 1
o Zy(y—i-l) Vzl(u 1/+1) 21/ v n+1

v=1
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(o]
Also folgt lim s, =1,d. h. > ﬁ ist konvergent mit
n—oo v=1

= 1
2

v=1

oo
q” konvergent mit
=0

2. Es sei a, = ¢ fiir ein ¢ € K, |g| < 1. Dann ist (s. o.)
V=

> 1
v _ _

Diese Reihe heifit geometrische Reihe. Speziell ergibt sich etwa fiir ¢ = 1/2

1

>
v=0 2
oder auch
=1
> =1
v=1

Fiir das “Rechnen” mit konvergenten Reihen gilt

o0 o0
Satz 6.3 Es seien Y a, und Y b, konvergente Reihen in K, und es seien o, € K.

v=0 v=0

o0
Dann ist auch ) (aa, + pb,) konvergent mit

v=0

Z(aa,,—f—ﬁbﬁ :aZa,,-i-ﬂZbV )
v=0 v=0

v=0
Beweis. Ergibt sich leicht durch Anwendung von S. 5.5.

Damit gilt etwa

[eS) ) [eS)
2.3V +14 v 1
DT = X n e g
v=0 v=0 v=0
1 1
= 2. —— _44.—=10.
=35 “1-1/5

Durch Ubertragung des Cauchy’schen Konvergenzkriteriums fiir Folgen ergibt sich

unmittelbar

Satz 6.4 Es sei (a,)72, eine Folge in K.
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1. (Cauchy-Kriterium fir Reihen)

Genau dann ist die Reihe Y a, konvergent, wenn zu jedem & > 0 ein N, € N
v=0

existiert mit
n

>

v=m+1

<e (n>m > Nq).

oo
2. Ist > a, konvergent, so gilt stets

v=0
ap — 0 (n — o00),

d. h. eine notwendig fiir die Konvergenz einer Reihe ist die Bedingung, dass die
Rethenglieder eine Nullfolge bilden.

n oo

Beweis. 1. Ist s, := > ay, so ist (sp) (und damit > a, ) nach S. 5.26 genau dann
v=0 v=0

konvergent, wenn zu jedem € > 0 ein N, € N existiert mit

|$n — sm| < € (n,m > N;)

Dabei kann ohne Einschriankung n > m vorausgesetzt werden. Mit
n m n
Sn_sng a’l/_E ay = E ay
v=0 v=0 v=m-+1

ergibt sich die Behauptung.
o0

2. Ist > a, konvergent, so folgt aus 1. insbesondere: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein

v=0
N € N mit
n
lan| = Za,, <e (n > Ng)
v=n
(wéhle m =n —1). Also gilt a, — 0 (n — o0). ]

Beispiel 6.5 1. Es sei ¢ € C mit |¢| > 1. Dann konvergiert nach B. 5.8 die Folge ¢"
o0

nicht gegen 0. Also ist »_ ¢” nach S. 6.4 divergiert. Insbesondere divergiert also etwa
v=0

oo o0 [e.e]
Y>> 1und ) (—1)” oder auch ) ¥ .
v=0 v=0 v=0

o0
2. (harmonische Reihe) Die Reihe ZO% ist divergent.
=
[Dies zeigt insbesondere, dass die Bedingung “a, — 0” nicht hinreichend fiir die Kon-
oo
vergenz von . a,, ist!]
v=0
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o0
(Denn: Wire > € konvergent, so wiirde nach S. 6.4 zu e = 1/2 ein N € N existieren
v=1
mit
2n 1
Y —-<1/2 (n=N).
v

v=n+1
Andererseits gilt aber fiir alle n € N

POEE

t\»—ﬂ
—

Widerspruch!)

Fiir Reihen mit nichtnegativen Gliedern a, gilt folgendes sehr einfache Kriterium

Satz 6.6 FEs sei Z a, eine Reihe mit a, > 0 fir alle v € Ng. Dann ist Z ay, genau
v=0 v=0
dann konvergent, wenn die Folge (s,) der Teilsummen beschrinkt ist.

n
Beweis. Fiir die Teilsummen s, = ) a, gilt
v=0

Sp—Sp—1=ap =0 (HEN)

Also ist (sy) monoton wachsend.

o0
Ist (s,) beschriankt, so ist Y a, konvergent nach dem Hauptsatz iiber monotone
v=0
o0
Folgen. Ist andererseits (s,) unbeschriankt, so ist ) a, divergent nach S. 5.4. O
v=0

Beispiel 6.7 Es sei p € N,p > 1. Dann ist Z konvergent.

v=1
Denn: Es gilt fiir n € N (vgl. B. 6.2)
n n n n—1
1 1 1 1 1
= — < — <1 — =1 —=2—-—-<2.
on ;yp_yzllﬂ_ +Vz::21/(1/—1) +;I/(V+1) n

Also ist die Teilsummenfolge (s,,) beschréinkt. Nach S. 6.6 ist > - konvergent (und

r=1
es gilt Z ip <2).
o0
Viel schwieriger ist die Frage nach dem Reihenwert ) Vip zu beantworten. Man kann
v=1
zeigen (etwa mit Methoden der “Fourier-Analysis”)

0 2

1 T =1 7t
SEet Sach

v=1



6 REIHEN 93

Satz 6.8 (Cauchy’scher Verdichtungssatz)

o0

FEs sei (an) eine monoton fallende Folge mit a,, > 0. Dann konvergiert Y a, genau
v=1

o0
dann, wenn die Reihe Y. 2Faqs. konvergiert.
k=0

Beweis. Wir setzen

n n
Sp 1= E ay und o, = E 2ka2k .
v=1

k=0

Dann sind (sy,) und (o,,) monoton wachsend.
oo
1. Es sei Y 2¥aq konvergent. Dann ist die Folge (0,) beschrinkt. Da (a,) monoton

k=0
fallend ist, ergibt sich fiir n € N

n
Sn — E Qay
v=1

2ntl_q

>, @

v=1

= a1+ (a2 +a3) +(ag+---+ar)+---+ (an + -+ agni1_q)
< 2 +2'ax+2% as+ -+ 2% =0y,

IN

Also ist auch (s;) beschrénkt.
o0
2. Es sei Y a, konvergent. Dann ist (s,) beschriankt. Da (a,) monoton fallend ist,

v=1

ergibt sich fiir n € N

n
on = Z 2ka2k = 20a1 + 21a2 + 22a4 + 23a8 4+ 2"agn
k=0

1
= 2 {2(11 + 2% + 2%ay + 2%ag + -+ + 2”‘1a2n}

< 2{a1+az+(azs+as)+(as+---+ag) + -+ (agn-141 + - +azm)}

2n
= 2 Z ay = 289n .
v=1

o0
Also ist auch (o) beschrinkt und folglich 3" 2Fa,. konvergent. O
k=0

[e.e]
Beispiel 6.9 Es sei @ € Q. Dann ist ) U% genau dann konvergent, wenn « > 1 ist.
v=1

[e.e]

(Denn: Ist a < 0 so ist (n%) keine Nullfolge, also ist y% divergent nach S. 6.4.2.
v=1

Es sei also @ > 0. Dann ist a,, = 1/n® eine monoton fallende Nullfolge. Nach S. 6.8
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o o0

konvergiert Y a, genau dann, wenn > 2Fa.x konvergiert.
v=1 k=0
Es gilt aber
oo o0 o (0.)
Z 2ka2k _ Z 2k/(2k)a _ Z(Qk)l—a _ Z(2l—a)k
k=0 k=0 k=0 k=0

und diese geometrische Reihe ist nach B. 6.2.2 und B. 6.5.1 genau dann konvergent,
wenn 217% < 1, also a > 1 ist.)

FEin weiteres klassisches Konvergenzkriterium gilt fiir so genannte “alternierende Rei-

.

hen”:

Satz 6.10 (Leibniz’sches Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen)
Es sei (ay) eine monotone fallende Folge (nichtnegativer) Zahlen a, mit lim a, = 0.
n—oo

o0

Dann konvergiert die Reihe > (—1)"a,.
v=0

Beweis. Wir betrachten die Teilsummenfolge (s2y,),. Es gilt

2n
Sop = —1)a, = (ag —a1)+(as —az)+---+ (agn_2 — aon_1) + ao, > 0.
2n Vz:o( ) v ( 0 1) ( 2 3) ( 2n—2 2n 1) 2n Z
>0 >0 >0 >0
AuBerdem gilt fir £ € Ny
k+2 k
Ski2 — Sk = Z(—l)”au — Z(—l)”al, =
v=0 v=0
= (-1D)"ap0+ (D) ap = (=1 (agy2 — ags1) S
—_——
<0

d. h. (s2,)72 ist monoton fallend und (s2p,41)5%, ist monoton wachsend.
Insbesondere ist nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen (s2,) konvergent. Ist

s:= lim sg,, so gilt auch
n—oo

S2n+1 = S2n — A2n41 — S (n — OO) .
N——"

—0
Nun sei € > 0 gegeben. Dann existieren ein Ng(l) € N mit
|sor —s| <& (k>=NW)

und ein N5(2) € N mit
|sopr1 — 8| <e (k> N®).
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Also gilt fiir n > N, := max (2]\75(1), 2N5(2) + 1)

lsp, —s| <e.
g
Beispiel 6.11 (alternierende harmonische Reihe)
Die Reihe ) (—1)¥/v konvergiert nach S. 6.10 (denn: a,, \, 0 (n — 00)).
v=1
Wihrend also ) % (nach B. 6.5.2) divergiert, fithrt das “Anbringen” abwechselnder
v=1

Vorzeichen zur Konvergenz. Wir untersuchen nun Reihen, bei denen dieser Unterschied
nicht auftritt.

(o] (o)
Definition 6.12 Es sei Y a, eine Reihe in K. Dann heifit  a, absolut konvergent,
v=0 v=0

falls E |a, | konvergent ist. Ist Z a,, konvergent und E |a, | divergent, so heifit Z a,
v=0 v=0
bedmgt konvergent

Beispiel 6.13 1. Wie oben gesehen, ist Z ) bedingt konvergent.

v=1
o0

2. Die Reihe ) (_Vp)y ist fiir jedes feste p € N mit p > 1 absolut konvergent (vgl. B.
v=1
6.7).

Einfach zu beweisen ist

o0 o0
Satz 6.14 Ist > a, absolut konvergent, so ist Y. a, auch konvergent.
v=0 v=0

Beweis. Es sei ¢ > 0. Dann existiert ein N, € N mit

n

Z la,| <e (n>m>Ng).
v=m-+1

(S. 6.4.1). Also gilt auch

n

Zau

v=m-+1

n
< Z lay| <e (n>m>N;).
v=m-+1

oo
Nach S. 6.4.1 ist ) a, konvergent. O

v=0

Eines der wichtigsten Kriterien fiir (absolute) Konvergenz ist
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Satz 6.15 (Majorantenkriterium,)
Es sei (ay) eine Folge in K und es sei (b,) eine Folge mit |a,| < b, (v > N) fir ein

o0 o0 o0
N € N. Ist > b, konvergent, so ist Y a, absolut konvergent. (Die Reihe > b, heifst
v=0 v=0 v=0

o0
“Majorante” von Y a,.)
v=0

Beweis. Nach Voraussetzung ist insbesondere b, > 0 fiir alle v > N. Ohne Eischriankung
o0
koénnen wir b, > 0 fiir alle v voraussetzen. Da > b, konvergent ist, existiert ein M > 0
v=0
mit
n

Y b,<M  (neN).

v=0
Also gilt fur allen > N
n N-1 n N—-1
D lal =D lal+ 3 lav] < 3 lav|+ .
v=0 v=0 v=N v=0

n o0
Damit ist (Z |al,|> beschrénkt, d. h. ) a, ist absolut konvergent nach S. 6.6. O
v=0 n v=0

[e.°]
Beispiel 6.16 1. Wir betrachten die Reihe ) a, mit a, = (—1)” w23y

= TN
Dann gilt (fiir v > 1)
v —3v 1-3/v 1
1)Y= - .
‘( Vi s|Y TagspA 1 W)
Also existiert ein N € N mit
1
|Cly| S ﬁ (l/ > N)

Folglich ist die Reihe nach S. 6.15 und B. 6.7 konvergent .

2. Die Reihe ) b, mit b, = Zi;ﬁg ist divergent. Denn: Angenommen, die Reihe wire

v=1
konvergent. Da

v? —3v 1 ( )
_— Y — — vV —
4355 4 >
gilt, existiert ein NV € N mit
1

o0
Dann wire auch ) 5% konvergent nach S. 6.15. Dies ist aber nicht der Fall. (Man
=1
&8 v o0
nennt Y. = eine “divergente Minorante” von . b,.)
v=1 v=1
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(o)
Durch Anwendung von S. 6.15 auf die konvergente Majorante > ¢ fiir |¢| < 1 ergibt
v=0

sich:

Satz 6.17 (Wurzelkriterium)

Es sei (ay) eine Folge in K und es sei

a:= lim {/|a,| .
V—00

o0
1. Ist a < 1, so ist ) a, absolut konvergent.

v=0

o
2. Ist a > 1, so ist Y a, divergent.

v=0

Beweis. 1. Ist a < 1, so existieren ein N € N und ein ¢ < 1 mit {/|a,| < ¢ fiir alle
o0 o0
v > N.Da Y ¢ konvergiert, ist > a, absolut konvergent nach S. 6.15.

v=0 v=0
2. Ist a > 1, so ist {/|a,| > 1 (und damit auch |a,| > 1) fiir co viele v € Ny. Also ist
[e.e]
(ay) keine Nullfolge. Nach S. 6.4 ist > a, divergent. O
v=0

Beispiel 6.18 1. Es sei a, = vP¢” fiir ein festes p € N und ein festes ¢ € C mit |¢| < 1.
Dann gilt, da /v — 1 fiir v — oo ([U]),

Yrlgl = (Vv)'lal = lal (v — o0).

Also gilt

lim {/|a,| = lim {/|a,| =g/ <1.

V—00 V—00

oo

Nach S. 6.17 ist Y~ vPg” konvergent. (Insbesondere ergibt sich mit S. 6.4 auch vP¢” —
0 (v — o0).)
2. Es sei a, = Vip fiir ein festes p € N. Dann gilt

Vil = () =1 -0,

o0 o0
d. h. es ist a = 1 in S. 6.17. Wie oben gesehen ist Y. 1/v divergent und Y, L fiir

v=1 v=1
p > 1 (absolut) konvergent. Also lésst sich im Fall a = 1 i. a. keine Aussage machen.

v=0

Satz 6.19 (Quotientenkriterium,)
FEs sei (ay) eine Folge in K mit a, # 0 fir v > vy. Wir setzen

Ay+1
ay

Ay+1
Qy

, a:= lim
V—00

a:= lim
V—00

Dann gilt
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o0
1. Ista <1, so ist Y a, absolut konvergent.
v=0

(o]
2. Ista > 1, soist Yy a, divergent.
v=0

Beweis. 1. Es sei @ < 1. Dann existiert zu jedem ¢ € (@,1) ein N = Ny € N mit

YHl<qg  (w=N).
Qy
Fiir n > N gilt dann
a ap—1 AN+1 — an
an] = | | |2t N ) < Ny = 26T e
an—1 an—2 an q

also 1
a n
Vlan| < ('q%') qg—4q (n—00)

und damit

lim V/|a,| <gq.

n—oo

Nach dem Wurzelkriterium (S. 6.17) ist ) a, absolut konvergent.
2. Es sei ¢ > 1. Dann existiert ein N € N, mit

Qy+1
ay

>1 (v>N),

d. h. (Jay|)y>n ist monoton wachsend und damit keine Nullfolge. Also ist > a, sicher

divergent. O

Bemerkung 6.20 Der Beweis zum Quotientenkriterium zeigt, dass (unter den Vor-

aussetzungen des Quotientenkriteriums)

a= lim y/|a,| <@= lim
V—00 V—00

Ay+1
a

v

gilt. Also liefert auch das Wurzelkriterium stets die Konvergenz, wenn diese durch das
Quotientenkriterium nachgewiesen werden kann. Allerdings kann es u. U. wesentlich

einfacher sein, @ < 1 als a < 1 nachzurechnen.

Beispiel 6.21 1. Wir betrachten a, := Z; (v € Ny), wobei z € C fest ist. Dann gilt
(fiir z #0)
_ o 2|

- A 0
v+Dzlr v+1 —0 (v—o0)

Ay+1
ay
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also ist @ = 0 < 1. Damit liefert das Quotientenkriterium die absolute Konvergenz von
o0

S 2 fiir alle z € C\ {0} (und fiir z = 0 ist die Reihe trivialerweise konvergent).

v=0
2. Essei 0 < g <1 und

q~ , falls v gerade
ay =
¢’t? , falls v ungerade
Dann gilt
2k+4-2
a 1 1
| = q2k+3 =- - (k — o0)
a2k+1 q q q
und 2k+3
A2k+1 — q — :q3_>q3 (k—>OO)
a2k q
d. h. .
a=->1, a=¢ <1
q

Damit ist nach dem Quotientenkriterium keine Aussage moglich. Es gilt jedoch
Viay| <g< 1 (v € Np)

o0

d. h. Y a, ist nach dem Wurzelkriterium absolut konvergent. Das Beispiel und B.
v=0

6.20 zeigen, dass das Wurzelkriterium echt stérker ist als das Quotientenkriterium.

Auflerdem kann a in S. 6.19.2 nicht durch @ ersetzt werden.

In S. 6.3 hatten wir gesehen, dass gewisse Rechenregeln, die wir von (endlichen) Sum-
men kennen, auch fiir Reihen gelten. Wir werden nun sehen, dass bei Reihen i. a.
die “Reihenfolge” der Glieder nicht abgeédndert werden kann ohne die Konvergenz zu
beeinflussen. Dazu miissen wir zunichst prizisieren, was wir unter “Anderung der

Reihenfolge” verstehen.

o
Definition 6.22 Es sei ) a, eine Reihe in K. Ist ¢ : Ny — Ny bijektiv, so heifit
v=0
o0

[ee) oo
> ) = . a, eine Umordnung von 3 ay.
v=0 v=0 v=0

Beispiel 6.23 Wir betrachten die Reihe

[o.¢] o.)
1 1 1 1 1 1 1
=) (=" =l-c+-—=+-—+-+...
;)a” VZO( )y+1< 237375767 >

o0
die nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert (vgl. B. 6.11). Es sei s := )_ a,. Hier ist
v=0

Z, 1 1 1+1 1 1+ + 1 1 1+
a, = —_— — - 4+ — — = — — —_ —_—
v 2 4 3 6 8 2k—1 4k—2 4k
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[e.e]
eine Umordnung von Y a,. (Es gilt a}, = a
v=0

o) Tt

©(3k) = 2k
eBk+1) = 4k+1 (ke Np).)
0Bk +2) = 4k+3

n n
Ist t, = Y a, und s, = Y ay, so gilt fiir alle k € N
v=0 v=0

ot _g.q-i 2 bt 1o, 2 ! !
=l = 27273 374 % —1 2k—1 2k
=1 SN——"
—1/3 =1/(2k—1)
_oqoi ot 1 1
- 1 ok—1 2k 1
Damit folgt
1
tak—1 = 58 (k — o0) .

Aus al, — 0 (v — o0) ergibt sich auch

1
t3r = t3_1 + aék — 55 und t3k+1 = tag + agk—i—l — 58

und deshalb ist
[e.o] 1 1 o0
A K _ _
anl, = nlgn ty, = 35=35 goal, .

Da s # 0 ist (beachte: nach dem Beweis zu S. 6.10 ist s > s =1 —1/2 = 1/2) ist
s/2 # s, d. h. die Reihenwerte sind verschieden.

Fiir absolut konvergente Reihen gilt allerdings

o0 o0
Satz 6.24 Die Reihe > a, in K sei absolut konvergent, und es sei s :== Y a,. Ist

v=0 v=0
oo (e @] o0
al, eine beliebige Umordnung von Y. a,, so ist auch Y. al, absolut konvergent und
v=0 v=0 v=0
oo
es gilt s= > al,.
v=0

Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N, € N mit

0o [e's) N
0< > Hal =) la| =) Ja| <e.
v=0 v=0

v=N-+1
M
Wir wihlen ein M € N so groB, dass in der Teilsumme »_ a), alle ag, ...,ayn als Sum-
v=0

manden vorkommen (d. h. ist a;, = a,(,) so wihlen wir M so groB, dass {0,..., N} C
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{(0),...,p(M)} gilt).
Dann gilt fiir allen >m > M

n n [e.9]

Z |y | = Z |ap)| < Z lay| < €.

v=m++1 v=m+1 v=N+1

o0
Nach dem Cauchy’schen Konvergenzkriterium ist  |a},| konvergent.
v=0

Weiter gilt fiir alle n > M

n
/

g a, — s

v=0

o0

n [e'e) n N
= A al=d-)w- ) a
v=0 v=0 v=0 v=0

v=N+1

n N 0
< dmD et ) o
v=0 v=0 v=N+1
e¢] [ee)
< D+ Y | <2
v=N+1 v=N+1
(o]
Alsoist s = )" al,. O
v=0

Wir wollen uns jetzt noch (kurz) mit der Multiplikation von Reihen beschéftigen. Dazu

orientieren wir uns zunichst an der Multiplikation von Summen: Es sei

A::Zn:ay, B:ibu‘
v=0 n=0

Dann ist

AB = (iay> ibu = Z ayb,
v=0 n=0

0<v<n
0<pu<m

wobei die Reihenfolge der Summation beliebig ist. Entsprechend sollte beim Produkt
o (o0

(E al,> <Z bu) jeder der Faktoren a,b, (v € Ny, 1 € Ng) einmal auftauchen. An-
pn=0

v=0
ders als bei endlichen Summen spielt dabei jedoch die “Reihenfolge” der Summation
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i. a. eine Rolle. Eine mogliche Anordnung ist die folgende

aopbo apbt agbo agbs agby
+ + + +
/ v / v
(Ilbo a1b1 albg a1b3
+ + +
/ / /
azbg aoby asbo
+ +
/ /
asbo asby
+
/
a4b0

o0
d. h. wir betrachten die Reihe ) ¢, mit

n=0

Cn = Za,,bn_l, (n € Np) .
v=0

Die ¢, stellen also gerade die Summe der Produkte in der n-ten Diagonale dar.
o0 o0
Definition 6.25 Es seien Y a, und Y b, Reihen in K. Dann heifit die Reihe

v=0 v=0
S5
n=0 \v=0

[e.°] [e.°]
Cauchy’sche Produktreihe oder kurz Cauchy-Produkt von ) a, und > b,.
v=0 v=0

icn = i (zn: al/bn—u>
n=0 n=0 \v=0

Es gilt damit

e8] (e8]
Satz 6.26 Es seien Y a, und Y b, konvergente Reihen in K. Ist eine der beiden

v=0 v=0
o0
Reihen absolut konvergent, so konvergiert die Cauchy’sche Produktreihe Y ¢, und es

n=0

qgilt

Se (&) ()
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o0 n o0
Beweis. O. E. sei ) |a,| konvergent. Es sei B, := > b, und A := > a,, B =
v=0

v=0 v=0
[eS)

by. Dann gilt

v=0

n
ZCV = agby + (a1b0 + aobl) + (a2b0 + a1by + aobg) 4+ ...+ (anbo + ...+ agbn)
v=0

= a9B, +a1Bp-1+...+a,By

n
= ao(Bn—B)+a1(Bn1 —B)+...+an(Bo—B)+ B> a,.
v=0

n
Wegen B - > a, — A- B (n — o0) reicht es also zu zeigen, dass gilt
v=0

n

Zan,y(Bl,fB) —0 (n — o00) .

v=0
Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N € N mit |B, — B| <e(v > N).
Fiir n > N gilt dann

n N n
Zanfu(Bv_B) < Z|an7u||Bu_B| +e€ Z |anfz/|
v=0 v=0 v=N+1
N 00
< O?V%XN|BV—B|-Z)|%V|+e-2)\a,,|.
V= v=

N
Aus S. 6.4 folgt a,—, — 0 (n — o0) fiir alle festen v = 0,... N, also auch » |ap—,| —

v=0
0 (n — o00). Damit existiert ein N, > N so, dass
N
Jax |B, — B| - ZO lan—y| <€ (n>N.).
Also gilt insgesamt
n [e.9]
> an_(B,—B)|<e <1+Zyay|> (n>N').
v=0 v=0
n

Da e > 0 beliebig war folgt > an— (B, — B) — 0 (n — 00). ]

v=0

Beispiel 6.27 Fiir z € C,|z| < 1 betrachten wir die (absolut) konvergenten geome-

[o¢] o0 [o¢]
ZaV:ZbV::Zz”: T
v=0 v=0

v=0

trischen Reihen
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oo
Dann ist die Cauchy’sche Produktreihe gegeben durch ) ¢, mit
n=0

n n n
Cn = Zaybn_y = Zz”z"*” = z”Zl =(n+1)z".
v=0 v=0 v=0

Nach S. 6.26 gilt

o 0 oo B 1
;(n—i—l)z —nz_:ocn—(l_z)2 .

o0 o0
Beispiel 6.28 Wir betrachen a, = b, = (—1)”/v/v+ 1. Dann ist > a, = > b,
v=0 v=0

o0
konvergent nach dem Leibnizkriterium. Fiir die Cauchy’sche Produktreihe ) ¢, gilt

n=0

n
1
c, = (—=1)" ,
n=( );)\/V-i—l\/n—l/-‘rl

also
- 1
Cn| > _— =1
lenl _gvn—l—lx/n—i—l

o0

Also ist Y ¢, divergent nach S. 6.4.2. Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass auf
n=0

die Voraussetzung der absoluten Konvergenz einer der beiden Reihen in S. 6.26 nicht

verzichtet werden kann!
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7 Die Exponentialfunktion (elementare Funktionen I)

o0

Fiir z € C betrachten wir die Reihe )’ %, die nach B. 6.21.1 absolut konvergent ist.
v=0
Mittels dieser Reihe konnen wir eine weitere elementare Funktion definieren.

Definition 7.1 Die Funktion exp : K — K, gegeben durch

[e.e] v

exp(z) := Z % (z €eK),

v=0

heifit Exponentialfunktion.

Eine der zentralen Eigenschaften der Exponentialfunktion stellt die folgende Funk-
tionalgleichung dar, die zeigt, dass exp aus der Addition eine Multiplikation macht.

Satz 7.2 Es seien z,w € C. Dann gilt

exp(z +w) = exp(z) - exp(w) .

(e8] o0
Beweis. Die Reihen %V, und wy—,y konvergieren absolut nach B. 6.21.1. Also kon-

v=0 v=0
vergiert nach S. 6.26 das Cauchy-Produkt der beiden Reihen, und es gilt

o g - w’ x N 2V Y
exp(z)-exp(w) = | > T D Tr ) =2 it
v=0 v=0 n=0r=0
1 (n $2.12 o= 1
= = < >ZV’anV = Z E(z +w)" =exp(z +w) .
= n=0

Als Folgerung erhalten wir

Satz 7.3 Fir alle z € C gilt exp(—z) = exg(z) (Insbesondere ist e* # 0).

Beweis. Nach D. 7.1 gilt exp(0) = 1. Also folgt aus S. 7.2
1 =exp(z — z) = exp(z) - exp(—2)

d. h. exp(—z) = 1/ exp(2). O
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Satz 7.4 Fiir alle z € C gilt

i (12) et (<35

v=0

Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein £ € N mit

o0 v

Z ’,z,l <e/3.

v=k+1

Es folgt (mit der binomischen Formel) fiir n > k

k v v
n\ z z

< E — - — |+
- <1/>n” V!

v=0
oo

v

Z\ " OOZ
(1+2) -5

n v v
© () S

v=k+1 v=k+1

Zur Abschitzung der mittleren Summe verwenden wir
1 1 1 2 —1 1
v)n¥ vl n n n vl

A N
> () 2 e

v=k+1 v=k+1

n\ 1 1 (n oo)
—_— — — —
v)n¥Y V!

fiir festes v € Ny existiert ein N > k mit

und damit

Wegen
k
‘ (n) P14
2 : v 0
—|\v/n V!

fir n > N. Fiir n > N gilt dann

1 Z\ " OOZ
(1+2) -5

v=0

Bemerkung 7.5 Aus S. 7.4 ergibt sich insbesondere

n—0o0

exp(1) = lim <1 + 1>n =e(=¢').

66
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Hieraus ergibt sich durch Anwendung von S. 7.2

exp(p/q) = eP/4

fiir alle p € Z,q € N. Deshalb schreiben wir in Zukunft auch e® statt exp(z) fiir

allgemeines z € C.

Satz 7.6 Die Funktionen exp : R — (0,00) und In : (0,00) — R sind bijektiv und es
gilt
exp=In""'.

Firxz >0,y € R ist also
y=In(z)<=e'=2z.

Beweis. Es sei z € R. Nach S. 5.16.1 gilt fiir n so grof, dass 1 + & > 0 ist,

n<1—1+1x/n>Snln(l—i—i)ﬁn(l—i—z—l):x.

1 z
n<1_1+x/n>:1+x/n_>x (n = o0)
ergibt sich
ln<<1+%)n>:nln(l+%>—>x (n — o0)
d.h. mit S. 5.17
x = lim 1n<<1 + %)n) = In(e”)

n—oo
(man beachte: Aus (14 x/n)™ > 0 fiir n geniigend grol und e* # 0 folgt e > 0).
Also ist Inoexp = idg. Insbesondere ist damit In : (0,00) — R surjektiv, also auch
bijektiv nach S. 5.16.3. Hieraus folgt auch, dass exp bijektiv und exp = In~!ist. O

Fiir die reelle Exponentialfunktion gilt dariiber hinaus
Satz 7.7 1. Fir allex € R ist e > 14 .
2. Fir alle x <1 ist e* < ﬁ

3. Fir alle z,y € R mit x < y ist e* < eY.

Beweis. 1. Nach S. 5.16.1 ist 1 +1ny <y fiir y > 0. Mit y = e* folgt die Behauptung.
2. Nach 1. gilt

e >1—ux,
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also fiir x < 1 auch
. 1 1
e’ = < .
e T 1—=x

3. Mit 1. ergibt sich e¥/e® = eV > 1+ (y —x) > 1, also e¥ > e”. O

Weiterhin definieren wir damit allgemeine Potenzen und Logarithmen.

Definition 7.8 Fiir a > 0 und b € C setzen wir

b

a’ = exp(b-Ina) = n4

Man beachte, dass aufgrund von S. 5.16.2 fir b = p/q mit p € Z, ¢ € N gilt:
In(a?/) = Phna.
q

Damit stimmt diese Definition fiir den Fall b € Q mit der Definition aus D. 3.17

iiberein.
Aus den Rechenregeln fiir In und exp erhilt man weiterhin

Satz 7.9 (allgemeine Potenzgesetze)
1. Fiir a > 0 und by, by € C gilt a®ab? = a® %2 ynd (a)b2 = g1z

2. Fiir ai,as >0 und b € C gilt alfag = (ajas)®.

Beweis. 1. Es gilt

abl abg _ €b1 In a6b2 Ina _ ebl Ina+bs Ina —
— 6(b1+b2)1n(l — ab1+b2
und
(ab1)b2 _ ebz In(a®1) _ ebQ In(eb11na) _ ebgbl Ina _ ab1b2 _
2. [U]. O

Bemerkung und Definition 7.10 Wir betrachten ein festes a > 0,a # 1. Dann gilt
fiir jedes x > 0 mit y :=Inz/Ina:

ylna _ Jnz

ay =e e =g



7 DIE EXPONENTIALFUNKTION (ELEMENTARE FUNKTIONEN I) 69

und y ist die einzige (reelle) Losung dieser Gleichung (fiir y; < yo ist a¥* < a¥? im
Falle a > 1 und a¥* > ¥ im Falle 0 < a < 1). Wir definieren

Inx
loga$ = m (l‘ > 0) .
Es gilt also fir z > 0,y € R
y=log,x <= d’==z.

Wir schauen uns nun die Exponentialfunktion speziell fiir rein imaginire Argumente

al.

Satz 7.11 Fir alle z € R ist [e"*| = 1.

Beweis. Zunichst gilt fiir beliebiges z € C

n

Fid t v .
ol SEI A IR Ay
v=0 v=0

Aus s,(2) — €*  (n — o00) folgt s,(2) — €# (n — o) ([U]). Also ist €# = €. Speziell
ergibt sich fiir z = iz

z':v|2_ T g — T E:eixefix S-:7~31

Definition 7.12 Fiir z € R setzen wir

cosz := Re (") und sinz:= Im (") .
Die Funktion cos : R — R heiflit Cosinus-Funktion und die Funktion sin : R — R heif}t
Stnus-Funktion.

Aus Eigenschaften der Exponentialfunktion erhélt man damit leicht

Satz 7.13 Fir alle x € R gilt
1. sinfz+cos’z =1,

2. —1<coszx <1 wund -—-1<sinzx<1,
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3. cos(x) = cos(—z) und sin(—z)= —sinz,

4. cos(0)=1 wund sin(0)=0.

Beweis. 1. Nach 7.12 gilt die sog. EULER’sche Formel

e = cosx +isinx ‘ (x eR) .

Also gilt 1 = [¢/*|2 = (Re (e®))? + (Im (¢/*))? = cos® z + sin® z .
2. Folgt sofort aus 1.

3. Es gilt cos(—2) = Re (e7**) = Re (e®) = Re (¢'*) = cos(z).
Entsprechend sieht man sin(—z) = —sin z.
4. E gilt 1 = € = cos(0) + i sin(0). ]
Weiter gilt
Satz 7.14 (Additionstheoreme)
Fir x,y € R gilt
1. cos(x +y) =coszcosy —sinzsiny ,

2. sin(x 4+ y) =sinx cosy + coszsiny .

Beweis. Fiir z,y € R gilt

cos(z +y) +isin(z+y) = €T = e = (cosz + isinz)(cosy + isiny)

= (coszwcosy —sinxsiny) + i(cosxsiny + sinz cosy) .

Durch Vergleich von Real- und Imaginérteil ergibt sich 1. und 2. O

Wir wollen zum Abschluss dieses Abschnitts auf verschiedene niitzliche Ungleichungen
eingehen, die spiiter eine wichtige Rolle spielen werden. Die Basis ist folgendes Ergebnis

Satz 7.15 (Hdélder’sche Ungleichung)
Es seien z1,...,2z, und wi,...,w, komplere Zahlen. Ferner seien p,q reelle Zahlen
mit p > 1 und % + é = 1. Dann gilt

n n 1/p n 1/‘]
zwum(zw) (zw) |
v=1 v=1 v=1
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Beweis. 1. Wir zeigen zunéchst: Fiir x > 0,y > 0 gilt
yq
zy < <T + —=A (%)
p q

Da 2P und y” > 0 sind, ist die Behauptung im Falle x = 0 oder y = 0 klar. Es gelte
also > 0 und y > 0. Aus S. 5.16.1/2 ergibt sich

xP P
p-lnx = lnz—l—lnAgZ—l—i—lnA

q-lny = lnz+lnA<Z—1+lnA

Division durch p (1. Ungleichung) in ¢ (2. Ungleichung) und Addition ergibt

D q
ln(xy)§1<x+y>—<1+1>+<1+1>lnAzlnA
A\p ¢ P q P q

und damit auch (x).

2. Wir setzen
n 1/p n 1/‘]
= (Z |ZV|P> , w = (Z |wy|q>
v=1 v=1

n
Die Behauptung ist klar falls z = 0 oder w = 0 (dann ist ) |z,w,| = 0). Es sei also
v=1
z>0und w > 0.

Aus 1. folgt firv=1,...,n

2|  |wy Lz P 1 |w|?
vl < =

z w ~ p zP q wi

und damit durch Aufsummieren
1 — 11 « 1
i P q_ = _
Z'U’VE_1|ZVUJV’ szp VE_12V| + E |wy |1 = q =1,

was dquivalent zur Behauptung ist. O

Bemerkung 7.16 Als wichtiger Spezialfall ergibt sich im Falle p(= ¢) = 2 fiir belie-
bige komplexe Zahlen z1, ..., 2z, und wy, ..., w, die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

n n n
Z|ZVU}I/| < Z|ZV’2' Z|wl/|2 .
v=1 v=1 v=1

Als wichtige Konsequenz aus der Holder-Ungleichung erhalten wir
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Satz 7.17 (Minkowski’sche Ungleichung)

Es seien z1,...,z, und wy, ..., w, komplexe Zahlen. Ferner sei p > 1. Dann gilt
n 1/p n 1/p n 1/p
(Zrzﬁwyyp) < (pr) + (Z |wy> :
v=1 v=1 v=1

Beweis. Wir setzen
n
§:= E |z + wy|P .
v=1

Ist s = 0 oder p = 1, so ist die Ungleichung klar (Dreiecksungleichung). Es sei also
s>0und p>1.

Wir wihlen ¢ > 0 so, dass % + % =1gilt (d. h. ¢ = p%l). Aus der Holder-Ungleichung
folgt

n

n n
5 = Z |z + wy|P < Z |20 |2 + wy [P + Z lwy ||z, + w, [P

v=1 v=1 v=1

n 1/p n 1/q
(Z wp) (Z ot wur@—lm) n
v=1 v=1
n 1/p n 1/q
(Z ]wy’p> (Z ’Zy + QUV‘(p_l)q> =
v=1 v=1
n 1/p n 1/p
(Z |ZVP> + (Z |wV’p> st/a
v=1 v=1

Division durch s'/7 ergibt die Behauptung (da 1 — % = % gilt). O

IN

_l’_
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8 Metrische Riaume

In diesem Abschnitt werden wir eine Klasse von Mengen mit einer gewissen Struktur
kennen lernen, die sich als besonders geeignet fiir das “Betreiben von Analysis” her-
ausstellt. Bevor wir dazu kommen, gehen wir jedoch zunéchst kurz auf den Begriff der
Maéchtigkeit fiir ganz allgemeine Mengen ein.

Definition 8.1 Es seien M, M7, M5 beliebige Mengen.

1. My und My heiflen von gleicher Mdchtigkeit (oder kurz gleichmdchtig), falls eine
bijektive Abbildung f : My — M- existiert.

2. M heifit endlich, falls M gleichméchtig zu {1,...,n} fiir ein n € N (oder auch
= () ist. Anderenfalls heifit M unendlich.

3. M heif3t abzihlbar unendlich falls M gleichméchtig zu N ist.

4. M hei3t abzihlbar falls M endlich oder abzahlbar unendlich ist. Anderenfalls
heifit M 1iberabzahlbar.

Bemerkung 8.2 Aus D. 8.1 ergibt sich sofort, dass M # () genau dann abzihlbar ist,
wenn M in der Form M = {z,, : n € N} geschrieben werden kann. Ist M abzdhlbar
unendlich, so kénnen die z,, dabei paarweise verschieden gewéhlt werden. Eine solche
Darstellung heifit Abzéhlung von M. Weiter sieht man leicht, dass jede Teilmenge
einer abzdhlbaren Menge wieder abzéhlbar ist. (Folglich ist auch jede Menge, die eine
iiberabzihlbare Menge enthiilt, selbst iiberabzahlbar.)

Satz 8.3 Es sei [ # () eine abzihlbare Menge, und es seien A, (n € I) abzihlbare

Mengen. Dann ist auch |J A, abzihlbar.
nel

Beweis. O. E. kénnen wir / = N annehmen. (Ist / endlich, so kénnen wir ohne
Einschrénkung I = {1,...,n¢} wéhlen und dann A,, := A; fiir n > ng setzen.) Es sei

Alz{x,(j):keN}, Agz{xf):keN},...
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Wir betrachten folgende Anordnung der Elemente x,(cn); neNkeN:

ORI ORI ORI
/ / / /! /
22 22 e 22 2
L7 / / /
2 ) o )
/ / 7
e e e
L7 7
2 2
/
o9
l

Hierbei treten alle x,(cn) auf. Diese kénnen durch “Verfolgen der Pfeile” zu einer Folge

angeordnet werden:

() 40 5@ ) @) 0 1) O

Ty, Ty, 2y, N RN
Dies ergibt eine Abzidhlung von |J A,, d. h. |J A, ist abzéhlbar. O
neN neN

Insbesondere ergibt sich aus S. 8.3

Satz 8.4 Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.

Beweis. Zunichst sieht man leicht, dass Z abz#hlbar ist ([U]). Also ist
Ay :={k/n: k € Z} fir alle n € N abzihlbar. Nach S. 8.3 ist folglich auch

k
UAnz{;keZ,neN}
neN "

abzéhlbar, und damit auch

k
Q= { ckeZneN, kn teilerfremd} .
n

a

Andererseits ergibt sich aus folgendem Ergebnis unmittelbar die Uberabzihlbarkeit
von R oder C.

Satz 8.5 Jedes Intervall in R ist tberabzdhlbar.
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Beweis.

1. Wir beweisen zunéchst das sogenannte Intervallschachtlungsprinzip, das auch fiir
sich genommen von Interesse ist:

Ist I,, eine Folge von abgeschlossenen Intervallen, d. h. I,, = [ay, b,], mit I,,11 C I, (n €
N) und b, — a,, — 0 (n — 00), so existiert ein z € R mit

{x}:ﬂfn.

neN

Denn: Nach Voraussetzung ist (a,) T und (b,) |. AuBlerdem gilt a,, < b; und b, >
ai (n € N). Also existieren nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen

a:= lim a, und b:= lim b, .
n—oo n—oo

Aus a, < b, folgt a < b, d. h.
a, <a<b<b, (neN).

Folglich ist
[a,0] € () In -

neN

Aus b, — a, — 0 (n — o) folgt a = b, also ist [a, b] einpunktig.

2. O. E. konnen wir das Intervall [0, 1] betrachten. Angenommen, [0, 1] ist abz&hlbar,
d. h.
[0,1] = {z, : n € N} .

Wir teilen dann [0, 1] in die drei gleich langen Intervalle [0,1/3],[1/3,2/3] und [2/3,1]
auf. Dann ist x; in einem dieser Intervalle (das wir I; nennen) nicht enthalten. An-
schlieBend teilen wir I; in drei gleich lange Intervalle (also der Linge 1/9 = 1/32) auf.
Dann ist z2 in einem dieser Intervalle (I3 genannt) nicht enthalten. So fortfahrend

erhalten wir induktiv eine Folge I,, = [an, by] abgeschlossener Intervalle in [0, 1] mit
I+ C I, sowie zp, & I, und b, —a, = 1/3" — 0 (n — ). Also ist () I, = {z}
neN
fiir ein € [0, 1]. Nach Konstruktion gilt ,, € (| I, d. h. z,, # « fiir alle n € N.
neN
Widerspruch! O

Wie wir bereits in den vorhergehenden Abschnitten gesehen haben, besteht ein zentra-
les Anliegen der Analysis darin, “Grenzwerte” zu untersuchen. Grob gesagt bedeutet
“r, — x”, dass x, fir grole n “nahe bei” x liegt. Es ist also wesentlich, “Abstinde”
zwischen Elementen einer Menge bestimmen zu kénnen. Eine Klasse von Rdumen mit
dieser Eigenschaft wollen wir nun definieren, die sog. metrischen Rdume. Es wird sich

spéter zeigen, dass diese Rdume fiir viele Fragen der Analysis den geeigneten Rahmen
bilden.
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Definition 8.6 Es sei X # () eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heif}t
Metrik (auf X ), falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(d.1) (Definitheit)

d(z,z) =0 fir alle x € X und d(x,y) > 0 fiir alle z,y € X mit z # y.
(d.2) (Symmetrie)

Fiir alle z,y € X ist d(z,y) = d(y, x).
(d.3) (Dreiecksungleichung)

Fir alle z,y, z € X gilt d(z,y) < d(z,2) + d(z,y).

Das Paar (X, d) heifit dann metrischer Raum.

Beispiel 8.7 1. Es sei X = R und es sei

d(z,y) :==dj(z,y) =z —y] (z,y €R)

(wobei | - | der Betrag in R ist).
Dann ist d eine Metrik auf R, wie sich leicht aus den Eigenschaften von | - | ergibt

([U]). Entsprechend ist durch
d(z,w) :=dj|(2,w) := [z — w| (z,w e C)

eine Metrik auf C gegeben.

2. Es sei X # () eine beliebige Menge. Dann ist durch

0, falls z=y

d@,y) =0l y) = { 1, falls z#y

eine Metrik auf X gegeben (die sog. diskrete Metrik). Auch dies ergibt sich leicht durch
Uberpriifen von (d.1)—(d.3).

Wir betrachten nun eine Klasse metrischer Réume (die (R,d|.|) und (C,d|) enthilt),
deren Metriken sich durch besonders schéne Eigenschaften auszeichnen. Wir stellen

damit gleichzeitig erstmals eine Verbindung zur Linearen Algebra her.

Definition 8.8 Es sei V = (V,+, ") ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung || - || :
V — R heifit Norm (auf V'), falls folgende Bedingungen erfiillt sind

(N.1) (Definitheit)

[10]| = 0 und ||z|| > 0 fiir alle z # 0.
(N.2) (Homogenitét)

Fiir alle x € V und alle A € K ist || Az|| = |A| - ||z]].
(N.3) (Dreiecksungleichung)

Fir alle z,y € V gilt ||z + y|| < ||z|| + ||y -
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Wir nennen dann (V, || - ||) einen normierten Raum.

Satz 8.9 Ist (V.|| -||) ein normierter Raum, so ist durch

d(z,y) :==d)(z,y) = llz—yl| (z,y€V)

eine Metrik auf V' gegeben.

Beweis. (d.1) ergibt sich unmittelbar aus (N.1).
Zu (d.2): Sind z,y € V, so gilt

(N.2)
dz,y) =z —yll =1l - —2) =" [ly—=|[=dy =) .

Zu (d.3): Sind z,y,z € V, so gilt

(N.3)
dz,y)=llz—yll=lle —z+2z—-yl| < [lz—=2l+]lz—yll=d 2)+d(zy)

Beispiel 8.10 1. Ist | - | der Betrag in R bzw. C, so ist | - | eine Norm auf R bzw. C
(als Vektorraum iiber R bzw. C)
2. Es sei

R™:={(z1,...,2m) :z; €R fir j=1,...,m}
und

C" :={(#z1,...,2m) 12, €C furj=1,...,m}
(mit der iiblichen Addition und Skalarmultiplikation; vgl. Lineare Algebra). Wir schrei-
ben in Zukunft auch kurz K™ fiir R™ und C™. Fiir jedes p > 1 ist durch

1/p

m
2]l = llallp = | D lasl” (@ = (21, 2m) € K™)
j=1

eine Norm auf K" gegeben.

(Denn: (N.1) und (N.2) ergeben sich sofort aus Eigenschaften des Betrags |- | und der
allgemeinen Potenzen; (N.3) ist die Minkowski-Ungleichung (S. 7.17)).

Damit ist fiir jedes p > 1 nach S. 8.9

d(z,y) = dp(z,y) = |lz —yll,  (z,y €K")

eine Metrik auf K™.
Fiir p = oo setzen wir zudem

[|12]|0o := 1%;?;1\%«\ (x = (x1,...,2m) € K™) .
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Dann ist auch || - ||oo eine Norm auf K™ ([U]).

Im Falle p = 2 heifit die obige Norm || - ||2 (fiir K = R) euklidische Norm, und die
Metrik do heifit euklidische Metrik. Wir schreiben fiir || - ||2 auch kurz | - |.

Falls nichts anderes angegeben ist, soll im weiteren Verlauf der Vorlesung
K™ stets mit der Norm |- | = |- ||z und der Metrik d|. = dz versehen sein.

Beispiel 8.11 Wir betrachten x = (1,3 — 2) und y = (2, —1,0) in R3. Es gilt
2 = [zl = VITOFA=Vid, [yl =lyll2=viTT="5

und

do(z,y) = |z —y| = |lz = yll2 = [(=1,4, =2)[ = VI + 16 + 4 = V21.

Bemerkung und Definition 8.12 Es sei M # () eine Menge. Eine Funktion f :
M — K™ heif3t beschrinkt, falls ein C' > 0 existiert mit

lf) <C fiir alle te M.

Wir setzen
B(M,K™) :={f: M — K™: f beschrinkt} .

(B(M,K™) ist mit der iiblichen Addition und Skalarmultiplikation fiir Funktionen,
also

(f+9)#) == f(t) +9@), AN)E):=X-f(t) (teM)
fiir f,g € B(M,K™) und X € K, ein Vektorraum ([U]).)
Weiter setzen wir fiir f,g € B(M,K™)
AN = 11 flloo := sup{|f ()| : t € M}

(Ilf1| heiBt sup-Norm oder co-Norm von f) und
d(f,9) = f = 9lloc -

Dann ist || - || eine Norm auf B(M,K™) ([U]), also d eine Metrik auf B(M,K™).

Bemerkung und Definition 8.13 Es sei fiir p > 1

tpi={a= (@) a €K, Y la, P < oo}

v=0
und
0 1/p
llal| == llall, = <Z Iay|p> (a€lp).
v=0
Dann ist £, ein Vektorraum und || - ||, eine Norm auf ¢, ([U]) und folglich ist durch

d(a,b) := dy(a,b) :=|la —b||, (a,bely)

eine Metrik auf X = /,, gegeben.
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Wir untersuchen nun Folgen in metrischen Rdumen

Definition 8.14 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei (x,,) eine Folge in X.
Ferner sei © € X. Die Folge (z,) heifit konvergent (in X) gegen (den Grenzwert) x,
falls gilt

d(xzp,x) — 0 (n — o),
d. h. falls zu jedem € > 0 ein N, € N existiert mit

d(xp,x) <e (n>Ng).
Wir schreiben wieder

x = lim z, oder z, —x (n—00).
n—oo

Beispiel 8.15 Es sei X = R und (z,,) = (1/n). Dann gilt z, — 0 (n — o0) im
metrischen Raum (R, d|,|) aber nicht im metrischen Raum (R, ), wobei ¢ die diskrete
Metrik ist. (Dort gilt: Fiir alle x € R existiert ein ng = ng(x) so, dass 6(x,,z) = 1 fiir
alle n > ny.)

Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass die Konvergenz einer Folge von der zu Grunde
liegenden Metrik abhéngen kann!

Wie im Fall (X,d) = (K, d|,|) gilt

Satz 8.16 Jede Folge (xy) in einem metrischen Raum (X,d) hat hochstens einen

Grenzwert.

Beweis. Es seien x,Z Grenzwerte von (x,). Dann gilt mit (d.3)
d(z,z) < d(z,zn) + d(xn, ) — 0 (n — o0),

also ist d(x,Z) = 0. Aufgrund von (d.1) ist z = Z. O

Bemerkung 8.17 Es sei (X,d) = (K™, dy), also
1/2

d(z,y) =do(z,y) =z —ylla= | D |z; — y5[° (z,y € K™)
j=1

(vgl. B. 8.10.2). Es sei (z,) eine Folge in K™ und

Ipn = ($1n7372n7 cee 7xmn) (n € N)
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(d. h. z1p, ..., Zmy sind die Koordinaten von x,,). Ist x = (x1,...,z,) € K™, so gilt

lim x, =«
n—oo

(d. h. ||z —z|]2 = 0 (n — 00)) genau dann, wenn fiir die “Koordinatenfolgen” (zn)n

gilt
lim z;, = x; (j=1,....,m).
n—oo
(Denn:
“=:" Gilt &, — x (n — 00), so ergibt sich fiir j =1,...,m
1/2
m
i — 25 < [ D Jagn — 2 =llzn —2[lz2 =0  (n— o0
j=1
also
Tjn — T (n — ).
“<:':” Es gelte nun xj, — z; (n — oo) fir j = 1,...,m. Ist € > 0 gegeben, so existieren
NE(]) eNfirj=1,...,m mit
€
|z jn — 5] < N (” > Né”)

Also gilt fiir n > max ( 5(1), . ,Na(m)):

- 1/2 1o
2
E
= allz = D 1:|zjn—xj|2 g<m.m) .
]:

Da e > 0 beliebig war, gilt d(z,,z) = ||z, — x||]2 — 0 (n — o0), d. h.

Tp — 2 (N — ). )
Beispiel 8.18 Es sei m = 3 und

1 1\" 1
Tn = ) 1+7 71_7 :(:ElnaxvaxSn)-
n n 2n

T, — 0, xop —e, X3, —1 (TL—>OO)

Dann gilt

also folgt mit B. 8.17
|lzn = (0,6, )]z =0 (n—o00),

d. h.

xn — (0,e,1) (n — o00) .
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Definition 8.19 Es sei (V.|| - ||) ein normierter Raum. Eine Menge M C V heifit
beschrinkt, falls ein C' > 0 existiert mit ||z|| < C fiir alle x € M. Eine Folge (2, )nen
in V heifit beschrinkt, falls {z, : n € N} beschrénkt ist.

In Verallgemeinerung von S. 5.24 erhalten wir

Satz 8.20 (Bolzano-Weierstraf fiir Folgen in K™ )
Es sei m € N. Dann gilt: Jede beschrinkte Folge in K™ besitzt eine konvergente Teil-

folge.

Beweis. (Per Induktion nach m)
1. Induktionsanfang m = 1: Ergibt sich aus S. 5.24.
2. Induktionsschritt m — m + 1: Es sei (z,,) eine Folge in K™+ und
T = (T1ns- s Tmons Tmt1,n) (neN).
Dann ist (y,) mit
Yn = (Z1py- - s Tmn) (n € N)
eine Folge in K™ und es gilt

1/2 1/2
/ it /

m
lynlla = D lajnl® < D0 |l = [[znl[2
j=1 j=1

d. h. (yn) ist beschrinkt. Nach Induktionsveraussetzung existiert eine Teilfolge (v, )
mit

fiir ein y € K™.
Ist 2z := Zymt1,n,, SO ist |2zx| < ||zy,|| fir alle £ € N, also ist (2x) beschrénkt in K.
Nach S. 5.24 existieren eine Teilfolge (zj,)¢ von (z); und ein z € K mit

Tmlmg, = 2k — 2 (£ — ) .
Ist y = (y1,---,Ym), so folgt aus Yny, — Y (¢ — o0) und B. 8.17
Ting, = Yl T2, = Y205 Tmpy, = Ym (f — o0) .
Also gilt wieder mit B. 8.17
Ty, = <x17nk£, e T, a:m+17nk£> - WY1y Ym, 2)
flir £ — oo. O
Ahnlich wie wir die Definition der Folgenkonvergenz in allgemeinen metrischen Raum-

en auf die Definition in R zuriickgefithrt haben, gehen wir jetzt bei der Einfithrung
von Cauchy-Folgen vor.
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Definition 8.21 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (x,) in X heifit
Cauchy-Folge, falls zu jedem € > 0 ein N, € N existiert mit

d(xp, Tm) <€ (n,m > Ng) .

Bemerkung 8.22 Ist (X,d) ein metrischer Raum, und ist (x,) eine Folge in X, so
gilt wie im Fall (X,d) = (K, d||): Ist (z,) konvergent, so ist (x,,) eine Cauchy-Folge.
Die Umkehrung ist allerdings im Allgemeinen falsch!

Betrachtet man etwa (X,d) = (Q,d||) (also die rationalen Zahlen mit der Betragsme-
trik), so ist die Folge ()72, mit 29 = 2 und

1 2
Tntl = 5 <xn + ) (n € Np)

eine Folge in X = Q. Betrachtet man (x,,) als Folge in (R, d}.|), so gilt z, — v/2 (vgl.
B. 5.13.2), also ist (z,,) eine Cauchy-Folge in (R,d||) und damit auch in (Q,d|). Da
jedoch v/2 ¢ Q ist, kann die Folge in (Q,d|.|) nicht konvergent sein. (Die Konvergenz
in (Q,d}.|) wiirde auch die Konvergenz in (R,d),) implizieren, d. h., ein rationaler

Grenzwert wiirde der Eindeutigkeit des Grenzwertes (B. 5.2) widersprechen.)

Definition 8.23 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. (X, d) heifit vollstindig, falls jede
Cauchy-Folge in (X, d) konvergiert.

Beispiel 8.24 1. Nach S. 5.26 sind R und C (mit der Metrik d|.|) vollsténdig. Dasselbe
gilt fiir (K™, d|,|) fiir beliebige m € N.
(Denn: Ist (x,,) eine Cauchy-Folge in (K™, d|.|), so gilt mit ¥, = (1, ..., Tmn):

Zjn — Tjm| < ||Tn — Tml|2 (n,m e N),

also sind auch die Folgen (), fiir j = 1,...,m Cauchy-Folgen in K. Da (K,d,)
vollstéindig ist, sind diese konvergent und damit ist nach B. 8.17 auch (x,,) konvergent
in (Km, dH))

2. Nach B. 8.22 ist (Q, d},|) nicht vollsténdig.
3. Auf R ist durch

X _ y (
1+ x|  1+]y|

d(z,y) = ‘ r,y € R)

eine Metrik definiert ([U]).
Die Folge (zy,) mit z, = n ist eine Cauchy-Folge in (R, d), die nicht konvergiert.
(Denn: Es gilt fiir n,m € N mit n > m

n m B n—m n 1 < 1
I+n 1+m| (A+n)(14+m)~ 1+n 14+m = 1+m’

d(xp, xm) = '
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Also existiert zu jedem € > 0 ein N, mit d(xy,,z;,) < € fir alle n > m > N, d. h.
(xy) ist eine Cauchy-Folge in (R, d). Angenommen, (z,) ist konvergent; x,, — = € R.

Ist ng € N, ng > x, so gilt fiir alle n > nyg

n T
1+n 1+|z

n x no x
1+n 14z —14+ny 14|z

d(n,z) = ' 0

also d(n,z) 4 0 (n — o0). Widerspruch!)
Damit ist (R, d) nicht vollsténdig. Es zeigt sich (mit 1.), dass die Vollstandigkeit eine
Eigenschaft ist, die nicht nur von der zugrunde liegenden Menge (hier R), sondern

auch von der Metrik abhéngt!
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9 Topologische Grundbegriffe

Wir untersuchen nun die Struktur von Teilmengen metrischer Rdume. Dabei werden
wir oft die Fille R oder R? zur Veranschaulichung heranziehen. Das Konzept ist je-
doch wesentlich allgemeiner ohne das die Begriffe sich gegeniiber diesen sehr speziellen
Féllen dndern.

Definition 9.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum und es sei 29 € X.
1. Fiir € > 0 heif3t die Menge
Us(xo) :={x € X : d(x,x0) < €}
e-Umgebung von xg (oder auch Kugel mit Radius € um ).

2. Eine Menge U C X heifit Umgebung von xg, falls ein ¢ > 0 existiert mit U, (x¢) C
U.

Beispiel 9.2 1. Ist (X, d) = (R,d))), so ist fiir zg € R
Us(zo) ={x €R: |z —xo| <e} = (x0—e,20+¢) .
2. Ist (X,d) = (C,d,), so ist fiir zo € C

Uc(zo) = {z€C:lz—2x|<e}=
= {2€C: Re*(z — 2) + Im?(z — 2) < €%}

der Kreis mit Radius € um zg.
3. Ist (X,d) = (R3,d}.) so ist fiir 20 = (3650)’%50)7:6&0)) €R3

U. (35(0)) = {(xl,xg,xg) cR3: (xl — x§0)>2 + (xg — xéo)>2 + (acg — x§0)>2 < 82}

die Kugel mit Radius & um z(®.

Bemerkung 9.3 Aus D. 9.1 ergibt sich leicht folgende Charakterisierung der Kon-
vergenz einer Folge (z,) in einem metrischen Raum (X, d).
Es gilt x,, — = (n — o0) genau dann, wenn zu jeder Umgebung U von z ein Ny € N
existiert mit

r, €U fir alle n> Ny .

([OD).

Definition 9.4 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei M C X.
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1. Ein Punkt xg € M heit innerer Punkt von M, falls ein ¢ > 0 mit U.(xg) C M
existiert (d. h. M ist Umgebung von z).

2. Die Menge
M :={z € M : z innerer Punkt von M} (C M)

heifit innerer Kern (oder Inneres) von M.

3. M heiflt offen falls M = M gilt (d. h. jeder Punkt von M ist innerer Punkt).

Satz 9.5 Es sei (X,d) ein metrischer Raum.
1. Fiir alle xo € X und € > 0 ist Us(xz9) offen.
2. Sind My, My C X mit My C Ms, so ist M? C Mg.
3. Fiir M C X ist M offen und es gilt

MO = U 0.

ocMm
O offen

Beweis. 1. Es sei x1 € Ug(xp). Fiir § := e —d(z1,z0) gilt § > 0 und fiir alle z € Us(z1)
gilt
d(z,zo) < d(x,z1) + d(x1,20) < 0+ d(z1,20) =€,

d. h. Ug(l’l) C Ug(l’o).

2. Ist * € MY, so existiert ein € > 0 mit U.(x) C M;. Also ist auch U.(z) C My und
damit z € (Ma)°.

3. a) Wir haben zu zeigen: (M°)? = MY. Da nach D. 9.4.2 jedenfalls (M")° c MO gilt,
geniigt es, (M°)? D M° zu zeigen.

Es sei also € MY, Dann existiert ein ¢ > 0 mit U.(z) C M. Nach 1. ist U.(z) =
(U.(z))? und nach 2. gilt damit

Ud(z) = (Us(z)) € MO .

Folglich ist = € (M©)°.
b) “c” ist klar, da M® ¢ M und M? offen nach a).
“3” Es sei O C M, O offen. Dann gilt O = O° ¢ M° nach 2. O
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Beispiel 9.6 1. Wir betrachten (X,d) = (R,d||) und M = [a,b] fiir a,b € R,a < b.
Dann ist M° = (a,b)(# M, also M nicht offen).

(Denn:

“C7:Ist z € MY, so existiert ein e > 0 mit Uz(z) C M = [a,b],d. h. (v—e,z+¢) C [a, b].
Also ist x # a und x # b, d. h. = € (a,b).

“37: Ist « € (a,b), so gilt fiir € := min(b — z,z — a)

U=U(zx)=(x—e,x+e)C M

und damit ist x € MY.)

Nach S. 9.5.3 ist (a, b) offen. Die Intervalle (a,b], [a,b) sind nicht offen. Hingegen sind
die Intervalle (—oo, b) und (a, c0) offen.

2. Fir a=(a1,...,am),b=(b1,...,by) € R™ setzen wir

(a,b) = {z=(21,...,2m) ER":aq;<2;<b; (j=1,...,m)}

= (al,bl) X ... X (am,bm)

(und entsprechend [a, b), (a,b] bzw. [a,b] mit [a;,b;), (aj,b;] bzw. [a;,b;] anstelle von

(a5.7). __
Dann ist [a,b]" = (a,b) (= [a,b)® = (a,b]°) ([U]).

Satz 9.7 Es sei (X,d) ein metrischer Raum.

1. Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen. (D. h. ist I(# () eine
beliebige Indexmenge und sind O, offene Mengen fir alle o € I, so ist |J Oy

ael
offen ).
2. Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen. (D. h. sind O1,...,0Op

n
offene Mengen, so ist (| O; offen.)
j=1

Beweis. 1. Es sei z € |J O,. Dann existiert ein o € I mit z € O,. Da O, offen ist,
acl
existiert ein € > 0 mit U.(z) C O,. Dann ist auch Us(z) C |J O,. Folglich ist |J O,
acl ael
offen.

n
2.Esseiz € () O;. Dannist x € O; fiiralle j € {1,...,n}. Da O, offen ist, existiert ein

j=1
g; > 0mit U, (z) C O;. Fiir € := min{ey,...,en} gilt € > 0 und U (x) C U, (x) C O;
n n
fir j=1,...,n und damit U.(z) C () Oy. Folglich ist [ Oj offen. m]

Jj=1 Jj=1
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Bemerkung 9.8 I. a. ist der Durchschnitt abzéhlbar vieler offener Mengen nicht mehr
offen! Man betrachte etwa Op, = (—1/n,1/n) C R (mit d = d|.|). Dann ist O,, offen fiir

alle n € N, aber
11
No.=N (—M) — {0}

neN neN
ist nicht offen.

Definition 9.9 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei M C X.

1. M heifit abgeschlossen, falls M¢ = X \ M offen ist.

2. Die Menge

M= ()] A

ADM
A abgeschlossen

heiBBt Abschluss (oder abgeschlossene Hiille) von M.

3. Die Menge
OM := M\ M°

heifit Rand von M.

Beispiel 9.10 1. Fiir jeden metrischen Raum (X, d) sind () und X abgeschlossen (da
X = (¢ und () = X° offen sind). Es gibt also Mengen, die sowohl offen als auch abge-
schlossen sind.

2. Es sei (X,d) = (R,d}|). Dann ist [a,b] abgeschlossen fiir a < b (denn R\ [a,b] =
(—00,a)U(b,00) ist nach B. 9.6.1 und S. 9.7.1 offen). Weiter sind die Intervalle (—oo, b]
und [a,c0) abgeschlossen. Intervalle der Form [a,b) und (a,b] sind weder offen noch

abgeschlossen.

Satz 9.11 Es sei (X,d) ein metrischer Raum

1. Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

2. Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Beweis. Sind A, («a € I) abgeschlossen, so gilt
(ﬂAa> =J4, und (UAQ> =) 45
acl acl acl acl

(de MorGANsche Regeln). Nach Definition sind die A¢, offen. Damit ergibt sich die
Behauptung durch Anwendung von S. 9.7. O
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Bemerkung 9.12 Die Vereinigung abzihlbar vieler abgeschlossener Mengen ist i. a.
nicht mehr abgeschlossen. So sind etwa A, = [-1+1/n,1 —1/n](n € N) in (R,d)
abgeschlossen, aber

U 4n=(-1,1)

neN
ist nicht abgeschlossen (da (—1,1)¢ nicht offen ist).

Satz 9.13 Es scien (X, d) ein metrischer Raum und M C X. Dann gilt:
1. M st abgeschlossen.

2. M ist genau dann abgeschlossen, wenn M = M gilt.

Beweis. 1. Nach Definition ist M Durchschnitt abgeschlossener Mengen. Also ist auch
M abgeschlossen nach S. 9.11.1.

2. Falls M = M gilt, so ist M abgeschlossen nach 1. Ist umgekehrt M abgeschlossen,
so folgt M = M aus der Definition von M. O

Damit gilt folgende wichtige Charakterisierung des Abschlusses:

Satz 9.14 Ist (X,d) ein metrischer Raum und ist M C X, so gilt

M=MUHM).

Beweis. “C”: Esseiz € M. Ist z € M, so ist x € MU H(M). Es sei also x ¢ M, und
es sei € > 0 gegeben. Angenommen (Ug(x) \ {z}) N M = (). Dann ist U.(x) C M¢ (be-
achte: x € M€). Also ist A := (U.(x))¢ abgeschlossen (S. 9.5.1) und A D M. Folglich
ist A D M und damit = € A = (U(x))¢. Widerspruch.

“D7: Es sei x € MUH(M). Ist x € M, so ist auch z € M. Ist x € H(M), und ist
A D M, A abgeschlossen, so ist A° C M€ offen. Angenommen x ¢ A. Dann ist z € A€,
also existiert ein ¢ > 0 mit U.(x) C A° C M¢°. Dies widerspricht aber xz € H(M).
Folglich ist € A und da A D M, A abgeschlossen, beliebig war, ist = € M. O

Satz 9.15 Ist (X, d) ein metrischer Raum, und ist M C X, so sind folgende Aussagen

dquivalent:

a) M ist abgeschlossen
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b) H(M)C M

¢) Fiir alle Folgen (xy,) in M mit x, — x (n — o0) gilt © € M.

Beweis. 1. Die Aquivalenz von a) und b) folgt direkt aus S. 9.14 und S. 9.13.

2. b) = ¢): Es sei (z,) eine Folge in M mit x,, — x. Angenommen, x ¢ M. Dann ist
xn # x fiir alle n € N, also ist € H(M) nach B. ??. Nach Voraussetzung ist dann
auch x € M. Widerspruch!

c) = b): Ist z € H(M), so existiert nach B. 7?7 eine Folge (z,) in M mit x,, — x.
Nach Voraussetzung (also c)) ist z € M. O

Definition 9.16 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.
1. Eine Teilmenge M von X heiit dicht (in X), falls M = X gilt.

2. X heif}t separabel, falls eine abzéahlbare dichte Teilmenge existiert.

Beispiel 9.17 Es sei (X, d) = (R, d),). Dann ist Q eine abzihlbare dichte Teilmenge
von R. Also ist R separabel.
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10 Stetige Funktionen zwischen metrischen Ridumen

Wir untersuchen jetzt Funktionen f : M — Y, wobei X = (X,d),M C X und
Y = (Y, e) metrische Rédume sind.
Wir wollen zunéchst kurz darauf eingehen wie man in einfachen Féllen solche Funk-

tionen veranschaulichen kann. Dazu setzen wir

Sy :=graph(f) :={(z,y):x e M,y = f(x)} ={(z, f(z)) ;e e M} C X xY .

Sy heifit Graph von f.

Beispiel 10.1 1. Es sei f: R — R definiert durch f(x) = e*(z € R). Dann ist
Sp={(z,€"): x € R} C R?

2. Es sei f :[0,00) — R definiert durch

Dann ist Sy = {(z, /) : & > 0} C R2

3. Es sei f : R — R definiert durch f(x) := [z], wobei [z] := max{n € Z : n < z} (sog.

Gaufklammer von z). Dann ist
S¢={(z,[z]) :z € R} CR?.

4. Essei f:R2—>R
definiert durch
f(x1,x9) := sin(z1z2) ((z1,22) € Rz) .

Dann ist
Sy ={(x1,x2,sin(x122)) : (x1,22) € RQ} CR3.

Eine der wichtigsten Struktureigenschaften von Funktionen (zwischen metrischen Rdum-
en) ist die Stetigkeit:

Definition 10.2 Es seien (X, d) und (Y, e) metrische Rdume, und es sei f: M — Y,
wobei M C X.
1. f heiBt stetig an der Stelle xo € M, falls zu jedem € > 0 ein J.(= ¢ 5,) > 0 existiert
mit

e(f(x), f(xg)) <e fiir allex € M mit d(z,zo) < . .
2. f heilit stetig auf der Menge My C M, falls f stetig an jeder Stelle g € My ist. Ist
My = M, so heifit f kurz stetig.
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Anschaulich bedeutet die Stetigkeit an einer Stelle zp, dass die Funktionswerte f(x)

fiir z “nahe bei z¢” auch “nahe bei f(xg)” liegen.

Beispiel 10.3 1. Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei f : X — X definiert
durch f(z) =z (z € X) (d. h. f =idx). Dann ist f stetig (auf X).
(Denn: Ist zp € X und € > 0, so gilt fiir J, := e:

d(f(z), f(x)) =d(xz,z9) <e firalle z€ X mitd(x,z9) <d:.=¢.)

Ist ce X und ist f: X — X mit g(x) = c(z € X), so ist auch g stetig (auf X).

2. Es sei (X,d) = (R,d),|) und es sei f : R — R definiert durch

fa) = { 1, falls x=0

332, sonst

Dann ist f stetig an allen Stellen zy # 0.
(Denn: Ist zyp # 0 und € > 0, so gilt fiir J. := min(e/(3|xo|), |xo|)

€
|ﬂ@—f@whﬂw+%ﬁw—$dSﬂw—%Hﬂmw'w—$dSﬂmWa%T
fiir alle z € R mit |z — zo| < d¢).

Ferner ist f unstetig an xg = 0.

(Denn: Wir betrachten ¢ = 1/2. Ist § > 0 beliebig (wobei o. E. § < 1), so gilt fiir
x := §/2 einerseits |z| < 6 und andererseits

(@) = fO)] =1-8/4>1/2).

Wir wollen nun der obigen “e-§.-Definition” zwei Charakterisierungen zur Seite stellen,
die oft besser zu handhaben sind. Dazu brauchen wir den Begriff des Grenzwertes einer

Funktion:

Definition 10.4 Es seien (X,d) und (Y, e) metrische Rdume, M C X, und es sei
f M — Y. Ferner sei xg ein Hiufungspunkt von M. Wir sagen, f habe an xg den
(Funktions-) Grenzwert g, falls fiir alle Folgen (x,) in M mit x,, — x (n — o0) und
Ty # o (n € N) gilt
Jim f(zn) =g
Wir schreiben dann
lim f(x) =g oder lim f(z)=g oderkurz f(z)—g (z— x9).

= o
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Ist speziell (Y, e) = (R,d|), so gilt die entsprechende Definition auch fiir g = oo und
g = —o0.
Ist speziell (X,d) = (R,d) und zo € H(M™"), wobei M :={x € M : x> x¢} (bzw.
xo € H(M™), wobei M~ :={x € M : x < x¢}), so schreiben wir auch

fzd) = lim+ f(z):= lim f(z) bzw. f(zy):= lim f(z):= lim f(z).

0 zeM~t 0 zEM—

(f(zg) heift rechtsseitiger Grenzwert und f(zy) linksseitiger Grenzwert an xg).
AuBerdem definieren wir fiir X = R die Grenzwerte lim f(z) (bzw. lim f(z)) wie
Tr—00 T——0Q

oben mit x,, — oo (bzw. x,, — —o0) anstelle von z,, — x.

Bemerkung 10.5 1. Man beachte, dass im Falle von D. 10.4 der Punkt x¢ in M
liegen kann oder auch nicht. Auch im Falle zy € M spielt der Funktionswert f(x) bei
der Grenzwertuntersuchung keine Rolle! So ist etwa in B. 10.3.2

lim f(z) =0,

z—0

da fiir alle Folgen (z,) in R mit z,, — 0 und z,, # 0 gilt f(z,) — 0.

2. Man sieht leicht ([U]), dass im Falle X = R und zg € H(M*) N H(M™) gilt:
g = lim f(z) existiert genau dann, wenn f(xd) und f(z;) existieren und f(zf) =
T—T0

f(zg) = g erfiillt ist.

Beispiel 10.6 1. Es sei (X, d) = (C,d|,|). Dann gilt

e —1

z

-1 (z—0)

(Denn: Fiir 0 < |2 < 1 ist

Co1 1§:z# ) i 2 <§: EK <§:HV E
_ — | —= _ — e z ==
z z ! —w+D T v+ ) T = 1—|z|
Ist (zp) eine Folge in C\ {0} mit z, — 0, so gilt
|2n]
—0 n — 00

und folglich auch

efn —1

-1/ —=0 (n — o00) .
Zn

Da (z,) beliebig war, folgt die Behauptung.)
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2. Es sei f : R — R definiert durch

—_

, falls =z >0
f(x) :=sign(x) := 0, falls z=0
—1, falls <0

Dann gilt
F0F) = Tim f(@)=1,  f(07)= lim f(z)=—1

r—0t r—0~

und lin%) f(z) existiert nicht.
xTr—>

3. Es ist
lim e* = oo, lim e* =0
Tr— 00 r——00
und
lim Inx = o0, lim Inx = —oc0
T—00 z—07t

Wir beweisen folgende wichtige Charakterisierungen der Stetigkeit:

Satz 10.7 Es seien (X,d) und (Y,e) metrische Riume, M C X und f : M — Y.

Ferner sei xg € M. Dann sind dquivalent:

a) f ist stetig an der Stelle xg.
b) Fiir alle Folgen (xy,) in M mit x, — xo gilt f(x,) — f(xo).

c¢) Entweder ist xo ¢ H(M) oder es ist leIIgC10 f(x) = f(z0).

Beweis. a) = b): Es sei (z,,) eine Folge in M mit x,, — o (n — 00), und es sei e > 0
gegeben. Da f stetig an zg ist existiert ein d. > 0 so, dass e(f(z), f(z¢)) < ¢ fiir alle
x € M mit d(z,x0) < .. Aus z, — 1z folgt die Existenz eines N, = N(J;) € N mit
d(xn, o) < 0c fiir alle n > N.. Also gilt auch e(f(zy), f(zo)) < e(n > Nq).

b) = c¢): Ist xg & H(M), so ist nicht zu zeigen. Es sei also x € H(M) und es sei (zy,)
eine Folge in M mit z, — xo (n — o0) und z,, # xg (n € N). Dann gilt f(x,) — f(z0)
nach Voraussetzung. Da (z,,) beliebig war, ist

Jim f(z) = f(zo)

¢) = a): Angenommen, f ist nicht stetig an x¢. Dann existiert ein € > 0 so, dass fiir
alle 6 > 0 ein € M existiert mit d(x,x¢) < 6 und e(f(x), f(zo)) > €. Insbesondere
existiert zu jedem n € N ein z,, € M mit d(z,,z0) < 1/n und e(f(xy), f(z0)) > €
(also auch x,, # xg). Damit ist xg € H(M) und fiir die Folge (z,,) in M gilt =, —
xo (n — ), 2y # xo und f(zy,) 4 f(xg). Widerspruch! O
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Beispiel 10.8 1. Es sei (X,d) = (R,d|,|) und es sei f : (0,00) — R definiert durch
f(x) :=Inz (x > 0). Dann ist f stetig auf (0, c0).

(Denn: Nach S. 5.17 gilt fiir alle 29 € (0, 00) und alle Folgen (x;,) in (0, co) mit z,, — xo
auch f(zn) — f(xo) (n — 00). Also ist f stetig an x¢ nach S. 10.7.)

2. Es sei (X,d) = (R,d),) und es sei f : R — R definiert durch

1, falls z€Q
fe) _{ 0, falls z€R\Q

Dann ist f unstetig an allen zy € R.

(Denn: Ist 29 € R\ Q, so existiert eine Folge (x,) in Q mit =, — x (n — o0). Also
gilt f(z,) =1 — 1%# f(zo) = 0(n — o). Folglich ist f unstetig an xp nach S. 10.7.
Entsprechend existiert fiir zop € Q eine Folge (z,) in R\ Q mit x,, — z¢ (etwa z,, =
xo + V/2/n). Fiir diese gilt f(z,) = 0 — 0 # f(xg) = 1. Wieder nach S. 10.7 ist f

unstetig an x.)

Satz 10.9 Es seien (X,dx), (Y,dy) und (Z,dz) metrische Raume, und es seien f :
X—>Yundg:Y — Z. Ist 9 € X so, dass yo = lim f(x) existiert, und ist g stetig
T—T0

an yo, so gilt lim (go f)(x) = g(yo). Ist zudem f stetig an xg, so ist auch go f stetig
T—T0
an xg.

Beweis. Es sei (z,) eine Folge in X mit x,, — xo (n — o0) und z,, # . Dann gilt
f(xn) — yo (n — o0). Da g stetig an yp ist, gilt dann auch g(f(z,)) — g(yo) (n — o)
nach S. 10.7. Also ist xlgl; (g o f)(x) = yo. Damit ergibt sich auch die zweite Aussage
leicht durch Anwendung x;)on S. 10.7. O

Bemerkung und Definition 10.10 Ist (X, d) ein metrischer Raum, M C X und
sind f,g: M — K (also reell- oder komplexwertig), so definieren wir

f+g : M—K durch (f+g)(z):=f(z)+g(x) (xe M)
frg + M—K duwch (f-g)(z):=f(x) gx) (zeM)
flg + M—K duch (f/g)(z):= f(x)/g(z) (x e M)

(wobei im Falle f/g natiirlich g(z) # 0 vorausgesetzt wird).
Gilt fur ein xg € H(M)

f(z) —a und g(x) = b (x — x0),
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so folgt
(f+9)(x) —a+b und  (f-g)(z) >a-b (z— z0)

und im Falle b # 0 auch

(f/9)(x) = a/b (z — o).

(Der Beweis ergibt sich leicht aus den Grenzwertsétzen fiir konvergente Folgen in K
(S. 5.5).)

Hieraus ergibt sich durch Anwendung von S. 10.7: Ist g € M und sind f und g stetig
an o, so sind auch f + g, f-g und f/g stetig an zo.

Beispiel 10.11 1. Es seien ag,...,a, € K und es sei P : K — K definiert durch
n
P(z) := Za,,x” (e K).
v=0

(Funktionen dieser Form heifien Polynome (in R bzw. C) ).

Dann ist P stetig auf K.

(Denn: Nach B. 10.3.1 sind Py, P, : K — K mit Py(x) := ¢, wobei ¢ € K fest, und
Py (x) := z, stetig auf K. Durch sukzessive Anwendung von B/D 10.10 ergibt sich die
Stetigkeit von P.)

Ist @ : K — K ein weiteres Polynom, so ist R = P/ definiert und stetig auf K\ Ng,
wobei Ng :={z € K: Q(z) = 0}.

2. Die Funktion exp : C — C ist stetig
(Denn: Zunéchst gilt nach B. 10.6.1

0-1=0.

. . e —1
lime* —1=limz- =
z2—0 z—0 z

Es sei nun zg € C beliebig. Dann gilt fiir z € C
e —e =e®(e* 0 —1).
Also folgt (da z — zg — 0 fiir 2 — 2z)

lim e —e® =¢* . lim (e 7" —1) =e®*0 =10
Z—20 zZ—20
und damit

lim e* = e* .
z2—20

Mit S.10.7 ergibt sich die Behauptung.)
3. Aus 2. ergibt sich auch die Stetigkeit folgender Funktionen in R:
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(i) f(x)=a" (x € R), wobei a > 0 fest,
(ii)) f(x) =cosz (zr €R),
(i) f(

(iv) f(x) =z® (x > 0), wobei o € R fest.

x) =sinz (x €R),

(Denn: Fir z € R gilt

at = ex-lna
1 . -
cosz = g (e” +e ““")
: — l T =T
sIxr = % (6 e )

und fiir z > 0 gilt 2® = e*"*, Hieraus ergibt sich die Behauptung leicht mit B. 10.8.1
und 2. durch Anwendung von S. 10.9 und B./D. 10.10.)

Der folgende Satz macht deutlich, wie Stetigkeit und die topologischen Begriffe aus
Abschnitt 9 zusammenhéngen.

Satz 10.12 Es seien (X, d) und (Y, e) metrische Riume, und es sei f : X — Y. Dann

sind dquivalent:
a) f ist stetig (auf ganz X ).
b) Fiir alle offenen Mengen O CY ist f~1(O) offen in X.

c¢) Fiir alle abgschlossenen Mengen A C'Y ist f~1(A) abgeschlossen in X.

Beweis. a) = b): Es sei O C Y offen, und es sei € f~1(0). Dann ist y := f(z) € O.
Also existiert ein ¢ > 0 mit Us(y) C O. Da f stetig an z ist, existiert ein 6 > 0 mit
f(Us(x)) € U(y), also f(Us(x)) C O. Dies impliziert wiederum Us(x) C f~1(O) und
damit ist f~1(O) offen.

b) = ¢): Es sei A C Y abgeschlossen. Dann ist A€ offen und damit ist nach Vorausset-
zung auch f~1(A€) offen. Aus f=1(A) = (f~1(A))® folgt, dass f~1(A) abgeschlossen
ist.

c) = a): Essei z € X und V := U, (f(x)), wobei € > 0 beliebig. Dann ist V¢
abgeschlossen, also auch f=1(V¢) = (f~1(V))¢. Folglich ist f~1(V) offen. Da = €
F7HV) ist, existiert ein § > 0 mit Us(z) C f~1(V), d. h. f(Us(z)) C f(f~H(V)) C V.
Also ist f stetig an x. O
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Bemerkung 10.13 Fiir Bildmengen gilt eine S. 10.12 entsprechende Aussage i. a.

nicht!
Ist etwa (X,d) = (R,d)) und f(z) = 2? (z € R), so ist fiir die offene Menge R

f(R) = [07 OO)

was nicht offen ist. Ist g(x) = (x € R), so ist fiir die abgeschlossene Menge R

T+l

was nicht abgeschlossen ist.



11 STETIGE FUNKTIONEN AUF KOMPAKTEN MENGEN 98

11 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

Wir untersuchen nun eine wichtige Klasse von Mengen, deren Struktur sich unter

stetigen Funktionen auf die Bildmenge tibertragt.

Definition 11.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei K C X.

1. Eine Familie U offener Mengen in X heiBt offene Uberdeckung von K, falls

Kcl|JU.
veu

2. K heifit kompakt, falls jede offene Uberdeckung U von K eine endliche Teiliiber-
deckung enthélt, d. h. ist ¢ eine offene Uberdeckung von K, so existieren
Uy,...,U, € U mit

K C LnJUj.
j=1

Beispiel 11.2 1. Es sei (X, d) = (R,d|) und es sei K = [a,b] fiir @ < b. Dann ist fiir
jedes € > 0

U:={U(x):z€la,b} ={(xr —e,x+¢):x € [a,b]}
eine offene Uberdeckung von K. Ist n € N so, dass (b —a)/n < ¢, so gilt fiir

b—a. .
j (j=0,...,n)

Tji=a-+
hier "
[aab] C U U5($j) )
j=0
d. h. U enthélt eine offene Teiliiberdeckung.
2. Es sei (X,d) = (R,d}). Dann ist
U:={(-kk): keN}

eine offene Uberdeckung von R.
Sind Uy,...,U, €U, d. h. Uy = (=k1,k1),...,Un = (—kn, ky) so ist

Ui = (=k,k)
j=1

wobei k := max{ki, ..., k,}. Also existiert keine endliche Teilitberdeckung von ¢ mit

n

R c U Uj, d. h. R ist nicht kompakt. Dieses Beispiel zeigt, dass abgeschlossene
j=1

Mengen i. a. nicht kompakt sind.

Es gilt jedoch umgekehrt
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Satz 11.3 Es seien (X,d) ein metrischer Raum und K C X kompakt. Dann gilt
1. K ist abgeschlossen.

2. Ist A C K abgeschlossen, so ist A kompakt.

Beweis. 1. Es sei x € K€. Fiir alle y € K betrachten wir

Uly) = {z € X :d(z,y) < d(2,9)/2}(= Ugay)/2(¥)) -

Dann ist 4 = {U(y) : y € K} eine offene Uberdeckung von K. Also existieren
n

Yi,.--»Yn € K mit K C |J U(y;). Fir V := Us(x) mit 6§ := 1I<III£I d(z,y;)/2 gilt
~ Zi<n

j
VNU(y;) =0 fir j=1,...,n, also auch VN K = () und damit V' C K°. Folglich gilt
r € (K¢ und da = € K¢ beliebig war, ist K¢ offen.

2. [U] O

Wesentlich tiefliegender ist folgender Satz, der die Kompaktheit in metrischen Rd&umen

charakterisiert.

Satz 11.4 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei K C X. Dann sind dquiva-

lent:
a) K ist kompakt.
b) Jede unendliche Teilmenge K' C K hat einen Hiufungspunkt, der in K liegt.

¢) Jede Folge in K hat eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K.

Beim Beweis verwenden wir folgendes Hilfsresultat, das auch fiir sich genommen in-

teressant ist.

Satz 11.5 Ist (X, d) ein metrischer Raum mit der Eigenschaft, dass jede Folge in X
eine konvergente Teilfolge besitzt, so ist X separabel.

Beweis. 1. Es sei ¢ > 0 gegeben. Wir zeigen zunéchst: Es existiert eine endliche
Teilmenge A, von X mit

d(a,b) > ¢ fir allea,b € A., a# b (%)

und
Usx)NA. #0  firallexz € X . (%)
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Angenommen, eine solche Menge A, existiert nicht. Dann definieren wir induktiv eine
Folge (z,) in X so, dass d(z;,zx) > ¢ fiir alle j,k mit j # k. Eine solche Folge hat
keine konvergente Teilfolge (da keine Teilfolge eine Cauchy-Folge ist). Also ergibt sich
ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Wir setzen x; € X beliebig und nehmen an, dass wir x1, ..., z, mit d(z;,z}) > € fiir
Jk=1,...,n,j # k, bereits definiert haben. Die Menge {x1, ..., z,} erfiillt dann (x),
so dass nach Annahme (xx) nicht erfiillt ist. Folglich existiert ein 2,11 € X mit

Ug(xn+1) n {:L'l, - ,l’n} =0 ,

d. h. d(xpy1,25) > € fir j =1,...,n. Damit ist (x,) wie gewiinscht.
2. Wir definieren -
A=Ay,
n=1

Dann ist A abzéhlbar (S. 8.3). Ist z € X und € > 0 gegeben, so folgt fiir n mit 1/n < e
aus (s#:k):

UE(SU) NAD Ul/n(fE) N Al/n ?é @ .
Also ist * € A oder # € H(A), d. h. z € A nach S. 9.14. Da z € X beliebig war, ist
A=X. O

Beweis zu S. 11.4. Wir koénnen uns darauf beschrinken, die Behauptung fiir den
Spezialfall K = X zu beweisen ([U]; man beachte dabei: K C (X,d) ist kompakt
genau dann, wenn (K, d|x ) kompakt ist.)

c) = a): Nach S. 11.5 existiert eine abzéhlbare dichte Teilmenge A von X. Es sei

B:={U.(z):z € ArcQr>0} = | J{U(z) 12 € A}
reQ

Dann ist auch B abzéhlbar nach S. 8.3.
Es sei nun U eine offene Uberdeckung von X (= K) und

By:={BeB:3UeUU:BCU}.
Fiir jedes B € By wihlen wir ein Vg € U mit B C Vg und setzen
Uy :Z{VB:BGBQ} (CU).

Dann ist Uy abzéhlbar (da By abzihlbar ist). Wir zeigen, dass Uy eine offene Uber-
deckung von X ist. Dazu sei z € X beliebig. Wir wéhlen ein U € U mit z € U. Da U
offen ist, existiert ein € > 0 mit Uz(z) C U. Nun wéahlen wir ein x € A mit d(zx, z) < /2
und (nach S. 3.23) ein r € Q mit d(z, z) < r < /2. Dann gilt

zeU(x) CU(2) CcU
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(beachte: fiir y € U,(x) gilt d(y, 2) < d(y,x)+d(z,2) < r+e/2 <e),also B :=U,(z) €
By. Fiir Vg gilt z € B C Vg und Vp € Uy. Folglich ist Uy eine Uberdeckung von X.
(Wir haben also bisher gezeigt: Jede offene Uberdeckung besitzt eine abzihlbare
Teiliiberdeckung.)

Es sei {V,, : n € N} eine Abzihlung von Uy. Wir setzen

n

W, = UV]
j=1

Dann ist W,, C Wy41(n € N)und | W), = U V; = X . Es geniigt zu zeigen:
neN JEN
W, = X fiir ein n € N.

Angenommen dies ist nicht der Fall. Dann exisitert fiir alle n € N ein z,, € X \ W,,.
Nach Voraussetzung hat (x,) eine Teilfolge (2, ), mit Grenzwert z € X. Wir wéhlen
N € N mit x € Wy. Dann gilt einerseits x,, ¢ Wy fiir alle n > N aber andererseits
auch x,, € Wy fiir alle k > ko (da x,, — = (k — oo) und Wy offen). Widerspruch!

a) = b): Angenommen, b) gilt nicht. Dann existiert eine unendliche Teilmenge D von

X ohne Haufungspunkt. Also existiert zu jedem x € D eine offene Umgebung V,, von

x mit DNV, = {z}. Da D abgeschlossen ist (nach S. 9.15) ist U := {U, := V, U D :

x € D} eine offene Uberdeckung von X. Ist {U,,,...,U,,} eine endliche Teilmenge
n

vonlU, soist X ¢ |J Uy,, dafir x € D\{z1,..., 2, }(# 0) gilt: 2 ¢ U, (j = 1,...,n).
=1

]:
Widerspruch zu a)!

b) = ¢): Es sei (z,,) eine Folge in X. Ist F := {x,, : n € N} endlich so existiert eine Teil-
folge (zp, ) von (xy) mit x,, = x,, firalle k € N, also gilt x,,, — 2, € X (n — 00).
Ist E unendlich, so hat F nach Voraussetzung einen Haufungspunkt z € X. Dann exi-

stiert auch eine Teilfolge (x,, ) von (xy) mit x,, — z(n — oo) (vgl. B. 7?). O

Wir ziehen eine erste wichtige Folgerung aus S. 11.4

Satz 11.6 (Heine-Borel)
Es sei M C K™ (mit d = d),|). Dann sind dquivalent

a) M ist kompakt

b) M ist beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. a) = b): Nach S. 11.3 ist M abgeschlossen. Auflerdem ist M auch beschrankt
(Denn: Angenommen, nicht. Dann existiert eine Folge (z,) in M mit |z,| — oo (n —

o0). Diese Folge besitzt keine konvergente Teilfolge; man beachte dabei: konvergente



11 STETIGE FUNKTIONEN AUF KOMPAKTEN MENGEN 102

Folgen sind notwendig beschrénkt, auch in allgemeinen normierten Raumen. Wider-
spruch zu c) aus S. 11.4.)

b) = a): Es sei (z,) eine Folge in M. Da M beschrénkt ist, existiert nach dem Satz von
Bolzano und Weierstrafl (S. 8.20) eine konvergente Teilfolge (z, ). Ist x = klim Ty s

— 00
so ergibt sich x € M aus der Abgeschlossenheit von M (S. 9.15). Nach S. 11.4 ist M
kompakt. O

Beispiel 11.7 Es sei fiir a = (a1, ...,am), b= (b1,...,by) € R™ mit a; < b;
M =[a,b] = [a1,b1] X -+ X [am, bm] -

Dann ist M beschrankt und abgeschlossen, wie man sich leicht {iberlegen kann. Also
ist M nach S. 11.6 auch kompakt.

Bemerkung 11.8 1. Eine S. 11.6 entsprechende Aussage gilt nicht mehr in allge-
meineren normierten Rdumen! Zwar folgt aus der Kompaktheit von M stets die Be-
schrianktheit und die Abgschlossenheit (wie die Beweisrichtung a) = b) von S. 11.6
zeigt). Jedoch sind umgekehrt Teilmengen M, die beschrénkt und abgeschossen sind,
i. a. nicht kompakt!

Ist etwa (V. [| - |[) = (€2, || - [2), so ist

00 1/2
M :={a € ly:|lalla = (Z]al,]2> <1}

v=0

beschréinkt und abgeschlossen, aber nicht kompakt ([U]).

2. Ist K C R kompakt, so existieren aufgrund der Beschrénktheit sup(K’) und inf(K)

und aus der Abgeschlossenheit folgt leicht ([U])

sup(K) € K und inf(K) e K.
Wir untersuchen jetzt stetige Funktionen auf kompakten Mengen.

Satz 11.9 Es seien (X,d) und (Y, e) metrische Riume, und es sei f : X — Y. Dann
gilt: Ist K C X kompakt und ist f stetig auf K, so ist auch f(K) CY kompakt.

Beweis. Es sei (y,,) eine Folge in f(K). Dann existieren x,, € K mit y, = f(z,) (n €
N). Da K kompakt ist, existieren nach S. 11.4 ein x € K und eine Teilfolge (z,;) von
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(2n) mit z,, — 2 (j — 00).
Da f stetig ist, folgt
ynj:f(mnj)_)f(x)ef(K) (‘7_>OO)
Wieder nach S. 11.4 ist f(K) kompakt. O

Fiir reellwertige Funktionen hat der Satz eine wichtige Konsequenz. Um diese formu-

lieren zu koénnen, brauchen wir eine Definition.

Definition 11.10 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei f : M — R fiir eine

Teilmenge M von X. Ferner sei g € M.

1. Man sagt, f habe an der Stelle g ein absolutes (oder auch globales) Mazimum,
falls gilt
f(z) < f(=o) fir alle x e M ,
d. h.
(o) = max f(M) =: ma f(x) .

2. Man sagt, f habe an der Stelle xy ein absolutes (oder auch globales) Minimum,
falls gilt
f(x) > f(zo) fir alle € M ,

d. h.
f(ao) = min f(M) =: min f(z) .

Beispiel 11.11 Es sei X = R und f(z) := 2? (z € R). Dann hat f an 29 = 0 ein
absolutes Minimum, aber es existiert kein absolutes Maximum.

Satz 11.12 Es seien (X, d) ein metrischer Raum, K C X kompakt und f : K —
R stetig. Dann hat f ein absolutes Maximum und ein absolutes Minimum, d. h. es

existieren x1,x2 € K mit

fl@) < f(z) < flaz)  fiiralle c€ K.

Beweis. Nach S. 11.9 ist f(K) C R kompakt. Nach B. 11.8.2 existieren sup f(K') und
inf f(K) und es gilt

sup f(K) € f(K),  inf f(K) e f(K)
(d. h. sup f(K) = max f(K) und inf f(K) = min f(K)). Dies ist lediglich eine Umfor-

mulierung der Behauptung. O
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Beispiel 11.13 1. Es sei [~a,a] C R und f(z) := 22 (x € [a,b]). Dann ist

fla) = f(=a) = max f(z)

[7(170‘}

d. h. f hat an a und —a absolute Maxima. Auflerdem ist

£(0) = min f(z) .

[_ava]
2. Es sei f(x) = ] (x € R). Dann hat f : R — R weder ein absolutes Maximum,
noch ein absolutes Minimum. Fiir alle kompakten Intervalle [a,b] C R gilt jedoch

f(b) = max f(z) und  f(a) = min f(x) .

[a,b] [a,b]

Eine sehr elegante Anwendung von S. 11.9 ist:

Satz 11.14 Es seien (K,d) und (Y, e) metrische Rdaume, und es sei K kompakt. Ist
f: K —Y bijektiv und stetig, so ist auch f~':Y — K stetig.

Beweis. Es sei A C K abgeschlossen. Nach S. 10.12 reicht es zu zeigen:

(f~H7YA) = f(A) C Y ist abgeschlossen.

Da K kompakt ist, ist A als abgeschlossene Teilmenge auch kompakt (S. 11.3). Also
ist f(A) C Y kompakt nach S. 11.9 und damit auch abgeschlossen nach S. 11.3. O

FEine weitere wichtige Eigenschaft stetiger Funktionen auf kompakten Mengen ist die
gleichméfige Stetigkeit:

Definition 11.15 Es seien (X, d) und (Y, e) metrische Rdume, und es sei f : X — Y.
Ist M C X, so heifit f gleichmdifig stetig auf M, falls fiir alle € > 0 ein 6 > 0 so

existiert, dass

e(f(z1), f(xe)) <e fiir alle x1, z90 € M mit d(x1,22) < 0 .

Beispiel 11.16 Es sei f : R — R mit f(z) = 22 (z € R). Dann ist f gleichmiBig
stetig auf [0, 1].
(Denn: Es sei € > 0 gegeben. Dann gilt mit 6. := ¢/2 fiir alle z1,22 € [0,1] mit
|x1 — x| < It

|f(z1) — f(@2)| = |21 + @2 - |21 — 2| < 2|21 — 22| <€)
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Bemerkung 11.17 Aus der Definition ergibt sich sofort, dass jede auf einer Menge M
gleichmiiBig stetige Funktion auch stetig auf M (d. h. stetig in jedem Punkt x € M) ist.
Man beachte weiterhin, dass die gleichméflige Stetigkeit eine sog. globale Eigenschaft,
d. h. eine Eigenschaft der Funktion als Ganzes auf der Menge M, wihrend die Stetigkeit
eine sog. lokale Eigenschaft ist, d. h. eine Eigenschaft, die allein von der Funktion in

der Nihe eines jeden Punktes abhéngt.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Stetigkeit auf einer Menge i. a. nicht die gleichmé&i-
ge Stetigkeit impliziert.

Beispiel 11.18 Wir betrachten f : (0,1] — R mit

f@ =2 @e@1).

Dann ist f stetig auf (0, 1], aber nicht gleichméBig stetig.
(Es sei ¢ = 1, und es sei § > 0 beliebig. Wir wihlen x; = 1/n,x2 = 1/m, wobei
n,m € N;m > n und so, dass 1/n < 0. Dann ist auch |21 — 22| = 1/n—1/m < 4, aber

|[f(z1) = f(z2)|=n—m|>1=¢.

Folglich ist f nicht gleichmaBig stetig auf (0, 1].)

Es gilt jedoch

Satz 11.19 Es seien (X,d) und (Y, e) metrische Riume und f: X — Y. Ist K C X
kompakt und ist [ stetig auf K, so ist f auch gleichmdf$ig stetig auf K.

Beweis. Angenommen nicht. Dann existiert ein € > 0 so, dass fiir alle n € N zwei

Punkte x,,y, € K existieren mit

d(zn,yn) < 1/n und  e(f(zy), f(yn)) > €.

Die Folge (z,,) besitzt nach S. 11.4 eine Teilfolge (xn;); mit z,,, — z € K.
Dann gilt
d(x7ynj) Sd('x:xn])—i_d(xnjvyn])_)() (TL—>OO) :

d. h. y,, — 2 (j — o0). Also folgt aufgrund der Stetigkeit von f an der Stelle x
e <e(f(@n;), fyn,)) < e(f(@n;), f(2)) +e(f(2), f(yn;) =0 (j — 00).

Widerspruch! O
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12 Reellwertige Funktionen einer reellen Variablen

Wir untersuchen nun speziell Funktionen f : M — R, wobei M C R, also reellwertige
Funktionen einer reellen Variablen.

Zunéchst beweisen wir

Satz 12.1 (Zwischenwertsatz)

Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f : [a,b] — R sei stetig auf [a,b]. Ist

m = I[nig]lf(flj), m o= r[rle}]?f(x), so existiert zu jedem n € [m,m] ein £ € [a,b] mit
f&) =n, d h
W(f) = [m,m]

ist wieder ein kompaktes Intervall (bzw. ein Punkt).

Beweis. Zunichst beachte man, dass nach S. 11.12 m und T existieren, d. h. es
existieren a, 8 € [a,b] mit f(a) = m, f(B) =m. Ist m = m, so ist f(z) = m(=m) auf
[a,b] und damit ist die Behauptung klar. Es sei also m < m und o. E. a < 3. Weiter
sei ein 1 € (m,m) gegeben. Wir betrachten

M :={z € o, f): f(z) <n} .
Dann ist M # 0 (da o € M) und beschriinkt, also existiert
§:=supM € |, ] .

Behauptung: Es gilt f(&) = 7.

Denn: Es existiert eine Folge (z,,) in M mit z, — £. Da f stetig an £ € [o, 3] C [a, ]
ist, gilt f(xz,) — f(§) also f(§) < n. Aus f(B) =m > n folgt £ < B. Ist (Z,,) eine Folge
in (£, 6] mit &, — &, so folgt n < f(Z,) — f(§) (n — ), also f(£) > n und damit
f(&) =n. O

Bemerkung 12.2 1. Die Aussage von S. 12.1 ist i. a. falsch, falls f unstetig auf [a, ]
ist. Ist etwa f:[-1,1] = R

z, x <0

f(:z:):{ z+1, x>0

so ist W(f) =[—1,0) U[1,2], also kein Intervall.
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2. Ist I C R ein beliebiges (beschrénktes oder unbeschréanktes) Intervall, und ist
f I — R stetig so ist stets W (f) ein Intervall (u. U. ein Punkt).

(Denn: sind y1,y2 € W(f) mit y1 < y2, so existieren z1,22 € I mit f(z;) = y;(j =
1,2). O. E. sei x1 < xa. Dann ist [y1,y2] C W(fjjz,,20)) = f([21,22]) nach S. 12.1, also
auch [y1,y2] C W(f). Da y1,y2 € W(f) beliebig waren, ist W(f) ein Intervall.)

Damit kénnen wir uns ein genaues Bild iiber die Umkehrung stetiger Funktionen in R

machen.

Definition 12.3 Es sei M C R und f: M — R. Dann heifit f

1. monoton wachsend, falls f(x1) < f(z2) fiir 21 < 9
2. streng monoton wachsend, falls f(x1) < f(x2) fiir z1 < o

3. (streng) monoton-fallend, falls —f (streng) monoton wachsend ist
Es gilt

Satz 12.4 FEs sei I C R ein Intervall und es sei f : I — R stetig und streng monoton
wachsend. Dann existiert die Umkehrfunktion f=' auf dem Intervall J := W (f) und
=1 ist ebenfalls stetig (auf J) sowie streng monoton wachsend. Eine entsprechende
Aussage gilt mit “streng monoton fallend” an Stelle von “streng monoton wachsend”.

Beweis. Aus D. 12.3 sicht man leicht, dass f : I — W(f) bijektiv ist, d. h. f=! :
W(f) — I existiert. Auflerdem ist J = W(f) nach B. 12.2.2 ein Intervall. Weiter ist
f~':J — I streng monoton wachsend.

(Denn: Angenommen, es existieren 31,72 € J mit y; < y2 und 27 = f(y) >
f~Y(y2) = xo. Dann gilt y1 = f(z1) > f(x2) = y2, da f (streng) monoton wachsend
ist. Widerspruch!)

SchlieBlich ist f~1:J — I stetig.

(Denn: Es sei yo € J. Ist yo € J°, so existieren 31 < yo < y2 mit [y1,92] C J. Ist
zp = fHy;)( = 1,2), so ist f : [x1,22] — [y1,y2] bijektiv, also f~1 stetig auf
(y1,y2) nach S. 11.14. Insbesondere ist f~! stetig an yo. Ist yo € 0.J, so argumentiert
man &hnlich.) O

Wir kommen jetzt noch einmal auf die trigonometrischen Funktionen zu sprechen

Satz 12.5 Fir alle x € R gilt

[e) [e]
B (—1)”.%'21} ) _ (_l)ux2u+1
COSI’—I;)(QV)! und Slnﬂf—;w
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Beweis. Nach Definition gilt

in i
e’ = E ( k‘> (r eR),
k=0

also erhalten wir

, 2L (iz)k = (iz
s

k=0 v=0

& (im)2y+1 0 (_1)Vx211+1

2v B > (—1)”(1}2V .
)1+;)(2y+1)!—yzo 20)! “;) v 1 1)

Da e = cos(x) + isin(z) gilt, ergibt sich die Behauptung durch Vergleich von Real-

und Imaginérteil. O

Unser Ziel ist es nun, die Zahl 7 analytisch zu definieren. Dazu zeigen wir
Satz 12.6 Die Funktion cos hat im Intervall (0,00) eine kleinste Nullstelle xg.

Beweis. Nach S. 7.13.4 ist cos(0) = 1. Mit S. 12.5 gilt

0 (_1)1/1,21/ J:Q I4 x6 $8

cosx = 20(21/)! zl—g—%ﬂ—aﬁ-g?u-

2 2 6 2
A DA D L
2! 3-4 6! 7-8

oo

k=1

Fiir x = 2 ergibt sich

22
1— >0 keN
(4k + 3)(4k + 4) ( )
also ) )
2 2 1
29<1-—(1-"J=—-Z<o.
oSS = 2!( 3-4> 3 <0

Nach dem Zwischenwertsatz (S. 12.1) existiert ein & € (0,2) mit cos(§) = 0. Fiir
xo = inf{€ : cos(&) = 0, & > 0} gilt auch cos(xp) = 0 (da cos stetig auf R) und z¢ > 0.
g

Definition 12.7 Ist g wie in S. 12.6, so setzen wir

= 2xg .
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Bemerkung 12.8 Nach obiger Definition gilt also

T
CcoS (5) =0

und, da cos(z) = cos(—x) ist (S. 7.13.3) ist cos(z) > 0 fiir z € (-3, 5).

Weiter gilt
1 =e"™?)? = cos? (E> + sin? (E) = sin? (E> :
2 2 2

Ahnlich wie im Beweis zu S. 12.6 zeigt man, dass sinz > 0 fiir z € (0, 2] ist ([U]). Also
folgt
sin(m/2) =1.

Hieraus ergibt sich wiederum e/2 = j und allgemeiner fiir k € Z

: im/2\ F —1)k/2, falls & gerad
ez7rk/2 _ <€z7r/2> _ ’ik _ ( ) alls gerade
i(=1)*=1/2 " falls k ungerade

Unter Ausnutzung der Additionstheoreme erhélt man bekannte Eigenschaften der tri-

gonometrischen Funktionen

Satz 12.9 Fiir alle x € R gilt

s . . Y
1. cos<x+§):—81nx, s1n<:z+§):cosaz,
2. cos(x+m) = —cosz, sin(x + 7) = —sinz
3. cos(x + 2m) = cos(x) , sin(z + 27) = sinz,

(cos und sin sind “2m-periodisch”)
4. sinz = 0 genau dann, wenn x = kn fir ein k € Z,

5. cosx = 0 genau dann, wenn x = g + km fir ein k € Z.

Beweis. Mit S. 7.14.1 und B. 12.8 erhalten wir
cos(z + m/2) = cos(x) cos(m/2) — sin(x) sin(r/2) = —sinx .

und
sin(z + m/2) = cos(x) sin(mw/2) + sin(x) cos(m/2) = cos z .
Hieraus folgt wiederum

cos(x + m) = cos(x 4+ 7/2) cos(m/2) — sin(x + 7/2) sin(7/2) = — cosx .

Die weiteren Behauptungen ergeben sich in dhnlicher Weise ([U]). O
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Satz 12.10 Es gilt
1. sin ist streng monoton wachsend in [—m /2,7 /2],

2. cos ist streng monoton fallend in [0, 7).

Beweis. 1. Aus S. 7.14 folgt fiir 1,22 € R

. . 1+ T2 . o — 1
sinzxy — sinxzg = —2 - cos 5 - sSIn 5

(beachte dabei: x; = 3”157“’2 + #1572 und x9 = % + 251,

Ist —7/2 < 21 < 29 < 7/2, so gilt cos (szz) > 0 und sin (””2575“) > 0, also sinx <
sin xs.

2. Analog. O

Bemerkung und Definition 12.11 Die nach S. 12.4, S. 12.10 und B. 10.11.3 auf
[—1,1] = sin([—n/2,7/2]) existierende (und dort streng monoton wachsende und ste-
tige) Umkehrfunktion von sin heifit arcsin, d. h. arcsin : [-1, 1] — [—7/2, 7/2] erfiillt

y = arcsinz < x = siny (xel-1,1],ye[-n/2,7/2]) .

Entsprechend bezeichnet man die auf [—1, 1] existierende (und dort streng monoton
fallende und stetige) Umkehrfunktion von cos mit arccos, d. h. arccos : [-1,1] — [0, 7]
erfiillt

y =arccosz < x =cosy (z€[-1,1],y €[0,7])

Bemerkung und Definition 12.12 Wir definieren die Funktionen
tan : R\ {r/2+kn:ke€Z} - Rund cot : R\ {kr: k € Z} — R durch

Dann gilt: tan ist streng monoton wachsend und stetig in (—m/2,7/2) und cot ist
streng monoton fallend und stetig in (0, 7).
AuBerdem gilt W (tan|_r/2,7/2)) = W (cot|r) = R. Also existieren auf R die Um-
kehrfunktionen genannt arctan bzw. arccot.

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir noch einmal kurz auf den Zusammenhang
zwischen Monotonie und Stetigkeit eingehen. Es ist klar, dass i. a. monotone Funk-
tionen nicht iiberall stetig sind (vgl. etwa B. 12.2.1). Wir werden jedoch sehen, dass
die Unstetigkeitsstellen eine besondere Struktur haben und auch nicht “allzu h&ufig”

sind.
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Definition 12.13 Es sei —0o < a < b < oo und f : (a,b) — R. Ferner sei f unstetig
an der Stelle z € (a,b).

1. Die Stelle xg heifit Sprungstelle (oder auch Unstetigkeitsstelle 1. Art), falls

flzg) = lim+ f(x) und f(zy)= lim f(x)

T—T T—T)
beide existieren und nicht co oder —oo sind.

2. Anderenfalls heifit x¢ Unstetigkeitsstelle 2. Art.

Beispiel 12.14 1. Es sei
1, falls >0

f(z)=sign(z)=4¢ 0, falls z=0
-1, falls <0

Dann ist zg = 0 eine Unstetigkeitsstelle 1. Art (es gilt f(07) =1, f(07) = —1).

2. Es sei

) Yz, x#£0
O

Dann ist zg = 0 eine Unstetigkeitsstelle 2. Art (es gilt f(0T) = oo ).
3. Es sei

) sin(Q/z) , x#£0
e

Dann ist zg = 0 eine Unstetigkeitsstelle 2. Art (da f(0") nicht existiert ([U])).

4. Es sei

B 1, z€Q
o= e

Dann ist jedes 7o € R eine Unstetigkeitsstelle 2. Art (f(z{) und f(zy) existieren fiir
kein zp € R).

Fiir monotone Funktionen kénnen keine Unstetigkeitsstellen 2. Art auftreten:

Satz 12.15 Es sei —oo < a < b < oo, und es sei f : (a,b) — R monoton (wachsend
oder fallend). Dann existieren fir alle zo € (a,b) die Grenzwerte f(zg) und f(xg)

und es gilt
f(zg) < f(z0) < fzd) falls f monoton wdichst
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und

fzg) > f(z0) > flzd) falls f monoton fallt .

Beweis. O. E. sei f monoton wachsend. Ist zg € (a,b), so ist f(z) < f(zo) fur alle

T < x0, also existiert
g :=sup{f(z) :z < xo}

und es gilt g < f(zp). Es sei (x,) eine Folge in (a,z¢) mit x,, — zg, und es sei € > 0
gegeben. Dann existiert ein £ € (a,xg) mit f(§) > g — € und aufgrund der Monotonie
gilt

flz)>g—c¢ fir alle x € (&, ) .

Da z, — xg(n — o0) gilt, existiert ein N € N mit x,, € (§,z¢) fiir alle n > N und
damit auch
9> flzn) >g—c¢ fiir alle n>N.

Da e > 0 beliebig war, ist lim f(z,) = g und da (z,) beliebig (aus (a,z()) war, gilt
n—oo

flag) = lim_ f(z) = g(< flzo)) -

T—Ty
Entsprechend zeigt man die Existenz von f(xg) und f(xg) > f(x0). O

Weiter folgt hieraus

Satz 12.16 Es sei f : (a,b) — R monoton. Dann hat f héchstens abzihlbar viele
Unstetigkeitsstellen (und diese sind 1. Art).

Beweis. O. E. sei f monoton wachsend. Wir setzen
S(f) :={z € (a,b) : f unstetig an 2} (= {z € (a,b) : x Sprungstelle von f})

Ist S(f) =0, so ist nichts zu zeigen. Es sei also S(f) # (). Fiir z € S(f) sei

Dann folgt aus der Monotonie von f fiir x1, 29 € S(f) mit 21 < z9:
I(xl) N I(.%'Q) =0

(da f(zf) < f(2522) < f(23)). Nach S. 3.23 ist I(z) N Q # 0, also konnen wir ein
o(x) € I(x) N Q wihlen. Es gilt dann ¢(x1) # p(x2) fir x; # xe. Also ist ¢ eine
bijektive Abbildung von S(f) nach W(yp) C Q. Da Q abzdhlbar ist, ist auch W (yp)
und damit auch S(f) abzéihlbar. O
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Beispiel 12.17 Es sei f: (0,1) — R definiert durch

1 1 1
== fii —_— = d .
f(zx) - ur:vé[n+1,n> und n € N
Dann ist f monoton wachsend auf (0,1) und jede Stelle x,, = 1/n(n € N) ist eine
Sprungstelle. Also hat f abzdhlbar unendlich viele Sprungstellen.
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13 Differenzialrechnung von Funktionen einer reellen Va-

riablen

Wir betrachten etwas allgemeiner als im vorigen Abschnitt Funktionen f : M —
K, wobei M C R ist. Um die feinere Struktur solcher Funktionen untersuchen zu
konnen, brauchen wir einen iiber die Stetigkeit hinausgehenden “Glattheitsbegrift”.
Grob gesagt wollen wir Funktionen definieren, deren Graph keine “Ecken” hat; d.
h. Funktionen, die Tangenten an den Graph besitzen. Diese Tangenten spiegeln das
Verdnderungsverhalten der Funktion wider.

Die Idee ist folgende: Wir betrachten fiir zwei Punkte xg, x € M Sekanten S, durch die
Punkte (xq, f(z0)) und (z, f(x)) in R?. Diese Sekanten sind festgelegt durch (zq, f(z0))
und ihre Steigung

f(@) = J(wo)
Tr — X

(Verhiltnis der Anderung von f zur Anderung von z). Fiir 2 — xq wird die Grenzge-
rade T, falls existent, als Tangente an den Graph im Punkt (xo, f(zo)) angesehen. Die
Steigung von T ist ein MaB fiir die Anderung der Funktionswerte in der Néhe von .

Dies fassen wir in eine exakte Definition.

Definition 13.1 Es seien M C R und f: M — K. Weiter sei zg € M N H(M).

1. f heiBt differenzierbar an der Stelle xg, falls der Grenzwert

L 1@) = f(o)

T—x0 T — xg

existiert. Wir bezeichnen diesen Grenzwert als Ableitung von f an der Stelle xq

und schreiben dafiir f'(zg) (oder auch %(xo)).

2. f heit differenzierbar auf Mo C M falls f in jedem Punkt z¢ € My differenzier-
bar ist. Die Funktion f": My — K heifft dann Ableitung von f (auf My).

3. Hohere Ableitungen von f werden rekursiv definiert: Ist f’ differenzierbar auf
My, so schreiben wir f2) := f” := (f'). Ist f” differenzierbar auf My, so ist
@) = " = (") u. s. w. Wir schreiben fiir die hoheren Ableitungen stets f(".

Beispiel 13.2 1.Ist f(z) = ¢ (x € R) fiir eine Konstante ¢ € K, soist f differenzierbar
auf R und es gilt
fa)=im 29 =@ o Ry
y—r Yy —x
2. Fiir f(z) := cz (z € R), wobei ¢ € K eine Konstante ist, gilt

:limM:c (x €R).
y—r Y — X y—r Yy —x
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3. Fiir f(z) = 22 (z € R) gilt

2 .2 o
Fa) = tim L= g WD D) o9 (weR).
y—zr Yy — T y—w Yy— y—w

4. Die Funktion f(z) := |z| (z € R) ist nicht differenzierbar an der Stelle zy = 0, denn
ist (z,,) eine Folge mit x,, — 0 und z,, > 0 (n € N), so gilt

f(xn) B f(O)

=1—-1 (n — o)
T, —0

und ist (x,) eine Folge mit x,, — 0 und z,, < 0, so gilt

flan) = f(O) _ —x

= n = —1 —1 .
Ty — 0 T, - (n = 00)
Also existiert 0
1o £@) = 1(0)
r—0 xz—0

nicht!
Dieses Beispiel zeigt, dass die Stetigkeit an einer Stelle i. a. nicht die Differenzierbar-
keit an dieser Stelle impliziert. Es gilt jedoch umgekehrt:

Satz 13.3 Ist f : M — K differenzierbar auf der Menge Mo C M, so ist f stetig auf
M.

Beweis. Es sei g € My und es sei (z,,) eine Folge in M mit x,, — xo (n — 00) und
Ty # o (n € N). Dann gilt

f(@n) = f (o)

f(zn) = f(2o) = & — T (wn — x0) — f'(w0)(x0 — 20) =0 (n — o0),
d. h. f(z,) — f(xg) (n — 00). Also ist mlirgc10 f(z) = f(=zo). O

Wir stellen wichtige Rechenregeln fiir die Differenziation zusammen.

Satz 13.4 (Summen-, Produkt- und Quotientenregel)
Es sei M C R und es seien f,g: M — K differenzierbar an der Stelle xo € M. Dann
gilt

1. Fiir beliebige o, 8 € K ist af + Bg differenzierbar an xq, und es gilt
(af +B9) (x0) = a- f'(w0) + - g'(x0) -
2. f - g ist differenzierbar an xg, und es gilt

(f - 9)(z0) = f'(x0) - g(x0) + f(wo) - ¢’ (x0) -
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3. Ist g(xo) # 0, so ist auch f/g differenzierbar an xo, und es gilt

£\ ~ ['(z0)g(zo) — f(x0)g' (w0)
(5) = '

9*(x0)

Beweis. Wir beschrénken uns auf den Beweis von 3. Der Beweis von 1. und 2. verlduft
ahnlich.

Da g differenzierbar an zg ist, ist g auch stetig an xg (S. 13.3). Es sei (z,,) eine Folge
in M mit z,, — xo (n — o00) und z,, # xo (n € N). Da g(x,) — g(z0) # 0 gilt, ist auch
g(xp) # 0 fiir n > N. Dann gilt fir n > N

(f/9) (xn) — (f/9) (x0) 1 [f(fcn)g(ivo) — f(xo)g(xn)

Tp — X0 9(%)9@0) Tn — X0

9(xn) — g(xo)

9(wn)g(xo) Tn — L0 Tn — o
s [ e0g(en) — fan)g @) (= o).
Damit ist 3. bewiesen. O

Beispiel 13.5 1. Es sei n € N. Dann ist f : R — R mit f(z) = 2™ differenzierbar auf
R mit
fl(x)=mn-2"" (x € R)
(Denn: Fiir n = 1 gilt die Behauptung nach B. 13.2.2 (mit 0" := 1).
Es gelte (z¥)" = k- 2% fiir ein & € N. Dann gilt mit der Produktregel (S. 13.4.2)

(Y = (za) =1 2F + 2ka® = (B + 1) (x €R).)

n

2. Ist P: R — R ein Polynom, d. h. P(x) = ) a,a” fiir gewisse ag, ...,a, € R, so
v=0

gilt

P'(z) = Z v-a,a’ ! (x € R)
v=1

(Folgt aus 1. und mehrfacher Anwendung von S. 13.4 1.)

Bevor wir uns mit der Ableitung von Hintereinanderausfithrungen beschéftigen, wollen
wir eine Charakterisierung der Differenzierbarkeit formulieren.

Satz 13.6 (Zerlegungsformel)
Es seien M C R und f : M — K. Ferner sei xo € M N H(M). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:
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a) f ist differenzierbar an xg.

b) Es existieren ein ¢ € K und eine in xq stetige Funktion ¢ : M — K so, dass
f(x) = f(zo) + ¢ (x —x0) + e(z) ]|z — x| (xr e M)
und e(xp) = 0.

Aupferdem ist in diesem Fall f'(x¢) = c.

Beweis. a) = b): Wir setzen fiir z € M

() = { EE ) {W - f’(xo)} , fallsz # g
0 , fallsx =z

Dann ist (da x — z = sign(z — a) - |z — o))
f(@) = flzo) + f'(z0)(x — m0) + e(2)[z — 20
(also ¢ = f(x0)) und es gilt
(@) = 0=s(zg)  (z— x0)

auf Grund der Differenzierbarkeit von f an zg.

b) = a): Es gilt fir z € M, = # =

g(x) - sign(z — xp) = f(xgz : i(()xo) _
Aus g(z) — 0 (x — x0) folgt
f(x) = f(=o)
T, ¢ @—a)
also ist f differenzierbar an x¢ mit f’(zo) = c. O

Satz 13.7 (Kettenregel)
Es sei M C R und es sei h : M — R. Ferner sei g : L — K mit L D W(h). Ist h
differenzierbar an xg € M und ist g differenzierbar an yo = h(xg) € L, so ist f = goh
differenzierbar an xo mit

f'(x0) = (g0 h) (x0) = g'(yo) - W (x0) = g’ (h(x0))H (x0) .
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Beweis. Nach S. 13.6 existieren Funktionen €, : M — R und ¢, : L — K mit
h(xz) = h(zo) + A (20)(x — 20) + en(x)|x — 20]
9(y) = 9(yo) +9'(v0)(y — yo) +e4(y)ly — yol

und so, dass ¢, stetig an xg und ¢4 stetig an yo = h(xg) mit e, (o) = €4(yo) = 0 ist.
Hieraus folgt fiir x € M

@) = g(h=)) =
= g(n@0)) + 9 (h(20)) (h(@) = hl(x0)) + £ () ) IA(@) — (o)
= (g0 h) (o) + ¢ (h(w0)) [W(z0) (@ — 20) + n(@)le — o]
+ ey(h()) )
= (g0 h)(0) + ¢ (h(w0) )W (o) ( — 20)
+ o = aol|g (@) )en(@) + o (h(@)) |1 (w0) + 21 (o)
Da h nach S. 13.3 stetig an xg ist, ist e : M — K mit
e (x) 1= o (yo)en () + g (R(@) )1 (w0) + ()]

stetig an xo mit e s(xg) = 0. Aus S. 13.6 ergibt sich die Differenzierbarkeit von f = goh

)
B (20)(x — x0) + n @)z — ;po\‘
(

an ro und

f'(x0) = o (h(x0) ) ' (wo)

Beispiel 13.8 Es sei f: R — R mit
flz) = (2® + 22 +1)°
Dann gilt f = go h mit h(z) = 2% + 22+ 1 und g(y) = y°. Also gilt

fl@) =g ) (x) = 5@ +2e+ 1) (P +22+1) =
= 5(z* 420 +1)*(322+2) .

Satz 13.9 (Umkehrregel)

Es sei I C R ein Intervall und f : I — R sei stetig und streng monoton (wachsend oder
fallend) auf I. Ist f differenzierbar an xo € I mit f'(xo) # 0, so ist die Umkehrfunktion
Y W(f) — I differenzierbar an yo = f(xo) mit

—1y/ .
(f ) (yO) - f’(flfo) :
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Beweis. Es sei (y,) eine Folge in W (f) = D(f~!) mit y, — yo und y, # yo (n € N)
(man beachte: W (f) ist ein Intervall nach S. 11.4). Fiir z,, := f (y,) gilt dann
Ty # xo (n € N) und =, — x9 (n — 00) nach S. 11.4. Also erhalten wir

f_l(yn) - f_l(:UO) _ Tn — To - 1
Yn — Yo f(zn) = f(zo)  f'(z0)

(n — o0) .

a

Nun wenden wir uns der Differentiation elementarer Funktionen zu. Die Basis dazu
bildet der folgende Satz

Satz 13.10 FEs seic € C fest. Dann gilt

(€)' = ce™ (x € R).

Beweis. Nach B. 10.6.1 gilt

lim =1.
z—0 z
Hieraus folgt fiir ¢ # 0
e —1
lim =1,
z—0 (644
also
et —1
lim =c.
x—0 xT
Fiir beliebiges xg € R folgt
ecm _ ecxo ec(mf:vo) —1
llm — =% llm ————— = ce®" .
T—T0 T — XQ T—xT0 T — X

d. h. die Behauptung gilt fiir ¢ # 0. Ist ¢ = 0, so ist e** = 1, und die Behauptung folgt
auch. O

Folgerung 13.11 1. Ist a > 0 fest, so gilt

(a®) =a"Ina (x € R).
(Denn: (a®) = (e*™%) =1na-e*™% =1na-a®.)
2. Es gilt

(cosz) = —sinx und (sinz) = cosx (x €R).
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(Denn:
(cosz) = l(em +e ) = l(ie” —ie ) = —l(ei‘” —e ™) = —singx
2 2 i)
und fiir sin z entsprechend.)
3. Fiir festes a > 0,a # 1, gilt
1 1

(Denn: Es sei f(y) = a¥ (y € R). Dann ist f~!(z) = log, x (x > 0). Also gilt nach der
Umkehrregel und 1. mit y = log, «

1 1 1

1
—1y/
(@) f'ly) a¥lna =z Ilna (v>0))
4. Fir a € R fest gilt
(%) = az®™! (x >0)
(Denn: (xo‘)’ — (ealnx)/ — qenz . % — ozxo‘% — ozxa_l.)
5. Es gilt
(arcsinz)’ = 1 (arccosz) = __t (x e (—1,1))

V1i—a?’ V1—a? ’
(Denn: Mit der Umkehrregel und 2. gilt fiir x € (—1,1) mit y = arcsinz

1 1 1 1

(arcsinz)’ = = (x € (-1,1)).

(siny)  cosy /1 _sinly V1—a?

Entsprechend fiir arccos x.)

6. Es gilt
1
(tanz) = COSszl—i—tanQac (x #7/24+km, k€ Z)
1
(cotz) = ——5— =—-1—rcot’x (x #£ km, keZ)
sin” x
und
1
(arctan LU)/ = m (.T S R)
1
(arccotz) = i (x eR).
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Wir beschéftigen uns nun mit der geometrischen Bedeutung der Ableitung. Dazu de-

finieren wir zunéchst, was wir unter lokalen Extrema verstehen.

Definition 13.12 Es sei (X, d) ein metrischer Raum,M C X, und es sei f: M — R.

Ferner sei zg € M.

1. Man sagt, f habe an z ein lokales (oder auch relatives) Mazximum, falls ein 6 > 0

existiert mit

f(z) < f(=o) fir alle € M NUs(xo)

2. Man sagt, f habe an z ein lokales (oder auch relatives) Minimum, falls ein 6 > 0

existiert mit

f(x) > f(zo) fir alle = € M NUs(xo) .

Die Stellen xg, an denen lokale Maxima oder Minima vorliegen, bezeichnet man auch

als Fxtremstellen von f.

Es gilt folgendes einfache notwendige Kriterium fiir Extrema differenzierbarer Funk-

tionen.

Satz 13.13 Es sei I C R ecin offenes Intervall und die Funktion f : I — R sei

differenzierbar auf I. Dann gilt: Ist o eine Extremstelle von f, so ist
f’(fL’o) = O .
(Punkte xo mit f'(xg) = 0 nennt man auch kritische Punkte von f.)

Beweis. O. E. liege an x( ein lokales Maximum vor. Dann existiert ein § > 0 mit
f(z) < f(=zo) fiir alle z € Us(xp). Da f differenzierbar an xg ist, gilt

f(@o + o) = f(x0)

f(zo) = Jim. 5/2n <0
und 5
f/(fEO) — lim f(:l'} - %) - f(.%'()) >0 ’

n—00 —§/2n -
d. h. fl(.%'()) = 0. O



13 DIFFERENZIALRECHNUNG VON FUNKTIONEN EINER REELLEN VARIABLEN122

Bemerkung 13.14 1. S. 13.13 liefert lediglich eine notwendige Bedingung fiir das
Auftreten lokaler Maxima oder Minima. So hat etwa f : R — R mit f(z) = 23 an
xg = 0 einen kritischen Punkt, aber an x¢ = 0 liegt kein lokales Extremum vor.

2. Fiir nicht offene Intervalle I ist die Aussage von S. 13.13 i. a. falsch. So hat etwa
f:[-1,1] — R mit f(z) = 22 an £1 (sogar globale) Maxima, aber die Ableitung ist
dort # 0.

Uber das Auftreten kritischer Punkte gibt foldender Satz Auskunft

Satz 13.15 (Rolle)
Es sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall, und es sei f : I — R stetig auf I und
differenzierbar auf I° = (a,b). Gilt f(a) = f(b) so existiert ein £ € (a,b) mit f'(£) = 0.

Beweis. Ist f(z) = f(a) auf [a,b] so ist jedes z € (a,b) eine Extremstelle, d. h.
f'(x) =0 auf (a,b) nach S. 13.13.
Es sei also f Z f(a)(= f(b)).

Nach S. 11.12 hat f absolute Maxima und Minima auf [a, b]. Mindestens eines davon
liegt in (a,b). Nach S. 13.13 liegt dort ein kritischer Punkt vor. 0

Als Folgerung erhalten wir

Satz 13.16 (Mittelwertsatz)
Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall, und f : I — R sei stetig auf I und differen-
zierbar auf I° = (a,b). Dann existiert ein & € (a,b) mit

—t—(x—a) (x el

an! (Es gilt o(b) = ¢(a) = f(a) und @'(x) = f'(2) — L1100 0

Wir ziehen verschiedene Folgerungen aus dem Mittelwertsatz

Satz 13.17 Es sei I = [a,b] und f : I — R sei stetig auf I und differenzierbar auf
(a,b). Dann ist f genau dann konstant, wenn f'(x) =0 auf (a,b) gilt.
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Beweis. “=7 Ist f(z) = ¢ auf I, so gilt natiirlich f'(x) =0 auf I.

“<= Wir zeigen: f(z) = f(a) auf (a,b]. Dazu sei z € (a,b] gegeben. Dann erfillt f
(bzw. fila,s) die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes auf [a, x], d. h. es existiert ein
€ € (a,x) mit

1)~ f(a) = T2 TO ) = o)y =0

d. h. f(x) = f(a). O

Der folgende Satz gibt ein hinreichendes Kriterien fiir Extremstellen.

Satz 13.18 Die Funktion f : (a,b) — R sei differenzierbar auf (a,b), und es sei
xo € (a,b) ein kritischer Punkt von f (d. h. f'(x¢) =0)

1. Existiert ein § > 0, so dass

() <0 fir xo<x<zog+90
x
>0 fir xo—90<z<ux

so hat f an xqg ein lokales Mazimun.

2. Existiert ein 6 > 0, so dass
> >0 fir ro<x<xzog+9
<0 fﬂ?” 13[)*5<SC<330

So hat f an xq ein lokales Minimum.
Beim Beweis verwenden wir:

Satz 13.19 Es sei I = [a,b] und f : I — R sei stetig auf I und differenzierbar auf
1° = (a,b).
1. Ist f'(x) > 0 fiir alle x € (a,b), so ist f streng monoton wachsend auf [a, b].

2. Ist f'(x) < 0 fiir alle x € (a,b), so ist f streng monoton fallend auf [a,b).

Ensprechende Aussagen gelten mit “>” bzw. “<” und ohne “streng”.

Beweis. 1. Es seien x1, z9 € [a, b] mit 1 < 9. Durch Anwendung des Mittelwertsatzes
fiir das Intervall [z, z2] ergibt sich mit einem £ € (x1, z2)

f(x2) — f(21)

T2 — I

f(x2) — f(z1) = (z2 —21) = f'(€)(w2 — 1) > 0,
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also f(z1) < f(z2).
2. Entsprechend. O

Beweis. (S. 13.18)

1. Nach S. 13.19 ist f monoton fallend auf [zg,z¢ + ) und monoton wachsend auf
(zo — 0, x0]. Damit hat f an z( ein lokales Maximum.

2. Analog. O

Beispiel 13.20 1. Es sei f: R — R mit

flx) =223 +32% — 1.

Dann gilt
>0 , z€(—o0,—1)
fll@)y=6x(z+1)¢ <0 , ze(-1,0)
>0 , z€(0,00)
wachsend (—o0, —1]
Also ist f streng monoton < fallend auf { [—1,0]
wachsend [0, 00)

(Fiir (—o0, —1] und [0, 00) wende man S. 13.19 auf die kompakten Intervalle [—n, —1]
und [0,7n] (n € N) an.)
Weiter ist f/(0) = f'(—1) = 0. Anwendung von S. 13.18 zeigt, dass an 0 ein lokales

Minimum und and —1 ein lokales Maximum vorliegt.

2. Es sei f:(0,00) — R mit

fla) = <1+1>m (z>0).

X

Dann ist f monoton wachsend.
(Denn: Es geniigt zu zeigen: g(x) := In f(x) = - In(1 4+ 1/z) ist monoton wachsend.
Es gilt

1 -1

g'(x)zln(l—l—l/x)—l—x-m-ﬁ:ln(1—|—1/x)— T

>0

nach S. 5.16.1.)

Zum Abschluss dieses Abschnitts beschiftigen wir uns mit einer eleganten Methode um
gewisse Grenzwerte auszurechnen. Dazu beweisen wir zunéchst eine Verallgemeinerung

des Mittelwertsatzes.
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Satz 13.21 (erweiterter Mittelwertsatz)
Es sei I = [a,b] und die Funktionen f,g: 1 — R seien stetig auf I und differenzierbar
auf I° = (a,b). Ferner sei g'(x) # 0 fiir alle x € (a,b). Dann ist g(a) # g(b) und es

existiert ein € € (a,b) mit

Beweis. Nach S. 13.16 existiert ein 1 € (a,b) mit

g9(b) — g(a)

9(b) = g(a) = = —

d. h. es ist g(a) # g(b).
Wir betrachten die auf [a, b] stetige und auf (a, b) differenzierbare Funktion ¢ mit

(b—a)=g'(n)(b—a)#0

B -f@
(o) = f(o) ~ =L @) —gta)
Dann ist ¢(a) = ¢(b) = f(a) und
/ _ 'x—f(b)_f(a)’x T a
' (x) == f(z) g(b)_g(a)g() (z € (a,0)) .
Nach dem Satz von Rolle existiert ein £ € (a,b) mit ¢'(§) =0, d. h.
/ _ f(b) B f(a) /
O e TAG,
Da ¢'(&) # 0 ist, folgt die Behauptung. O

Damit beweisen wir

Satz 13.22 (Regeln von de I’Hospital)
Es sei —oo < a < b < oo und die Funktion f,g : (a,b) — R seien differenzierbar auf
(a,b) mit ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b). Ferner gelte

1. lim f(z)= lim g(z)=0 (Fall 44%;7)

r—a™t r—a™t

oder

2. lim+ g(x) =00 (oder —c0).

r—a

Dann gilt: Existiert lim I@ cruy {xo0}, so existiert auch lim+ L; und es ist

x
/
z—at Y () T—a gz

lim @ = lim f(z)

z—a't g($) z—a’t g’(x) '

Eine entsprechende Aussage gilt fir t — b~ .
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Beweis. 1. Es gelte 1. und es sei a > —oo. Durch g(a) := f(a) := 0 kénnen f und g
stetig nach [a, b) fortgesetzt werden. Es sei (x,) eine Folge in (a,b) mit =, — a(n —
00). . Nach S. 13.21 existiert ein &, € (a, ;) mit

f,(gn) _ f(xn) B f(a) — f(xn)

gl(én) g(fEn) - g(a) g(xn) '

Da lim %)

r—a+t g (z)

existiert, ist

) PE) P
P ) e 6 o @)

Da (x,,) beliebig war, folgt die Behauptung.

Der Beweis fiir ¢ — b7, b < oo verlduft analog. Die Félle a = —oco und b = oo kénnen
leicht auf die obigen Fille zuriickgefiihrt werden ([U]).

2. Auf den technisch etwas aufwindigeren Beweis unter der Voraussetung 2. verzichten

wir. O

Beispiel 13.23 1. Fiir f(z) = vz — 1 und g(z) = vz —1 (z > 1) gilt

lim f(z) = lim g(z) =0

z—1+ z—1+
sowie .
! oz —1
im f/(:E) = lim 2\1/5 - lim Y2 =0.
z—1t g (CU) z—1+ T z—1t \/5
Also ist auch .
im L) g VEZL
r—t g(x) z—1 \/x —1
2. Fiir f(z) =1 — cosz und g(z) = 22 gilt
1—cosz —0 und 2 =0 (x —0)
sowie a y )
—cosx sin
= 0) .
(x2)! 2x (@ #0)
Hier liegt wieder der Fall “%” vor, d. h.
sinx — 0 und 2r — 0 (x —0).
Weiter gilt
(sinz)’ _cosz 1 (x—0).
(2z) 2 2
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Also ist )
. 1—cosx . sinx . Ccosx 1
hm72:hm = lim = —.
x—0 X z—0 2x x—0 2 2

3. Es gilt fiir jedes feste a > 0:

d. h. die Logarithmusfunktion wichst langsamer als jede (noch so kleine) positive
Potenz von z.

(Denn: Es gilt lim z% = oo und
Tr—00

/ -1
T ) P A N

Z—00 (x )’ r—00 qro—1 z—00 ™

also folgt die Behauptung mit S. 13.22.2.)

4. Fiir jedes @ > 1 und jedes n € N ist

d. h. geometrisches Wachstum ist schneller als das Wachstum jeder (noch so grofien)

Potenz von z.

(Denn: Es gilt lim 2™ = oo und damit ergibt sich durch wiederholte Anwendung von
Tr—0Q0

S. 13.22.2

a®lna . a®(Ina)?

1 = —_— Y = ...
t—oo " z—oo nr1 T—00 ’n,(’n, — 1)1‘"*2 T—00 n!



14 DER TAYLORSCHE SATZ UND ANWENDUNGEN 128

14 Der Taylorsche Satz und Anwendungen

Ein wesentliches Anliegen in der Analysis besteht darin, “komplizierte” Funktionen
f durch andere, moglichst einfache Funktionen wie etwa Polynome P (die auf einem
Computer relativ einfach auszuwerten sind) anzunéhern, d. h. man will fir f eine
Darstellung der Form

f(z) = P(z) + R(x)
wobei R eine (moglichst kleine) Fehlerfunktion ist. Eine sehr einfache solche Darstel-
lung kennen wir bereits:

Ist f differenzierbar an der Stelle xg, so gilt nach der Zerlegungsformel
flx) = f(wo) + f'(wo)(x — z0) + (x)|x — 20
— Ti(@)+ R()

wobei Ti(z) := f(xo) + f'(x0)(x — x0) ein Polynom vom Grad < 1 und R(z) :=
e(x)|z — x| fiir © — o schneller gegen 0 geht als |z — zy|. Wie konnten sinnvolle
Polynome hoheren Grades aussehen? Betrachten wir zwei Beispiele:

Beispiel 14.1 1. Es sei f: (—1,1) — R mit f(z) = L fiir || < 1. Dann gilt

f(x):Zx”:Zx”+ Z x”zZm”Jrf .
v=0 v=0 v=n+1 v=0 -7
fiir |x| < 1. Betrachten wir die Ableitungen von f, so gilt
1
(0) = = ©Q)y=1=0!
fO@(=f@) = 1— . fO@)=1=0!
1
/ = / = = |
f(x) e , f[(0)=1=1
1-2
" _ " _ _ 91
(@) = o ) =1-2=0
1.2
@) (1—z)vt+t L 0 =12 v =v!
Also ist
~ o, Y, !
flx) = ;)x +1_$_,,Z:;) 7 +1—a:
= Tu(z)+ Ry(x)
mit
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Hierbei ist T}, ein Polynom vom Grad < n, dessen Koeffizienten durch die Ableitungen

von f an x( ausgedriickt werden kénnen.

2. Essei f:R— R, f(z)=e". Dann ist

f(x)zi_%iﬁ > 5

v=n+1

und f¥)(z) = e® (v € Np), d . h., f*)(0) =1 (v € Ny). Also ist auch hier

nof)
fay =3 0
v=0

¥ + R(z) = T,(z) + R(z) ,

14

o0
wobei jetzt R(z) = >, Z.
v=n+1

V!

Definition 14.2 1. Es sei M C R und f: M — R. Existieren fiir ein 9 € M und ein
n € Ny die Ableitungen f)(zq) fiir v = 0,...,7n (wobei f(O(xq) := f(zq) gesetzt ist),
so heiflt das Polynom 7;,, vom Grad < n mit

) (g
To(z) := Ty () := Z f V(! 0)

v=0

(x — x0)"

n-tes Taylor-Polynomvon f (bzgl. der Entwicklungsmitte x). Die Koeffizienten f®)(zq)/v!
heilen Taylor-Koeffizienten von f (bzgl. xg).
2. Ist I ein Intervall, so setzen wir

C"(I):={f:I—R: f™ existiert und ist stetig auf I}

(d. h. C™(I) ist die Menge aller n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf I'). Weiter
setzen wir

C(I):=C%I):={f:I—R: f stetig auf I} .

Dariiber hinaus schreiben wir im folgenden fiir zwei Punkte x1, 22 € R, 21 # a2

(x1,29) , falls z1 < 9

(xo,z1) , falls x9 <mp

I(xl,xg) = {

und I[z1, zo| fiir die entsprechenden abgeschlossenen Intervalle.
Es gilt damit

Satz 14.3 (Taylor)

Es sei I C R ein beliebiges Intervall, und es sei xg € I. Ferner set fiir ein n € Ng die
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Funktion f : I — R n-mal stetig differenzierbar auf I (d. h. f € C™(I)) und (n + 1)
mal differenzierbar auf I° (d. h. FOHD egistiert auf 1°). Dann gilt fiir alle x € I die

“Taylor’sche Formel bzgl. der Entwicklungsmitte xo”:

14

"m0 (p
f(a) = Tu(@) + Rulz) =) f (, 0) (z —20)" + Ry(z) ,
v=0

wobei fir das “Restglied” Ry (x) gilt: R(zo) = 0 und

FIE)

(n - 1)' )n—i—l

R, (z) = (x — o mit einem geeigneten § = &(x) = &p oo () € (2, 20)

(sog. Lagrange-Form des Restgliedes).

Beweis. Ist © = xg, so ist f(xg) = Tn(xo), d h. R,(xg) = 0. Es sei also © # zy. Wir
betrachten die Hilfsfunktionen ¢, : I[x, z¢] — R mit

(%)
o= @) - Dy wmd v = -t
v=0

Dann sind nach Voraussetzung ¢ und v stetig auf I[z,zo] und differenzierbar auf
I(x,x0). Ferner gilt fiir t € I(x, zg)

n () !
o - 5 {0y

v=0
_ ~ [ ) AUC) -
- —f(t)—V:1{V!(w—t) e }
(n+1)
= 1) - f;(%—t)”—f’(w}
(n+1)
_ _f ;' (t)(:v_t)n’

und
P'(t)=—(n+1)(z—-1)".

AuBerdem ist p(x) = 0 = ¢(z) und ¢'(¢t) # 0 in I(z,z0). Nach dem erweiterten
Mittelwertsatz existiert ein § = {(x) = (2, z9) € I(z,zo) mit

p(ro) (o) z) (6

_ plxo) —(z)
Y(xo)  Y(wo) —P(z) Y€

d. h.
©'(€)
P'(E)

¢(wo) = Y(z0)
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Also folgt
") (x , ‘(¢
Ralw) = S0) =3 T a0 = o) = vl T
R T PP S
= ) n! (z-¢) (n+1)(z =&
f(n+1) ¢ .
(n—l—l()')( z)"

Bemerkung 14.4 1. Im Falle n = 0 (und unter den Voraussetzungen von S. 14.3)

lautet die Taylor-Formel

f(@) = To(x) + Ro(x) = f(xo) + f'(€)(x — o)
mit einem ¢ = £(x) € I(x,xp), d. h.

f(x) — f(zo

(@) = F) _ )
r — X

Dies ist die Aussage des Mittelwertsatzes. Der Taylor-Satz kann also als Verallgemeine-

rung des Mittelwertsatzes aufgefasst werden. Auflerdem ist fiir n = 1, falls |f"(£)] < M

fiir alle ¢ € I erfiillt ist,

fl@) = Ti(z)+ Ri(x) =
7" (&)

5 (x — 330)2

= f(xo) + f'(w0)(x — 20) +
d. h.
fr(&(x)
e(x) == (2 >

erfiillt |e(z)| < & |z — x0|. Dies verbessert (unter den Zusatzvoraussetzungen) die Feh-

|z — 0|

lerabschitzung in der Zerlegungsformel.

2. Weitere Darstellungen des Restgliedes R,, erhélt man, indem man im Beweis zum
Taylor-Satz andere Hilfsfunktionen 1 verwendet. So ergibt sich fiir jedes p € {0,...,n}
mit

B(E) = () = (x =)™ (t € I, a0])

und dem gleichen Beweis wie zum Taylor-Satz

f(n+1)(€) (o P (z — o) 1P

Bn(z) = n! n+1l—p
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mit einem geeigneten & = &(x) = &, .z () € I(z, x0). Insbesondere gilt fiir p =n

(n+1)
Raw) = T e -

mit einem geeigneten £ € I(x,xg). Diese Darstellung des Restgliedes heiit Cauchy-
Form.
Beispiel 14.5 Wir betrachten f(z) = cosz (z € R). Dann gilt

FOR () = (=1)F - cos FEHD(2) = (=D sing

fiir k£ € Ny, d. h. fiir alle n € Ny ist mit g =0

2n () m o (Z1)k g2k
Ton(r) =3 f V'(O) =3 ((12)k)' (= Tons1 (@)
v=0 ) k=0 )

(vgl. S. 12.5). Nach S. 14.3 existiert fiir alle x € R ein £ € R mit

(2n+2) _1\n
cosz — Top(z) = Ropyi1(x) = & 2n4+2 M 2n+2

(2n +2)! (2n +2)!
also
l,2n+2
|cosx — Top(x)] < il

Insbesondere haben wir also

2 4

|cosw = Ty(x)] = |cos(x) — 1+ = < T

2 4!

und , \ )
[cosw — Ty(a)| = |eos(a) = 1+ 5 — | < & -

Der folgende Satz liefert ein weiteres hinreichendes Kriterium fiir das Vorliegen von
Extremstellen.

Satz 14.6 Es sei [ = (a,b) C R ein offenes Intervall, n € N, und es sei f: I — R
(n + 1)-mal stetig differenzierbar auf I. Fir einen Punkt xo € I gelte

fl(wo) = f"(wo) = ... = f™(wo) =0 und  fU" D (w) #£0.

1. Ist n ungerade, so ist xg eine Extremstelle von f. Dabei liegt im Falle f(”H)(xo) >0
ein lokales Minimum und im Falle fF(z0) < 0 ein lokales Mazimum vor.

2. Ist n gerade, so ist xg keine Extremstelle von f.



14 DER TAYLORSCHE SATZ UND ANWENDUNGEN 133

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

") (g
To(x) =) fi(o)(x —x0)” = f(xo) -

V!
v=0
1. Es gelte f™*t1(z9) > 0. Wir wihlen ein § > 0 so, dass f"D(y) > 0 fiir alle
y € Us(zo) gilt. Nach S. 14.3 existiert zu jedem z € Us(xg) ein £ = &(z) € Us(xp) mit

FIE)

(n+ 1)! )n—H )

f(x) = flxo) =

(x — =0

Ist n ungerade, so ist (z — z0)" "t > 0 fiir 2 € Us(xo), also

f(z) > f(zo) (z € Us(wo)) ,

d. h. an zp liegt ein lokales Minimum vor. Ist n gerade, so ist (z — xo)" ™! > 0 fiir
xo < x <xzo+6und < 0 fir 9 —0 < z < zp. Also ist f(x) > f(zo) fir zo < z < 2o+
und f(x) < f(xg) fir zg — 6 < < xy. Damit liegt an xy kein Extremum vor.

2. Ist f(*1(z4) < 0, so verlduft der Beweis analog. O

Beispiel 14.7 1. Es sei f(z) =223 + 322 — 1 (x € R) (vgl. B. 13.20.1).
Dann gilt

f'(x) = 62° + 62 , f'(z) =122 +6 (x €eR).
Also gilt an den kritischen Stellen x; = 0 und 22 = —1 (also an den Stellen z mit
f'(x) = 0):
f(x) = f"(0)=6>0

f
flas) = f'(~1)=—6<0.
Nach 14.6 hat f an 0 ein lokales Minimum und an —1 ein lokales Maximum.

N
2. Es seien ay, ..., ay reelle Zahlen. Gesucht ist eine reelle Zahl a so, dass Y (a —a;)?
j=1
minimal wird. Wir betrachten also die Funktion ¢ : R — R mit

N

p(z) =) (¢~ a))?

j=1
Dann gilt
N
o(x) =23 (@ —a;) =0

J=1
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genau dann, wenn x = %

=

a; =: a ist (arithmetisches Mittel der a;). Weiter ist
1

J

O"(x)=2N >0

und damit liegt an a ein lokales Minimum vor (dieses ist auch global).

Existieren fiir eine Funktion f die Ableitungen beliebiger Ordnung, so kann man die

f(”)(;vo)
V!

Folge der Taylor-Polynome T),(z) als die Teilsummefolge der Reihe 3 (x—m0)”
v=0

auffassen.

Definition 14.8 Es sei M C R und g € M. Ferner sei f : M — R so, dass alle
Ableitungen f*)(zg) fiir v € Ny existieren. Dann heit fiir z € R die (formale) Reihe

O @) (g
> / (, o) (x — z0)”
v=0 ’

14

Taylor-Reihe von f an der Stelle z (mit Entwicklungsmitte x).

Bemerkung 14.9 Ist I C R ein Intervall, sind z,xz9 € I und ist

feC™():= ﬂ C™"(I)=A{f:1—R: f o oft differenzierbar auf I})
neNg
so gilt nach dem Taylor-Satz

o W) (g
flay =3 L0
v=0 )

14

(d. h. f(x) stimmt mit seiner Taylor-Reihe an der Stelle z {iberein) genau dann, wenn

FU En(@))

Bu(w) = (n+1)!

(x —20)"™ =0 (n— o0)

gilt. Insbesondere ist dies etwa dann erfiillt, wenn die Folge (||f"*")||o)n beschrinkt
ist, d. h. wenn ein M > 0 so existiert, dass

Fr@ <M (tel, neNy).

(Denn: In diesem Fall gilt
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Beispiel 14.10 Es sei f(z) = cosz (z € R). Dann gilt nach B. 14.5
f@) <1 (teR, neNy).

Also gilt (etwa fiir xg = 0) R, (x) — 0 fiir alle z € R und damit

o0 f(l/) 0 . > (=1 k .2k
cosxzz u'( )x = ((2)14:)' (x e R),
v=0 ’ k=0 ’

(vgl. S. 12.5).

Bemerkung 14.11 Es gibt Funktionen f € C°°(R), fiir die die Taylor-Reihe (mit
Entwicklungsmitte z¢) nur an dem Punkt z¢ den “richtigen” Wert f(x) hat. Man

—1/22
f(ar)z{ ¢ ert
0, z=0

kann etwa fiir f: R — R mit

zeigen, dass f in C°(R) liegt und dass f*)(0) = 0 fiir alle v € Ny gilt ([U]). Also ist
hier 7;,(z) = 0 und damit ist auch die Taylor-Reihe (mit Entwicklungsmitte 0) = 0
auf R. Folglich stimmt f(z) nur an zp = 0 mit “seiner” Taylor-Reihe iiberein.

Wir werden spéter noch eine ganze Klasse von Funktionen kennenlernen, die durch
ihre Taylor-Reihe dargestellt werden kénnen. Wir begniigen uns zunéchst jedoch mit

zwel weiteren Beispielen.

Beispiel 14.12 1. (Logarithmusreihe) Wir betrachten die Funktion f: (—1,00) — R
mit
f(z) =In(1+2) (x> -1).
Es gilt
(-1 (v — 1)

W) () —
fe) (1+ax)

(v € N)

also insbesondere
f0)= (1) v-1)! (veNy).
Wir zeigen, daB fiir alle x € (—1,1) gilt
o0 (v) 0 -1 v—1
ln(l—l—x)zzif (O)x”zz( ) z’ .

vl v
v=0 v=1

(Denn: O. E. sei x # 0. Nach B. 14.4.2 existiert ein § = 0,(z) € (0,1) (némlich
0 =¢/x) mit

R, (z) = S 0) +:l!(9x) (x — 0z)"z = S (be) +711!(9$) (1—6) "t
(1 _ 9)n$n+1

= (- )nW.
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Also ist (da 1+ 6z > 0)

1-0)" 2 (1-0\"
< n+1 ( < .

Aus 0 < {=2 < 1 folgt |R,(x)| < 215

2. (binomische Reihe) Es sei f(z) = (1 +x)* (x > —1), wobei a € R fest ist. Hier gilt
fP@)=ala=1)(a—v+1)(1+2)*"  (veN)

also insbesondere

f@)(0) a(a—l)---(a—u—l—l):(a

vl vl v

> (vreN).

Wir zeigen: Fiir alle z € (—1,1) ist

(14 2)" = i <j>a}”

v=0

(Denn: O. E. sei x # 0. Nach B. 14.4.2 existiert ein § = 6,,(x) € (0,1) mit

f(”+1)(9:z)

R, (x) = T(l — 9)”37"“ =
- - (Oé - 1)(04 _nQ') e (Oé — n) (1 + ex)a—n—l(l _ Q)nxn—i-l

_ a—1 n+1 a—1 1-0\"
= a< . )ZL’ (1+6x) <1+9w

r@l < (7))

also

1—-6\"
i a—1
lax| (1 + 6x) (1+9x>

a—1

" )x" nach den

o0
mit einer von n unabhingigen Konstanten M. Da die Reihe ) (
n=0

Quotientenkriterium konvergiert ([U]), gilt

(" )0 o).

n

also auch Ry, (z) - 0 (n — o0).)
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15 Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Wir haben schon frither gesehen, dass wichtige elementare Funktionen wie die Expo-
nentialfunktion oder die Logarithmusfunktion iiber gewisse Grenzwerte definiert sind.
Ziel ist es nun, allgemeine Strukturaussagen iiber Funktionen zu machen, die sich
als Grenzwerte von sog. Funktionenfolgen oder Funktionenreihen ergeben. Dabei be-
trachten wir K™-wertige Funktionen. Die meisten Ergebnisse gelten jedoch analog fiir

Funktionen in metrische Raume.

Definition 15.1 1. Es sei X eine beliebige Menge, X # ().

1. Sind f, : X — K™ Funktionen, so nennt man die Folge (f,), eine Funktio-
nenfolge. Die Funktionenfolge (f,) heifit punktweise konvergent auf der Menge
M cC X, falls fiir alle z € M die Folge (f,(z)) in K™ konvergiert. Die Funktion
f: M — K™ mit f(z) := nh—>nolo fn(z) heiBit Grenzfunktion der Folge (fy) (auf

2. Sind a, : X — K Funktionen, so heiit die Funktionenfolge (s,) mit

sn(T) ::Za,,(x) (z € X,n € Ny)
v=0

o0 o0
eine Funktionenreihe. Wir schreiben wieder > a, oder ) a,(x). Die Funktio-
v=0 v=0
o0
nenreihe > a, heifit punktweise konvergent auf M C X falls (s, ) auf M punkt-
v=0
oo
weise konvergiert. Wir verwenden (wie bei Zahlenreihen) das Symbol ) a, bzw.
v=0
[e.@]
>~ ay,(x) dann auch wieder fiir die Grenzfunktion, d. h.
v=0
oo n
Zay(x) = nlLII;OZaV(x) (reM).
v=0 v=0
oo
Natiirlich definiert man entsprechend Funktionenreihen der Form ) a,(x) auch fiir
v=ug

allgemeine vy € Z.

Beispiel 15.2 1. Wir betrachten die Funktionen f, : R — R mit
fn(x) = 2" (reR, neN).

Dann gilt

fall -1,1
o) — 0 , falls ze€(-1,1)
1, falls =1
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d. h. (fn) konvergiert punktweise auf (—1, 1] und die Grenzfunktion f : (—1,1] — R

ist gegeben durch

o, ze(-11)
R

a,(x) = — (reR,veN).
Dann ist die Funktionenreihe

=1
2

v=1

auf M = (1,00) punktweise konvergent (vgl. B. 6.9, wobei die dortige Behauptung

auch fiir @ € R gilt). Wir definieren ¢ : (1,00) — R durch

(@)=Y (@>1).

v=1

Die Funktion ¢ hei8t (Riemann’sche) Zetafunktion.

3. Es sei a,(z) == 27': (z € C). Dann ist die Funktionenreihe

oo oo ZV
D =
v=0 v=0 '
o0
punktweise konvergent auf C (und es ist bekanntlich e* = ) z¥/v!).
v=0

Das erste Beispiel zeigt insbesondere, dass die Grenzfunktion unstetig (an z¢ = 1) ist,

obwohl alle Folgelieder f, stetige Funktionen (und sogar oo oft differenzierbar) auf

ganz R sind. Da wir an Aussagen der Form “f,, stetig (n € N) = f stetig” interessiert

sind, fithren wir einen “strengeren” Konvergenzbegriff ein, mit dessen Hilfe eine solche

Aussage moglich wird.

Definition 15.3 1. Es sei X # () eine beliebige Menge.

1. Sind f, : X — K™ Funktionen (n € N), so heifit die Funktionenfolge (f)
gleichmafsig konvergent auf der Menge M C X (gegen die Grenzfunktion f :

M — K™), falls zu jedem £ > 0 ein N, € N so existiert, das
|f(z) — fulz)| <€ fiir allen > N und allexz € M .
Wir schreiben dann

fn— f (n — o0) gleichmiflig auf M .
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o0
2. Eine Funktionenreihe » a,(x) heifit gleichmdfig konvergent auf M C X, falls

v=0
n

die Funktionenfolge (s,) mit s,(z) = Y. a,(z) gleichméBig auf M konvergiert.

v=0

Bemerkung 15.4 1. Gilt f, — f gleichméBig auf M, so gilt insbesondere f,(x) —
f(x) (n — o) fiir alle x € M, d. h. (f,,) konvergiert auf M auch punktweise gegen f
(“gleichméfige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz”).

Der Unterschied zur punktweisen Konvergenz liegt darin, dass das N. unabhéingig von
x gewahlt werden kann. Punktweise Konvergenz bedeutet: Fiir alle x € M und alle
€ > 0 existiert ein N., € Nmit |f(x) — fn(z)| < € fiir alle n > N¢ ;.

2. Oft erweist sich folgende Charakterisierung der gleichméfBigen Konvergenz als duflerst
niitzlich: Es ist
fn—f gleichméfBig auf M

genau dann, wenn
1f = falloo = SUp |f(z) = fa(@)| =0 (n— o0)

gilt (wobei wir formal sup(X) := oo fiir nach oben unbeschrinkte Mengen X C R
setzen).
(Denn: Gilt f,, — f gleichméBig auf M, so existiert zu jedem ¢ > 0 ein N. € N mit

[f(@) = fulz)l < (zeM,n=N).
Hieraus folgt
1f = falloo = Sjléplf(w) —fu(x)<e (n=Ne).

Da e > 0 beliebig war, ist (||f — fnl|loo) eine Nullfolge in R.
Es gelte umgekehrt
IIlf = falloo =0 (n — o00).

Ist € > 0 gegeben, so existiert ein N, € N mit
S}\l/[p|f(x)_fn($)|:||f_fn||oo<5 (nZNE)

Dann ist auch
|f(x) = fulx)|<e  (n>N;, xeM).

Also gilt f, — f gleichméBig auf M.)
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Beispiel 15.5 Wir betrachten noch einmal f,,(z) = 2" (n € N, x € R) (vgl. B. 15.2.1).
Ist M =[—1/2,1/2] und € > 0 gegeben, so gilt

[fu(@) = f(@)] = []" <1/2"  (neN, ze[-1/2,1/2]).
Ist N. € N so, dass 1/2" < e (n > N,), so ist also
[ful@) = f(z)] <e  (n=Ne, ze[-1/2,1/2]).
Damit gilt
" —0 gleichméBig auf [—1/2,1/2].

Andererseits ist fir M = [0,1)

sup |fn(z) — f(z)| =supz™ =1 (neN).

M [0,1)

Also ist (fy,) nicht gleichméfig konvergent auf [0, 1) nach B. 15.4.

In S. 6.15 hatten wir als wichtiges hinreichendes Kriterium fiir (absolute) Konver-
genz von Zahlenreihen das Weierstraf3’sche Majorantenkriterium kennen gelernt. Ein
entsprechendes Ergebnis gibt es fiir Funktionenreihen.

Satz 15.6 (Weierstrafi’sches Majorantenkriterium)
Es sei M # () eine beliebige Menge, und es seien a, : M — K (v € Ny). Ferner

o0
sei Y. b, eine konvergente Reihe mit b, > 0 (v € Ny). Euxistiert ein N € N so, dass

v=0

o0
lay (x)| < b, fir allev > N und x € M, so konvergiert > a, gleichmdfig auf M.

v=0

oo oo

Beweis. Nach S. 6.15 konvergiert Y a, punktweise auf M, d. h. > a,(x) konvergiert
v=0 v=0

fiir alle x € M.

Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein N. € N (0. E. N; > N) mit

0<) > by=) b,—> by<e (n=N.).
v=0 v=0

v=n+1
Also folgt
[e.e] n o0 o0
Za,,(q:) - Za,,(x) = Z ay(z)| < Z lay(z)|
v=0 v=0 v=n+1 v=n+1
o0
< Y b<e (n=N,zeM).
v=n+1

oo n

Damit ist Y a, = lim ) a, gleichméBig auf M. O

v=0 =00 =0
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Beispiel 15.7 Es sei a, = = (z > 1, v € N) (vgl. B. 15.2.2). Ist M = [« 00), wobei
o0 o0

a>1ist, soist Y ay(z) = > L gleichmiBig konvergent auf M.
v=1

v=1

(Denn: Fiir alle 2 € M und alle v € N ist

lay(z)] = — <

o0
und V% ist konvergent. Also ergibt sich die Behauptung aus S. 15.6.)

v=1

Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz liefert

Satz 15.8 (Cauchy-Kriterium fiir gleichmdffige Konvergenz)
Es sei X # () eine Menge und es seien f, : X — K™ Funktionen (n € N). Ist M C X,
so ist (fn) gleichmdfig konvergent auf M genau dann, wenn zu jedem ¢ > 0 ein N € N

so existiert, dass
|fr(x) — f(z)| <€ fiir allen, m > N, und allex € M

(sog. gleichmdfige Cauchy-Bedingung).

Beweis. 1. Es gelte f,, — f gleichméflig auf M. Ist € > 0 gegeben, so existiert ein
N; € N mit
€
@) =@l <5 (=N, weM).

Fiir alle n,m > N, und alle x € M folgt dann
e €
nl@) = Fn(@)] < Ufae) = F@)]+ 1£(@) ~ fm@) < 5 + 5 =¢.
Also ist die Cauchy-Bedingung erfiillt.

2. Es gelte die Cauchy-Bedingung. Dann ergibt sich insbesondere, dass fiir jedes feste
r € M die Folge (fn(z))n in (K™, d}|) eine Cauchy-Folge ist, Da (K™, d|.|) vollstéindig
ist (B. 8.24), ist (fn(z))n konvergent, d. h. es existiert ein y € K™ mit f,(z) — y (n —
o0). Wir definieren f : M — K™ durch f(z) := y(z € M) und zeigen: f, — f
gleichméBig auf M.
Dazu sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein N, € N mit
€

|fm(x)_fn(m)|<§ (n,mZNE, :L'GM)'

Hieraus folgt fiir festes n > N, und x € M

@) = fal@)] = lim_|fn(@) = ful@)] < 5 <.

Da e > 0 beliebig war, ergibt sich die Behauptung. O
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Bemerkung 15.9 Aus S. 15.8 ergibt sich leicht, dass der Raum B(M,K™) aller auf
M beschrankten K™-wertigen Funktionen mit der “Metrik der gleichméfigen Konver-

genz”

d(f,g) = Ilf — 9gllec = Sup |f(z) —g(x)|  (f,g € B(M,K™))

aus B. 8.12 vollstandig ist.
(Denn: Es sei (fy,) eine Cauchy-Folge in B(M,K™). Dann existiert zu jedem € > 0 ein
N; € N mit

1 = Fmlloc = sUp | fn(@) = fm(@)| <& (n,m = Ne) .

Also ist auch
|fu(®) = fm(z) < (n,m >N z€M).

Nach S. 15.8 existiert eine Funktion f : M — K" mit f,, — f gleichmafig auf M, d.
h. ||f — fulleo — 0 nach B. 15.4.2. Es bleibt noch zu zeigen, dass f € B(M,K™) d. h.
f beschriankt ist. Dazu wéahlen wir zu € = 1 ein N € N mit

sup | f(z) — fy(z)] < 1.
M
Dann gilt fiir alle z € M

/()]

IN

[f (@) = fn (@) + | f(2)]
L+ [[fnlloo

IN

d. h. f ist beschréinkt.)

Wir kommen nun zu dem bereits oben angedeuteten Ergebnis iiber die “Vererbung”
der Stetigkeit auf die Grenzfunktion.

Satz 15.10 Es seien (X,d) ein metrischer Raum und f, fp, : X — K™ Funktionen.
Dann gilt: Sind alle Funktionen f, stetig an der Stelle xo € X wund existiert eine
Umgebung U von xg mit f, — [ gleichmafig auf U, so ist auch f stetig an xg.

Beweis. Es sei ¢ > 0 gegeben. Auf Grund der gleichméBigen Konvergenz von (f,)
gegen f auf U existiert ein N = N, € N mit

@)~ fal@) <e/3 (=N, aeU).
Da fy stetig an xq ist, existiert ein 6. > 0 so, dass

|[fn(x) — fn(z0)| < e/3 fiir alle z mit d(z, xo) < 0
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O. E. kénnen wir 0. so wéhlen, dass Us,(zg) C U gilt. Fir alle z mit d(z,z0) < d¢
ergibt sich damit

[f(@) = fzo)| < [f(x) = fn(@)| + [fn(2) = [ (o)l + [N (20) — f(20)|
< €/3+¢/3+¢/3=¢.

Folglich ist f stetig an xg. O

Bemerkung und Definition 15.11 1. Natiirlich 148t sich die Aussage von S. 15.10
sofort auf Funktionenreihen iibertragen, indem man den Satz auf die Teilsummenfolge
(sn) anwendet.

2. Sind (X, d) ein metrischer Raum und (f,) eine Funktionenfolge auf X, so nennt
man (fy) lokal gleichmifig konvergent auf X, falls zu jedem xy € X eine Umgebung
von xq existiert, auf der (f,) gleichméBig konvergiert. Insbesondere ist jede auf X
gleichméfig konvergente Folge auch lokal gleichméfig konvergent.

S. 15.10 zeigt, dass die Grenzfunktion einer lokal gleichméfig konvergenten Folge ste-

tiger Funktionen ebenfalls stetig ist.

oo

Weiter heifit eine Funktionenreihe Y a, lokal gleichmdflig konvergent auf X, falls die
v=0

Teilsummenfolge (s,,) lokal gleichméBig konvergent auf X ist. Man sieht also: Sind die

o0
a, stetig auf X und ist die Konvergenz lokal gleichmiflig auf X, so ist auch Y a,

v=0
stetig auf X.

Beispiel 15.12 (vgl. B. 15.2.2 und B. 15.7)

Ist a > 1, so gilt
=1
((z) = Z T
v=1
gleichméBig auf [a, 00). Insbesondere konvergiert deshalb die Reihe lokal gleichmifig
auf (1,00). Da 1/v* fiir alle v € N stetig auf R ist, ist ¢ stetig auf (1, 00) nach B/D.
15.11.

Wir wenden uns nun der Frage zu, unter welchen Voraussetzungen an ein Funktionen-

folge oder -reihe man “lim” und Differenziation vertauschen kann, d. h. wann gilt

lin fo(o) = (Jim fo(0)) 7
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Beispiel 15.13 Wir betrachten f, : R — R mit

sin(nx)

fn(z) = 7 (reR,neN).
Dann gilt
1
sup |fo(z) — 0| < — — 0 n — 00) ,
sup () 0] < 7 (n— o)
also

fan—f=0 gleichméBig auf R .

Weiter erhalten wir

fr(x) = /ncos(nz) (neN, z €R)

n

also gilt etwa fiir x = m:
fu(m) = (=1)"Vn

d. h. (f] (7)), ist divergent. Insbesondere gilt nicht fiir alle z € R

lim f,(2) = (lim_f.)'(z) =0

n—oo

(obwohl die Grenzfunktion f = 0 tiberall differenzierbar ist).
Also: Aus f, — f gleichméBig auf M und f,, f differenzierbar auf M folgt i. a. nicht
L — fauf M.

Anders verhilt sich die Sache, wenn die Folge der Ableitungen gleichméflig konvergiert.

Satz 15.14 Es sei [a,b] C R und die Funktionen f, : [a,b] — R seien differenzierbar
auf [a,b]. Ferner ezistiere ein xo € [a,b] so, dass (fn(x0))n konvergiert und die Folge

(f1) sei gleichmifig konvergent auf |a,b]. Dann gilt
1. (fn) konvergiert gleichmdfig auf |a,b].

2. Ist f := lim f, auf [a,b], so ist f differenzierbar auf [a,b], und es gilt

fl@)= lm fi(z)  (z€a,b]).

n—oo

Beweis. 1. Es sei € > 0 gegeben. Nach Voraussetzung existiert ein N, € N so, dass

[Fal@o) = fnlwo)| < 2

und

11(8) = I < 55—
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fiir alle n,m > N und alle t € [a,b] gilt. (Man beachte: (f,(x0)), ist eine Cauchy-
Folge in R und (f},) ist nach S. 15.8 eine “gleichmiflige Cauchy-Folge” auf [a, b].)

Es sei © € [a, b] beliebig. Dann existiert nach dem Mittelwertsatz fiir alle n,m € N ein
£ =&uma € (a,b) mit

(fn = fn) (@) = (fa = fm)(x0) = (fp, — f1.) () (@ — z0) -
Also folgt fiir n,m > N,
[fn(@) = ()| < (fn = fim)(2) = (Fn = fin) (@0)| + | fn(20) — fm (o)
€ €
IR PR I <e.
Syt ml g e
Damit ist (f,) nach S. 15.8 gleichmé&Big konvergent auf [a,b]. Wir setzen f(x) :=
lim f,(x).
2. Es sei x1 € [a, b] beliebig. Wir zeigen: f ist differenzierbar an x; und es gilt
fi(wr) = lim_ £ (1) -
Dazu setzen wir fiir n € N und z € [a, b]

fn(®) = ful1)
gn(T) = r =
fh(z1) , falls ==

, falls x # x

Aufgrund der Differenzierbarkeit von f,, ist g, stetig auf [a, b].
Wir zeigen: (gy,) ist gleichméBig konvergent auf [a,b]: Fiir alle z € [a,b],z # x1, ist
nach dem Mittelwertsatz mit einem & = &, m

(fn - fm)(x) - (fn - fm)(xl)

r — X

(= F) @1 < 11fn = frnlloo

|gn($) - gm(x)| =

und fiir x = x; ist auch

lgn(21) = gm(z1)| = [fi(x1) = fr(@)| < 11fn = fralloo -

Also gilt
19n — gmlloo < Hfr/z - f?lnHoo .

Aus der gleichmiBigen Konvergenz von (f})) ergibt sich (mit S. 15.8) die gleichméifige
Konvergenz von (gy,).
Es sei
g(z) := lim g, () (neN, x € [a,b]) .
n=oo



15 FUNKTIONENFOLGEN UND FUNKTIONENREIHEN 146

Dann ist g nach S. 15.10 stetig auf [a, b].
Fiir x # x1 gilt
fn(x) - fn(xl) f(x) — f(xl)

g(x) = lim g,(z) = lim =
n—00 n—oo r — X r — I

und fiir x = 27 gilt auf Grund der Stetigkeit von ¢

g(x1) = lim g(x) = lim M
T—T1 T—T1 xr — X
Also existiert f/(z1) (und es ist f/'(z1) = g(x1)).
Aus der Konvergenz von (g,) gegen g ergibt sich schliellich noch
lim f;,(x1) = lim gn(z1) = g(z1) = f'(21) .

n—oo

Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 15.15 1. Aus S. 15.14 ergibt sich leicht ([U]): Es sei I C R ein beliebiges
Intervall, und es sei (f,,) eine Folge auf I differenzierbarer Funktionen so, dass (f)
auf I lokal gleichmiBig und (f,(x¢)) fiir ein xg konvergiert. Dann konvergiert (f,,)
ebenfalls lokal gleichméfig auf I und die Grenzfunktion f ist differenzierbar auf I mit

@)= lim fix)  (@eT).

2. Natiirlich lassen sich die Aussagen von S. 15.14 und aus 1. sofort auf Funktionenrei-
hen iibertragen, indem man die entsprechenden Ergebnisse auf die Teilsummenfolge
(sn) anwendet. Ist etwa I C R ein Intervall und sind a, : I — R differenzierbar auf I

o o0
und so, dass Y. a}, lokal gleichmiBig auf I und > a,(zg) fiir ein o konvergiert, so
v=0 v=0
o0
ist > a, lokal gleichmiflig konvergent und differenzierbar auf I mit
v=0

(Z al,(x)> = Zaly(a:) (xel).
v=0 v=0

d,(z) = <1>/——1“” (z>1, veN).

Ist a > 1, so gilt fiir #:= 2 und 2 > «a sowie v > vy(a)

Inv nv vz 1
< — < = — .
vr T opa Ty VB
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oo
Also konvergiert > al, nach S. 15.6 gleichmiiflig auf [«, 00) und damit insbesondere

v=0
oo
lokal gleichméfig auf (1,00). Da )" a, ebenfalls (lokal gleichmifig) auf (1,00) kon-
v=0
o0
vergiert, ist ((z) = > L differenzierbar auf (1,00) und es gilt
v=1

= (S) <5 (5) =S @

v=1 r=1 v=1

3. Ohne die Voraussetzung der Konvergenz von (fy, (o)), in mindestens einem Punkt
xo ist die Aussage von S. 15.14 i. a. falsch. So gilt etwa fiir f,(x) =n auf R

fr(x)=0—0 gleichméfig auf R

aber (fn(z)), ist offenbar divergent in allen Punkten x € R.

Wir beweisen zum Abschluss noch folgendes interessante Ergebnis
Satz 15.16 Es existiert eine auf R stetige Funktion, die nirgends differenzierbar ist.

Beweis. Wir definieren ¢ : R — R durch ¢(z) := |z| fir € [-1,1] und ansonsten
durch 2-periodische Fortsetzung. Dann gilt offenbar

() —p(s) <t —s|  (t,s€R).

Damit setzen wir

Aus " N
b n <=2
(5) o= (3)
ergibt sich die gleichméfBige Konvergenz der Reihe auf R (S. 15.6). Da die einzelnen

Reihenglieder stetig auf R sind, ist auch f stetig auf R nach S. 15.10.
Nun sei x € R fest. Fiir m € N setzen wir

wobei das Vorzeichen so gewéhlt ist, dass zwischen 4™z und 4™ (x + d,,,) keine ganze
Zahl liegt. Wir betrachten

o= B ) = )

(n/E‘No).
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Fiir n > m ist v = 0, da 4™,, eine gerade ganze Zahl ist. Fiir n < m ist |y,| < 4™ und

fiir n = m ist v, = 4. Damit gilt

> (1)

n=0

Om

m—1
>3m—§:03”:;(3m+1)—>oo (m — o) .
=

Also ist f nicht differenzierbar an x. O
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16 Potenzreihen

Wir untersuchen jetzt eine Klasse besonders wichtiger Funktionenreihen, sog. Potenz-
reihen. Hier sind die Teilsummen s, Polynome vom Grad < n, also von besonders
einfacher Struktur. Einige Beispiele kennen wir schon sehr gut:

n
Fiir sp(z) = > 2
v=0

= Z = lim s,(z2) (Iz2| < 1)

n—oo
n v
und fiir s,,(2) = > %y ist

v=0

o ZV

P e A
z;) = 7711220871(2) (z € K).
v=

Allgemeiner betrachten wir

Definition 16.1 Essei zgp € K und es sei (a,)52 eine Folge in K. Dann heifit die Funk-

[e.@] n

tionenreihe > a,(z — z0)" (also die Funktionenfolge (sy,) mit s,(z) = > a,(z —20)")
v=0 v=0

auf K eine Potenzreihe (mit der Entwicklungsmitte zo und der Koeffizientenfolge (ay)).

Man beachte, dass in der Definition keine Konvergenz der Potenzreihe gefordert wird.
Uber das Konvergenzverhalten von Potenzreihen gibt der folgende Satz Auskunft:

Satz 16.2 (Cauchy-Hadamard)

o0
Es sei Y a,(z — z0)" eine Potenzreihe und es sei

v=0
=, Ve
Dann gilt:
1. Ist a = 0 so konvergiert die Potenzreihe absolut fiir alle z € K.

2. Ist0 < a < 00, so konvergiert die Potenzreihe absolut fiir alle z € K mit |z—zp| <
1/a und divergiert fir alle z € K mit |z — zo| > 1/a.

3. Ist a = oo (d. h. ({/|ay|), ist unbeschrinkt), so divergiert die Potenzreihe fir
alle z € K\ {z0}.

Beweis. Es gilt fiir alle v € Ny

v (z = 20)"|""* = Jay| /¥ - |z = 20| ,
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also ist im Falle a < oo
Tim |ay(z — 20)" |V = a- |z — 2] -
V—00

Damit ergeben sich 1. und 2. sofort aus dem Wurzelkriterium (S. 6.17).

1/v

Ist a = oo, so ist fiir z # zg auch (|a, (2 — 20)?|"" = |a,|"/¥|z — 20|), unbeschrinkt und

folglich ist (a,(z — z0)"), insbesondere keine Nullfolge. Damit ergibt sich auch 3. O

o0
Definition 16.3 Ist ) a,(z — z0)" eine Potenzreihe, so heifit

v=0
-1
R:=a'= ( lim +/ |ay\) € R} U {00}
V—00
Konvergenzradius der Potenzreihe (wobei é := 0 und % := 0o gesetzt ist). Im Falle

R > 0 heifit weiterhin
Ur(z0) ={z € K: |z — 2| < R}

Konvergenzkreis (im Falle K = R meist Konvergenzintervall) der Potenzreihe (wobei
Uso(z0) ={z €K : |z — 2] < o0} =K ist).

o0
Beispiel 16.4 1. Fiir die Potenzreihe ) z” (also die geometrische Reihe) gilt zp = 0
v=0
und a, = 1 (v € Np), also ist R = 1. Nach S. 16.2 oder den fritheren Uberlegungen
o0

konvergiert > z¥ absolut im Konvergenzkreis Uy (0) = {z : |2| < 1} und divergiert fiir
v=0
alle z mit |z| > 1.

oo
2. Fiir die Potenzreihe ). Z ist zo = 0 und a, = & (v € Ny). Hier ist 1im |a,,|1/” =
v=0
lim —= =0, d. h. R = co. Bekanntlich (oder jetzt auch nach S. 16.2) konvergiert die
V—00
Potenzrelhe absolut fiir alle z € C.

oS 1) v —1 v—1
3. Fiir die Potenzreihe ) % gilt 20 = 0 und a, = ¢ 1)/ (v € N) (sowie

v=1

ap = 0). Hier ist

lim |a, 'Y = lim =1,

V—00 V—00 f

d. h. R = 1. Also konvergiert die Potenzreihe absolut in ihrem Konvergenzkreis Uy (0) =
{z : |2| < 1} und divergiert fiir alle |z| > 1. In B. 14.12.1 hatten wir gesehen, dass
Konvergenz fiir alle x € R mit || < 1 vorliegt (und dass

o0
n(l+ x) Z

v=1

1/11/
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gilt).

o0

4. Die Potenzreihe ) v!z” hat den Konvergenzradius R = 0. Also ist die Reihe nach
v=0

S. 16.2.3 fiir alle z # 0 divergent.

[e.°]
Wir betrachten noch einmal die geometrische Reihe ) z¥. Es gilt
v=0

sup |sp(z) — sn—1(2)| > sup sp(x) —sp—1(x) = sup z" = lim 2" =1.
|z]<1 0<z<1 0<z<1 rz—1—

Also kann nach B. 15.4.2 und dem Cauchy-Kriterium die Konvergenz nicht gleichméfig
auf dem Konvergenzkreis U;(0) = {2 : |z| < 1} sein.

Es gilt jedoch

[e.@]
Satz 16.5 Es sei Y. a,(z—2z)” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann
v=0

o
konvergiert > a,(z — z0)" lokal gleichmdfig auf dem Konvergenzkreis Ur(zo).
v=0

Beweis. Es sei K C Ug(z9) kompakt. Dann existiert nach S. 11.12 ein 2z; € K mit

o0
|21 — 20| = max|z — z9| =: 7. Also ist » < R und nach S. 16.2 ist > |a,|r" =
z€EK v=0

> Jay(z1 — 20)”| konvergent. Weiter gilt fiir alle z € K und alle v € Ny

v=0

|aw (2 = 20)"| < law|r” .

Also folgt aus S. 15.6 die gleichméflige Konvergenz der Potenzreihe auf K. Da je-

der Punkt z € Ug(zp) eine kompakte Umgebung in Ugr(zp) besitzt (etwa Us(z) mit
0 <d < R—|z— z), ergibt sich damit die Behauptung. O

Nach B./D. 15.11 stellt jede Potenzreihe eine in ihrem Konvergenzkreis stetige Funk-
tion dar. Viel weitergehend erhélt man unter der Ausnutzung von B. 15.15:

o0
Satz 16.6 Es sei Y, ay(x—x¢)” eine Potenzreihe in R mit Konvergenzradius R > 0.

v=0
Ist I := (xg — R,z0 + R) und ist A(z) :== Y ay(xz —x0)" firx €I, soist A€ C®(I)
v=0
und es gilt
AW ()
@y = ——— (v € Np)
d. h. die Potenzreihe . a,(x — x9)" = >, %(w — x0)¥ ist die Taylor-Reihe von
v=0 v=0

A.
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n [e.e]
Beweis. Ist s,(x) = > a,(x — z9)” die n-te Teilsumme von > a,(x — x¢)”, so gilt
v=0 v=0
n n—1
s (x) = Zl/ay(a} —xo) = Z(V + Day41(z — x0)” (r eR).
v=1 v=0
Weiter ist
lim |va,|'” = lim v"/* - Tim |a,|"" = Tim |a,|"* = 1/R .
V00 V—00 V—00 V—00
o
Also hat auch die Potenzreihe ) va,(z — z9)” den Konvergenzradius R und damit
v=0

[e.e]
auch die Potenzreihe (v + 1)a,41(x — z¢)” (warum?).

v=0
Nach S. 16.5 konvergiert die Folge der Teilsummen, also (s),), lokal gleichméfig auf I
und nach B. 15.15.2 ist folglich A differenzierbar auf I mit

A(z) = lim s)(2) = > (v + Dayga(z — z0)” .
v=0

Durch Anwendung der gleichen Argumentation auf A’(x) sieht man: A” existiert auf

I und es gilt

e}

A(2) =Y (v + D+ Daea(e — x0)"

v=0
auf I. Induktiv erhilt man: Fiir alle k& € Ny existiert A®) auf I und es ist

o0

AP (@) = S (W4 D +2) - (v + Kayiu(e — 20)”

v=0

auf I. Also ist A € C*°(I) und fiir x = x¢ erhélt man

AR (z0) = Kla, (ke Np) .

Bemerkung 16.7 S. 16.6 besagt insbesondere, dass Funktionen die durch Potenz-
reihen dargestellt werden, besonders “glatt”, d. h. unendlich oft differenzierbar sind.
Umgekehrt kénnen C°°-Funktionen nicht stets durch Potenzreihen dargestellt werden,

{ e~ 1/ , x#0

wie etwa die Funktion

fz) = 0 . z=0

aus B. 14.11 zeigt.
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Am Rande ihres Konvergenzkreises konnen Potenzreihen ein sehr kompliziertes Ver-
halten zeigen. Wir geben zum Abschluss ein Ergebnis an, dass die Stetigkeit in einem
Randpunkt sichert. Dabei nehmen wir der Einfachheit halber an, dass zp = 0 und
R =1 ist. Der allgemeine Fall (zp € K und 0 < R < oo) kann hierauf leicht zuriick-
gefithrt werden.

o0 &)
Bevor wir den Satz formulieren bemerken wir: Ist > a, = > a, 1" konvergent, so gilt
v=0 v=0
o0
nach S. 16.2 fiir den Konvergenzradius R der Potenzreihe Y a,z” jedenfalls R > 1.
v=0

Satz 16.8 (Abelscher Grenzwertsatz)
[e.e]

Die Reihe Y a, in K sei konvergent. Ist
v=0

[e.e]
A(z) = Zayx” (-l<z<1),
v=0
so gilt
rz—1~

lim A(x) = Za,, ,
v=0

d. h. durch A(1) := > a, ldsst sich A stetig auf (—1,1] fortsetzen.
v=0

Beweis. Es sei
[o@) n
s::E a, , sn::E a, (n € Np) .
v=0 v=0

Da (nach S. 16.2) fiir |z| < 1 die Potenzreihen

oo 1 oo
Az) = Z a,x” und T2 = Zx”
v=0 v=0

beide absolut konvergieren, gilt nach S. 6.26

Aw) 1 = (iwy> (i:(:)a:)

v=0

oo v o0
J— v _ v
= E X E au = E Sy,
v=0 NZO =0

d. h.

o

Alz) = (1 —x) Zs,,m” .

v=0
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Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N, € N mit |s,, —s| < ¢/2 fiir allen > N.
o0
Wegen 1 = (1 —xz) > z¥ erhalten wir fiir 0 < x < 1

v=0

[A(@) = s| = |(L—2)) (sv —)a"| <

v=0
N-1 o]
< (1—-=x sy —slx¥ +=-(1—=x z¥
10 3 fo—sle” + 50 -0 3
N-1
< (1—=x) |sy, — slx¥ +¢/2
v=0

Weiter existiert ein 6 = d(N:) > 0 so, dass

N-1

(1—z) ) sy — sla” < /2
v=0
fiir alle z mit 1 — 6 < 2 < 1. Also gilt
|A(z) —s| < e fiir l-d<x<l.
O

Der Abelsche Grenzwertsatz hat verschiedene interessante Anwendungen. U. a. ist er
dazu geeignet, Summen gewisser konvergenter Reihen zu berechnen.

Beispiel 16.9 1. Nach B. 14.12.1 gilt

v—1,.v

In(1+x):§:(_l)yx (~l<z<1).
v=1

00 v

AuBlerdem konvergiert die Reihe % nach dem Leibnizkriterium . Also erhalten
v=1

wir mit dem Abelschen Grenzwertsatz

oo o0
(_1)u—1 ) (_1)1/—11,1/ ]
Zi = lim 27 = lim In(1+2z) =In(2) .
1 1% r—1— =0 1% z—1—
o0
2. Wir betrachten die Potenzreihe > (—1)¥ giu_:ll mit Konvergenzradius 1. Ist
v=0
0 p2v+l
Az) = E(—l)”2y 1 (-l<z<1),
v=0
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fir —1 <2 < 1. Aus (arctanz)’ = folgt

1+:1:2
A'(z) — (arctanz) =0 auf (—1,1),
also ist nach S. 13.19 mit einer Konstanten ¢ € R

A(z) = arctan(z) + ¢ (-l,<z,<1).
Mit A(0) = 0 = arctan 0 ergibt sich ¢ = 0, d. h.

o0 p2v+l
t =A(z) = —1)” -1 <1).
arctan z (x) ;}( ) 1 (-l<z<])

S v
Da die Reihe ) % nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert, ergibt sich aus dem
v=0

Abelschen Grenzwertsatz

pu— 1‘ t pu— t 1 = — .
50 ] = L are an(z) = arctan(1) 1

Eine weitere Anwendung ergibt sich im Zusammenhang mit Cauchy-Produkten.

o0 oo
Satz 16.10 Sind Z a, und E b, (nicht notwendig absolut) konvergente Reihen mit

der Eigenschaft, das das Cauchy-Produkt Z Cn = Z Z aybn_, ebenfalls konvergiert,
=0 n=0v=0

so gilt
[e.9] o0 o0
> (o) ()
n=0 v=0 v=0
o0 o0 o0
Beweis. Die Potenzreihen ) a,z” > b,a” und ) ¢,2™ haben alle Konvergenzradius
v=0 v=0 n=0

> 1. Nach S. 16.2 konvergieren die Reihen absolut fiir jedes x mit |z| < 1. Also gilt
nach S. 6.26

v=0 v=0 n=0r=0
oo n o0
= E z" E aybp—, = g cnx”
n=0 v=0 n=0

Nach dem Abelschen Grenzwertsatz ist

(i}a) <§%b) = (;ff{l ZW ) (JH?ZM >

= lim E cpa” E Cn -
n=0

r—1—
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17 Integralrechnung von Funktionen einer reellen Verdnder-

lichen

Die Integralrechnung entstand urspriinglich aus der Frage nach Berechnung von Fléichen-
inhalten. Ahnlich wie bei der Differenzialrechnung werden wir Integrale iiber einen
gewissen Grenzprozess definieren. Dazu betrachten wir zunéchst besonders einfache
Funktionen, fiir die wir die “Fliche unter den Graphen” sehr leicht definieren kénnen.

Definition 17.1 Es sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall.
1. Sinda=2¢p < x1 <22 <...<2xp =>b, so heifit
Z =A{x0,x1,...,Tpn}
eine Zerlegung von [a, b].
2. Eine Funktion ¢ : [a,b] — K heifit Treppenfunktion, wenn eine Zerlegung Z =
{z0,...,xn} von [a,b] und ci,..., ¢, € K existieren mit
o(z) =¢j (x € (xj-1,2j),j=1,...,n). (17.1)

(Die Funktionswerte an den Stellen z; spielen keine Rolle). Eine Zerlegung Z so,
dass Konstanten c; wie in (17.1) existieren, heifit zuldssig fiir .

Definition 17.2 Ist ¢ : [a,b] — K eine Treppenfunktion wie in D. 17.1.2, so setzen

wir
b

b n
/cp = /cp(:v) dx = ch(:vj —xj_1) . (17.2)
a J=1

a

Die Zahl f; o(x)dz heiBt Integral von ¢ (auf [a, b]).

! Wichtig bei dieser Definition: Fiir eine Treppenfunktion ¢ gibt es verschiedene

n
zuléissige Zerlegungen. Damit f; ¢ wohldefiniert ist, muss die Summe ) ¢j(z; —;_1)

von der Zerlegung unabhéngig sein. Man iiberlegt sich leicht, dass dges der Fall ist

([0]). Ist etwa
@-{ 0 0<es1
AT 1/2<z<1

so ist Z ={0,1/2,1} eine zuléssige Zerlegung mit ¢; =0, co = 1, und es gilt

1
/<p=o-1/2+1~1/2:1/2.
0
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Eine weitere zulissige Zerlegung ist {0,1/2,3/4,1} mit ¢; =0, co = ¢3 = 1 . Hierfiir
gilt auch

1
1 1 11
—0-—41--4+1-==-.
/*" O-gtl-g+tb 173
0

Satz 17.3 Sind ¢, : [a,b] — K Treppenfunktionen, und sind «, 5 € K, so gilt

b b

1-/m¢+&m=a/w+ﬁjw

a a

2. Ist K=R und ¢ < (d. h. p(x) < (x) fir alle x € [a,b]), so ist

b b
/¢§/¢-

3. |pl| ist eine Treppenfunkton und es gilt

b

L </b|so<<b—a>||go||.

a

(Dabei ist [[¢]] := [|¢]lso,a) = ll¢lloo = sup {[p(2)] : z € [a,b]}.)

Beweis. 1. Es seien Z; bzw. Z, zuléssige Zerlegungen fiir ¢ bzw. . Dann ist Z; U Zs
sowohl fiir ¢ als auch fiir ¢ zuléssig. Ist Z1UZs = {xq,...,2,} und sind ¢q,...,¢, € K
bzw. dy,...,d, € K wie in (17.1) fiir ¢ bzw. 1, so gilt

b

/aw+mb=

a

lacj(xj — zj-1) + Bdj(z; — xj-1)] =

M=

1

= Z Tj—Tj-1 +ﬁzd Tj —Tj— 1

- jw+ﬂ/¢

Die Aussagen 2. und 3. ergeben sich dhnlich aus einfachen Eigenschaften von Summen.
O

<.
Il

Wir werden nun allgemeinere Funktionen betrachten, die sich in geeigneter Weise
durch Treppenfunktionen annéhern lassen. Fiir diese Funktionen kénnen wir dann das
Integral (als “Fléche unter dem Graphen”) iiber die Integrale dieser Treppenfunktionen

definieren.
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Definition 17.4 Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, und es sei f : [a,b] — K.
Dann heifit f Regelfunktion, falls eine Folge (¢,) von Treppenfunktionen existiert mit
on — f gleichméBig auf [a, b]. Weiter setzen wir

Rla,b] :={f : [a,b] — K : f Regelfunktion} .

Bemerkung 17.5 1. Es gilt: f ist genau dann eine Regelfunktion, wenn zu jedem

€ > 0 eine Treppenfunktion ¢ existiert mit

”Qo_fHoo<€-

(vgl. B. 15.4.2). Insbesondere ist jedes f € R]a,b] beschriankt auf [a, b].

2. Aus D. 17.4 ergibt sich leicht: Sind f, g Regelfunktionen und sind «, 8§ € K, so sind
auch af 4 (g sowie f-g Regelfunktionen (d. h. R]a, b] ist eine sog. Funktionenalgebra).
(Denn: Sind (¢,) und (¢,) Folgen von Treppenfunktionen mit ¢, — f, ¥, — ¢
gleichméBig auf [a, b, so gilt

|’af+/89_ (agon‘i‘ﬁwn)” < ’a‘ : Hf_SOnH + |/8’ ' Hg_wnH — 0 (n_> OO) :

Da aus ||¢, — g|| — 0 die Beschrénktheit von (||1,||)n folgt, gilt weiter

19 = entpnll < |l - 1[f = @ull + IF1] - [lg = ¢nl| = 0 (0 — 00).)

Von besonderer Wichtigkeit ist folgende Charakterisierung der Regelfunktionen.

Satz 17.6 Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, und es sei f : [a,b] — K. Dann

sind dquivalent
a) f ist eine Regelfunktion.
b) Fiir jedes xo € (a,b) existieren die rechts- und die linksseitigen Grenzwerte f(x{)

und f(xqy ) und es existieren f(a™) sowie f(b7).

Beweis. a) = b): Es sei 29 € [a,b). Wir zeigen: f(z{) existiert. Dazu sei ¢ > 0

gegeben. Dann existiert eine Treppenfunktion ¢ mit

1f = ¢lloo < /2.

Es existiert ein ¢ = t. > x¢, so dass ¢ konstant auf (zo,t) ist.
Fiir beliebige z,y € (xo,t) gilt dann

[f (@) = F)l < [f(2) = @)+ le(y) = fFly) <e.
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Ist (z,,) eine Folge in (z9,b) mit x,, — x¢, so existiert ein N, € N mit z,, € (xg,t) fir
alle n > N, also

[f(zn) = flam)l <& (n,m > N).
Damit ist (f(x,)) eine Cauchy-Folge, also konvergent in K. Es sei g := lim f(x,).
Ist (Z,,) eine weitere Folge in (z¢, b) mit Z,, — zo, so existiert genauso § :nzﬂoloim f(@n).
Es ist noch zu zeigen: g = §. Ist ¢ > 0 so ist wie oben Z,, € (zo,t) fiir gjgzonﬁgend
grof3. Also folgt

lg =39l < lg = f(@n)l + [f (@n) = F(@n)] + |f(Zn) — 9| < 3¢

fiir n geniigend grofl. Da e > 0 dabei beliebig war, ist g = g. Deshalbist g = lim f(x).

T—Tq

Entsprechend zeigt man die Existenz von f(x) fiir alle zg € [a, b].

b) = a): Angenommen, es existiert ein € > 0, so dass fiir alle Treppenfunktionen ¢

gﬂt Hf - SDHOO > €.
Wir definieren induktiv eine Intervallschachtellung ([ay, b,]) mit der Eigenschaft

(%) I1f = @lloo,[an,bu] > € fiir alle Treppenfunktionen ¢ .

Dazu setzen wir [ag, by| := [a, b] und definieren die weiteren Intervalle durch sukzessive
Intervall-Halbierung. Ist [ay,, b,] bereits konstruiert und ist M der Mittelpunkt von
[an, by], SO ist

|| f — <p\|oo,[amM] > ¢ fiir alle @ oder [lf — cpHOO’[M,bn} > ¢ fiir alle ¢ .

(Denn: Angenommen, es existieren Treppenfunktionen ¢1 und w2 mit || f—p1|[oo fa,, 1] <
e und ||f — ¥2|oo,(a1,p,] < €. Dann ist durch

() ::{ e1(z) , x € [ap, M]
wa(z) , x € (M,by]

eine Treppenfunktion auf [an, b,] definiert mit ||f — ¢l|oc (4, ,5,] < €-)
Also kénnen wir als [an4+1,bn+1] eines der beiden Intervalle wihlen.
Im Beweis zu S. 8.5 hatten wir gesehen, dass ein z¢ € [a,b] existiert mit {zo} =

N [an, bn] (Intervallschachtelungsprinzip).
neN

Wir betrachen den Fall zy € (a,b). Dann existiert ein § = . > 0, so dass

[f(@) = flag)l <e (2 € (20,20 +0])
[f(@) = fzg)l <e  (z € [zo—d,20))
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Weiter existiert ein N € N mit [an, by] C [xo — d,z0 + J]. Die Treppenfunktion ¢ auf
[an, by] mit
flxg) 5 w€lan, o)
p(@) =9 fl@o) , z=ua0
f(z§) , z € (x0,bN]
erfiillt dann
I1f = @lloc,janbn] < €
im Widerspruch zu (x).

Ist zg = a oder zg = b argumentiert man analog. O

Satz 17.7 Es sei[a,b] CR und f : [a,b] — K.
1. Ist f stetig auf [a,b], so ist f eine Regelfunktion (d. h. Cla,b] C Rla,b]).

2. Ist f monoton auf [a,b], so ist f eine Regelfunktion.

Beweis.

1. Ergibt sich sofort aus S. 17.6

2. Nach S. 12.15 existieren alle rechts- und linksseitigen Grenzwerte. Also ist f € RJa, b]
nach S. 17.6. O

Definition 17.8 Es sei f : [a,b] — K eine Regelfunktion, und es sei (p,) eine Folge
von Treppenfunktionen mit ¢, — f gleichméBig auf [a, b]. Wir setzen

b

/bf::/bf(x)dx = lim [ gn(z)de . (17.3)

n—oo
a

Dann heisst f; f das Integral von f auf [a,b].
Il Damit (17.3) eine sinnvolle Definition ist, miissen zwei Dinge sichergestellt werden:

1. Der Grenzwert muss existieren.
2. Er héngt nicht von der Wahl der approximierenden Fuktionen () ab.

Beides ist erfiillt:
Zu 1.: Es gilt fiir m,n € N nach S. 17.3.3

b b
/son—/gom < (b a)llgn — omll
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Da () eine gleichméflige Cauchy-Folge auf [a, 0] ist, ist auch ( ff ¢p) eine Cauchy-
Folge in K, also konvergent.

Zu 2.: Ist (1)) eine weitere Folge von Treppenfunktionen mit v, — f gleichméBig auf
[a, b], so gilt

b

b
/gon - /wn < (b= a)llgn — Yall < 6 —a)lllgn — FIl+[I1f — tnll] = 0.

a

also auch
b b

lim [ ¢, = lim [ ¥, .
n—oo n—oo
a a

Wir stellen einige Rechenregeln fiir das Integral zusammen

Satz 17.9 Es seien f,g € Rla,b] und o, f € K. Dann gilt

1. /b(af+ﬁg)=a/bf+ﬁ/bg

2. Ist K=R und f < g auf [a,b], so ist

b b
/fé/g-

3. |f] ist eine Regelfunktion und

/bf S/blfl < (b= a)llf]|

4. Ist c € (a,b), so gilt . .
rejrefs

Beweis. Es seien (p,) und (¢,,) Folgen von Treppenfunktionen mit ¢, — f, ¥, — ¢
gleichméBig auf [a, b].

1. Dann gilt agp,, + S, — af + Bg gleichméBig auf [a, b] und deshalb

a

/afwg:nlggo/b(wnwwn)=a/f+ﬁ/g.

b
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2. Hier sind ¢, und 1, reellwertig. Wir setzen

On = on—If —enll
Ter = 1/1n+|’9—”¢n\|

Dann sind ¢,,, %, Treppenfunktionen mit ¢, < f < g < sowie
If —¢nll=0 und |lg—vy|[—0.

Also folgt mit S. 17.3.2

b b

b b
/f:hm v, < lim w::/g.
n—oo n—oo
a a

a a

3. Aus ||f(z)] — |en(@)]] < |f(x) — @n(x)| folgt, dass auch |f| eine Regelfunktion ist.
Es sei v € C mit |u| = 1 und so, dass u - fabf > 0 gilt (ist fabf =re'¥, soist u = e~
geeignet). Mit 2. ergibt sich dann

/f(:r)dx = u~/f(3:)d:v:Re/uf(a:)d:r—l—ilm/buf(:c)dx:

b b

b
— [ Retus@)ds < [luf(@)de = [17@)] < 6= alsl].

a

Beispiel 17.10 Wir betrachen f(z) = x auf [0, 1]. Dann ist durch

=1 rel[l= Iy i=1....n
(pn(x):: n ) [n7n)7] ) )
1, z=1

eine Folge von Treppenfunktionen auf [0, 1] gegeben mit ¢, — f gleichméBig auf [0, 1].

Es gilt
1

n .
B j—11 n(n-1)
/(Pn_jz::l non 22

0

(n —o0),

N | =

also ist

1
/f(x)dx =1/2.
0
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Bemerkung 17.11 Wir setzen noch fiir a < b und f € R|a, b]

/af:zo und /af::—/bf
a b o

Wir wollen nun verschiedene Techniken zur Berechnung von Integralen herleiten. Wich-
tig ist dabei der Begriff der Stammfunktion.

Definition 17.12 Es sei I C R ein Intervall, und es sei f : I — K. Eine Funktion
F : I — K heifit Stammfunktion von f, falls F' = f gilt.

Damit gilt folgender zentrale Satz der Analysis.

Satz 17.13 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung)
Es sei [a,b] C R und f € Rla,b].

1. Die Funktion F : [a,b] — K mit
F(z) := /f(t)dt (z € [a,b])

ist stetig auf [a,b].
2. Ist f stetig an der Stelle xo € [a,b], so ist F' differenzierbar an xo mit

F'(wo) = f(xo) -
Insbesondere gilt also: Ist f stetig auf |a,b], so ist F' eine Stammfunktion von f.

3. Ist @ eine beliebige Stammfunktion und ist f stetig auf [a,b], so gilt

b
[r=20)-2@ (=@, (17.4)

Beweis. 1. Nach B. 17.5 ist f beschrénkt, d. h. ||f|| < co. Nach S. 17.9.3 und 4. gilt
fir x,y € [a,b] mit z <y

[F(y) — F(z)] = /yf/xf /yf <|[Ifllty — =) -

Insbesondere ist F' stetig auf [a, b].
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2. Es sei f stetig an z¢ und (z,) eine Folge in [a,b] mit x,, — xo, 2, # o. Ist € > 0
gegeben, so existiert ein § > 0 mit |f(z) — f(zo)| < € fur alle x € [a, b] mit |z —zo| < J.
Fiir alle n mit |z, — zo| < & gilt dann (beachte: f(zg) = —L f:jo f(zo)dt)

T—x0

Tn

_ %iggo/(f(t)—f(a;g))dt gmaza

F(xn) — F(xo)

Tn — To

— f(=o)

Da e > 0 beliebig war, gilt F'(zq) = f(x0).

3. Es sei @ eine Stammfunktion zu f. Dann gilt
(z) = f(z) = F(z) (z€la]).

Also ist (® — F)'(x) = 0 und damit (® — F')(x) = ¢ fiir eine Konstante ¢ € K (S. 13.17

und [U] fiir K = C). Also gilt

a

Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung (kurz HDI) zeigt, dass Inte-
grale — unter geeigneten Voraussetzungen — durch Bestimmung einer Stammfunktion
berechnet werden kénnen!

Man beachte dabei: Sind F; und F» Stammfunktionen zu f, so exstiert ein ¢ € K mit
Fi(z) = Fy(x) + c fiir alle © € [a,b], d. h. zwei Stammfunktionen unterscheiden sich

lediglich durch eine additive Konstante.

/f(a?)da;

(unbestimmtes Integral) fiir eine Stammfunktion (oder auch die Gesamtheit aller Stamm-

Wir schreiben auch

funktionen) von f.

Beispiel 17.14 1. Es sei f() = 1 (z > 0). Dann gilt

(nz) = é —f@)  (z>0).

Also ist 1
lnm:/xd:z: (x >0).

Nach dem HDI gilt fiir 0 < a < b < oo:

/bf—/bidx—lnﬂg—ln(b)—ln(a) (— In <2>> :
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2. Es sei f(z) =z (x > 0), wobei o € R, v # —1 fest ist. Dann gilt

a+1

(1:W“)_x“—ﬂ@ (&> 0),

also ist

1
/madx: a+1xa+1 (x >0)

und folglich fiir 0 < a < b < 00

b
/J:a dr = an—i-l’b — L (ba—H . aa—H) )
a+1 ¢ a+1

a

Im Falle o > 0 gilt dies auch fiir a = 0.

Durch Ubertragung der Produkt- und der Kettenregel ergeben sich wichtige Techniken
zur moglichen Berechnung von Integralen. Wir bemerken zunéchst:
Sind f, g differenzierbar auf dem Intervall I, so gilt mit der Produktregel

(f9)(x) = (f'9)(x) + (fg)x) (xel),

also ist
fg=/(fg)’=/f’g+/fg’ auf I. (17.5)

Als Konsequenz erhalten wir

Satz 17.15 (partielle Integration)
Sind f und g : [a,b] — K stetig differenzierbar (d. h. f' und g' sind stetig auf [a,b]),

so gilt
b b
[td=sdi [ 19,
Beweis. Es gilt mit (17.5) und nach S. 17.13

b b
/fg’+/f’g=fg|3-
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Beispiel 17.16 1. Fiir o £ —1 gilt

1 1
ff z® Inzdr = T_H:UO‘H Inz|® — oz—i—l/xa dx =
T
g f )

= — ("' Inb—a*TIna — Lbo”r1 + Laaﬂ
a+1 a+1 a+1

oder auch kurz mit unbestimmter Integration

1 1
/walnaﬁdw = +1xa+1lnx—ﬁ % dx =
a a

gt 1
- Inz— ——
a+1 ( a+1>
2. Es gilt auf (—1,1)

JVizita = [1Vimdd—a/ima - /

\/1—1’2

1—2?
+ -
/\/1—x2 \/1—932
= 2z 1—x2+arcsinx—/\/1—x2d:1:,

= zv1— 22

also

1
/\/1—332 d$:§(m 1 — 22 4 arcsin )

Mit Hilfe der Kettenregel sieht man: Ist F' eine Stammfunktion zu f auf einem Intervall
J und ist t : I — J differenzierbar, so gilt

(Fot) =(Fot)t' = (fot)t

/f(t(f))t'(ﬂﬁ)dx:f’(t(w)) = /f(t)dtt—t(z) (17.6)

Fiir bestimmte Integration erhalten wir entsprechend

also

Satz 17.17 (Substitutionsregel)
Es sei f: [a, f] — K stetig. Weiter seit : [a,b] — R stetig differenzierbar mit [a, 5] D

W (t). Dann gilt
b t(b)

[ feant@ de= [ s

a t(a)
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Beweis. Es sei F' eine Stammfunktion zu f (existiert nach S. 17.13; etwa F(t) =
foi f(s)ds). Da (f ot)t’ stetig auf [a,b] ist, gilt nach (17.6) und S. 17.13 (man beachte:
(17.4) gilt auch, falls a > b ist)

t(b) b
/ F() dt = F((b)) — F(t(a)) = / F(t @)t () da
t(a) a

Beispiel 17.18 1. Es gilt auf (—1,1)

21’ t:z2 dt
——dr = e = -2V1 —ty_p2 =21 —22.
/ 1 — 2 /1 — t\t:gﬂ [t=x2

Weiter erhélt man fir —1 < a < b < 1 mit ¢(z) = 22

b2

b

2x dt 2

= dr= [ —— =21t = 1—a2—+/1—b2
[ | =i =2 (Vi —viow)

2. Es gilt auf I = (0, 7)

/ silxgg E / ZSin(m/;)xcos(x/Q) =

_ /cos(x/Q) 1 i
sin(x/2) 2 cos?(z/2)

1 1
- /tan(m/Q) 2 cos?(x/2) de

t(xz)=tan(z/2) dt
/ t |t=tan(z/2) n( an(x/ ))

Bemerkung 17.19 1. Ist f € R]a,b], so besitzt f i. a. noch keine Stammfunktion!
Ist etwa f(z) = sign(x) auf [—1, 1], so ist f € R]a, b, aber f besitzt keine Stammfunk-
tion auf [—1,1]

(Denn angenommen, f hétte eine Stammfunktion F. Dann miissste (bis auf eine addi-
tive Konstante) F'(z) = |z| fiir alle x # 0 gelten und damit wére F nicht differenzierbar
an x = 0.)

2. Hat f eine Stammfunktion auf [a, ], so gilt i. a. noch nicht f € R|a,b] !

Ist etwa

f() =

cos(l/z) +2zsin(1l/z), = >0
0, =0
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So ist
x? sin(1 z), >0
F(x):= (1/2)
0, z=0

eine Stammfunktion von f auf [0,00), aber f ist keine Regelfunktion auf [0,1] (denn
f(0T) existiert nicht).

Zum Abschluss befassen wir uns noch kurz mit der Vertauschung von “lim” und Inte-

gration fiir Funktionenfolgen und Funktionenreihen.

Satz 17.20 Es sei [a,b] C R.

1. Sind f, € Rla,b] (n € N) und konvergiert die Folge (fy) gleichmdfig auf [a, b]
gegen die Grenzfunktion f, so ist f € R[a,b] und es gilt

/b f(@)dz = lim /b fulz) dz.

2. Sind g, € R[a,b] und konvergiert die Reihe > g,(x) gleichmdfig auf [a,b], so

gilt v
b 0 0o 0
/{Zgy(:ﬂ)} dx:Z/gV(:c)da:.
v=0 v=0

a a

Beweis. 1. Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N, € N mit

€
I~ fulle <l 2N).
Ferner existiert eine Treppenfunktion ¢ mit

9
Iy = lloo < 5

Also folgt
1f = lloe < 1f = fNlloo + 11fx = @lloo <.

Damit ist f € Rla,b]. Aulerdem ergibt sich aus S. 17.9.3

b b
/f—/fn <O-a)lf — fullo =0 (n—o0).

2. Die 2. Behauptung ergibt sich unmittelbar aus 1. durch Anwendung auf die Teil-

summenfolge. O
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Beispiel 17.21 Wir betrachten die Funktion F': (0,00) — R

xT

F(z):= /e_t2 dt (x>0).

0

(Die Funktion e~ besitzt keine “clementare” Stammfunktion.)
Es gilt fiir festes x > 0

—t2 _ - (_1)Vt2V : e
e = Z — gleichméBig auf [0, z] .

v=0

Also gilt nach S. 17.20.2

T

F(z) = /( Vt2U> dt:isll)u/ﬂ”dt:
0 v=0 ’

v=0 0
_1)1/ 21/+1

|
[

|
= v 21/ +1°

Damit haben wir eine Potenzreihenentwicklung fiir die Funktion F' gefunden.
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18 Uneigentliche Integrale

Wir haben bisher nur Integrale auf kompakten Intervallen betrachtet. Wir wollen jetzt
auch Integrale auf nichtkompakten Intervallen erklaren. Dies werden wird dadurch tun,

dass beliebige Intervalle durch kompakte “ausschépfen”.

Definition 18.1 Es sei I = [a,b) wobei —oco < a < b < oo. Ferner sei f : [a,b) — K
so, dass f € Rla, B] fiir alle a < B < b gilt. Existiert lirrbl faB f(z)dx € K, so heifit
Bob-

B

/bf(x) dz = 7f(x) de = lim | f(x)dz

uneigentliches Integral von f auf [a,b). Ensprechend definiert man fiir —oo < a < b <

oo und f : (a,b] — K das uneigentliche Integral

/bf(x) dx ::/bf(x) dz = Allrzl+/lyf(x) dz
a at A

(im Falle der Existenz des Grenzwertes).
Ist —0o <a <b<oound f: (a,b) = K, so, dass [, f sowie fcb_ f fiir ein ¢ € (a,b)

existieren, so setzen wir

/bf(af)dx = 7f(:c)dx :—jf(m)dx—i—]f(w)da:.

Im Falle der Existenz der entsprechenden Grenzwerte sprechen wir auch von der Kon-

vergenz der Integrale.

Bemerkung 18.2 1. Man beachte, dass die letzte Definition unabhéngig von der Spe-
ziellen Wahl von ¢ € (a,b) ist, d. h. ist é € (a,b), so existieren facf und fcbf genau
dann, wenn fac und féb existieren, und es ist dann facf + fcb f= facf + fEb f.

2. Ist —o0o < a <b<ooundist f € R[a,b], so gilt

b b b~ b~
[i=[i=[r=]1.

d. h. die obige Definition stimmt im Falle der Existenz des (eigentlichen) Integrals mit

diesem tiberein.
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(Denn: Wir zeigen fab f= fab_ /. Die weiteren Identitéiten ergeben sich entsprechend.
Nach S. 17.13 (HDI) ist

F(z):= /f(t) dt (z € [a,b])

stetig auf [a, b]. Also ist

[£=F®) = tim FB) = tim /B = 71“ )

1
d
Beispiel 18.3 1. Es sei o € R. Dann existiert das uneigentliche Integral / —i genau
T

o+
dann, wenn « < 1 ist.

(Denn: Es gilt fir 0 < A <1 und a # 1

/dx zima |t 1 Al-«
2 1-al, l-a 1-a
“@ A
Ist a < 1, so existiert
/ d h d
1 1 1
@ lim @ _ — lim A= = .
& Aot ) x% l—-a 1—aa-0+ 11—«
0+ A

Ist @ > 1, so existiert der Grenzwert nicht (als eigentlicher Grenzwert).
Ist @ =1, so gilt
1
dz

=Inz|y = —-InA=In(1/A).
x

A
Also existiert auch hier der Grenzwert nicht. Man beachte weiterhin: Ist o < 0, so exi-
stiert, da x = stetig auf [0, 1] (fortsetzbar) ist, auch das eigentliche Integral fol " %dx.

Hier gilt
L 1—a (1
/x_a dx = m
l—«
0

1
1
= :/$_adaz.
0 l—«

o+

(vgl. B. 18.2.2).

oo
. . . . dx .
2. Es sei a € R. Dann existiert das uneigentliche / — genau dann, wenn « > 1 ist.
x

1
(Denn: Fiir a # 1 gilt

1 l—-a 1—a
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Also existiert fiir o > 1

B

o0
dzx . dzr . Bl 1 1
— = lim [ — = lim - = .
r* Booo ) % Boowl—a 11—« a—1

1 1

Fiir a < 1 existiert der Grenzwert nicht. Fiir o = 1 gilt schlieflich

Bd
/lenB,
T
1

also existiert auch hier der Grenzwert nicht.)

d
3. Aus 1. und 2. folgt, dass fiir kein o € R das uneigentliche Integral / % existiert
x

o+

d d
(denn anderenfalls miissten beide uneigentlichen Integrale / —z und / —ﬁ existieren).
x x
0+

4. Wir betrachten f(x) = \/1177 (x € (—1,1)). Dann gilt fiir B >0

= arcsin(z)|§ = arcsin(B)

B
0/\/1—x2
und fir A <0

= —arcsin(4) ,

0
[

also ist

lim arcsin(B) — lim arcsin(A) =7 .

/ der / dr
Vi—z2 VI—z2 Bo1- A——1+
-1 —1+

Wir beschéftigen uns nun mit Konvergenzkriterien fiir uneigentliche Integrale. Dabei
formulieren wir die Ergebnisse fiir Integrale der Form f;i Entsprechende Aussagen

gelten natiirlich fiir die anderen Typen uneigentlicher Integrale.

Satz 18.4 (Vergleichskriterium)
Es sei —o00 < a <b< oo und f,g: [a,b) — R seien so, dass f,g € Rla,B] fiir alle
a < B <b. Ferner gelte

0<f(z)<g(x) (z€lab)).
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Dann gilt: Ezistiert f;i g, so existiert auch f(f_ f und es ist

b— b—
/fé/g-

Beweis. Wir betrachten

T

F@%z]f, G@i=[g (welab).

a

Dann sind F und G monoton wachsend auf [a,b) und es gilt fir a < B <b

B b
F(B)gG(B)gBlir%_ g:/g.
Also existiert auch lim F(B) = f;r f. (vel. S. 12.15). 0

B—b—

Satz 18.5 Es sei —o0o < a < b < oo und f : [a,b) — R sei so, dass f € R|a, B] fir
alle a < B < b. Dann gilt: Existiert f; |f], so existiert auch ff f-

Beweis. Wir betrachten die Funktion ¢ : [a,b) — R mit
p(x) = fx) +[f(2)] .
Dann ist ¢ € R[a, B] fiir alle a < B < b (S. 17.9.3) und
0 <o) <2/f(x)]  (z€lab)).

Mit S. 18.4 folgt die Existenz von f;_ ¢ und aus

B B B
[t=[e- 111 @<B<b

folgt die Existenz von f;_ f= lir% faB f. 0
B—b—
o0
. . . .. . . sin x
Beispiel 18.6 1. Wir betrachten fiir a > 1 das uneigentliche Integral /a dx.
x
1
Es gilt
i 1
[sinz] 1 o5y,

e T ox¢
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|smx] dr aus S. 18.4. Nach S. 18.5 exi-

Da / — existiert, folgt die Existenz von /
stiert auch / —dw

2. Wir betrachten das uneigentliche Integral / il )

Es gilt

B

B
s1nx 1 Cos T
= ——cosa:HB— 5 dx
T T
1

cos B cos ac
= cosl—

Wie in 1. sieht man, dass

B 00
sinx cos T
lim dxr = cos1l — 5 dz
B—oo X x
1 1

1

Man kann zeigen ([U]): Das uneigentliche Integral / |sin dz existiert nicht! Also:

1
Fiir uneigentliche Integrale folgt aus der Existenz von fab* f 1. a. noch nicht die Existenz

von f:_ |f]

Im folgenden Satz wird ein Zusammenhang zwischen der Konvergenz von Reihen und
der Konvergenz uneigentlicher Integrale hergestellt:

Satz 18.7 (Integralkriterium fiir Reihen)
Es sei f : [1,00) — R monoton fallend und es gelte f(x) > 0 (x > 1). Dann existiert

hm (Z f(v) "H f) und es gilt

0<g<f().
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Beweis. Zunichst folgt aus f(v) > f(zx) > f(v + 1) in [v,v + 1]

v+1

) > / f@)de > fw+1).

Hieraus ergibt sich, dass die Folge (a,,) mit

n+1

=310~ |1

1

monoton wachsend ist mit 0 < a, < f(1) — f(n +1).

(Denn: Fiir n > 2 ist
n+1

an_anlzf(n)_/fzo

also a, 7. Aus a; = f(l)—fl2 f > 0folgt a, > 0 (n € N). Weiter ist a; = f(l)—fl2 f<
f(1) = f(2) und aus a,—1 < f(1) — f(n) folgt
n+1 n+1

an:an_an1+anlzf(n)_/f+an1§f(1)_/f§f(1)_f(n+1)‘)

n n

Hiermit ergibt sich die Behauptung. O

1

Beispiel 18.8 Wir betrachten f(z) = — fiir « > 0. Dann ist f monoton fallend auf
x

[1,00) und f(x) > 0. Also existiert

n 1 n—i—ld
X
= 1 =
g=lm > — / xa
1

v=1

n+1 o
d d 1 — 1
Ist & > 1, so ist TLILII;O/;: xf:a_lund((a):zzlya. Nach S. 18.7 ist
1 1 V=
0 < <¢(a) L <1 (a>1)
<¢la)-—— < o' .

Ist a = 1, so ergibt sich die Konvergenz von

(vel. [0]).
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Beispiel 18.9 Das uneigentliche Integral [iF e~ “t*~!d¢ existiert fiir jedes = > 0.

(Denn: Es gilt
terl
lim —=0.
t—oo e

Also existiert eine Konstante M > 0 so, dass fiir alle ¢ € [1, 00) gilt
e—tt:c—l S %
t2

(warum?). Aus der Konvergenz von [;° % ergibt sich mit dem Vergleichskriterium
auch die Konvergenz von floo e~ ttm1dt.
Weiter gilt

et <l (e (0,1]).

Aus der Konvergenz von f01+ t*~1dt (siehe B. 18.3.1) folgt wieder mit dem Vergleichskri-
terium die Konvergenz von f01+ e~ 't~ 1dt. Insgesamt ergibt sich damit die Konvergenz
o0 —tyx—1
von [ e ‘" ldt.)
Die Funktion I": (0,00) — R mit
o0
[(x) := /e_ttx_ldt (x >0)

o+

heifit (Euler’sche) Gammafunktion. Durch partielle Integration erhélt man leicht die

folgende “Funktionalgleichung” fiir I" ([U]):

MNz+1) =z I'(x) (x >0). (18.1)
Speziell gilt
1) = /e_tdt = Blim —e =1,
0

woraus sich wiederum mit (18.1) induktiv
F'(n+1)=n! (n € N)

ergibt. Die Gammafunktion “interpoliert” also die Fakultéten; man kann I'(x) als

“verallgemeinerte Fakultat” auffassen.

Zum Abschluss wollen wir noch eine Formel herleiten, die das Wachstum von n! fiir n —
oo sehr genau beschreibt, die sog. Stirling’sche Formel. Dazu beweisen wir zunéchst

Satz 18.10 (Euler’sche Summenformel)
Es sein € N, und es sei f : [0,n] — R stetig differenzierbar. Dann gilt

n

gf(v)zo/nﬂi(f(owf(n)) +/B(:z)f’(x) dz

0
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mit

B(z) =z —[x]—1/2.

Beweis. Es gilt mit partieller Integration

Fiir zwei Folgen (a,) und (by,) mit ay, by, # 0 schreiben wir
an ~ by, (n — 00)

falls a, /b, — 1 (n — o) gilt.

Satz 18.11 (Stirling’sche Formel)
Es ist

n

n! ~n"e "V2mn (n — o0) .

Beweis. 1. Wir wenden S. 18.10 auf f(z) = In(1 + x) an.
Dann gilt

n—1

1+zx

n n—1 1 nle
Zlogy:Zf(y): /10g(1+1‘)dm+2logn+ / () dx .
v=1 v=0 0

0

wobei

n—1
n—1

/10g(1+x)dx—(1+x)<log(1+m)—l>‘0 =nlogn—n+1.

0

177

(18.2)
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o0

B
2. Wir zeigen / 7 ix) dx konvergiert.

0
Denn: Zunéchst gilt fiir R > 0

R [R] v R
B(x)dz| < B(z)dx |+ | |B(z)| de <1/2.
Y e

=0

Durch partielle Integration (ist moglich, da B “stiickweise stetig”) erhalten wir mit
Cy) := nyB(x) dx

R R R
/fj_x; dx = C(x) = ‘ —f—/c(x)daz
0

1+zlo (1+x)2
0
R
. . C(x)
Da |C(x)] < 1/2 auf [0,00) gilt, existiert mdm nach S. 184 und S. 18.5.
x
0
Damit existiert auch
[ B B C
/ T =y / @
1+ R—oo ) 14w (1+x)?
0 0 0
3. Nun betrachten wir |
n!
fin n"e~"\/n

und zeigen: a,, — V27 (n — 00). Dies ist dquivalent zur Behauptung. Es gilt nach 1.

n

-1
B(x)
1+zx

n
1
logan:Zlogy—nlogn+n—§logn:1+ dzx ,

v=1 0

also ist (loga,) konvergent nach 2. und damit konvergiert auch (a,). Wir setzen a :=

lim a,. Dann gilt unter Verwendung Wallis-Produktes fiir /2 (siehe [U])
n—oo

n—oo

. . 1/2
5 o— o |24 enen
1335 (@n-1)@2n+1)
1 2"n!
V2n+1 1-3-5---(2n—1)
1 (27n!)?
m .
n—oo \/2n+1 (2n)!
Y 1 227 (q,n"e""/n)?
= lim
n—00 \/2n + 1 ag, (2n)2"e=27/2n

1 al n a

= lim
n—oo

Iim ——— =
n—oo \/2n 4+ 1 agn V2 2
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d. h. a = v27.

Unter Ausnutzung des Wallis-Produktes erhélt man auch

Satz 18.12 FEs ist

Beweis. Nach S. 7.7.2 ist €' < 1 (¢t < 1), also

1
e < 522 (x € R)

und damit auch

1 n

(3”"’32<(1+ 2) (x eR,neN).
x

Entsprechend folgt aus 1 +t < ef

2

(1—a?)" <e™® 0<zx<1).

Also erhalten wir

w/2 1
/ sin? 1 ¢ g st /(1 —2®)" dx <
0 0

o0 o0
</e_m” dr = 1/6_“2 du < du
n (1+ 22)n
0 0
/2
r=cotant . 2n—2
= sin tdt
0
d. h.
w/2 00 w/2
vn / sin® ¢ dt < /e_“2 du < v/n / sin®""2¢ dt .
0 0 0
Mit
w/2
2 4 2n
s 2n41 _
tdt=2.2...
/Sm 35 on+1
0
und
/2
/Sin2n_2tdt: E.l.%...2n_3
2 2 4 2n — 2
0
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(siehe [U]) ergibt sich durch Quadrieren

o 2
n 2:2 4-4 (2n)(2n) < /6“2 Ju
2n+111-3 3-5 (2n —1)(2n+1)
0
2
()
T 2n—11\2 22 44 (2n—2)(2n—2)

Nun gilt (Wallis-Produkt; [U])

o202 44 (2n)(2n)
1m . —
n—o01-3 35 (2n—1)2n+1)

i
2

also erhalten wir fiir n — oo
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19 Differenzialrechnung von Funktionen mehrerer Varia-
blen

In Abschnitt 13 haben wir Ableitungen von Funktionen einer reellen Variablen unter-
sucht. Wir studieren jetzt fiir d,m € N Funktionen f : M — R™, wobei M C R? ist.
Die Riume R bzw. R™ seien im Folgenden stets mit der euklidischen Metrik versehen.
Damit stehen uns die Begriffe und Ergebnisse aus den Abschnitten 9 und 10 auch hier

zur Verfiigung.

Wir bemerken zunéchst, dass jede Funktion f: M — R™ in m “Koordinatenfunktio-
nen” fi,..., fm : M — R zerlegt werden kann indem man f;(z) als die j-te Kompo-
nente des Vektors f(x) € R™ definiert, d. h.

Bei vielen Untersuchungen kann man sich damit auf den Fall m = 1, d. h. auf den Fall
reellwertiger Funktionen, beschrénken. So ergibt sich etwa sofort aus B. 8.17, dass f
genau dann stetig an einer Stelle x € M ist, wenn dies fiir alle Koordinatenfunktionen

fj gllt

Betrachten wir also f : M — R. Bevor wir zum eigentlichen Begriff der Differenzier-
barkeit von Funktionen mehrerer Verénderlicher kommen, untersuchen wir zunéchst
Ableitungen “in einer Richtung”. Es handelt sich dabei tatséichlich um “eindimensio-

nale” Ableitungen wie wir sie aus Abschnitt 13 schon kennen.
Definition 19.1 Ein Vektor r € R? mit |r| = 1 heifit Richtung.

Insbesondere sind
e1 =(1,0,...,0),ea = (0,1,0,...,0),...,eq = (0,...,0,1)

Richtungen. Unser Ziel ist nun die Untersuchung von Funktionen in einer gegebenen
Richtung r, d. h. ist f : M — R, wobei M C R%, und ist z(°) € M, so betrachten wir
die Gerade

G, 0 = {zeR:z=20 4¢.r teR}

und die Funktion fig (0)"M> d. h. wir betrachten g = g, .« : M—R

gt) = f(@O +¢t-r)  (te M),
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wobei
M:={teR:20 +t.reM}.

Beispiel 19.2 Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit

f(zy,z2) = 23 + 3 (r1,72 € R)
sowie (9 = (0,0). Ist 7 = (cos ¢, sin ), so ist

g(t) = f(((), 0) + t(cos p, sin go)) =t?cos? @ + tsing (teR).
Ist speziell ¢ =0, d. h. r = e; = (1,0), so ist
g(t) = f((o,o) +t- (1,0)) =2 (teR).
und ist speziell ¢ = 7/2, d. h. r = e = (0,1), so ist
g(t)y=t (teR).

Definition 19.3 Es sei M C R% und es sei f : M — R. Ferner sei (0 € M. Ist r

eine Richtung in R%, so heifit f differenzierbar in Richtung v an der Stelle (%), falls

der Grenzwert

©) 4 ¢.p)— £(20
o S ) — )
t—0 t t—0 t
(wobei g(t) = f(2(%)+t-r) wie oben) existiert. Wir nennen den Grenzwert (Richtungs-)
Ableitung von f in Richtung r an 2(*) und schreiben dafiir

Ay f(2) oder gﬁf(aﬁ(o)) oder Fr(z0)

Ist speziell » = e, der k-te Einheitsvektor, so sagen wir, f sei partiell differenzierbar

nach der Variablen xj, an der Stelle (%) und schreiben fiir 8€kf(m(0)) auch

Of(x®)  oder 6L"C(g;(@) oder  fu, (2.

T

Dieser Wert heifit dann auch partielle Ableitung von f nach der Variablen xj (an der
Stelle (%)),

Bemerkung 19.4 Aus D. 19.3 ergibt sich sofort, dass die Ableitung in Richtung r an
der Stelle z(®) genau dann existiert, wenn die Funktion g = gy 10 an der Stelle 0 dif-
ferenzierbar ist (und dann gilt 8,.f(z(?)) = ¢/(0)). Also handelt es sich bei Richtungs-
und partiellen Ableitungen um Ableitungen von Funktionen einer reellen Variablen.



19 DIFFERENZIALRECHNUNG VON FUNKTIONEN MEHRERER VARIABLEN183

Folglich gelten auch alle Resultate, die wir hierfiir in Abschnitt 13 hergeleitet haben.

Besonders einfach ist die Situation fiir partielle Ableitungen: Ist z(?) = (xgo), cTy) €
R?, soist fir k=1,...,d

f(@O +t-e) — f(z®)

Oef(z?) = lim

t—0 t
~ tm f(xgo),...,xé()zl, ZL‘ECO) +t, xl(&)l, . ,.%((10)) — f(z)
t—0 t

Man sieht, dass 9, f(z(?)) sich darstellt als die Ableitung der Funktion

xp = f(xr,. o Xy, Tq)

bei festgehaltenen Variablen x1, ..., 251 und xg41, ..., x4 (diese werden sozusagen als

Parameter aufgefasst).

Im Falle d = 2 schreibt man meist “f(z,y)” statt “f(z1,22)”. In diesem Falle sprechen
wir auch von den partiellen Ableitungen nach = bzw. y und schreiben fiir (z9,yo) € R?
auch

gi(xoayo) bzw. fx(z0,y0)

sowie of
(Ty(l'o’ Y0) bzw. fy(xo,y0) -

Entsprechend schreiben wir im Falle d = 3 oft “f(z,y, z)” statt “f(x1,z2,z3)” und
of of of
-, =, = bzw. )
8&: 9 81/ I 825 ZW fl‘7fy7fz

Beispiel 19.5 1. Es sei f wie in B. 19.2, d. h. f(x,y) = 22 + y (z,y € R). Dann gilt
fiir r = (cos ¢, sin ) und z(®) = (0,0)
of

_ _ T 9(75)—9(0) T t20082<,0+tsing0_ .
5, £(0,0) = <ar<o,o> _ fr(0,0)> — i 2090 _ t —sing .

Weiter gilt fiir allgemeines (xq,yo) € R?

01 f(x0,%0) <: %(anyO) = fx(l‘o,yo)> = 21

und

0
92 f (20, yo) <: 55(90072/0) = fy($0>y0)> =1
2. Es sei f: R?® — R definiert durch

flz,y,2) =zy*2® (2,y,2€R).
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Dann gilt fiir alle (z,y, z) € R?
oy (=5@ys) = flzyz) = @2
of(wy.s) (=%@w2) = flay2) = 209

83f(33,y,2’) (z%(:c,y,z) = fQ(xvwa)) = 3.’17y22'2.

3. Es sei f: R? — R definiert durch
Yy

Fz,y) = m , (z,y) #(0,0)
0, (z,9)=1(0,0)
Dann gilt fiir (xo,y0) # (0,0):
212
S o) = 2 )
und
D2 (20, Y0) = —5— il

B+ @+
Fiir (zo,y0) = (0,0) gilt

ASO0) = i g0 =
und
0,t) — (0,0
92 £(0.0) = 1im 20D =FO0) o
t—0 t t—0

Also existieren die partiellen Ableitungen in allen Punkten (xg, yo). Die Funktion f ist
allerdings nicht stetig an der Stelle (0,0), denn fiir (z,, y,) = (£, 1) gilt
1/n? 1

= =5 F0=10,0)  (n—oo).

f(@n,yn) = T2+ 1/n2 2

Das Beispiel zeigt, dass die Existenz der partiellen Ableitungen i. a. (anders als im Fall
d = 1) noch nicht die Stetigkeit impliziert. Man beachte allerdings, dass die partiellen
Ableitungen in der Néhe von (0, 0) unbeschriankt und damit insbesondere unstetig sind
(es gilt fiir xg # Oyp # 0

01f(0,%0) = 1/vo , 02f(20,0) = 1/m0 ).

Wir kommen nun zum eigentlichen Begriff der Differenzierbarkeit von Funktionen
mehrerer reeller Variablen. Wir werden sehen, dass — wie im eindimensionalen — die
Differenzierbarkeit die Stetigkeit impliziert, und wir werden sehen, dass ein sehr enger
Zusammenhang zu den partiellen Ableitungen besteht.

Die folgende Definition erweist sich als eine unmittelbare Ubertragung der Zerlegungs-
formel (S. 13.6) in’s Mehrdimensionale



19 DIFFERENZIALRECHNUNG VON FUNKTIONEN MEHRERER VARIABLEN185

Definition 19.6 Es sei M C R? und es sei f : M — R™ (wobei d,m € N beliebig).
Ferner sei (%) € MY, Dann heiBt f differenzierbar an der Stelle z(9), falls eine Matrix

C € R™*? und eine in (9 stetige Funktion ¢ : M — R™ so existieren, dass gilt
f@)=f@D)+C (2 —2) +e(@)]z — 29| (2 € M)

und £(2(©) = 0. In diesem Fall heiBt die Matrix C (totale) Ableitung von f an 20,

Bemerkung 19.7 1. Die Differenzierbarkeit von f an der Stelle (9 bedeutet an-
schaulich, dass f “in der Nihe” von z(9 gut angenihert werden kann durch die affin-

lineare Funktion
T(z) = f(z )+ C - (x — 2©)

(ndmlich so gut, dass der Fehler, den man dabei begeht, schneller als |z — m(o)\ gegen
0 konvergiert fir z — x(o)). Im Fall m = 2 und d = 1, also im Falle einer reell-
wertigen Funktion von zwei (reellen) Variablen ist der Graph von T eine Ebene im
R3. Diese Ebene stellt die “Tangentialebene” an den Graphen von f im Punkt (%) dar.

2. Ist f: M — R™ mit den Koordinatenfunktionen fi,..., f, : M — R, so gilt: f ist

genau dann differenzierbar an (%), wenn séimtliche Koordinatenfunktionen fi, ..., fm
differenzierbar an z(© sind.
Denn: Ist f differenzierbar an #(*) und sind C' = (c;,) sowie € = (e1,...,&,)T wie in

D. 19.6, so gilt fir j =1,...,m und x € M mit ¢; := (¢j1,...,¢jq)
fi@) = f;@D) = ¢j(@ = 20) = ¢j(@)[e — 2O (z € M)

und aus £(z) — 0 (z — () folgt auch £;(z) — 0 (z — (). Also ist f; differenzierbar
an 2.
Sind umgekehrt f; (j = 1,...,m) differenzierbar an z(0)

(¢j1,---,cja) € R? und Funktionen &; : M — R mit ¢;(x) — 0 = ;(0) (z — 2(»)) und

, so existieren Vektoren c; =

(@) = £50) + 5w = 20) + (@) — 2]

Fir
:_ y j= Y 20 ]RmX
C (Cjk)g 11, m €

und € := (€1,...,6m) : M — R™ gilt dann

f(z) = f@9) = Clz = 2) = e(w)|z — 2|

und aus B. 8.17 ergbit sich e(z) — 0 = e(z) fiir z — (0. Also ist f differenzierbar an
(0)
'\,
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Definition 19.8 Ist M C R%und ist f : M — R™ so, dass fiir ein (%) € M die partiel-
len Ableitungen der Koordinatenfunktionen f1, ..., f;;, nach allen Variablen existieren,
so heiflt die Matrix

=1,...,

grad f(#0) i= V(@) i= Jp(@®) = (91 (20), ..., 00 (™)) |

Dieser (Zeilen-) Vektor heift Gradient von f an z(0),

Beispiel 19.9 Wir betrachten die Funktion f : R? — R? mit

_ 6$y2 _ fl(l‘?y)
fay) = < ysin x ) ( fo(z,y) >

Dann gilt
2 xy> 2 xy?
e Tye
Jpy) = 7 Y
ycosr  sinx

und

gradfi(z,y) = (4%, 2zye™”)
sowie

grad fo(z,y) = (y cosz,sinz)
Wir stellen nun eine Beziehung zwischen Ableitung und partiellen Ableitungen her.

Satz 19.10 Es seien M C R und f = (f1,..., fm)T : M — R™ differenzierbar an
der Stelle 9 € MO. Dann gilt: Die Koordinatenfunktionen fi,..., fm sind partiell
differenzierbar nach allen Variablen x1,...,zq und fir die Ableitung C' aus D. 19.6
gilt

Wir schreiben dann auch f'(z(0) .= Df(z(©)) := C. (Man beachte dabei: Insbesondere
ist C' eindeutig bestimmt.)

Beweis. Es seien C' = (¢j;) und € wie in D. 19.6. Ist ¢; = (¢j1, ..., ¢jq) die j-te Zeile
von C und ist k € {1,...,d} fest, so gilt fiir t € R\ {0} geniigend klein
£ (2O +teg) — £ (2®) _cj-tep+ i (z©) + tey)|tex|
t B t

= cj-er+ej (2 + tey,) sign(t)

= cjp+ i (2@ 4 tey) sign(t) .
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Aus ¢ (2 4 te) — 0 (t — 0) folgt die Behauptung. O

Wir bendtigen im folgenden einige Hilfsmittel aus der Linearen Algebra.

Satz 19.11 Es seien d,m € N.
1. Fir A € R™*? setzen wir
||A]] == sup{|Az| : z € R?, |z| < 1} .
Dann ist ||A|| < oo und es gilt |Az| < ||A|| - || fir alle 2 € RY.
2. Durch || - || ist eine Norm auf R™*¢ gegeben (die sog. Operatornorm,).
3. Sind A € R™*? ynd B € RP*™, wobei p € N, so gilt

IBA[[ < [|BI] - [|A]l -

d
Beweis. 1. Es sei # € R? mit |z| < 1. Dann gilt 2 = > ey, und es ist |zg| < 1 fiir

k=1
k=1,...,d. Also folgt

|Az| =

d
Z J;kAek

k=1

d d
k=1 k=1

Da dies fiir alle z mit |z| < 1 gilt ist ||A|| < M. (Wir bemerken fiir spéter: Es ist M =
Summe der euklidischen Normen der Spalten von A.)
Ist 2 € R?\ {0} beliebig, so gilt

X

A = |a] \A ()\ < |lAll- I«

|z
(und fiir z = 0 ist A0 = 0).
2. [U]
3. Es sei z € R? mit |z| < 1. Dann gilt mit 1.
[(BA)z| = [B(Az)| <||B]| - [Az| < ||B]] - || All
also ist ||BA|| < ||B]|| - ||A|| nach Definition. O
Damit erhalten wir wie im Falle einer Variablen

Satz 19.12 FEs sei M C R? und es sei f : M — R™. Ist f differenzierbar an der
Stelle 2(0) € M, so ist f stetig an der Stelle (9.
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Beweis. Mit den Bezeichnungen aus D. 19.6 gilt

(@)= f@)] < |C@—aD)| +|e(@)] - |z — 2]
< O o = 2O + @) e = 2@ =0 (2 = 2l)
Also ist
1 (0)
im fz) = f@)
und damit ist f stetig an z(%). O

In B. 19.5 hatten wir gesehen, dass die Existenz aller partiellen Ableitungen i. a. noch
nicht die Stetigkeit, also nach S. 19.12 schon gar nicht die Differenzierbarkeit impliziert.
Es gilt jedoch

Satz 19.13 Es sei U C R? offen, und es sei f = (f1,..., fm)T : U — R™ so, dass
die partiellen Ableitungen Oy f; fir alle 3,k auf U existieren. Ist 20 e U so, dass die
O f; fiir alle j, k stetig an ) sind, so ist f differenzierbar an (9. AuBerdem ist in
diesem Full die Abbildung

U s Jp(x) € R™*

stetig an () (wobei R™* mit der von der Operatornorm herkommenden Metrik ver-

sehen ist).

Beweis. 1. Nach B. 19.7.2 kénnen wir uns auf den Beweis fiir den Fall m =1 (also f
reellwertig) beschranken.
Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein § = §; > 0 mit

S (W) ~ @] < 5 (e s ™) k=1.....d).

d
Es sei z € Us(z©). Wir setzen h := z — 20, Ist h = (hy,...,hq) = 3. hpe, s0
k=1

m
betrachten wir vg = 0 und vy, := Y hger (1 < m < d). Dann gilt (Teleskopsumme!)
k=1

f(@) = @) = f@O+n) - f)

= Edz{ 0 1 ) f(iU(O)-i-Uk—l)}'

k=

—

Wegen |vg| < |h| < 6 ist 2O + vy, € Us(x©) fiir k= 0,...,d. Weiter ist v = Vp—1 +
hieg. Also existiert nach dem Mittelwertsatz (angewandt auf t— f ( )+ vp_q +te))
fiir jedes k € {1,...,d} ein 0 = 6 € (0,1) mit

F(@@ +vp) = f(@ + vp_1) = e f(@© + vy + Ohger) -
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Dabei ist y®) 1= 2O 4 v, _1 4 Ohpe, € Us(2(?)). Also folgt
£ +h) = f(2%) — grad f(+) - | =

d
< D @D o) = F@O 4 op1) = Ok f (@)
1

d
< D 1|0k f ™) = O f (V)] < eln] .
k=1

b
Il

Da € > 0 beliebig war, ist

i f@) = f@9) — grad f(2) - (2 —2(®)
z—a(® |(lZ — .T(O)‘

=0
was dquivalent zur Differenzierbarkeit von f an z(?) ist.

2. Fir k=1,...,d sind nach Voraussetzung (und B. 8.17) die Abbildungen
Usx— Ji(x)ep € R™

(also die Spalten von J;) stetig an (®). Damit erhalten wir fir (*) € U mit der
Abschitzung aus dem Beweis zu S. 19.11.1

d
15(@) = T < S p@)er — Jr@De] =0 (@ — 2)
k=1

Dies impliziert die Stetigkeit von x +— J¢(z) an 2(%). O

Beispiel 19.14 Es sei f : R? — R? definiert durch

2
ey

f(w,y)=< ) (z,y €R)

y-sinx

(vgl. B. 19.9). Dann sind die partiellen Ableitungen

fi(z,y) =™ | Oufi(z,y) = 2wye™
Or1f2(z,y) =y-cosx, Oafa(z,y) =sinx

alle stetig auf R%. Also ist f differenzierbar auf R? nach S. 19.13.

Wir befassen uns zum Abschluss noch mit Rechenregeln fiir die Ableitung. Wie im

Eindimensionalen gilt
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Satz 19.15 1. Es sei M C R?, und es seien f,g : M — R™ differenzierbar an der
Stelle 29 € M. Dann ist fir alle a, 8 € R auch af + By differenzierbar an 9 und
es gilt

(af +Bg)' (@) = af' (=) + By’ (=)
(andere Schreibweise: Jopip,(x®) = aJp(z0) + 8T, (2()).

2. (Kettenregel) Es seien M C R? und f : M — R™. Ferner seien L C R™ und
g:L—RP mit LDOW(f). Ist f differenzierbar an ) e M und ist g differenzierbar
an y© = f(ac(o)), so ist auch go f : M — RP differenzierbar an 2% und es gilt

(go f) (@) =g (f(=)) - f/(z?)

wobei “” die tibliche Matrizmultiplikation bezeichnet

(andere Schreibweise: Jyop(x0) = Jo(f(2@)) - Jp(2@)).

Beweis. 1. ergibt sich unmittelbar aus D. 19.6 und der Beweis zu 2. verlduft wortlich

wie der Beweis zur Kettenregel im Eindimensionalen (S. 13.7). O

Beispiel 19.16 Es seien f : R?2 — R? und g : R? — R definiert durch
e* cosy
fan = (L) gt =

e*siny

Dann gilt

g(f(x,y)) = (e® cosy)?e®siny = ¥ cos® ysiny ,

also

(g0 f)(@,y)( = Jgos(x,y) = grad (go f)(z,y))

= (3e3® cos?ysiny , €3¥(cos®y — 2cosysin®y)) .

Andererseits gilt auch
e’cosy —e*siny
e’siny e®cosy ,

flxy) = Jp(z,y) = (

und
o (u,0) = (grad g(u, v) = Jy(u,v)) = (2uv,u?)
also
9 (f(z.y)f (z,y) = grad g(f(z,y))J¢(z,y) =
= (2€%® siny cos y, €% cos? ) R i
e’siny e®cosy

= (3e3% siny cos? y, €3 (cos® yy — 2 cos ysin y)) .
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20 Mittelwert- und Taylorsatz fiir Funktionen mehrerer
Variablen
FEin besonders wichtiger Spezialfall der Kettenregel ergibt sich fiir differenzierbare

Funktionen f : M — R, wobei M C R% und ¢ : I — M, wobei I C R ist. Fiir
fop: I — R erhalten wir dann

e1(t)
(fop)() = [fle®)¢'(t) = grad f(p(t)) - :
(t)
d of ,
= ;axj(@(t))-%(t) (tel). (20.1)

Als wichtige Konsequenz erhalten wir

Satz 20.1 Es sei M C R% und f : M — R sei differenzierbar an =9 € M. Fir alle
Richtungen r € R? existiert dann 0, f(x(©) und es gilt

1. 0, f(©) = grad f(z(©) . 1,

2. 10, f(z )] < |grad f(2©)] .
Beweis. 1. Da f differenzierbar an z(9) ist, existiert ein § > 0 mit Us(z(®)) ¢ M. Wir
betrachten ¢ : (—6,6) — R? mit

o) =20 +t.r  (te(=6,0)).
Dann gilt mit (20.1)
0, f (@) = (f 0 2)'(0) = grad f(2(0)) - #'(0) = grad f(«”)) -

(beachte dabei: ¢}(0) =r; fiir j =1,...,d).

2. Mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung ergibt sich aus 1. unmittelbar

10, f ()| = |grad f(z©) - | < |grad f(2D)] - || = |grad f(z)] .
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Bemerkung 20.2 Tst grad f(2(?) # 0 und ist o = grad? f((©)/|grad f(z(?)] (die
sog. Gradientenrichtung), so gilt mit S. 20.1.1

8r0f($(0)) = grad f(:v(o)) = gradf(ac(o)) - grad” f(a:(o))

1
lgrad f(z()]
= [grad f(=\)|

und entsprechend
Oy f(2®) = —|grad £(22)] .

(Die Gradientenrichtung ist die “Richtung des steilsten Anstiegs” von f und die ne-
gative Gradientenrichtung ist die “Richtung des steilsten Abstiegs” von f.)
AuBerdem gilt fiir r; L grad f(z()

Oy, f(z ) = grad f(2V)-r; =0.

d. h. die Richtungsableitung senkrecht zur Gradientenrichtung verschwindet. Diese
Erkenntnisse werden sich als grundlegend fiir die mehrdimensionale Optimierung er-

weisen.

Beispiel 20.3 Wir betrachten f : R?> — R,

flay)=2>+y*  (z,yeR).

Dann gilt
grad f(z,y) = (2z,2y) .
)T

Ist etwa (xo,y0) = (1,1), so ist fir r = (r1,r2)" mit |r| =1

grad f(1,1) -r = (2,2) - r =2r; + 2ry .

Fiir rg = %(1, DT ist grad f(1,1)-79 = 2v/2 = |grad f(1, 1), und fiir 7; = %(1, -nT
ist grad f(1,1)-r; =0.

Satz 20.4 (Mittelwertsatz)
Es sei M C R und es sei f : M — R stetig auf M und differenzierbar auf M°. Sind
x,y € M so, dass

Ty:={r+tly—x):tec(0,1)} c M°

gilt, so existiert ein & € T,y mit

fy) — f(z) = grad f(§) - (y —x) .
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Beweis. Wir betrachten g : [0, 1] — R, definiert durch
g(t) = flz+itly—=z))  (t€[0,1]).
Dann ist g stetig auf [0, 1] und differenzierbar auf (0, 1) mit
g(t) = grad f(z +t(y —2)) - (y — x) .
Nach dem “eindimensionalen” Mittelwertsatz (S. 13.16) existieren 7 € (0, 1) mit
g(r) =g(1) = g9(0) = f(y) — f(=) .
Also gilt mit € := x 4+ 7(y — x) die Behauptung. O

Definition 20.5 Eine Menge M C R? heiBt konvez, falls 7,5 C M fiir alle 2,y € M.

Satz 20.6 Es sei M C R? konvex und offen, und es sei f : M — R™ differenzierbar
auf M mit
c=sup ||Jr(z)|]| < o0.
zeM

Dann gilt fiir alle x,y € M
[f(z) = fFy)l < clz —yl.

Beweis. 1. Ist m = 1 und sind «,y € M, so existiert nach S. 20.4 ein ¢ € T,y mit
[f(z) = fy)l = lgrad f(§) - (z — y)]
lgrad f(§)] - [z —yl -

Aus |grad f(&)| = ||J¢(€)]| (siehe [U]) folgt die Behauptung.
2. Es sei m € N beliebig. Fiir z,y € M betrachtet man g : M — R, definiert durch

g(u) = (f(z) = f(y) " fw)  (ueM).

IN

Dann gilt
gradg(u) = (f(x) — f() Jp(u)  (we M),

also mit Beweisschritt 1. (angewandt auf g)

|f(z) = f(y)I”

g(x) — g(y) < lgrad g(§)| - |z — y|
|f(@) = £ - [T ] - |z —yl -

Ist f(z) = f(y), so ist die Behauptung klar und ist f(z) # f(y) ergibt sich die
Behauptung nach Division durch |f(z) — f(y)|- O

IN

Aus S. 20.6 ergibt sich insbesondere, dass eine auf einer offenen, konvexen Menge
differenzierbare Funktion f mit verschwindender Ableitung (d. h. J¢(z) = 0) eine
Konstante ist. Wir wollen dies fiir allgemeinere offene Mengen beweisen.
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Definition 20.7 Es sei M C R¢

1. M heiit Polygon-zusammenhdingend, falls fiir alle xz,y € M endlich viele Punkte
2@ .. 2®) e M existieren mit (0 = z, 2 = y und zU-1 20 c M fiir alle
jed{l,... k}.

2. M heiflit Gebiet, falls M offen und Polygon-zusammenhéngend ist.

Satz 20.8 Ist G C R? ein Gebiet und ist f : G — R™ so, dass Jy(x) = 0 gilt, so ist
f(x) = const auf G.

Beweis. Es geniigt, zu zeigen: Fiir alle z,y € G gilt f(z) = f(y). Sind z,y € G,
0 = 2,20, ... 2 =y € G mit z0-Vz0) ¢ G(j =1,...,k). Da
Kj =201 20) U {z() 20-D} C G kompakt ist, existiert ein ¢ > 0 mit

so existieren z(

U; ;:{x:\x—yl<eﬁireiny€Kj}= U Ue(y) C G .
yeK;

AuBerdem ist U; offen und konvex. Also ist f(zU~1) = f(2)) nach S. 20.6 (man
beachte: f ist differenzierbar auf G). Da dies fiir j = 1,...,k gilt, ist f(z) = f(y). O

Beispiel 20.9 Wir betrachten f : U — R mit

f(x,y) = arctan Y 4 arctan = ((x,y) € U),
T Y

4
wobei U = |J G; und
=1

=

Gl:{(x7y):x7y>0}7 GQZ{(.’L',:I/)IIB<0,y>0},
Gs ={(z,y) : 2,y <0}, Gy ={(z,y) 12 >0,y <0} .
Dann sind G1, Go, G3, G4 Gebiete. Weiter gilt
gi(x,y)zo, g‘;j(x,y)EO auf U .

Nach. S. 20.8 ist f(x,y) = const auf jedem der Gebiete G;. Allerdings ist f nicht
= const auf U, denn

flzy) = f(1,1) =n/2 auf Gy,
flz,y) = f(-1,1)=-7/2 auf Go,
f(z,y) = f(-1,-1)=7/2 auf G3,
flzyy) = f(1,-1)=—-7n/2 auf Gs.
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Wir beschéftigen uns nun mit Ableitungen hoherer Ordnung.

Definition 20.10 Es sei M C R% und f : M — R. Ferner sei (%) € M.
1. Sind 7, s Richtungen in R? und ist 8,f definiert auf M und differenzierbar in

Richtung s an (9, so setzen wir
(asarf)(x(o)) = 83(87«]”)(:13(0)) :

Sind allgemeiner rq, ..., 7, Richtungen, so definieren wir induktiv

Br - 0 ) (@) 1= 01, (O, - O ) (@)

im Falle der Existenz der entsprechenden Grenzwerte (Richtungsableitungen der Ord-

nung {). Fiir 11 = ... = ry =: 1 schreiben wir kurz 0%f(2(©).
2. Sind Speziell r1 = eg,,...,r¢ = ey,, so schreibt man wieder
o' f

(akze Oy f)(x(o)) oder (33(0))

axkg PN 8xk1

an Stelle von (9, ... 0, f)(©) (partielle Ableitungen der Ordnung €). Fiir ky = ... =
k¢ =: k schreibt man kurz 9 f(2(©)) bzw. giﬂf(az(o)).
Tk

(Bei zwei Variablen schreibt man meist (x,y) statt (x1,x2) und bei drei Variablen

meist (x,y, z) statt (z1,x2,x3).)

Beispiel 20.11 Es sei f : R? — R definiert durch

flz,y)=€e?+2%y  (z,y€R).

Dann gilt
0
oif(x,y) = (%(x’ y) = ye™ + 2wy
0
Dof(z,y) = 85(% y) = ze™ + 2
82
O f(z,y) = aﬁgj‘z(ﬂz y) = y?e™ + 2y
0201 f(z,y) = %(m,y) =" +xye™ 4 22
82f Ty Ty
0102 f(z,y) = 920y (7,y) = €™ + zye™ + 2z
2
Bf(r,y) = 0 f(x7y) = z%e™ .

ay?
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Man beachte dabei, dass 0201 f = 0102 f gilt.
Weiter erhalten wir etwa

010201 f(z,y) = of ( )—*8(xy(1+ ) +2x) =
10201 x7y - axayax xﬂy - 8:6 € xy T) =
= ye"(1+zy) +ye™ + 2
> f 0
2 = —_— = —_— 2 Yy =

= 2ue™ + zy’e™ + 2

also ist 010201 f = 828% f- Man sieht also, dass die Reihenfolge, in der die partiellen
Ableitungen gebildet werden, vertauscht werden kann.

Wir beweisen ganz allgemein fiir partielle Ableitungen der Ordnung 2:

Satz 20.12 (Schwarz)

Es sei U C RY offen und es seien p,q € {1,...,d}. Ferner sei f : U — R so, dass Of,
Oqf und 0,0, f auf U existieren. Ist 0,0, f stetig an der Stelle 20 e U, so existiert
auch 0,0, f (2)) und es gilt

8,0, f (20 = 8,0, f (=) .

Beweis. O. E. koénnen wir d = 2 sowie p = 1,¢ = 2 annehmen. Wir wahlen hg, kg > 0
so, dass (mit z(9) = (g, y0))

(xo+ h,yo + k) €U
fiir alle |h| < ho und |k| < ko gilt. Weiter betrachten wir die Funktion g : I[xo, zo+h] —
R mit
g9(t) = f(t,yo + k) — f(t,y0)  (t € I[wo,x0 + h])

wobei h,k wie oben fest gewéhlt sind. Zwei Anwendungen des Mittelwertsatzes (S.
13.16) zeigen, dass ein & € I(xg,xo + h) und ein n € I(yo,yo + k) existieren mit

A(h, k) := f(xo+ h,yo + k) — f(xo + h,y0) — f(xo,y0 + k) + f(x0,90) =
= g(xo+h) — g(xo) = hg'(§) =
= h[ﬁlf(&yo + k) - alf(fvy())] = hka?alf(fa 77)

Nun setzen wir A := 020, f (20, yo) und geben € > 0 vor. Sind || und |k| geniigend
klein, so ist

[A =001 f(&,m)] <e
(0201 f ist stetig an (z0,yp)). Also erhalten wir fiir h, k # 0

A(h, k)
=04
] (! \q—
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fiir |h|, |k| gentigend klein. Betrachtet man bei festem h den Grenzwert lim %, S0

k—0

erhilt man damit auch

02 f (xo + h,y0) — 02 f (w0, Y0)
h

fiir alle h # 0 mit |h| geniigend klein. Damit existiert 0102 f (o, y0) und es gilt
0102 f(wo,90) = A .

— Al <e

Bemerkung und Definition 20.13 1. Ist U C R? offen und ist n € Ny, so bezeich-
nen wir mit C™(U) die Menge aller Funktionen f : U — R mit der Eigenschaft, dass
die partiellen Ableitungen der Ordnung (<) n auf U existieren und dort stetig sind.

Durch sukzessive Anwendung von S. 20.12 sieht man: Ist f € C™(U) und sind ky, ..., k, €
{1,...,d}, so gilt fiir jede Permutation p: {1,...,n} — {1,...,n}:

8kn Ce aklf(w) = 8kp(n) R 8kp(l)f<l’) ((IJ S U) s

d. h. die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen Oy, , ..., 0k, gebildet werden,
spielt keine Rolle.

2. Die Aussage von 1. wird i. a. falsch, wenn man auf die Voraussetzung der Stetig-
keit der partiellen Ableitungen der Ordnung n verzichtet. So kann man etwa fiir die
Funktion f:R? — R mit

x2—y2
fay) = Wy o @700
0 , (z,y) =(0,0)

zeigen: Alle partiellen Ableitungen der Ordnung 2 existieren auf R? und sind stetig
auf R?\ {(0,0)}, aber es gilt

0,01£(0,0) = —1, 0192f(0,0) = 1.

Wir wollen nun ein Analogon zum Taylor-Satz fiir Funktionen mehrerer Variablen

herleiten. Dazu beweisen wir vorbereitend

Satz 20.14 Es sei U C R? offen und es sei f € C™(U). Dann existiert 07 f auf U fiir
alle Richtungen r € R und es gilt mit r = (rq,...,74)
d

Of@) =" (Oky-- O f) (@) 1oy T, -

k1, kn=1
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Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n.
n = 1:Ist f € CY(U), so folgt aus S. 19.13, dass f differenzierbar auf U ist. Aus S.

20.1 erhalten wir

O f(z) = 0,f(z) = grad f(z) -r = Z Oy f() - 7y

k=1
n —n+1: Da f € C""Y(U) ist, folgt 07 f € C*(U) mit der Induktionsvoraussetzung.
Also ergibt sich wie oben beim Induktionsanfang

i) = 007 fl= )— grad (0, f)(x) - 7

d

= Z Z akn+l(a . ak1f)($)rk1 0 Thn  Thpga

kn+1:1 kl» 7kn—l

woraus die Behauptung fiir n + 1 folgt. O

Damit erhalten wir

Satz 20.15 (Taylor-Satz fiir Funktionen mehrerer Variablen)

Es sei U C RY offen und konvex, und es sei f € C"TY(U) fir ein n € Ny. Ferner
sei 20 € U. Dann existiert zu jedem x € U , x # ), ein € cx,20 so0, dass mit
r=(z —z0)/|z — 2O gilt

v () n
f(:U):Z@ fl(/ )|JJ—I‘ |V—|—ar+1f(€)|l‘—x(0)|n+1.

[
— (n+ 1!

Beweis. Wir setzen h := |z — 2(9)| und betrachten die Funktion g : [0, 2] — R mit
g(t) == f@@ +t-r) (telo,n]).
Dann gilt
g(t)= grad f@ D +t-7) v =0, /) +t-r) (0Lt <h)
und damit auch allgemein (beachte: 0¥ f existiert auf U fiir v =0,...,n+ 1)
gVt =@ NHEO +t-r)  (0<t<h,v=0,...,n+1).

Nach dem eindimensionalen Taylor-Satz (S. 14.3) existiert ein 7 € (0, h) mit
n h
_ Z 9( i )< ) Bl
v=0

v! (n+1)!
d. h. mit € := 2O 4 7. gilt £ € 2,20 und
v (0) n+1
Zarf(m )’37—.%'(0)’”+8T V{(f)

v!

‘:C o x(O)’nJrl )

fz) =
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Bemerkung 20.16 1. Ist d = 1, so ist fiir z > 2(®, d. h. r = 1,
of =1
und fiir z < 20, d. h. r = —1, ist
&y f = (=) f.
Damit gilt in beiden Féllen

Z f (0) _ x(o))u + f(nH)(g)

s (0)yn+1

(x—x

also die Aussage von S. 14.3.
2. Fiir n = 0 erhalten wir

f(@) = f(@O) + 0, £ ()| — 2| = f(29) + grad f(&)(z — =)

also die Aussage von S. 20.4.
3. Fiir n = 1 ergibt sich

1
f@) = (@) + 0, £ (@) |z — 20| + fff(&)lfv — 2O
Nach S. 20.14 ist

02 f( Z Ok0; f(y)rjre = r  Hy(y)r ,
7,k=1

wobei
Hy(y) := (0603 f(¥)) ; ey € BT
die sog. Hesse-Matriz von f an der Stelle y bezeichnet. Es gilt also hier
1
fl@) = f@2)+ grad f(z) (@ — =) + §TTHf(§)?” o — 2O

= FO) + grad (@)@ - ) 4+ 3 (o — 2OV )@~ 2)

Ahnlich wie im Eindimensionalen Fall werden wir als wesentliche Anwendung des
Taylor-Satzes ein hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema herleiten kénnen. Zunéchst

gilt folgendes wichtige notwendige Kriterium fiir Extremstellen.

Satz 20.17 Es sei U C R? offen und es sei f : U — R. Ferner sei (%) € U so, dass
grad f(a:(o)) ezistiert. Hat f an (9 ein lokales Extremum, so gilt

grad f(z@) =0.
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Beweis. Hat f an 2(9) ein lokales Extremum, so haben auch alle Funktionen gy, : Uy —
R mit
gr(t) == F(z0 + tey) (t € Uy :={s: 29 + se, € U})

ein lokales Extremum an ty = 0. Also gilt nach S. 13.13 und D. 19.3

0=g,(0) = hf®) (k=1,...,d).

Beispiel 20.18 1. Es sei f : R> — R mit

fly)=2+y*  (z,yeR).

Dann hat f an (0,0) offenbar ein (sogar globales) Minimum. Es gilt grad f(z,y) =
(2z,2y), also tatsichlich grad f(0,0) = 0.
2. Es sei f: R? — R mit

f($7y):x2_y2 (ZE,yGR).

Dann gilt grad f(z,y) = (2z,—2y), also grad f(0,0) = (0,0). Trotzdem hat f an
(xo,y0) = (0,0) offenbar kein lokales Extremum, d. h. wie im Eindimensionalen ist
die Bedingung “grad f(z,y) = (0,0)” i. a. nicht hinreichend fiir das Vorliegen einer

Extremstelle.

Definition 20.19 Es sei A € R¥*? symmetrisch. Dann heifit A
1. positiv definit, falls 27 Az > 0 fiir alle 2 € R%\ {0} gilt,
2. positiv semidefinit, falls 7 Az > 0 fiir alle 2 € R? gilt,
3. negativ (semi-) definit, falls —A positiv (semi-) definit ist,

4. indefinit, falls A weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Bemerkung 20.20 1. Ist f € C%(U), fiir eine offene Menge U in RY, so ist die Hesse-
Matrix

Hy(z) = (8kajf(x))j7k:17...,d € R

nach dem Satz von Schwarz (S. 20.12) fiir alle € U symmetrisch.
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2. Fiir Charakterisierungen der Definitheitsbegriffe aus D. 20.19 verweisen wir auf die
Lineare Algebra. Erwéhnt werden soll hier nur folgendes: Sind A1, ..., \q die Eigen-

werte von A, so ist

positiv definit A, ..., g >0

positiv semidefinit Ay -5 Ag >0
A =

negativ definit ALy, Mg <0

negativ semidefinit Ay, <0

Es gilt nun folgendes fiir die mehrdimensionale Optimierung zentrale Resultat

Satz 20.21 FEs sei U C R? offen, und es sei f € C*(U). Ferner sei 0 e U ein
kritischer Punkt (d. h. grad f(z(©)) = 0). Dann gilt:

1. Ist Hf(:c(o)) positiv definit, so hat f an =0 ein lokales Minimum.
2. Ist Hf(;v(o)) negativ definit, so hat f an =9 ein lokales Mazimum.
3. Hat f an 29 ein lokales Minimum, so ist Hf(x(o)) positiv semidefinit.

4. Hat f an 9 ein lokales Mazimum, so ist Hf(x(o)) negativ semidefinit.

Beweis. Es geniigt, die Behauptungen 1. und 3. zu beweisen. Die Aussagen 2. und 4.
ergeben sich dann durch Betrachtung von —f.

Dazu bemerken wir zunéchst: Die Funktion Hy : (U, |- |) — (R4, || - ||) ist stetig.
(Denn: Fiir z € U ist

Hf(x) = Jgradf@:)
und da nach Voraussetzung alle partiellen Ableitungen von grad f stetig auf U sind,
ist Hy stetig auf U nach S. 19.13.)

1. Es sei Hp(2(")) positiv definit. Da die Funktion

R? > — rTHf(x(O))T €eR

stetig auf R und S9! := {r : |r| = 1} C R? beschrinkt und abgeschlossen, also
kompakt ist, existiert ein rg € S41 mit

TTHf(:E(O))r > roTHf(:U(O))ro =:e>0 (resdty.

Weiter existiert nach der Vorbemerkung ein § = §. > 0 mit ||Hf(y) — Hp(zD)]] < ¢
fiir alle y € Us(z(?).
Es sei x € Us(2(9), z # 2. Wir setzen

v~ 2
il e
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Nach dem Taylor-Satz und B. 20.16.3 existiert ein & € Us(2(?)) mit

fl@) = f=) 1

T
\x—x(O)P - 27“ Hf(f)’l“

= S L) ~ Hya @) + 3" Hy (o O)r

Weiter folgt mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung und S. 19.11.1

[T (Hp(€) = Hy(@O)r| < 7| |(Hp(6) = Hp(@@)r
|H (&) — Hp(z )] <&

IN

Also ist f(z) > f(2(9)). Damit liegt an (9) ein (sogar striktes) lokales Minimum vor.

2. Die Funktion f habe an z(°) ein lokales Minimum. Angenommen, H f(x(o)) ist nicht
positiv semidefinit. Dann existiert ein 71 € S mit ] Hy(2(?)r; < 0. Ist p > 0 so,
dass U,(z(?) C U, so gilt fiir

DI S
n

wie in 1. mit einer Folge (£(™)

I = 3T (™) = Hy @O + e Hy )

Aus €M € 20 20 folgt £ — 2O (n — 00) und damit r{ (Hp (™) — H(z©))ry —
0(n — o). Also ist f(z™) < f(x(®) fiir alle geniigend grofien n. Widerspruch! O

Beispiel 20.22 1. Ist f(z,y) = 2% + y? fiir z,y € R (vgl. B. 20.18.1), so gilt

also ist H stets positiv definit. Insbesondere liegt am kritischen Punkt (0, 0) ein lokales
Minimum vor.
2. Ist f(z,y) = 2® — y? fiir 2,y € R (vgl. B. 20.18.2) so gilt

Hier ist Hy stets indefinit. Also hat f nach S. 20.21.3./4. keine lokalen Extrema.
3. Es sei f: R? — R definiert durch

flzy) =22 = 32> +2° + 3y>  (z,yeR).
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Dann gilt
grad f(z,y) = (6(z® — z) , 6(y° +y)) = (0,0)

genau dann, wenn = € {0,1} und y € {0, —1}. Also haben wir die kritischen Stellen

(0,0), (0,-1), (1,0), (1,-1).

122 — 6 0
Hy(@,y) = 0 12y + 6

Weiter gilt

Also ist

—6 0 . .
H¢(0,0) = 06 indefinit

-6 0 . .
H(0,-1) = negativ definit
d 0

—6
6 0 . .
H¢(1,0) = positiv definit
0 6
und
6 0
Hg(1,-1) = indefinit
0 —6

Damit ist f an (0,—1) ein lokales Maximum, an (1,0) ein lokales Minimum und an-

sonsten keine Extremstellen.
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21 Hauptsitze der mehrdimensionalen Analysis

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit zentralen Ergebnissen der mehrdimensionalen
Analysis beschéftigen. Dazu starten wir mit einem sehr allgemeinen Ergebnis, das auch
spater noch an verschiedenen Stellen von Bedeutung sein wird.

Satz 21.1 (Banach’scher Fizpunktsatz)
FEs sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und es sei @ : X — X. Ferner existiere

e o <1 so, dass
d(e(z), p(y)) < ad(z,y)  (z,y € X)

(eine Abbildung mit dieser Figenschaft heifit a-Kontraktion). Dann existiert genau ein
x* € X mit x* = p(z*), also genau ein Fizpunkt von ¢. Auflerdem konvergiert fiir alle
xo € X die Folge (x,) mit

Tnt1 = @(zp) (n € Np)

gegen x* und es gilt fir alle n € Ny

n

d(xp, ") < a"d(xg, x) <§ 1a d(xl,x0)> :
a

Beweis. Fiir alle n € N gilt
d(Tpt1,2n) = d(@(xn), p(Tn-1)) < a-d(Tp, xpn-1) < ... < a" - d(z1,0) .

Also ist fiir m,n € Nmit m >n

m—1 m—1
AT, xpn) < Z d(xgy1, ) < Z akd(asl,xo)
k=n k=n

o an
< d(x1,20) Zak = Ed(xl,xo) .
k=n

Ist € > 0, so existiert ein N, € N mit

an

1l -«

d(fL‘l,ZEo) <e (n > NE) ,

also auch
d(Tm, xy) < € (m>n>N;).

Folglich ist (z,) eine Cauchy-Folge in X. Da X vollstindig ist, existiert ein z* € X
mit z,, — 2* (n — o0). Da ¢ nach Voraussetzung insbesondere stetig auf X ist, gilt
damit

2" = 2 = ple,) — p(a®)  (n— o)
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d. h. * = p(x*). AuBlerdem erhalten wir
d(xp, ") = d(p(xn-1), p(z¥)) < ad(xp_1,2%) < ... < a"d(zg, x)
und zudem
d(zo, ") < d(zo,21) + d(z1,2") < d(x0,21) + ad(xg, %) ,

also
(1 — a)d(xg,z*) < d(zo,x1) .

Ist schliefflich Z ein weiterer Fixpunkt von ¢, so ist
d(z,3%) = d(p(Z), p(z7)) < ad(z,z")

also d(z,z*) = 0. O

Bemerkung 21.2 Eine typische Situation, unter der die Voraussetzungen von S. 21.1
erfiillt sind, ist die folgende: Es sei U C R? offen und ¢ : U — R? differenzierbar. Ferner
sei M C U abgeschlossen mit ¢(M) C M und so, dass fir o < 1

lJe(@)l| < (zeM).

(Denn dann ist (M, dH) vollstdndig als abgeschlossene Teilmenge des vollsténdigen
metrischen Raumes (RY, d|.;) und ¢ ist eine a-Kontraktion nach S. 20.6.)

Wir beschéftigen uns nun mit der “lokalen Umkehrbarkeit” von Funktionen f : M —
R?, wobei M C R? Ist f : M — N bijektiv, so bedeutet dies, dass fiir jedes y =
(y1,...,yq) € N das Gleichungssystem

fl(ZL'l,. . .,.I'd> = Y1

fd(xlw . 'axd) = Yd

genau eine Losung © = (z1,...,24) € M besitzt. Betrachten wir zunéichst zwei be-
kannte Spezialfille:
1. Ist f : R? — RY definiert durch

f(z) = Ax (x € RY)
wobei A € R?*4 ist, so ist das lineare Gleichungssystem

Az = f(z) =y
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genau dann fiir alle y € R eindeutig losbar, wenn det A # 0 ist. In diesem Falle ist
also f : R¢ — R? bijektiv, und es gilt bekanntlich

z=fy)=A"y (yeR?).

2. Ist Q C R offen und f : Q — R stetig differenzierbar mit f'(zq) # 0 fiir ein z¢ € €,
so existiert eine offene Umgebung U von z( so, dass f’(x) entweder durchgehend > 0
oder < 0 auf U und damit f streng monoton auf U ist. Also existiert f~! := (f|U)_1
auf V = f(U) und es gilt fir y = f(z) € V

Schliefllich ist auch V offen (da V = (f~1)71(U) nach S. 10.12 offen ist) und f~! stetig
differenzierbar auf V.

Wir setzen fiir eine offene Menge © € R und k,m € N
CHOQR™) :={f=(f1, -, )T : Q= R™: f1,..., fm € C¥(Q)} .

Dann gilt allgemein

Satz 21.3 (Hauptsatz iiber Umkehrfunktionen)
Es sei Q C R? offen, und es sei f € C1(Q,RY). Ferner sei (9 € Q mit

det J;(z@) £0.
Dann gilt:

1. Es existieren offene Umgebungen U von z©) und V von y(© = f(:c(o)) so, dass
Jiv : U =V bijektiv ist.

2. Ist f~1 = (f|U)_1 1V = U, soist =€ CY(V,RY) und firy = f(x) € V gilt
J-1(y) = [Jp(x)] 7"
Beweis. Wir setzen A := J;(2(?)). Nach Voraussetzung existiert A~!( 0). Da x
Jr(x) stetig auf Q ist (S. 19.13), existiert ein § > 0 so, dass fiir € := (2||[4A7|)~! gilt
1¢(2) — Al| < & (w c U(;(a;(o))> .

Wir setzen
U:=Us(z),  V:=fU)

und zeigen:
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(i) fiy : U — V ist injektiv (also bijektiv), d. h. f=1 = (fijy) ™" existiert
(ii) V c RY ist offen
(ili) detJs(z) #0 (ze€U)
(iv) f71 € CHV,RY) und J;-1(y) = [Jy(z)] " fiir alle y € V, y = f(2).
1. Es sei y € V fest. Wir betrachten ¢ = ¢, : U — R? mit
p@) =z + ANy - f(2)  (zeU),

Dann ist ¢(z) = x genau dann, wenn y = f(x) gilt. Also ist fiir (i) zu zeigen: ¢ hat
hochstens (und damit genau) einen Fixpunkt. Es gilt fiir z € U

Jo() = B — AN p(a) = A7 (A~ Jy(@))

und damit )
T (@)]] < [ATH] - [JA = Jp(2)]] < [JA7]e = 5

Sind x, & Fixpunkte von ¢, so gilt nach S. 20.6

- - 1 ~
|z = 2] = |p(2) - 9(@)] < 5z - 7]

also r = 7.

2. Es sei y) = f(zM) € V. Da U = Us(z) offen ist, existiert ein p > 0 mit
U,(z(M)) =: M C U. Wir setzen 1 := p und zeigen: U, (yV)) C V.

Dazu sei y € Un(y(l)) gegeben und ¢ = ¢, wie in (i). Dann gilt (M) C M, denn fur
x € M ist

o) V] < fp(@) — pe®)] + fp(a®) - 2O
< gl =D +147 (g - SO
1
< Zlp— 2O LAYy — D < PP
< gle—a®l AT -y W < L4 2=,

also ¢(x) € M.
AuBerdem ist ||.J,(z)|| < 1/2 fur alle € M nach 1. Nach S. 21.1 und B. 21.2 existiert
(genau) ein z € M mit ¢(x) = z also f(z) =y.

3. Es gilt nach 1. (wobei ¢ = ¢, mit einem beliebigen y € V')
Ji(@)=A-(E~Jy(x))  (z€U)

also
det Jy(x) = det(A) - det(E — J(x)) (xelU).
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Wieder nach 1. ist [|J,(z)|| < 4 (z € U) und damit ist E — J,(z) invertierbar. (Es gilt

(E—-B)!'= ZOB”, falls || B|| < 1 ist; [U]). Also ist auch det J¢(z) # 0.

4. Wir setzen g := (f|U)_1 und betrachten ein beliebiges y(!) € V. Ist ¢ = ¢, (1) Wie in
1. und y@ = f(zM), so gilt

p(2) =2+ A7 (D) = f(2))
also fiir x € U
> p(z) — ()] =

= o2+ A7 (f (V) - f(2)]
o — 2] =[] A7 [£ (V) = f()]

Zla — 2|

v

und damit

f(2) — fzM)] >

]a:—:c(l)\ :8]ar—x(1)]. (%)

1
2||A—|
Firy eV, y#yW, folgt (mit y = f(x))

l9(v) — 9 ™) — [Ty —yW)] _
ly =y B

2N (2 — 2D Z (F(2) — F(2(D
1, @Oy 22 @) )= (@) = S(a)

IN

[7() — ()
< W#@?ﬂ1mﬂ@—f@ﬁ;:ﬁﬁmﬂx—ﬂwyﬁo(xexmy

Fir y — yM folgt z — =M aus (x). Also ist g differenzierbar an yW und es gilt
(Eindeutigkeit von C' in D. 19.6)

Joy™M) = @)™ = [T (7 O]

Da A +— A~! eine stetige Abbildung von R¥9\{B : det(B) = 0} in sich selbst ist (bzgl.

der Operatornorm)([U]), ist y — J,(y) als Verkniipfung der stetigen Abbildungen f~!
sowie z — J¢(z) und A — A~ stetig auf V. Dies ist dquivalent dazu, dass g = f~!

in C1(V,RY) liegt. O

Beispiel 21.4 Wir betrachten f : (0,00) x R — R? mit

frer= (19F) reopem),
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Dann ist f € C*(Q2,R?), wobei Q = (0,00) x R, und es gilt

cos ¢ —rsing

det J¢(r, @) = =r>0.

sin ¢ T COS ¢

Also existiert nach S. 21.3 zu jedem (19, po) € Q eine Umgebung U von (19, ¢o) so, dass
f:U — f(U) =V bijektiv ist. AuBerdem ist V offen und f~' = (fjy)~' € C1(V,R?).
Jedoch ist f nicht umkehrbar auf ganz !

Wie sehen “maximale” offene Mengen aus, auf denen f umkehrbar ist?

Ist f(r,¢) = f(7, ), so gilt rcos¢ = 7 cos @ und rsin ¢ = 7sin @, also

72(cos? ¢ + sin’ ) = 7% (cos® ¢ + sin? @)

und damit r = 7. Folglich gilt cos¢ = cosp und siny = sinp, woraus wiederum
@ = @ + 2k fiir ein k € Z folgt. Also ist f etwa umkehrbar auf

U=Uy={(r,p) €eQ:a<p<a+2r}

fiir beliebiges o« € R. Auf jeder echten offenen Obermenge von U, ist f nicht mehr
umkehrbar. Auferdem gilt f(U,) = R?\ {(rcosa,rsina) : r > 0} fiir alle o € R. Wie
sieht eine (nicht die) Umkehrfunktion aus? Betrachten wir

T 3
U—U_W/Q—{(r,go).r>0, ¢E<—2,27T>}.

Ist (2,) € f(U_y/) mit
x\  [rcosy
()= (o)

so gilt r = /22 + y2. Fiir z = 0 ist ¢ = 7/2. Ist & # 0, so folgt

¥ _ tan ¢
x
also
|} arctan(y/z) , fallsz >0
arctan(y/x) +m , fallsz <0

(beachte: cosp > 0, falls ¢ € (—7/2,7/2)). Insgesamt erhalten wir

(V2?2 + y? arctan(y/z)) , fallsz >0
FHay) = (o, ) H(@y) = (y,m/2) , fallsz =0
(Va2 +y?, arctan(y/z) +7) , fallsz <0

In enger Beziehung zum Hauptsatz iiber Umkehrfunktionen steht ein weiterer Haupt-

satz: der iiber implizite Funktionen. Worum geht es dabei?



21 HAUPTSATZE DER MEHRDIMENSIONALEN ANALYSIS 210

Gegeben ist eine Funktion F : M — R™ mit M C R% x R™ und damit das Gleichungs-
system
F(x,y) =0

wobei R x R™ = {(z,y) : x = (z1,...,24) €RY, y = (y1,...,ym) € R™}, d. h.

Fl(xlv"'vxda ylv"'vym):O

Fm<ﬂ?17...,xd, y17"'7ym>:0

(also d+m “Unbekannte” und m Gleichungen). Ferner sei (z(9), y(9)) € M eine Losung,
also F (a:(o), y(o)) = 0. Ziel ist, das Gleichungssystem “lokal nach y aufzulésen”, d. h.
wir suchen Umgebungen U von z(® und V von y(©) sowie eine Funktion f : U — R™
so, dass fiir alle x € U,y € V gilt

F(r,y) =0y = f(z).

Wir orientieren uns wieder an zwei einfachen Beispielen

Beispiel 21.5 1. Wir betrachten die Gleichung
F(z,y)=2>—y*—-1=0 (z,y € R).

Dann ist offenbar (xg,%0) = (v/2,1) eine Losung der Gleichung. Hier gilt etwa fiir
U:=(1,00) und W := (1, 00) x (0,00)

Flz,y) =0y =Va?>—1= f(z)

(d. h. {(z,y) € W : F(z,y) = 0} = {(z, f(z)) : € U}; die Losungsmenge ist lokal
der Graph der Funktion f). Dies ist etwa falsch fir W = (1,00) x R.
2. Es seien A € R™*4 | B € R™*™ sowie F : R? x R™ — R™ mit

F(z,y) = Az + By = (A B) (;”)

(also lineares GLS Az + By = 0). Dann gilt im Falle det B # 0
F(z,y) =0 By = —-Az & y= —B 1Az =: f(z)
also L := {(z,y) : F(z,y) = 0} = {(z, f(2)) : 2 € R*}.

Satz 21.6 (Hauptsatz iber implizite Funktionen)
Es sei Q C RE x R™ offen und es sei F € C1(,R™). Wir setzen zur Abkiirzung

oF ([ OF, or __ (OF,
9y (x,y) :== <8yy (x’y>>u,v=l7...,m und o7 (z,y) = (6% (x,y)) - .
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Ferner sei (9, y(0) € Q so, dass F(z(9,4y©) = 0 und

det g<x<0>,y<0>> 20,

Dann gilt

1. Es existieren offene Umgebungen U von =9 und W von (a:(o),y(o)) sowte eine
Funktion f : U — R™ so, dass fir (x,y) € W gilt

2. Esist f € CL({U,R™) und

(z,f(z)) (zel).

To(e) = — [8F r OF

yy(%f(x)) O

Beweis. 1. Wir betrachten G : Q — R?% x R™ mit
Gloy) = (v F@y)  (@yeQ).

Dann gilt G(z(©,y(@) = (2(9,0) und G € C*(Q,R% x R™). AuBerdem ist

layy) T Go(x,y)

und damit det Jg(z©, y©) = det %(x(o),y(o)) # 0. Nach S. 21.3 existieren offene
Umgebungen W von (2, y(©) und S von (z(®,0) = G(z©,y®) so, dass Gw :
W — S bijektiv ist mit

Gl =(Gw) e CYS,R* xR™) .

Da S offen ist, existieren offene Umgebungen U von z(%) und V von 0 mit U x V C S.
Wir kénnen also o. E. annehmen, dass S = U x V gilt. Aus der Definition von G ergibt

sich, dass G~! von der Form
G N(z,2) = (z,H(z,2))  ((z,2) €9)

mit H € CY(S,R™) ist.
Ist T2 : R x R™ — R™ definiert durch m2(z,y) := v, so gilt

m(G(2,y)) = mo(z, F(z,y)) = F(z,y)  ((z,y) €Q)
also fir (z,z) € S:

F(z,H(x,2)) =m(G(x,H(x, 2))) = m(x,2) = 2.
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Definiert man f : U — R™ durch
f(z) = H(z,0)  (z€U)

so gilt fir z € U
Bz, f(z)) =0
und aus F(x,y) = 0 fiir ein (z,y) € W folgt
G(.’L’,y) = ($,0> = G(G_l(.’IJ,O)) = G(:L’,f(:(}))

und damit, da Gy bijektiv ist, y = f(z). Also ergibt sich 1.
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2. Weiter folgt aus H € C1(S,R™) auch f € C1(U,R™) und mit der Kettenregel ergibt

sich aus
o(x) == F(z, f(x)) =0 (x eU)
schlieBlich
0= Jpfo) = Jra (@) () = G Fo))+ G F @) ()

und damit op 1 ap
s == |Gt f@)| G s@)  @ev).

(Man beachte dabei: Es gilt nach S. 21.3
OF
det @($7y) = det JG($7y) ?é 0

fir alle (z,y) € W.)

Beispiel 21.7 (Lemniskate)
Es sei F': R x R — R definiert durch

F(z,y) = (2" +y*)? —22*—y*)  (z,y€R).

Dann gilt
OF
0= a—y(x, y) = 2(z2 +92)2y + 4y = dy(2®> + 32 + 1)

genau dann, wenn y = 0 ist. Ist y = 0 und F(z,y) = 0, so gilt 2* —22% = 0, also z = 0

oder z = ++/2.

Nach S. 21.6 ist fiir alle (z9,y0) mit F(zo,y0) = 0 und (zg,40) & {(0,0), (£v2,0)}
die Gleichung F(z,y) = 0 auf einer Umgebung W von (xg,yo) “auflosbar nach y”.

“Implizites Differenzieren” ergibt fiir die Funktion f = f(,, ) aus S. 21.6

(@ f(@)  dw@?+y? 1)
Gy (@ f(@) Ay +y?+ 1)), pq

fi(z) =



21 HAUPTSATZE DER MEHRDIMENSIONALEN ANALYSIS 213

auf einer Umgebung U von zg. Also hat f Extremstellen hochstens in Punkten z mit
2+ ) =2+ =1.

Um eine Vorstellung von der Losungsmenge zu bekommen, betrachten wir Polarkoor-
dinaten: Es gilt fir (x,y) # 0

0= F(x,y) = F(rcos g, rsing) = r* — 2r?(cos? ¢ — sin’ ) = r2(r? — 2 cos 2p)

genau dann, wenn 7 = /2 cos 2¢, wobei ¢ so, dass cos(2¢) > 0 ist (beachte: r > 0).

-1.5-1-05 0 05 1 1.5 2

Eine wichtige Anwendung des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen ergibt sich im
Bereich der Optimierung unter Nebenbedingungen. Wir untersuchen folgendes Pro-
blem:

Gegeben sind Funktionen f : M — R, g: M — R™, wobei M C R%. Gesucht sind die
“Extremstellen von f unter der Nebenbedingung g(z) = 0.

Wir wollen dies in einer Definition etwas prézisieren

Definition 21.8 Es sei M C R, und es seien f: M — R sowie g : M — R™. Ist
L:={zeM:g(x)=0}

und ist (%) € L, so heiflt £(?) ein lokales Mazimum (bzw. Minimum) von f unter der

Nebenbedingung g(z) = 0, falls z(9) ein lokales Maximum (bzw. Minimum) von fir ist.
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Der folgende Satz liefert eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer solchen
Extremstelle

Satz 21.9 (Lagrange)
Es sei Q C RY offen und es seien f € CY(Q) und g € C*(Q,R™) mit m < d. Ferner
sei (9 € Q so, dass

Rang(Jg(x(O))) =m

ist. Dann gilt: Hat f an 2% ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g(z) =0,

so existiert ein A € R™ mit

grad f(@) = 3" ), grad g;(z0) = A7J, ()
j=1

(die Komponenten A1, ..., \p von X\ heiffen “Lagrange-Multiplikatoren”).
Beweis. Wir schreiben zur Abkiirzung = = (y, z) mit
Yy = (xlv"'axm)7 = (xm-‘rlv"'axd)

fiir 2 = (x1,...,24) € R? und insbesondere

(y©, 200y = 2O

O. E. gelte

99 ) = dot 291 (5
det <8y(3: )| = det axy(a: )H’V:L.“’m#O,

d. h. g—g(x(o)) habe vollen Rang m.

Nach dem Hauptsatz iiber implizite Funktionen ist g(z) = g(y, z) = 0 bei 2(©) “lokal

nach y auflssbar”. Insbesondere existieren eine Umgebung U von z(?) = (wgizrl, ey x((io))
sowie eine Funktion ¢ € C*(U, R™) so, dass ¢(2(9) = y(© und
9(p(2),2) =0 (2€U) (%)

gilt. Wir definieren F' € C'(U) durch

F(z) = f(p(2),2) (2€U).

Nach Voraussetzung hat F an z(?) ein lokales Extremum (ohne Nebenbedingung). Also
gilt nach S. 20.17
grad F(z0) =0

und mit der Kettenregel weiter

0=graase) () = U gy, 1 2 o) (+4)
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Wegen det (g—g(w(o))) # 0 hat das lineare Gleichungssystem

\T gz(x(m) _ ‘;;”(xm))

(% * %)

genau eine Losung AT = (Aq,...,A\n) € R™. Aus (x) ergibt sich durch “implizites
Differenzieren”

J (20 dg dg
0= Jg(x(o))< E(d— )> = %($(O))J¢(2(O)) + &(x(o))

und mit (xx) folgt

of oy _ _9f, (0 oy _ 799, (0 Oy _ 799, ()

Zusammen mit (% *) ergibt sich die Behauptung. O

Bemerkung 21.10 Ahnlich wie S. 20.17 liefert S. 21.9 lediglich eine notwendige Be-
dingung fiir das Vorliegen eines Extremums unter der Nebenbedingung g(z) = 0. Um

die entsprechenden Punkte z(9) zu bestimmen, hat man die Gleichungen

gj(z1,...,24) =0 (j=1,....,m)

und

of 995

—_— = Aj=— k=1,...,d

81’k (.1‘1, 7$d) Jz::l jaxk (:Ub axd) ( ; ) )
zu losen (also (d + m) Gleichungen fiir die (d + m) Unbekannten zi,...,z4 und
AMyeooy Am).

Beispiel 21.11 Die Produktion eines Unternechmens sei in Abhéngigkeit der Produk-
tionsfaktoren x,y beschrieben durch die (Cobb-Douglas-) Funktion

P(z,y) =2%""*  (2,y>0)

wobei o € (0,1) fest ist. Die Produktionskosten seien gegeben durch eine lineare

Kostenfunktion K der Form

K(z,y)=pr+qy  (x,y>0)

mit Konstanten p,q > 0. Gesucht ist eine kostenminimale Faktorkombination (z,y)
zu einem vorgegebenen Produktionsniveau ¢ > 0, d. h. wir wollen das Optimierungs-
problem

K(z,y) % min
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unter der Nebenbedingung
P(l‘, y) —c=0

l6sen. Nach S. 21.9 ist eine notwendige Bedingung gegeben durch
grad K (z,y) = A grad P(z,y) ,

d. h. wir haben die 3 Gleichungen

xayl—a = ¢

a—1, 11—«

Aaxr®y
= Ml—-—a)zvy™

fiir die Unbekannten z,y, A\. Division der 2. und 3. Gleichung ergibt

und damit

Also kann nur an dieser Stelle (z,y) ein Minimum unter der Nebenbedingung vorliegen.
Man kann sich iiberlegen, dass dies tatsédchlich der Fall ist.
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22 Gewohnliche Differenzialgleichungen: Beispiele und ele-

mentare Losungemethoden

Differenzialgleichungen sind Gleichungen, in denen eine unabhéingige Variable, Funk-
tionen und Ableitungen der Funktionen auftauchen. Dabei bezeichnen wir die un-
abhéngige Variable meist mit ¢ (Zeit). Bevor wir uns mit der allgemeinen Theorie
beschiftigen, betrachten wir einige einfache Spezialfille mit Anwendungsbeispielen.

Beispiel 22.1 Wir betrachten ein sehr vereinfachtes Keynesianisches Modell des Wachs-
tums einer Volkswirtschaft. Ist Y das (Volks)einkommen (etwa gemessen als Brutto-
sozialprodukt), so besagt der Keynesianische Ansatz, dass das die Veréinderung Y’
proportional zur Differenz von Nachfrage D und Einkommen ist, d.h.

Y'(t) = k(D(t) — Y (1)) oder kurz Y/ = k(D - Y),

wobei k eine positive Konstante ist. Weiter nimmt man an, dass die Nachfrage D sich
als Summe aus privatem Konsum C, Investitionen I und Staatsausgaben G ergibt
(geschlossene Volkswirtschaft; ohne Ausland). Ein weiter vereinfachtes Modell geht
davon aus, dass I und G konstant sind (man schreibt I = I, G = G), und dass C(t)
von der Form C(t) = ¢y + ¢Y(t) mit Konstanten ¢y > 0 und ¢ € (0,1) ist. Damit

erhalten wir

Y'(t) = klcg+cY(t)+I1+G-Y(t) =
= k(c—1Y () +k(co+I+G)=aY(t)+7

mit Konstanten o < 0 und 8 > 0. Gesucht ist nun eine Funktion Y, die die Gleichung
unter der ,, Anfangsbedingung“ Y (0) = Yj lost.

Definition 22.2 Essei D C Rx K¢ offen, und es sei f : D — K stetig. Wir schreiben
ein Element aus R x K? meist in der Form (¢,), wobei t € R und y € K% ist.

1. Eine (gewdhnliche) Differenzialgleichung (1. Ordnung) (bzw. System gewdhnli-
cher Differenzialgleichungen (1. Ordnung)) ist eine Gleichung der Form

y'(t) = f(ty(t)) (22.1)

oder kurz
Y = f(ty),

wobei y/'(t) = (y1(t), -, y4(t))-
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2. Eine Funktion ¢ : I — K¢ bzw. das Paar (¢,I) heiBt Lisung der Differenzial-
gleichung (22.1) falls ¢ differenzierbar auf (dem Intervall) I ist, falls

graph(p) = {(t,p(t)) : t €I} C D
gilt, und falls (22.1) fiir alle ¢ € I erfiillt ist, d.h.

O'(t) = f(t, (1)) firalle teT.

3. Ist (to, y(o)) € D, so heifit eine Beziehung der Form

y' = f(t,y) y(to) =y (22.2)

ein Anfangswertproblem (fiir die Differenzialgleichung (22.1)) (kurz: AWP). Ist

0)

to € I und ist (¢, I) eine Losung von (22.1) mit ¢(tg) = y(?), so heiBt ¢ bzw.

(p,I) Losung des AWP (22.2).

Ist d = 1, so nennt man (22.1) auch skalare Differenzialgleichung. In diesem Fall haben
wir eine Losung ¢ : I — K (reell- oder komplexwertig).
Ist weiterhin speziell D = I x J mit Intervallen I, J C R und f von der Form

f(ty) =h(t)g(y)

mit h: I — R und g : J — R, so spricht man von einer Differenzialgleichung mit ge-
trennten Verdnderlichen (oder von einer separierbaren Differenzialgleichung). In B.22.1
haben wir eine solche Gleichung mit h(t) = 1 und g(y) = ay + [ vorliegen. Wir
beschéftigen uns zunédchst mit Losungen solcher Gleichungen.

Ist g(yo) = 0 fiir ein yo € J, so ist offenbar p(t) = yo eine Losung von 3’ = h(t)g(y)
auf R. Das folgende Beispiel zeigt, dass unter Umsténden mehrere Losungen existieren

konnen.

Beispiel 22.3 Essei D =R x R und

v, fallsy > 0
Fty) = gw) = YV
0, fallsy < 0

Dann ist offenbar ¢(t) = 0 eine Losung des AWP
v =9), y(0)=0.

Man rechnet nach, dass auch die Funktionen

(t—c)?/4, fallst>c
Pe(t) =
0, fallst < ¢

fiir alle ¢ > 0 Losungen des AWPs darstellen. Also haben wir unendlich viele Losungen.
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Im Falle g(yo) # 0 treten entsprechende Probleme nicht auf:

Satz 22.4 FEs seien I,J C R offene Intervalle, und es seien h: I — R und g: J — R
stetig. Ferner gelte

gly) #0  (yeJ).
Istto eI, yo € J und

t

y
H(t) = /h(s)ds tel), Gly) = / gd(z (e,
to Yo
so hat das AWP
v =ht)gl),  ylto) =wo
auf jedem Intervall Iy C I mit ty € Iy und H(Iy) C G(J) genau eine Lisung (o, Ip),
und diese ergibt sich durch Auflésen der Gleichung

nach y (d.h. o(t) = G=YHH(t)) (t € Iy)).

Beweis. 1. Da G'(y) = 1/g(y) # 0 fiir alle y € J gilt, ist G streng monoton (wachsend
oder fallend) auf J und besitzt eine (ebenfalls stetig differenzierbare) Umkehrfunktion
Gl G(J) = J (S. 124 und S. 13.9). Ist Iy C T mit to € Iy und H(Iy) C G(J), so
betrachten wir ¢ : Iy — R mit

p(t) =G H(H(t)  (tel).

Dann gilt

1 S.13.9 1 1y
@(t) 7= GG IHD)) H'(t) = g(p(t))n(t) (tel)

und ¢(tg) = G71(H(ty)) = G71(0) = yo, d.h. (p, Iy) 16st das AWP.
2. Ist (¢, 1) eine weitere Losung des AWP, so gilt

) _
sy " el
und damit fiir alle ¢ € Iy (Substitution v = (s))
Vo fee
G(y(t)) :Mt/) o (0 :t/g(@b(s))ds :/h(s)ds = H(t)

d.h.
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a

Satz 22.4 erweist sich als duflerst niitzlich, da die Aussage ,konstruktiv® ist, d.h. es
wird ein Verfahren zur Berechnung der Losung geliefert. Im Wesentlichen hat man
zwei Stammfunktionen (F' und G) zu berechnen und die Umkehrfunktion von G an-

zuwenden.

Beispiel 22.5 1. Wir betrachten das AWP Y’ = aY + 3; Y(0) = Y aus B. 22.1,
wobei wir zunédchst Yy < —f/a annehmen.
Dann ist das AWP nach S. 22.4 (jedenfalls fiir |¢| geniigend klein) eindeutig losbar,

und die Losung ergibt sich aus

¢ Y
d 1 1
b= /ds B / ocsj-ﬂ - Eln(as+ﬁ)|¥o = a(ln(aY—I—ﬁ) —ln(aYo—l—[3)> ’
also
In(aY + 3) = at + In(aYy + 5)
d.h.

+I+G +I+G
Co )+CO

o k(c—1
Y:Y(t):et(yo‘i‘ﬂ/a)_ﬂ/a:e( )t(YO_ 1—c¢ 1—c¢c

Dies ist eine Losung auf ganz R, wie man sofort durch Nachrechnen sieht.

Eine entsprechende Rechnung gilt fiir Yy > —f/a.

Ist Yy = —f/a, so ist g(Yy) = aYy + 3 = 0. Also ist in diesem Fall etwa Y () =
—B/a = (co+ I+ G)/(1 — c) eine Losung (sogenannte triviale Losung).

2. Wir betrachten die in der Populationsdynamik zur Modellierung von Tier- oder
Pflanzenpopulationen oft verwendete sogenannte logistische Gleichung

Y =9(y) =aylb—y),
wobei a,b > 0 Konstanten sind. Wir suchen die Losung des AWP
y' =9y, y(0) = o

mit yo > 0. Ist yo = b, so ist g(yo) = 0, und damit ist y = b eine Losung des AWP
(unter Umstédnden nicht die einzige).
Es sei nun yg # b. Dann erhalten wir nach S. 22.4 die Lésung aus

t y y y y
T PR S T E
B N g(s) a) sb—s) ab) s ab) b—s
0 Yo Yo Yo Yo

1
= —[Infyl = Infb—y|+In]b—yo| —In[yo]]
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d.h.
‘ Y — 6abt Yo
b—y b—wo
Fiir yo < b erhalten wir (da dann auch y(t) < b fiir |¢| klein)
y — b _ 1 — eabt . yO
b—y b-y b—yo

bzw.

abtbyo b
y=yt)="> | = :
1 eabt f10 1+ (2 —1)eabt

Eine entsprechende Rechnung gilt fiir yg > b.

3. Wir betrachten mit / = J = R das AWP

Y =ht)gly) =c'1+y%),  y0)=1.
Die Losung ergibt sich wieder nach S. 22.4 (auf einer Umgebung von ¢y = 0) aus

t Y
d
el = /esds = / ] +882 = arctan(y) —% .
) o 1 —

=G(y)

!

also

arctan(y) = e’ + — — 1

e~

bzw.
y:y(t):tan(et+%—1)

(Es gilt dabei G(R) = (—3m/4,7/4), also ist H(t) € G(R) fiir t € (—oo,In(1 + 7/4)).
Nach S. 22.4 ist y Losung auf (—oo,In(1 + 7/4)), und dieses Intervall ist offenbar
maximal. Man sieht, dass die Losung i.a. nur auf einem echten Teilintervall von [
(= R) existiert.

FEine weitere Klasse von Differenzialgleichungen, bei denen man die Loésungen i. W.
mittels Integration bestimmen kann, sind (skalare) lineare Differenzialgleichungen 1.
Ordnung;:

Ist I C R ein offenes Intervall und sind a : I — K und b : I — K stetig, so heifit

y = alt)y +b(t)

eine lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung. Ist b = 0, so spricht man von einer

homogenen Gleichung. Es gilt dafiir

Satz 22.6 Es sei I C R ein offenes Intervall, und es sei (to,yo) € I x K. Ferner seien
a,b: I — K stetig.
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1. Das AWP zur homogenen Gleichung
v =alt)y,  ylto) =0
hat genau eine Lisung @ auf I, gegeben durch
p(t) = yoe™  (te),
wobei A(t) = ftz a(s)ds (t € I).
2. Das AWP zur (inhomogenen) Gleichung
Y =alt)y+bt),  ylto) =wo

hat genau eine Lisung ¢ auf I, gegeben durch

¢
o(t) = eA® [yg + /e_A(S)b(s)ds] .

to

Beweis. Offensichtlich ist 1. ein Spezialfall von 2. Es geniigt also, 2. zu beweisen.

Es gilt fiir t € 1

o' (t) = e Oa(t) |yo + / e A)p(s)ds | + eADe 2D p(t) = a(t)p(t) + b(t)

i =1
und

p(to) = eyo = yo,
d.h. ¢ ist Losung des AWP auf I.
Ist (¢, 1) eine weitere Losung, so betrachten wir

D(t) = (p(t) — p(t)e AV

Dann gilt

Y1) = (¢ (8) = ¢ (1)) e — (p(t) — @(t))e " Va(t)
—_———
=a(t)(p(t)—¢(t))

also ist ¢ = 0 auf I und damit (da e=4® = 0) auch ¢ = @ auf I .

0,

222

Beispiel 22.7 Wir betrachten noch einmal das AWP aus B. 22.1. Nach S. 22.6 (mit

a(t) = a und b(t) = () ist durch

-

(07

t
o(t) = e™ [Yo + ﬁ/e_asds] = [YO - 6—a8|6} _ ot [Yo i
0

die (eindeutig bestimmte) Losung auf R gegeben (vgl. B. 22.5.1).

(t e R)
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Zum Abschluss wollen wir uns noch mit einer Klasse von Differenzialgleichungen
beschéftigen, in denen hohere Ableitungen auftreten. Zunéichst wieder ein Beispiel
aus der Okonomie.

Beispiel 22.8 Wir betrachten wieder ein dynamisches Modell einer Volkswirtschaft:
Das Einkommen Y verdndere sich proportional zur Differenz aus Nachfrage D und
Einkommen, d.h.

Y'(t) = k(D(t) — Y(t)).

Weiter betrachten wir das Zinsniveau r, dessen Verédnderung proportional zur Diffe-
renz aus Geldnachfrage und Geldangebot ist. Geht man weiter davon aus, dass die
Geldnachfrage proportional zu Y und das Geldangebot konstant (M = M) sind, so
erhalten wir

v (t) = m(dY (t) — M).

Schlieflich ergibt sich — nach dem Modell — die Nachfrage D als Summe von privatem
Konstum C|, der als proportional zu Y angenommen wird (C' = ¢Y’), und Investitionen
I, die ihrerseits als I = —ar mit einer Konstanten a > 0 angesetzt sind. Insgesamt
ergibt sich, wenn man noch vereinfachend £ = m = 1 annimmt,

V(1) = (=Y () —ar(t)

r'(t) = dY(t)— M
Differenziert man die erste Gleichung und setzt die zweite ein, so folgt
Y'(t) = (c—1D)Y'(t) —ar'(t) == (¢ — 1)Y'(t) — adY (t) — aM

Dies ist eine sogenannte Differenzialgleichung 2. Ordnung, in der erste und zweite
Ableitungen auftauchen.

Allgemeiner betrachten wir nun Gleichungen n-ter Ordnung;:

Definition 22.9 Es sei D C R x K" offen, und es sei f € C(D,K). Eine Gleichung
der Gestalt

y ™M) = F(ty®), ¥ (1), ...y V(1)) (22.3)
oder kurz

y™ = ft,y, oy )

heifit (gewdhnliche) Differenzialgleichung n-ter Ordnung.
Eine Funktion ¢ : I — K (bzw. das Paar (¢, I)) heifit Losung von (22.3), falls ¢ n-mal
differenzierbar auf I ist mit (¢, o(t), ..., o™ D (t)) € D und

oM (t) = f(t, (), ...,go(”*l)(t)) fir alle tel.
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Ist (to, M0, ..., Mm—1) € D, so heifit eine Beziehung der Form

y " = f(ty, .y ), y(to) =m0,y (t0) = 1t (22.4)

ein Anfangswertproblem (AWP) fiir (22.3). Schlieflich heifit eine Losung (¢, I) von
(22.3) Losung des AWP (22.4), falls

o (t0) = 10, s @ (tn) = 101
gilt.
Bemerkung 22.10 Man kann eine DGL n-ter Ordnung stets auf ein System von

Differenzialgleichungen 1. Ordnung wie aus D. 22.2 umschreiben:
Betrachten wir F': D — K" mit

Byt yr,nyn) = Y2
Fn—l(tyylv "'7yn) - Yn
Fn(tayla“'?yn) = f(tayh"'?yn)

so sieht man sofort: Ist ¢ : I — K eine Losung von (22.3) (bzw. (22.4)), so ist

Pq(t) ()
sy = | PO =] Y (ten),
(1) P (2)
eine Losung von
y, = F(t7 y)

(bzw. v = F(t,y) und y(to) = (10, ..., M_1)"). Ist umgekehrt ® : I — K" eine Losung

von i = F(t,y) (bzw. v = F(t,y) und y(to) = (o, ..., Pn_1)")
(also die 1. Komponente von @) eine Losung von (22.3) (bzw. (22.4)), auf I.

,80ist p :=®1: I - K

Dies zeigt, dass man sich bei einer allgemeinen Losungstheorie auf Gleichungen 1.
Ordnung beschrinken kann. Einer solchen allgemeinen Losungstheorie wenden wir
uns als néchstes zu.
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23 Losungstheorie fiir allgemeine gewdhnliche Differen-

tialgleichungen

Wir studieren nun allgemeine Anfangswertprobleme wie in (22.2), d.h. fiir eine ge-
gebene Funktion f € C(D,K%), wobei D C R x K? offen ist, und fiir (to,4°) € D
betrachten wir das AWP

v =f(ty)  y(to) =1°.

In 22.3 hatten wir gesehen, dass nicht jedes solche AWP eine eindeutige Losung besitzt.
Im folgenden wollen wir zeigen, dass unter etwas stérkeren Voraussetzungen an f

(auBer der Stetigkeit) stets genau eine sog. maximale Losung des AWPs existiert.

Definition 23.1 Es sei D C R x K% offen, und es sei f € C(D,K?%). Man sagt, f
geniigt auf D einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y, falls fir alle K € D, K
kompakt, eine Konstante L = L(K) existiert mit

|f(t7y) - f(t’g)‘ < L’y - Z]’

fiir alle (¢t,y) und (¢,7) € K (wobei | - | stets euklidische Norm ist).

Bemerkung 23.2 1. Esgilt: f geniigt auf D einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich
y genau dann, wenn zu jedem (tg,y") € D eine Umgebung U = U (to,4°) von (to,y")
und eine Konstante L = L(U) existieren mit

[f(ty) = f(E9)| < Lly—g|  firalle (t,y),(t,9) €U.

(Denn: "= ist klar (wihle U = Us(tg,3°) so, dass U C D).
7<” Es sei K C D kompakt. Angenommen, es existiert keine Konstante L wie
gewiinscht. Dann existieren Folgen (t,,y™) und (t,,, ™) in K und eine Folge L,, — oo
mit
1 (b, ™) = f (b, 7] > Laly™ = 4] (neN).
Da K kompakt ist, besitzt (¢,,y") eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert (¢o,y°)
in K. O. E. kénnen wir annehmen, dass die Folge (t,,y™) selbst konvergiert. Aus
Lyly™ = 5™ <2 max |f(t,y)]  (n€N)
(ty)eK
folgt, dass auch §(™ — 40 gilt. Nach Voraussetzung existieren eine Umgebung U von
(to,%°) und ein L > 0 mit

|f(t,y) — f(t,9)] < Lly — g fiir alle (¢,y), (t,9) € U.
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Da (t,,y™) und (t,,§™) fiir n geniigend gro in U liegen, ergibt sich ein Wider-
spruch.)

2. Ist K = R, existiert fiir jedes (¢,y) € D

af af
0 le]

und sind sdmtliche partiellen Ableitungen 0f;/0yx : D — R stetig auf D, so gentigt f
auf D einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y.

(Denn: Wie im Beweis zu Satz 19.13 siecht man, dass df/dy : D — R%*? stetig ist

Rdxd

(wobei mit der von der Operatornorm herkommenden Metrik versehen ist). Ist

(to,4°) € D, so existiert eine Kugel Us(to,y°) mit U C D. Da U kompakt ist, existiert

0
L:=LU):= — (t, .
(U) DX, | ay( y) |l

Nach S.20.6 (angewandt auf die Funktionen y — f(t,y) bei festem t; wichtig dabei
{y e Re: (t,y) € U} ist konvex) gilt

[fy) = fE9) < Lly—gl (), (9 €l).

Also folgt aus 1. die Behauptung.)

Beispiel 23.3 1. Es sei

flty)=e(l+y?)  (LyeR)
(vgl. B. 22.5.3). Dann gilt

of ot

Insbesondere ist df/0y stetig auf R?. Nach B. 23.2.2 geniigt f auf R? einer lokalen
Lipschitz-Bedingung beziiglich y.
Man beachte jedoch: Fiir ty € R fest existiert kein L > 0 so, dass

|f(to,y) — f(to, 9)| = €y +Glly — 9| < Ly — 7]

fiir alle y, g € R erfiillt ist (f geniigt keiner globalen Lipschitz-Bedingung bzgl. y).

2. Es sei

L y>0
fhy) =4 VP V=Y R
0, y<0
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(vgl B. 22.3). Dann gilt fiir alle ¢t und y,y > 0

i - ly—9
f@y) =9l =Wy —Vil=——F%=
f(ty) = F(&9)] = vy =1l NN,
Ist L > 0 beliebig, so gilt fiir y, y geniigend klein

1
- > L.
VIV

Also existieren keine Umgebung U von (0,0) und L > 0 so, dass

[fty) = f(E9) < Lly—gl  firalle (4,y),(t,9) €U

227

erfiillt ist. Folglich geniigt f auf keiner offenen Menge D, die (0,0) enthélt, einer loka-

len Lipschitz-Bedingung beziiglich y.

Wir zeigen nun, dass das AWP (22.2) &quivalent ist zu einer gewissen Integralglei-

chung. Um dies fiir K%wertige Funktionen formulieren zu kénnen, setzen wir fiir

F=(f1, 0 fa) = [a,b] — K% mit f; € Rla,b] fir j =1,....d

/bf(S)dS = /bf1(8)d87---,/bfd(5)d8

Dann hat [ die iiblichen Eigenschaften skalarer Integrale; einzig nichttrivial ist dabei

[ F< S
Es gilt fir alle f = (f1,..., f4) mit f; € Rla,b]

| /b fls)ds| < /b F(@)lds.

(Denn: Es sei
b
u = /f(s)ds e kK.

Dann gilt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

J b b
lul> = ﬁTu:Zﬂj/fj(s)ds: Zﬂjfj(s) ds

IN
@\@ o

=

~
kﬁ
O
a,
@
AN
£
—
B
=Y
5
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also

b
ws/wwmq

Satz 23.4 Es sei D C RxK? offen, und es sei f € C(D,K?). Ferner sei (to,y°) € D.
Ist I C R ein Intervall mit ty € I, so sind fiir ¢ € C(I,K%) dquivalent:

a) (o,I) ist eine Losung von (22.2), d.h. p(to) = y° und
¢'t) = fltet)  (te).
b) Fiir alle t € I gilt

o(t) :y0+/f(8,go(s))ds.

Beweis. a) = b) Es sei Y = (9017.-‘,S0d)7 yO = (y?77y2) Aus 90;(5) = f](3780(5))
und ¢;(tp) = yg-] ergibt sich durch Aufintegrieren und Anwendung des HDI (Teil 2) fiir
allete I und 5 =1,...,d

%w—ﬁzwmﬂmmz/%@mz/ﬁ@wmw.

(Man beachte dabei ¢’ ist stetig auf I, da s — f;(s, (s)) stetig ist.)
b) = a): Da ¢ stetig auf I und f stetig auf D sind, ist s — f(s,¢(s)) stetig auf I.
Also ergibt sich a) wieder durch Anwendung des HDI (diesmal Teil 1). O

Damit kénnen wir folgende (zunéchst ,lokale*) Version eines Existenz- und Eindeu-

tigkeitssatzes fiir Anfangswertprobleme beweisen.

Satz 23.5 (Picard-Lindeldf; lokale Version)

Es sei D C R x K offen, und es sei f € C(D,K%). Ferner geniige f auf D einer
lokalen Lipschitz-Bedingung beztiglich y. Dann existiert fiir jedes K C D, K kompakt,
ein ag = ag(K) > 0 so, dass das AWP

v =fty), y&)=n

fir jedes (£,m) € K und jedes Intervall I C [§ — ap,& + o] mit & € I genau eine
Losung auf I besitzt.

Beweis. Unser Beweis beruht auf einer geeigneten Anwendung des Banachschen Fix-
punktsatzes.
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1. Es sei K C D kompakt. Wir wihlen eine offene und beschrdnkte Menge V mit
KcvcVcD.

(Eine solche existiert: Ist D = R x K¢, so ist die Existenz klar. Ist D # R x K¢ (also
D¢ #10), so ist
dist(K, D) >0

([U]). Fiir 0 < v < dist(K,9D) hat dann etwa

v=U (&)

(EmeK

die gewiinschten Eigenschaften.)
Da dist(K, V) > 0 ist, existieren «, 3 > 0 so, dass fiir alle (§,n) € K gilt

R(&n) ={ty): t =&l < fy—nl <prCV.
Wir setzen weiter (beachte: V' kompakt)

M := max |f(t,y)|
(t,y)eV

und (mit L = L(V) wie in D. 23.1 und ¢/0 := oo fiir ¢ > 0)

. g1
ap = min { @, 7 o )
2. Es sei (§,n) € K fest, und es sei I ein kompaktes Intervall mit £ € I und
Ic [f-Oéo,&—i-Ck(]]-

Wir setzen
A:={pe C(I,KY) : |p(t) —n| < B firallet e I}.

Nach B. 15.9 ist (B(I,K%),d) mit

d(f,g) =l f — 9 ll~

ein vollstindiger metrischer Raum. Weiter ist A C B(I, K%) abgeschlossen.
(Denn: Es sei (o), eine Folge in A mit ¢, — ¢ fiir ein ¢ € B(I,K%). Dann ist nach
S. 15.10 ¢ stetig auf I, d.h. ¢ € C(I,K%). AuBerdem gilt fiir alle t € I, n € N

lo(t) =0l < [enlt) —nl+|en(t) — @),

<g —0 (n—o0)

also auch |¢(t) —n| < f und damit ¢ € A. Nach S. 9.15 ist A abgeschlossen.)
Als abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen Raumes (B(I,K%),d) ist (A,d) eben-

falls vollstéandig ([U]).
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3. Wir definieren fiir p € A
t
To(t)i=n+ [ fs.p(s)ds  (te D).
3

(Man beachte: aus ¢ € A folgt (s, ¢(s)) € R({,n) CV C D fir alle s € I).
Da s — f(s,¢(s)) stetig auf I ist, ist auch T'¢ stetig auf I nach dem HDI (sogar
differenzierbar). Weiter gilt fiir ¢ € I

t t
7o)l = | [ fsptsnas| <] [ 565, pt5))as
3 £ <M
< M-t=§<M-ag <8,

also ist Tp € A. Damit gilt T : A — A.
4. Behauptung: T': A — A ist eine 1/2-Kontraktion.
Denn: Fiir p,p € A und t € I gilt

t

| [176s65)) = 1G5, 55D s <

IN

To(t) = To(t)|

IA

13
t
] [ 1666) = ¢()lds] < L1l o= & o It =&
3

IN

. 1 .
LH¢_¢Wwa0§§H¢_¢Hm-

5. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat T' genau einen Fixpunkt ¢ € A, d.h.
t
o) =n+ [fopeNds (e D),
3

Also ist ¢ nach S. 23.4 die eindeutig bestimmte Losung des AWPs ¢/ = f(t,y), y(§) =7
auf I, jedenfalls mit |¢(t) — n| < (. Dies gilt aber notwendigerweise fiir jede Losung
([0D. =

Bemerkung 23.6 1. Man kann zeigen, dass auch ohne die Voraussetzung einer lo-
kalen Lipschitz-Bedingung die Existenz einer Losung des AWP (22.2) auf einer Um-
gebung eines jeden Anfangswertepaares (to,y") € D gesichert ist. (Existenzsatz von
Peano). Wie etwa B. 22.3 zeigt, sind die Losungen in diesem Fall allerdings nicht mehr

eindeutig.
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Auf den Beweis des Satzes von Peano, der weitergehende Hilfsmittel der Analysis er-

fordert, wollen wir nicht eingehen.

2. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis zu S. 23.5 ergibt sich mit dem Banachschen
Fixpunktsatz folgendes interessante Verfahren zur nidherungsweisen Berechnung der
Losung des AWP (22.2) auf einer Umgebung von ty:

Ist wo € A (etwa o(t) = y°), so konvergiert die Folge (p) in A mit

ns1(t) = Tpn(t) =1° + / £(5,on(s))ds

to

fiir |t —to| geniigend klein gegen die Losung ¢. AuBerdem ergibt sich aus dem Banach-
schen Fixpunktsatz auch eine Abschitzung fiir den Fehler || ¢ — ¢y, [|co-
Dieses iterative Ndherungsverfahren zur Bestimmung der Losung heifit ,, Picard-Lindel6fsches
Iterationsverfahren®“. Fiir das einfache Beispiel ' = ay, y(0) = 1 erhalten wir etwa
mit g =1

"L artY

V!
v=0

Qpn(t) =

Y

also p(t) = lim ¢, (t) = e (hier sogar fiir alle t € R).

Definition 23.7 1. Es seien (¢, I) und (@, I) Losungen des AWP (22.2). Dann heifit
(@, 1) (echte) Fortsetzung von (p,I), falls I > I (I # I) und P = ¢ gilt.

2. Eine Losung (o, lo) von (22.2) heifit mazimal, falls (g, Iy) Fortsetzung jeder
Losung (g, 1) von (22.2) ist. Das Intervall Iy heifit dann mazimales Ezistenzinter-
vall der Losung des AWP. (Man beachte: (g, Iy) ist eindeutig.)

Es gilt damit

Satz 23.8 (Picard-Lindeldf, globale Version)

Es sei D C R x K? offen, und es sei f € C(D,K%). Ferner geniige f auf D einer
lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y. Dann existiert zu jedem (to,y") € D (genau)
eine mazimale Liosung (po,lo) des AWPs (22.2). Weiter gilt: Iy ist offen, und die
mazimale Losung ,verlisst jede kompakte Teilmenge von D¥, d.h., zu jedem K C D,
K kEompakt, existieren Ty, Ty € Iy, Th < Ty mat

(t,00(t)) & K

fir allet < Ty und t > Ts.
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Beweis.
1. Wir zeigen zunéchst: Sind (¢1, [1) und (¢2, I2) Losungen des AWPs (22.2), so gilt

gOl(t) :gog(t) (tGIlﬂIQ).

Denn: Angenommen, es existiert ein ¢ € I1 NIy mit 1 (¢) # p2(t). O.E. betrachten wir
den Fall £ > ty. Dann setzen wir

s:=inf{t e [ NIy:t>ty, pi1(t) # wa2(t)}.
Nach S. 23.5 ist tp < 5(< ) und nach Definition gilt
©1(t) = pa(t) fiir alle ¢t € [to, 5),
und da 1 und ¢9 stetig auf [to, 5] C I; N I sind, gilt auch

©1(5) = p2(5) .

Damit ist § kein Randpunkt von I; N Is und ¢; und @9 sind Loésungen von 3/ =
ft,y), y(8) = v1(5)(= ¢2(5)) auf einer Umgebung von 5. Nach S. 23.5 muss dann
aber ¢1(t) = p2(t) auf einer Umgebung von 5 gelten, im Widerspruch zur Definition
von S.

2. Es sei Iy die Vereinigung aller Intervalle I mit ¢ty € I und so, dass auf I eine Lésung
¢ = existiert (solche Intervalle existieren nach S. 23.5). Fiir ¢ € Ij setzen wir

wo(t) == @r(t) falls tel.

Dann ist o nach 1. wohldefiniert, denn sind ¢ = ¢; und ¢ = @7 zwei Losungen mit
teInI,so gilt ¢(t) = o(t).

AuBerdem ergibt sich aus der Definition, dass ¢y maximale Losung von (22.2) auf I
ist. SchlieBlich ist Iy auch offen, denn angenommen, es existiert ein Randpunkt b von

Iy mit b € Iy (0.E. b rechter Randpunkt). Nach S. 23.5 hat das AWP

y/ = f(tvy)a y(b) = ()OO(b)

eine Losung ¢ auf [b — g, b+ ] fiir ein ap > 0. Dann ist durch

(1) = { @o(t), € [to,b]
' (), te(bb+

eine Losung von (22.2) auf [tg, b+ ] gegeben (wichtig dabei: @'(b) = f(b, ¢o(b)), auch
yrechtsseitig®). Dies widerspricht der Maximalitit von Ij.

3. Es sei K C D kompakt. Angenommen, es existieren keine 77, To wie gefordert. Wir
setzen Iy := (a,b).

Dann existiert eine Folge (¢,) in Iy mit ¢, T b oder ¢, | a und

(tna wﬂ(tn)) eK (n S N) .
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O.E. gelte t, T b. Dann ist insbesondere b < cc.
Es sei nun ag = ap(K) wie in S. 23.5. Wir wéhlen ein N € N mit b — ty < ap. Wie in
Beweisschritt 2. (Anwendung von S. 23.5 auf das AWP

y/ = f(t’y)v y(tN) = (Po(tN))

sieht man, dass ¢( zu einer Losung auf [tg, ty + ag] fortgesetzt werden kann.
Da ty + ag > b ist, ergibt sich ein Widerspruch zur Maximalitéit von Ij. O

Bemerkung 23.9 Unter den Voraussetzungen von S. 23.8 existiert also zu jedem
Punkt (tg,4°) € D eine eindeutig bestimmte maximale Losung (o, Ip). Wir schreiben
statt o auch ¢(-,t9,7%) und statt Iy auch I (4, 40y Die dadurch definierte Funktion
@ : Q) — K¢ mit

Q= U {(t,t0,9°) : t € I(to,y°)} C R x R x K¢
(to,yO)ED

betrachten wir als die ,allgemeine Losung® der Differentialgleichung v' = f(t,y).
Man kann dafiir zeigen: 2 ist offen und ¢ ist stetig auf €2, d.h. die Losungen der AWPe
v = f(t,y), y(to) = y° hiingen insbesondere ,stetig von den Anfangswerten ab“.

Auf den Beweis verzichten wir.

Beispiel 23.10 1. Es sei D = R x R. Fiir festes A € R hat das AWP

y' =Xy,  ylto) = o
die maximale Losung

o(t, to, yo) = yoek(t_m) auf I(to,yo) =R.

2. Essei D = R x R. Wir betrachten das AWP

vy =y*,  ylto) =wo

fiir (to,y°) € R x R. Nach S. 22.4 ergibt sich die Losung (jedenfalls lokal) fiir yo # 0

durch Aufloésen von
¢

Yy
ds 1 1
t—1tg= ds = —2:—7—1——,
S Yy Yo
to Yo

fiir |t — to| klein.

also



23 LOSUNGSTHEORIE FUR ALLGEMEINE GEWOHNLICHE DGLN 234

Man sieht (durch Differenzieren), dass dabei gilt

t>to+1/yo, fallsyg <0
Yo ..
t,to,yo) = ——— fir ¢ te R, fallsyo =0
elt:o, o) 1 —yo(t — to) 7
t<to+1/yp, fallsyg>0

also
(to+1/yo,00), fallsyg <0
I(to,yo) = (_007 OO) ; falls Yo = 0
(—o0,to+ 1/yp) fallsyg >0

Obwohl D = R x R ist, sind die maximalen Losungsintervalle dabei i.a. nicht ganz R;
die Losungen haben eine ,endliche Entweichzeit®.

Man beachte auch: Alle Losungen verlassen jede kompakte Teilmenge von R?, sowohl,
wenn t sich dem rechten Randpunkt, als auch, wenn ¢ sich dem linken Randpunkt von

I(ty,40) @annéhert. Genauer gilt hier

(p(t 1o, Y ) — fiir ¢ (tO 1/y0) s falls 170 < 0
> L0 Y0
fiir t (to 1/3/0) 5 falls Yo >0

Komplizierter ist das Randverhalten bei folgendem (ersten hoherdimensionalen) Bei-
spiel.
3. Es sei D = (0,00) x R? und

() s = (i) v(2)- (1)

(o0 ()= () o0

die maximale Losung des AWP. Hier existiert lim+ ©(t) nicht!
n—0

Dann ist

Unter starken Voraussetzungen an f kann man eine Aussage {iber die Grofie der ma-

ximalen Losungsintervalle machen.

Satz 23.11 Es sei D = I x K¢, wobei I C R ein offenes Intervall ist. Ferner geniige
f € C(D,K%) einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y, und es gelte

&yl <e®lyl+o(t)  (tel)

mit stetigen Fuktionen o,0 : I — (0,00). Dann gilt fiir alle (to,y") € D:

Ly oy = 1.

to »yo
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Beim Beweis verwenden wir das duflerst niitzliche sogenannte ,,Lemma von Gronwall*:

Satz 23.12 FEs seiy € C([0,T)) fir ein T > 0, und es gelte

wwSA+B/w@m (te [0,7))
0

fiir gewisse Konstanten A € R und B > 0. Dann ist

Y(t) < AeBt (te[0,T)).

Beweis. Es sei § > 0 und

Dann gilt
o) = A+5 —I—B/g(s)ds (te[0,T)).
0

Wir zeigen: ¥(t) < g(t) auf [0,7). (Da 6 > 0 beliebig war, ergibt sich hieraus die
Behauptung.)
Fiir t = 0 ist jedenfalls 1/(0) < g(0). Angenommen, es existiert ein ¢g > 0 mit ¥ (¢o) >
g(to). Fur
t1 :=1inf{to > 0, ¥ (to) > g(to)} (> 0)
gilt dann 1(t1) = g(t1) und ¥ (t) < g(t) fiir ¢t € [0, ¢1] und deshalb
t1 t1
P(t) <A+ B/¢(s)ds <A+6+ B/g(s)ds =g(t1).

0 0

Widerspruch! O

Beweis. (zu S. 23.11) Angenommen, («, ) := I, 0y # I =: (a,b). O.E. sei dann
B < b. Wir setzen

3
R = t S = t)dt.
o o(t), /0( )

Dann gilt fiir tg <t < g

~+

ww—wmmw%—ymy/ﬂaw@Ms

to
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und damit
t

e < 10+ / o()]p(5)lds + / o(s)ds

to

IN

1] +5+R/\90(8)\d8 (t € lto,3)).

to
Nach dem Lemma von Gronwall (angewandt auf ¢(t) := |¢(t + to)|) gilt

O] < (] + S)eRi-
< (|?JO\ + S)eR(ﬁftO) (t € [to, B))

236

also ist ¢ beschrinkt auf [to, 3). Das widerspricht aber der Tatsache, dass ¢, 3) nach

S. 23.8 ,jede kompakte Teilmenge von D = I x RY verlisst*.

a
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24 Allgemeine lineare Differenzialgleichungen

Bereits in Abschnitt 22 hatten wir uns kurz mit (skalaren) linearen Differenzialglei-
chungen beschéftigt. Wir untersuchen jetzt den wesentlich allgemeineren Fall von Sy-
stemen linearer Differenzialgleichungen.

Es seien im Folgenden stets I C R ein offenes Intervall und
A= (az): I — K>

sowie

b: I —K?
stetig. Eine Differenzialgleichung der Form
y = A(t)y + b(t) (24.1)

nennen wir ein lineares System (von Differenzialgleichungen) oder kurz lineare Diffe-
renzialgleichung. Die Gleichung
Y = Alt)y (24.2)

heifit zugehdrige homogene Gleichung. Ist b = 0, so heifit (24.1) homogen. Meist be-
trachten wir auch jetzt wieder zugehorige AWPe der Form

Yy =At)y+bt),  y)=n (24.3)

fir € € I,n € K%
Aus den Ergebnissen des vorigen Abschnittes erhalten wir unmittelbar

Satz 24.1 Es seien I C R ein offenes Intervall und A : I — K™ b I — K¢ stetig.
Dann hat fiir jedes (€,m) € I x K% das AWP (24.3), genau eine mazimale Lisung

v =p(-,&mn) mit Ty =1.
Beweis. Wir betrachten f : I x K¢ — K¢
f(t,y) = A(t)y + b(t) (tel,yeK?).
Dann ist f stetig (warum ?), und es gilt
[f(ty) = f(9)] =A@y — DI < IADIly — 5] (1€ Ly eKT).
Ist Iy C I kompakt, so existiert

L= max [|A®)]| -

telp
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Also gilt
f(ty) = FEDI < Lly—§l  (t€l,yeK?).

Insbesondere impliziert dies, dass f auf I x K% einer lokalen Lipschitz-Bedingung

beziiglich y geniigt. Ferner gilt
FEl <Ayl + b()]  (te Ly eKY).

Aus S. 23.11 (angewandt mit p(t) = ||A(t)|| und o(¢) = |b(t)|) ergibt sich die Behaup-
tung. O

Wir wollen uns nun die Struktur der Losungsgesamtheit von (24.1) genauer anschau-
en. Dann betonen wir die Abhéngigkeit von der Inhomogenitit b und schreiben ¢ =

op(+, &, m) fiir die maximale Losung von (24.3). Aulerdem setzen wir
Ly:={@p(-,&m) £ € ILn € K} = {p: plost (24.1) auf I},
also insbesondere
Lo :={po(-,&n) €€ [,n e KW = {p: plost (24.2) auf I} .

Es gilt

Satz 24.2 1. Ly ist ein d-dimensionaler Unterraum von C(I,K%), und fir jedes
¢ € I ist die Abbildung 1 — ©o(-,&,m) von K auf Lo ein Isomorphismus (linear
und bijektiv).

2. Weiter gilt: Ist ¢ € Ly fest, so gilt
Lb:g0+L0 (:: {(,0+¢:¢€L0}),

d.h. Ly ist ein (d-dimensionaler) affiner Unterraum von C(I,K%).

Beweis. 1. Wir zeigen: Die Abbildung T = T; : K¢ — C(I,K¢) mit

T(n) = ¢o(~&m)  (n €KY
ist linear und injektiv. (Hieraus folgt, dass Lo = T'(K?) ein d-dimensionaler Unterraum

von C(I,K%) ist.)
Es gilt fiir n1,72 € K% und A\, A2 € K mit o1 := ¢o(-, & m1) und p2 == @o(-, &, m2)

(A1g1 + A2p2)’ = A + doph =

= MA(t)o1 + A A(t)p2 =
= A()[Mp1 + Aaw2]
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auf I, sowie

(A1 + Aa2) (&) = Awo(&,&,m1) + A2wo(&, &, m2) = Ay + Aame

Also ist (Eindeutigkeit der Losung von (24.3))

Aeo( & m) + Aowo(+, &, m2) = ol & A + Aame)

mit anderen Worten
MT () + AT (n2) = T(Am + A2n2) -

Folglich ist T linear.
Ist T'(n1) = T'(n2), so gilt p(-,&,m) = ¢(+,&, m2), also insbesondere

m= ‘P(fv 57 771) = 80(55 fa 772) =1n2.

Also ist T injektiv.
2., D% Esseith € o+ Lo, dh. ¥ = o+ (-, &,n) fiir ein (&,7) € I x K% Dann gilt

Vo= @ ep(h6m) = A" +b(t) + A(t)eo(- )
= A(t)y +b(t)

auf I, d.h. ¢ 16st (24.1). Damit ist ¢ € L.
s C ¢ Esseil € Ly, dh. ¢/ = A(t)y + b(t) auf I. Dann gilt (¢ — @) = A(t)(¢Y — ¢),
dh. ¢ —pe Ly Alsoist v =+ (¥ — @) € ¢ + Ly. O

Bemerkung und Definition 24.3 Da nach S. 24.2 der Losungsraum Lg der homo-
genen Gleichung 3y’ = A(t)y ein d-dimensionaler linearer Raum ist, reicht es, zur Be-
stimmung einer beliebigen Losung eine Basis von Lg zu kennen (jede Losung ist dann
Linearkombination der Basiselemente). Eine solche Basis heifit Fundamentalsystem.

AuBerdem zeigt der zweite Teil des Satzes, dass sich die Bestimmung einer beliebigen
Losung des inhomogenen Systems 3y’ = A(t)y + b(t) auf die Bestimmung einer spe-
ziellen Losung des inhomogenen Systems und einer Basis des Losungsraumes Lg der

zugehorigen inhomogenen Gleichung reduziert.

Wir werden uns zunéchst mit homogenen Gleichungen befassen. Der erste Satz zeigt,
dass die lineare Unabhéngigkeit von Losungen dquivalent ist zur linearen Unabhéngig-
keit der Anfangswerte.

Satz 24.4 Es seien v, ... (™) € Lo, also Lisungen des homogenen Systems y =
A(t)y. Dann sind dquivalent:
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a) W ™) sind linear unabhingig.
b) Fiir alle ¢ € T sind M (€), ..., (€) linear unabhingig.

¢) Es existiert ein tg € I so, dass ™ (to), ..., 0™ (to) linear unabhingig sind.

Beweis. Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Beziehung

die fiir alle ¢ € I gilt (auf beiden Seiten steht die Losung von ¢/ = A(t)y, y(&) = v (€)
auf I):

Gilt a), so sind, da nach S. 24.2 n +— ¢o(+,&,n) fir alle & € I ein Isomorphismus ist,
auch nM) = M (&), ..., ™) = (™) (€) linear unabhingig, d.h. b) gilt.

b) = c) ist klar.

Gilt schlieBlich ¢), so folgt wiederum a) aus der Tatsache, dass n — ¢o(-,to,n) ein
Isomorphismus von K¢ auf Lg ist. O

Beispiel 24.5 (vgl. B. 23.10.3) Wir betrachten I = (0, 00) und
0 -1/t

A(t) = te (0,00)).

(0 (W / ) (t € (0,0))

Dann ist nach B. 23.10.3

w00 = (So0) (ke 0.0)

eine Losung des homogenen Systems

R 0 —1/# v\
L ) R O | 6 R

(genauer gilt (D (t) = @o(t, 1/, (_01)) fiir ¢ > 0). Man rechnet leicht nach, dass auch

0= () o

eine Losung von ¢/ = A(t)y ist (genauer 3 (t) = po(t, 1/, ((1))))
Da M (1/7) = (_01) und ¥ (1/7) = ((1)) in R? linear unabhiingig sind, sind auch
M ) linear unabhingig, also eine Basis des Losungsraumes Lg. Folglich ist jede

Losung von y' = A(t)y von der Form
=My 4+ 2gp®

fiir gewisse A1, Ao € R.



24 ALLGEMEINE LINEARE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN 241

Bemerkung 24.6 1. Sind (), ...,4(9 beliebige Losungen von 3 = A(t)y auf I, so

bezeichnet man die Determinante

ORI
W (t) == W(pW, .. @) .= : : (tel)

als Wronski-Determinante von ¥, .. (@ Es gilt nach S. 24.4: (1) . (D ist ein
Fundamentalsystem (also eine Basis des Losungsraumes) genau dann, wenn W (tp) # 0
fiir ein t9 € I ist. Auflerdem ist in diesem Falle schon W (t) # 0 fiir alle ¢ € I! (Also:
Entweder ist W (t) # 0 fiir alle t € I oder W(t) =0 auf I.)

2. Bilden W), ..., 9@ ein Fundamentalsystem, so heifit die Matrix

o) = | s (tel)

eine Fundamentalmatriz. Nach 1. ist ®(t) fiir alle ¢ € I invertierbar (W (t) = det ®(t) #
0). Es gilt damit
pot,&m) = @(t) - @71(€) - (tel) (24.4)

d.h. die allgemeine Losung ergibt sich als Produkt der matrixwertigen Funktion ® mit
dem Vektor ®~1(¢)n.
(Denn: Fiir jedes (£,7) ist

b =2(-)2 (&)
eine Linearkombination der Funktionen (), ..., 4(? also eine Losung von ' = A(t)y.
Auflerdem gilt

»(€) = ()™ (En =,
also ist auch die Anfangsbedingung erfiillt. Folglich ist ¢ = (-, &, 7n).)
Beispiel 24.7 Es sei A wie in B. 24.5. Dann ist
B(1) = sin(1/t) —cos(1/t) B wgl) 52)
cos(1/t) sin(1/t) wél) éQ)

eine Fundamentalmatrix. Speziell gilt

und damit



24 ALLGEMEINE LINEARE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN

Also ist die Losung von y' = A(t)y, y(1/7) = n gegeben durch

@o(t,%,n) = ®(1) (:77172> _ ( —ngsin(1/t) —m C(.)S(l/t) ) |

—ng cos(1/t) + m sin(1/t)
Wir kommen nun zuriick zum inhomogenen System (24.1). Es gilt hierfiir

Satz 24.8 (Variation der Konstanten)

242

Es sei ®(-) eine Fundamentalmatriz von (24.2). Dann gilt fir & € I: Die Funktion

t
t ®(t) [ @ 1(s)b(s)ds
/
ist eine spezielle Losung von (24.1), namlich p(t,&,0), und es gilt
t
alt.&n) = @@+ [ ousas] (e
3
( = SOO(tafW) + Sob(tvga O) ) :

Beweis. Wir schreiben fiir eine Funktion C' : I — K mit C = (cji);j-1

differenzierbaren Funktionen cj : I — K kurz

Ai(t) . ()
C'(t) = : (tel).

) o )

Dann gilt folgende Produktregel fiir differenzierbares g : I — K¢
(Cg)'(t) =C'()g(t) +C()J'(t)  (teT).

(Denn: fiir ¢t € I ist
d , d
(Co)i(t) = (chka)gk(t)) = > cltgn(®)
k=1

+ Zc]k )9k () = (C'9); (1) + (Cg);(1))

Folglich gilt (HDI komponentenweise angewandt)

4 t)/qu(s)b(s)ds) /cp L(s)b(s)ds + B(H)DL(1)b(t)
'3 '3

t 1 )
g/ap (s)ds + b(t)

(24.5)

..,d und



24 ALLGEMEINE LINEARE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN 243

d.h.
t

t— <I>(t)/<I>_1(s)b(s)ds
3
ist Losung von (24.1) mit Funktionswert 0 an ¢ = £. Weiter ist L, = ¢3(+,&,0) + Lo
nach S. 24.2, und nach (24.4) ist Lo = {®(-)®~1(&)n: (&,n) € I x K*}. Da

t
2O+ [ @ (s)p(s)ds]
3

gilt, folgt die Behauptung. O

Beispiel 24.9 Wir betrachten wieder A aus B. 24.7. Ferner sei

b(t) = (1{)’52> (t>0).

Dann ist fiir { = 1/7 mit ® aus B. 24.7 nach S. 24.8

Weiter gilt

also
t

R G ARy

und damit ist

( sin(1/t) —cos(1/t) ) (cos(l/t)—i—l)

cos(1/t)  sin(1/t) sin(1/t)

(1 Tntin)

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Insgesamt ist nach S. 24.8

i L) = ot L) (2000 )

mit @o(-, 1/7,n) wie in B. 24.7.

(1) / O (s)b(s)ds —
Vi

1
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Wir wollen nun die obigen Ergebnisse auf lineare Differenzialgleichungen n-ter Ord-
nung anwenden: Sind ag,a1,...,a,—1 : I — K und b : I — K stetig, so heifit eine
Gleichung der Form

y™ = a, 1 ()" + .+ a(t)y + b(t Z aj(t)y™) + b(t) (24.6)

eine lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung. Die Gleichung

n—1
y™ =" a;(t)y" (24.7)
v=0

heifit zugehdrige homogene Gleichung. Entsprechende Anfangswertprobleme sind von
der Form

= i a, )y +b(t), Yy =n ¥=0,.,n—1) (24.8)

mit & € I,ng,...,Mn—1 € K.
In B. 22.10 haten wir gesehen, dass man solche Gleichungen bzw. Anfangswertprobleme
in Systeme 1. Ordnung umschreiben kann. Hier lautet das entsprechende System

v 0O 0 1 0 .. 0 v
. — . _|_ ,
v 0 ... ... 0 1 Yot 0
Y ap(t) ai(t) ... ... ... an_1(t) Un b(t)

(24.9)
also ein lineares System. Nach B. 22.10 lassen sich sémliche Ergebnisse iiber Losungen
dieses Systems in Ergebnisse iiber die Losungen von (24.6) bzw. (24.8) iibertragen.
Insbesondere erhalten wir aus S. 24.1

Satz 24.10 Ist I C R ein offenes Intervall und sind ag, ...,a,—1,b : I — K stetig,
s0 hat fiir jedes (€,m) € I x K% das AWP (24.8) (mit n = (o, ..., Mm—1)) genau eine
Losung ¢ auf I. Wir schreiben dafiir

up(+3 6510, oy n—1) = up(3€;m) -

Um eine S. 24.2 entsprechende Aussage iiber die Losungsgesamtheit machen zu kénnen,

unterscheiden wir auch wieder

MO = {UO('7€777) : (fﬂ?) €1l x Kn}
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und
Mb = {Ub('vfﬂ?) : (5’77) €1l x Kn} .
Die Abbildung j : Ly, — M; mit
j((plv"'a@n) =¥ ((8017-"’(7071) GLb)?

wobei L; die Losungsmenge von (24.9) ist, ist nach B. 22.10 bijektiv und im Falle
b = 0 auch linear. Damit lassen sich auch die weiteren Ergebnisse {iber lineare Systeme

iibertragen. Wir fassen die wesentlichen im folgenden Satz zusammen:

Satz 24.11 1. My ist ein n-dimensionaler Unterraum (von C(I,K)).
2. My =@+ My fiir jedes ¢ € Mjy.

3. Sind vy, ...,v, Losungen der homogenen Gleichung (24.7), d.h. v1,...,v, € My, so
sind vy, ..., vy, linear unabhdngig (ein ,Fundamentalsystem®), genau dann, wenn
die ,,Wronski-Determinante“ W (t) = det ®(t), wobei

v1(t) Un(t)
B(t) = vy (£) vnft) ¢ K
Gl () RS Gl ()

fiir ein t € I nicht verschwindet. In diesem Fall ist schon W (t) # 0 fir alle
tel.

4. (Variation der Konstanten) Ist vy, ..., v, ein Fundamentalsystem der homogenen
Gleichung 24.7, so ist

0
t .
trs (01()s oo 00 (1)) -/<I>_1(s) 0 ds  (tel)
'3
b(s)

eine Losung der inhomogenen Gleichung (24.6), namlich uy(t; €;0), und fir (§,n) €
I x K" 1= N0, yMn1)? gilt

7o t O
wtEm) = (W), .o®) [e7© | ¢ |+ / ||
i -1 ¢ b(S) ]

(= wt&n) +u(t;€0)) (24.10)
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Beweis. Die Ergebnisse ergeben sich alle aus den entsprechenden Ergebnissen fiir das

1

lineare System (24.9) durch Anwendung von j : Ly, — My bzw. j~" : My, — Ly, gegeben

durch
F7N W) = (s u™ D) (we M),

Man beachte dabei insbesondere, dass die rechte Seite in (24.10) die erste Komponente

von (24.5) fiir das entsprechende System ist. |

Bemerkung 24.12 Will man (24.10) anwenden, so hat man insbesondere ®~!(s)

zu bestimmen, d.h. man hat das lineare Gleichungssystem

0
c1(s)

cn(s)

b(s)

zu 16sen. Auf Grund der speziellen Struktur der rechten Seite ist dies mit Hilfe der

Cramerschen Regel relativ einfach durchzufithren. Man erhélt hier

V1 e lg,1 0 Uj+1 e Un
1 ,Ui U;_l 0 U]+1 'U;L
(s) = ———det
¢(s) det ®(s) ¢ : :
n—1 n—1 n—1 n—1
vi ) v§_ ) b(s) Uj(‘+1) v% )
1 .
= 1)" b
iy D (s),
wobei
U1 e 1U,1 1U+1 e Un
vt v v vl
W (s) = det ' U A
n—2 n—2 n—2 n—2
N B s B U BN

ist. Also erhalten wir

up(t;650) =y v(t)(—1)"" (tel).
j=1

m\“
S
—~
»
S~—
S
~—
»
~
Q
»
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Diese Darstellung erklart den Namen ,,Variation der Konstanten“: Wéahrend jede
Losung der homogenen Gleichung von der Form > %_; Ajv;(t) ist (also Linearkom-
bination der vy, ..., vy), ist hier

up(t; €;0) Z)\

also Linearkombination der v (t), ..., v,(t) mit beziiglich ¢ variierenden Koeffizienten
AL(t)y ooy An(2).
Beispiel 24.13 Wir betrachten die lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung

yl/ — y + et

und suchen die Loésung mit der Anfangsbedingung y(0) = 0, 3’(0) = 1. Man rechnet
sofort nach, dass
vi(t) = e, va(t) = e ? (teR)

ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung y” = y ist. Also erhalten wir nach
B. 24.12 mit

die spezielle Losung
/ b(s)W- / b(s)W- 1 1
t
up(t;0;0,0) = —vl(t)/ Mds + vg(t)/ Mds = el — Zel+ et
0 0

Weiter ergibt sich mit (24.10),

(5] )]

damit
0
wlt:0:0.1) = ((0)0a(0)270) () + (1 0:0.0)
_1t 1—t tt 1t 1—t_1t —t tt
—26 26 +2e 4e+4e —46 46 +2e

Also: Die obigen Ergebnisse zeigen, dass wir zur Losung linearer Systeme oder linearer
Differenzialgleichungen n-ter Ordnung Fundamentalsysteme finden miissen. Leider ist
dies ein i A. sehr schwieriges Unterfangen, und es gibt keineswegs eine geschlossene



24 ALLGEMEINE LINEARE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN 248

Theorie dazu. Wir werden uns im néichsten Abschnitt intensiv mit dem Fall linearer
Gleichungen mit konstanten Koeffzienten (d.h. A(t) = A auf R bzw. a;(t) = a; auf R
fiir j = 1,...,n) beschéftigen. Zum Abschluss dieses Abschnittes stellen wir noch kurz
zwei mogliche Ansétze fiir allgemeine lineare Gleichungen vor: Kennt man (woher auch
immer) bereits eine nichtverschwindende Losung einer linearen Differenzialgleichung
der Ordnung n, so ldsst sich dies nutzen, um weitere Losungen aus einer linearen
Differenzialgleichung (n — 1)-ter Ordnung zu bestimmen (,,Reduktion der Ordnung®).
Wir beschrianken uns bei der Darstellung dieses Verfahrens auf den Fall n = 2.

Satz 24.14 FEs sei I C R ein offenes Intervall, und es seien ag, a1 : I — K stetig. Ist
(u,I) eine Lisung der Differenzialgleichung

y"' = ai1(t)y + ao(t)y

mit u(t) # 0 fir alle t € J, wobei J C I ein offenes Intervall ist, so erhdilt man eine
zweite, von u linear unabhdingige Lisung v : J — K durch den Ansatz

1st.

Beweis. Aus v = zu folgt
v =2u+ 2 v =2"u 4220+ 2,
und mit v’ = a1u’ + agu erhalten wir, falls 2" = (a1 — 2u’/u)2’ gilt,
V' —av —agv = 2"u+22'u + 4"z — a1'u — a120” — agzu =0,

d.h. v ist ebenfalls Losung (auf J).
Ist 2’ # 0, so ist z nicht konstant auf J, und damit sind » und v linear unabhéngig. O

Beispiel 24.15 Wir betrachten die lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung

2 2
"n_ I
1Y T 1y

y o
auf I = (—1,1). Man sieht sofort, dass

u(t) =t
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eine Losung auf (—1,1) ist. Also erhalten wir nach S. 24.14 eine zweite, linear un-
abhéngige Losung v, etwa auf (0,1) durch
v=zu,
wobei w = 2’/ Lésung von
, ( 2u ) ( 2t 2)
w=(a—-2—|Jw=—5—-)w
Py 1—22 ¢
ist. Nach S. 22.6 ist mit
2tdt 2dt 1
A = [ [ T = (=) — 2
0 = [ [ mm() 2w

= In (ﬁ) +In (%2) [+¢]

1
(1—t2)¢2

die Funktion
w(t) = eAl) =

Losung, also

und damit

Folglich bilden (u,v) ein Fundamentalsystem der Ausgangsgleichung (zunéchst auf
(0,1), aber tatséchlich auch auf (—1,1)).

Im manchen Fillen ist es moglich, Losungen einer Differenzialgleichung durch einen
sogenannten Potenzreihenansatz zu gewinnen. Wir erldutern die zu Grunde liegende
Idee auch nur fiir den Fall linearer Differenzialgleichungen 2. Ordnung.

Satz 24.16 Es sei [ = (—r,r) fir ein r > 0, und es seien p,q: I — K gegeben durch

oo oo
p(t) = Zputy ’ Q(t) = Z qytl/ .
v=0 v=0

Ferner seipg & N. Sind no,m € K beliebig, so definieren wir die Folge (a,),en, rekursiv
durch

ap =m0, a1 =mn, falls po=qo =0
ap =1, a1 =—[ao, falls po#0
ap=0, ar=mn, falls po=0,q0 #0
sowie ,
1
] = ————— ] — v € N).
ay+1 (I/—i—l)(l/—po) Z(/’Lp +1 H+q M)aﬂ (V )

pn=0
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o0
Dann gilt: Ist die Potenzreihe _ a,t” konvergent auf I, so ist
v=0

o0
=
v=0
eine Losung der Differenzialgleichung

p(t q(t

auf I N (0,00) und auf I N (—o0,0).

Beweis. Nach dem Beweis zu S. 16.6 konnen wir ¢ gliedweise differenzieren (beachte:

I C Konvergenzkreis von ¢) und erhalten

o' (t) = Z(V + Day1t”

= (tel).
o' (t) = Z(V + 1)V + 2)ay4at”

v=0

Also erhalten wir mit Hilfe des Cauchy-Produktes
te"(t) — p(t)¢'(t) — q(t)p(t) =

'(t)
> w+Dvayat — (Z p,,t”> (Z(u + Day1t ) <Z q,,t”) <Z a,,t”)
0

v=0 v=0 v=0
o)

:Z(V+1)Vay+1t —Ztl’z p+1)au+1pv—p Zt Zq,, uQy
v=0 v=0 pu=0

v

= Zty v+ 1 Vau+1 (V + 1)p0au+1 - Z(luplj+1*,u + qu*ﬂ)a#
pn=0

-~

-Ov

Nach Voraussetzung gilt b, = 0 (v € N), und fiir ¥ = 0 erhalten wir
bo = —poa1 — qoao -

Die Bedingungen an ag, a1 sind gerade so eingerichtet, dass stets bg = 0 ist. Also 16st

@ die Differenzialgleichung. O

Bemerkung 24.17 1. Man kann beweisen, dass unter den Bedingungen von S. 24.16
gilt: Haben die Potenzreihen p und ¢ Konvergenzradius r > 0, so hat auch die Po-
tenzreihe ¢ (mindestens) Konvergenzradius r, d.h. Y~ 7 ) ¢, t" konvergiert stets auf I.
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Wir verzichten auf den (mit den uns derzeit zur Verfiigung stehenden Mitteln etwas
aufwéndigen) Beweis. In den Beispielen ist die Konvergenz meist leicht zu sehen.
2. Gilt pg = go = 0, so folgt

Zpl/ty 17q~ qT ZQI/tV !

d.h. wir kénnen die Differenzialgleichung

y'=pt)y +qt)y (= p(tt)y Q(t) fiir ¢ # 0)

auf ganz I = (—r,r) betrachten. In diesem Fall erhalten wir, indem wir speziell etwa

die beiden Vektoren
o 1 Mo O>
= und =
(771) (0) (m) <1

als Anfangsbedingungen wihlen (man beachte: dann gilt ¢(0) = 7o, ¢’(0) = m), ein
Fundamentalsystem fiir diese Gleichung.

Beispiel 24.18 1. Wir betrachten fiir festes A € R die Gleichung
y" =2ty — \y auf I =R
(Hermitesche Differenzialgleichung). Hier ist

p(t) =2t q(t) = -,

d.h.
p2 =2, p, =0 sonst

g =—-X, ¢ =0 sonst '
Wir sind also in der Situation von B. 24.17.2 (d. h. pg = qo = 0).
Die Rekursionsformel aus S. 24.16 ergibt hier
2w —1) = A

oEnD ay—1 (v eN).

ay+4+1 =

Wahlen wir speziell ag = 19 = 1,a1 = 11 = 0, so erhalten wir

00 -1
0. A (A=A, B=A(E M)A _ ¢ 2
uo(t,O,l,O)—l—gt— T A _2::(— (4k — \) - 2

Mit ap =ng = 0 und a; = 1 = 1 ergibt sich entsprechend

uo(t;0;0,1) =t +

1

2-A3 (6-M(2- T tQ““
T i ZH (4k 42 — '
1=0 k=0



24 ALLGEMEINE LINEARE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN 252

Beide Potenzreihen konvergieren auf R und bilden ein Fundamentalsystem der Glei-
chung.

2. Wir betrachten fiir feste a,b € C, —b &€ Ny, die Gleichung
n_t— b, a
s vty

(Kummersche Differenzialgleichung). Hier ist
p(t) =t —0b, q(t) =a,

d.h.
po = —b, p1 =1, p, =0 sonst

qo = a, q, =0 sonst.

Die Rekursionsformel aus S. 24.16 ergibt hier a; = aap/b und

a,,+1:—( vta - ay (v eN).

v+1)(v+0b)

Wihlen wir etwa 19 = ag = 1, so ergibt sich

_a, (I+aat* (24+a)(l+a)at?
)=t o s Y e 31 T

d.h.
N @y, . () =clc+1)...(c+v—1)
N ;) (b)yl/'t (C)O —1 .

Die Potenzreihe konvergiert auf R. Die Funktion ¢ heifit Kummer-Funktion (mit Pa-
rametern a,b) oder auch konfluente hypergeometrische Funktion.
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25 Lineare Differenzialgleichungen mit konstanten Koef-

fizienten

Nach den Uberlegungen der letzten Abschnitte stellt sich weiter die Frage, wie man
Fundamentalsysteme homogener Systeme bestimmen kann. Wir wollen diese Frage
(jedenfalls im Prinzip) kldren fiir Systeme der Gestalt

y = Ay, (25.1)

wobei A € K% eine feste Matrix ist (also unabhingig von t). Eine solche Gleichung
heift lineares System mit konstanten Koeffizienten.

Eine sehr kompakte Darstellung fiir Fundamentalmatrizen erhélt man durch Einfiihrung
der Matrix-Exponentialfunktion. Dazu werden wir zunéchst allgemeiner das Konzept
sogenannter Matrix-Potenzreihen kurz vorstellen:

[e.e]
Es sei f(z) = Y. ¢,2¥ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius » > 0 (und o. E. mit
v=0
Entwicklungsmitte 0). Ferner sei (B,) e, eine Folge in K¢ mit Tim ||B,[|'/" < r.
V—00

Ist B, = (b('l,?)jyk:h_.’d, so definieren wir

J
icl,Bl, = (i cybg.;)) e Kxd
v=0 v=0

jk=1,...d

o0

(Man beachte dabei: die Reihen ) cl,bg.l,;) sind absolut konvergent in K, denn nach
v=0

Voraussetzung existiert ein s < r so, dass ||B,|| < s” fiir alle v > 1. Also gilt auch

BI< B <8 (v w0; 4k =1,...,d).

oo
Da ) |cy|s” konvergiert, konvergiert nach dem Weierstralschen Majorantenkriterium
v=0

S0
auch > ¢,bj,’ absolut.)
v=0
n
Man kann dafiir zeigen: Ist S, := ¢, By, so ist

v=0
o
ZCVBV = lim S, in (KdXda || ’ ||) :
V=0 n—oo
AuBerdem gilt fir A € K¢ und C € K4*4

() A (i CZ,BZ,> = i c, AB, und (i cl,Bl,> C = i c,B,C.
v=0

v=0 v=0 v=0
(Denn: Zunichst gilt ||AB,||YY < ||A||Y¥||B,||** und aus ||A||"Y — 1 (bzw. 0 fiir
o0

||[A]| = 0) folgt, dass auch > ¢, AB, existiert. Weiter gilt, falls A = (a;x), fiir den
v=0
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oo
(J, k)-ten Eintrag von A- " ¢, B,

v=0
d 00
, (v) _
> aje Y aby = Z e Z ajbyy
/=1 v=0 v=0 /=1

o0 .o

was auch der (j, k)-te Eintrag von Y ¢, AB, ist. Eine entsprechende Uberlegung zeigt
v=0

die zweite Behauptung.)

Ist speziell B, = BY fiir eine feste Matrix B € K9 mit ||B|| < r (wobei B? := E),

[e.e]
so ist ||By|| = ||B”|| < ||B||”, also existiert > ¢, B”. Wir schreiben dann kurz
v=0

oo
= ZCVBV .
v=0
Mit dieser Notation gilt
o0
Satz 25.1 Es sei f(z) = >, ¢,2¥ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Ist
v=0
A € K4 50 definieren wir o : (—r/||A]|,r/]|Al]) — K4 durch
P(t) = f(tA) lt] <
(1< )
Dann gilt: 1 ist differenzierbar auf (—r/||Al|,7/||Al|) und es ist

Y(t)y=A-f(tA) (| < HAH)

Beweis. Zunichst beachte man, dass nach der Vorbemerkung f(tA) existiert, da
||tA|| = |t] - [|A]| < r gilt. Da auch die Potenzreihe

00 o0
= Z I/Cl,Zyil = Z(V + 1)CV+1ZU
v=1 v=0

Konvergenzradius r hat, existiert auch f’(tA) fiir alle ¢ mit |t| < r/||A||. AuBlerdem ist

(mit A¥ = (%)) 4=1,...0)
(Z cya V)t”) ,
7,k=1,...d

d.h. alle Eintrédge der Matrix sind Potenzreihen in der Variablen t. Da diese gliedweise
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differenziert werden diirfen (vgl. Beweis zu S. 16.6), erhalten wir fiir |¢t| < r/||A]|

P(t) = (( io: c,,a%)t”)/) =
v=0

jk=1,....d

= (Z(V + 1)Cu+1a§l,;+1)t”) =

=0 jk=1,..d

= S+ Vet A 2 A (a),
v=0

’ 3eey

Betrachten wir speziell die Potenzreihe

o0 ZV
e =exp(z) = g —
vl

v=0

mit Konvergenzradius r = oo, so ergibt sich fiir ¢(t) = exp(tA) die fiirs Weitere
zentrale Folgerung
Y (t) = A-exp(tA) (teR).

Fiir exp(B) schreiben wir auch wieder kurz e?. Damit ergibt sich

(et4) = AetA. (25.2)

Die Eleganz dieser Betrachtungen belegt folgender

Satz 25.2 Es sei A € K™, Dann ist fiir alle n € K¢ die (mazimale) Lisung des
AWP

y =4y, y(0)=n
gegeben durch
p(t) = p(t,0,n) =e-n  (teR).

Auflerdem ist et eine Fundamentalmatriz fir (25.1).

Beweis. Mit der Produktregel fiir matrixwertige Funktionen aus dem Beweis zu S.
24.8 ergibt sich

d

(25.2)
St = () "= Ay (tER),

d.h. t + et - ist Losung von (25.1). AuBerdem ist
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Also ist ¢(t,0,n) = et - 7.
Wihlt man speziell = ey, wobei ej, den k-ten Einheitsvektor bezeichnet, so ist et - ey,
die k-te Spalte von e, d.h. jede Spalte ist Losung von (25.1). Da e%4 = Ej gilt, sind

tA

die Spalten (nach S. 24.4 mit £ = 0) linear unabhingig. Folglich ist e*ey, ..., etley ein

Fundamentalsystem, d.h. e'4 eine Fundamentralmatrix. O

Im Prinzip haben wir also ein Fundamentalsystem fiir (25.1) gefunden (némlich das
System efdey, ..., etey). Es stellt sich allerdings dabei die Frage, wie man e4 | konkret*
berechnen kann. Dazu versucht man, die Berechnung von e/ fiir allgemeines A auf die
Berechnung von et fiir gewisse einfache Matrizen A zuriick zu fithren. Entsprechende
Normalformen A kennt man aus der linearen Algebra.

Um in diese Richtung weitergehen zu kénnen, brauchen wir zunéchst einige Rechen-

regeln fiir die Matrixexponentialfunktion.

Satz 25.3 Es seien A, B,C € K@%,
1. Gilt AB = BA, so folgt edeB = AtB,

2. Ist C invertierbar, so gilt

1 _
eCTAC = oA

3. Hat A Blockdiagonalform
A = T . s

d.h. A =diag(Ai, ..., An), so gilt

Beweis. 1. Aus AB = BA folgt

n

A+B" =Y <Z> AYB" (neNp).

v=0
Weiter erhilt man fiir den (4, k)-ten Eintrag von ee? (Cauchy-Produkt)
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was auch der (4, k)-te Eintrag von eA*5 ist.
2. Es gilt
(CTrAC) =Cc7tA"C (v eNy)

(Beweis per Induktion). Also erhalten wir

cltefc =C ! < 1‘A”> C ® Z l‘C_lA”C _ LCtAC
v v!
v=0 v=0
3. Ist
A= (v € Ny),
so ist
AY
Aj
A" = . (l/ € NO) )
also ergibt sich 3. nach der (elementweisen) Definition von e4. O

Bemerkung 25.4 Essei A € K*? diagonalisierbar, d.h. es existieren eine Diagonal-
matrix A = diag(\y, ..., \q) sowie eine invertierbare Matrix C' € K%*¢ mit

A=CAC™!

(dabei sind Ay, ..., Aq die Eigenwerte von A und die Spalten von C, also Cey,...,Cey,
bilden eine Basis aus Eigenvektoren von A).
Dann gilt mit S. 25.3

A =cethc = C- diag(eM?, ..., e C 7L .
Die Spalten bilden ein Fundamentalsystem. Auflerdem ist mit ¢ := Ce auch
At A

eMley, ..., eMley

ein Fundamentalsystem (folgt etwa aus e*'c;, = ey, und S. 25.2).
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Beispiel 25.5 1. Wir betrachten das lineare System

0 -1 1
Y= -1 01 |y=A4y.
1

Es gilt
det(A—AE)=-XN+31-2=0 < A=1oder \=-2,

also haben wir die Eigenwerte 1 und —2. Weiter rechnet man nach, dass

1 0
0 und 1
1

(linear unabhingige) Eigenvektoren zu A\; = 1 sind, und dass

-1
-1
1

ein Eigenvektor zu Ay = 2 ist. Also gilt hier

1 -1 et 0 0 1 0 —1
et = ~1 0 e 0 0 1 -1
11 1 0 0 e 2 11 1

1 0 -1 2¢t —et et
1
e g O 1 _1 _et 2€t et
11 1 L2 g2 2
2et +e?t  —el et ol —e72
= % _et _|_ e—2t 2et _|_ e—2t et _ e—2t

et _ €—2t et _ 6_2t 26t 4 €—2t

Die Spalten bilden bilden nach S. 25.2 ein Fundamentalsystem.
Direkter erhélt man allerdings (vgl. B. 25.4) das Fundamentalsystem

1 0 -1
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2. Wir betrachten das lineare System

1 4
0 1 1

Es gilt
det(A — AE) = (1 = \)(\® —2X +2),

also haben wir (in C) die Eigenwerte
M=1, de=1+i, Mg=1—-i (=hg).

Zugehorige Eigenvektoren sind

1 3— 41 3+ 4
ca=1 01, 2 = 1 ) €3 = —1 (=¢2).
0 1 1

Damit bilden etwa

1 3— 41 3+ 41

1—i)t

i . el —i

1 1

ein Fundamentalsystem von y' = Ay (als Gleichung in C betrachtet).

Ein reelles Fundamentalsystem erhélt man, indem man

3F 4i
p(1£0) 1

7
durch

Re | e t0) i und Im | e+t 7

ersetzt. ([U])
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Auflerdem gilt

-1

1 3—4i 3444 et 0 0 1 3—4i 344
=10 —i 0 et o 0 i ~1
0 1 1 0 0 el 0o 1 1
( o i )
0o i/2  1/2
et 4e! — 4el cost + 3elsint —3e! 4 3el cost + 4el sint
=] 0 el cost —elsint
0 elsint el cost

Schwieriger wird die Berechnung eines Fundamentalsystems natiirlich dann, wenn A
nicht diagonalisierbar ist. Aus der Linearen Algebra sollte bekannt sein, dass jede
Matrix A € C%¥*9 (die natiirlich auch rein reelle Eintréige haben kann) #hnlich zu einer

Blockdiagonalmatrix der Form

o

ist (d.h. A = CBC™! fiir eine Matrix C' mit det(C) # 0), wobei der Jordan-Block Jj,
die Form

AN 100
A1 0

Jp = ' ' baw. Ji = (A)
0] 0
1
Ak

hat.
Nach S. 25.3 reduziert sich die Berechnung der Matrix e*4 auf die Berechnung der
Matrizen C,C~! sowie e/’* (k = 1,...,m). Aus Sicht der Analysis stellt sich dabei

tJ

insbesondere die Frage nach der Berechnung von €'/, wobei J eine Jordan-Matrix

obiger Gestalt ist.
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Satz 25.6 Es sei

A1 0 0
J — . ) .. . O c KT’XT
(@) 1
A
eine Jordan-Matriz. Dann gilt
t2 tr—l
Lt 5 =)
t'r72
Lot =2
ot — N :
0] t
1
Beweis. Zunéchst ist
0 1 0 0
J=AE, + F mit F = o0 | ek,
(@] 1
0
also (beachte: AE, und F' vertauschen)
ot — PAEr tF _ A F
Weiter rechnet man nach, dass
0o o 1 0 ...0
0 0 1
0 0
F? = Y e , FV =0 (v>r)
1 (@]
9] 0
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gilt (d.h. die ,,1-Diagonale riickt jeweils um einen Schritt nach rechts“). Hieraus folgt

2 t'r‘—l
1t 5 =
r—1 1
tF _ _
€ —ZEtVFV—
v=0
t
1
Od
Beispiel 25.7 Es sei
-1 10
Ji| O
a=| 0 21 :( )
0 02 MO
mit
-1 1
Jl = ( 0 1 ) ) J2 = (2)
Dann gilt
et te7t 0
=10 et 0
0 0 e

Zusammenfassend erhalten wir mit S. 25.6 und den vorangegangenen Uberlegungen
folgendes Ergebnis iiber die Struktur des Losungsraumes.

Satz 25.8 Es sei A € C™? und es seien Ji, ..., Jy die zugehérigen Jordanblicke.
Dann existiert ein Fundamentalsystem der Form

PRI k=1,.,m (=0, —1,

wobei J, = A\ By, + F, wie oben, und wobei die Komponenten Pl(k’e),...,PCEk’e) von

P®D Polynome vom Grad < ¢ sind.

Beweis. Es sei C' € C?*? wie oben, d.h.

0 = C - diag(el, ..., em) = C - diag(eMte! | ..., ermietfmy
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Da e'4 eine Fundamentalmatrix ist, ist
etACey, ..., et Cey
ein Fundamentalsystem. Es gilt mit C' = (c¢;)

C - diag(eMtetth, ... ermtethm) =

€11 ... Clpy --- Clpy --- Cld Mttt O
. . . . e/\Qteth

Amt  tF,

Die ersten ri-Spalten haben die Form

At At At tri—! tr1-2
eMeny eM(ent+c12) ... eM (011m+012m+"'+clr1)
A1t At it tri—! tr1—2
eMegr eM(eqit +eqp) .. e (Cdlm‘f‘cﬁm‘f"“‘f'cdm)
und entsprechend in den
Spaltenry + 1, ..., 79 mit  e2f(...)

Spaltenr,, 1+ 1,...,7y, mit e i(.. )
Damit ergibt sich die Behauptung. O

Ein wesentlicher Untersuchungsgegenstand bei Differentialgleichungen ist die Frage
nach dem Verhalten von Lésungen, wenn ¢ sich einem der Randpunkte des Losungs-
intervalls nahert. Bei linearen Systemen mit konstanten Koeffizienten interessiert also
das Verhalten fiir ¢ — oo (oder t — —oo; wir beschrianken uns auf den Fall t — o0).
Als Anwendung von S. 25.8 erhalten wir

Satz 25.9 (Stabilititskriterium)
Es sei A € C™*? und o(A) := {\: X\ Eigenwert von A}. Dann sind dquivalent:

a) Es existieren M,a > 0 mit ||e!|] < Me™* fiirt > 0.
b) Fiir alle Lisungen ¢ von (25.1) gilt ¢(t) — 0 (t — 00).

c) Fir alle A € o(A) ist
Re(A) < 0.
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Beweis. ¢) = a): Es sei a > 0 so, dass Re(\) < —a(< 0) fiir alle A € o(A). Fiir jedes
ke {1,...,d} ist e*te;, Linearkombination von Funktionen der Form
Mily
wobei £ € Ng,A € o(A) und y € K% Fiir jedes solche Tripel (£, ),y) existiert ein
Mg’)\,y > 0 mit
[Mt'y| < e y| < Mypye  (£20).

Also existieren My, > 0 mit |etdey| < Mye* fiir t > 0. Da

d

d
el < 3 Jeen] < e 3" M
k=1 k=1
gilt, folgt a).
a) = b): Ist (0) =7, so ist p(t) = 47, also |p(t)| < |[e]] |n] — 0 (t — o).
b) = c¢): Angenommen, es existiert ein Eigenwert A\ von A mit Re(\) > 0. Ist PO das
zugehorige Polynom vom Grad 0 aus S. 25.8 (dann ist PO £ 0 ein Eigenvektor von
A), so ist
p(t) = M PO

eine Losung von (25.1) mit [o(t)] = eBeA PO)] > |PO)| fiir alle t > 0. Widerspruch zu
o(t) — 0 for t — oo ! O

Bemerkung 25.10 Hat man ein (inhomogenes) lineares System mit konstanter Ko-
effizientenmatrix A, also
y' = Ay +0(t)

mit A € K¥9 und b : I — K% stetig, so erhilt man eine spezielle Lésung der inhomo-

genen Gleichung nach S. 24.8 durch
t
o(t) = pp(t, €,0) etA/eSAb
3

(Man beachte: Nach S. 25.3.1 ist fiir beliebige Matrizen B € K9*9

Ey=¢0 = BB = BB

also ist e? invertierbar mir (e?)~1 = e~ 5).

Auflerdem ist dann

t
eo(t,€1) = polt,€m) + () = e [ + /eSAb(S)dS} :
;
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Ist auch die rechte Seite b unabhéngig von ¢ (also b(t) = b auf R), so erhélt man dabei,
falls A invertierbar ist,

ep(t,€m) = e — ATre b+ A et D)
A+ A7) — A

Beispiel 25.11 Wir betrachten das lineare System aus B. 22.8, d.h.

0= ) )+ ()

(mit Konstanten s := 1 — ¢, a,d, M > 0). Es gilt

det(A—AE) :=(—=s—A)(=A) +ad =0
Ma2=-35+4/2 —ad, falls A:=% —ad>0

An2=—35+i\Jad— % falls A <0

Dabei gilt in beiden Féllen
Re(Ai2) <0,

also konvergieren nach S. 25.9 alle Losungen der homogenen Gleichung gegen 0 fiir
t — oo (mit exponentieller Geschwindigkeit).
Folglich erhalten wir mit B. 25.10 fiir alle Losungen ¢ der inhomogenen Gleichung

Y(t)\ a1 0 -1/d 0\ M/d —
(r(t))‘*p“) . b‘(l/a s/(da>><—M>_<—sM/<da>> e

Insbesondere wiirde nach diesem Modell das Einkommen Y'(¢) sich fiir ¢ — oo der
Konstante M /d annihern, d.h. ist M (Geldangebot) ,gro“ und d (Verhiltnis von
Geldnachfrage zu Einkommen) , klein“, so wird das Einkommen im Zeitverlauf ,, grof*
werden. [, It’s money, that matters]

Wie im Abschnitt vorher wollen wir uns auch hier gesondert mit (skalaren) linearen
Differenzialgleichungen hoherer Ordnung beschiftigen. Es seien ag,aq,...,an—1 € K.
Dann heifit eine Gleichung der Form

n—1
Y =3 gy
v=0
bzw.

n—1
L(y) = y™ =) ay™ =0 (25.3)
v=0
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eine (homogene) lineare Differenzialgleichung n—ter Ordnung mit konstanten Koeffi-

zienten.

Natiirlich kann man zur Berechnung eines Fundamentalsystems, also n linear un-
abhéngiger Losungen von (25.3) auf R, so vorgehen, dass man die Matrix el fiir
das entsprechende lineare System (24.9) mit

o 1 ... ... ... 0
A= | exme
0 1
apg aj cee e Qp—2 Qp-1

bestimmt. Wir wollen hier jedoch eine direktere Methode herleiten, die lediglich die
Eigenwerte von A (inkl. algebraischen Vielfachheiten), also die Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms, benétigt.

Durch Entwicklung nach der letzten Zeile sieht man, dass gilt

P(\) :=det(A = AE) = (=1)"(\" — a1 A"t — ... — a1\ — ag),

d.h. die Koeffizienten sind bis auf Vorzeichen die ay, ..., a,—1. Es gilt nun

Satz 25.12 Es seien A1,..., A\, die paarweise verschiedenen Nullstellen des charak-
teritischen Polynoms P mit algebraischen Vielfachheiten ry,...,1y,. Dann bilden die
Funktionen

Mt (l=0,...,ry —L;k=1,...,m)

ein Fundamentalsystem von (25.3) (im Falle K = C).

Beweis. Ist

1 0
0 0 1
A=
0 1
ap a1 G ... Gp—2 Qp_1

die Koeffizientenmatrix des entsprechenden Systems (24.9), so existiert nach S. 25.8
ein Fundamentalsystem fiir dieses System, bestehend aus Funktionen der Form

At pEO (=1, i l=0,.. 7 —1),
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wobei m die Anzahl der entsprechenden Jordanblécke und 7 deren Dimension sowie
pr € {1,...,m} ist (dabei gilt 7 > m). Da die Abbildung j : Ly — My aus dem Beweis
zu S. 24.11 ein Isomorphismus ist, ergeben die ersten Komponenten

At QRO (1) = M PED (1) (k=1 =0, — 1)

eine Basis von M), also ein Fundamentalsystem zu (25.3). Dabei sind die Funktionen
Q" Polynome vom Grad < ¢. Hieraus folgt, dass / = m sein muss, d.h. zu jedem
Eigenwert gehort nur ein Jordanblock (was i.a. nicht der Fall ist). (Denn sonst wére
A = Ay, fiir kB E € {1,...,m}, k # k. Dann wéren aber Mt QR0) ynd M tQK'0)
linear abhéngig.)

O.E. sei nun py = k fiir K = 1,...,m (ansonsten: Umnummerieren).

m
Tp = Y, Tk, auch ry = 7¢. Also haben wir ein Fundamentalsy-
1 k=1

=

Damit ist, da n =
k

stem der Form
e)\kt.Q(’fyﬁ)(t) (k=1,....m; £=0,...,1—1).

Weiter bilden die Polynome Q%9 ... Q®*7t~1 ¢ine Basis des Raumes der Polynome
vom Grad <7 — 1 (denn aus der linearen Unabhéngigkeit von

At (k0 Aty (kre—1
AQIED) | At Q)

folgt auch die lineare Unabhingigkeit der Polynome Q-0 ...,Q(k”"k_l)). Also lasst
sich jedes Monom t/,¢ = 0,...,r;, — 1, als Linearkombination der Q*:0), . Q% e—1)

schreiben. Folglich sind
Mkttt (k=1,....m; £=0,...,1, — 1)

Losungen von (25.3). Nach obigen Uberlegungen ist jedes ¢ € My Linearkombination
dieser (insgesamt n) Funktionen. Also bilden diese eine Basis des n-dimensionalen
Raumes Mj. O

Bemerkung 25.13 Ist A = p + io eine nichtreelle r-fache Nullsteelle und ist A €

R4 50 ist auch A = u — io eine r-fache Nullstelle charakteristischen Polynoms. In

diesem Fall haben wir also die 2r Losungen
e)\tté — e,u,teiatte

eAtté — e,ute—iattf

Ein reelles Fundamentalsystem erhélt man dann, indem man fiir alle solchen Eigen-

werte diese Losungen ersetzt durch ([U])

Re(eMtt) = et cos(at)t’

Im(eMt’) = et sin(ot)t!
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Beispiel 25.14 Auch hier betrachten wir noch einmal das B. 22.8. Dort hatten wir

fiir Y auch die lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung
Y — (¢c—1)Y' —adY +aM
hergeleitet. Fiir das charakteristische Polynom gilt hier (mit s =1 — ¢)

PA) =X —(c— DA +ad= I+ s\+ad,

—54£4/% —ad, falls% —ad>0
P()\):O<:>/\1,2:

s . 52
—5 *iy/ad — %, sonst

also

(vgl. B. 25.11). Offensichtlich ist

=[5

Ut (t) =

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.
Nach S. 24.11, S. 25.12 und B. 25.13 sind alle Lésungen von der Form

M/d+ c1eMt + cpe?t falls s2/4 — ad > 0
Ut) =< M/d+ c1e%/? 4 cote 42 falls s2/4 — ad = 0 ;
M/d + c1e™t2 cos(ot) + coe ™% sin(ot), falls 02 := ad — s%/4 > 0

wobei c1, co € R beliebig sind.
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26 Wege und Kurven

Ist ¢ : I — K? Losung einer Differentialgleichung, so beschreibt {p(t) : t € Iy}, wobei
Iy C I kompakt ist, eine sogenannte Kurve in K%. Bevor wir uns etwas systematischer
mit Kurven beschéftigen, betrachten wir zunéchst eine weitere Klasse skalarwertiger
Funktionen.

Definition 26.1 Es sei f : [a,b] — K. Ist Z = {xg,x1,...,x,} eine Zerlegung von

[a, b], so setzen wir
Va(F) =Y _1f(x5) = flwj)l.
i=1

Ist
b

V(f) = \/(f) :=sup{V.(f) : Z Zerlegung von [a,b]} < oo,

so heiBBt f von beschrinkter Variation (oder von beschrinkter Schwankung) auf [a, b].

Wir setzen
BVla,b] :== BV ([a,b],K) := {f : [a,b] — K : f von beschrénkter Variation auf [a,b]}.
Die Zahl \/Z(f) € [0, 00] heit (Total-) Variation von f auf [a,b].

Beispiel 26.2 1. Es sei f(z) = = (z € [a,b]). Dann gilt fiir alle Zerlegungen Z =

{z1, ..., zn}

k
Vz(f) =) (@ —zj1)=b—a.

7j=1
Also ist f € BV[a,b] mit

V() =b—a.

a

2. Es sei f : R — R definiert durch

w-cos(%), x#0
0, =0

fz) =

Dann ist f stetig auf R ([U]). Wir betrachten [a,b] = [0,1].Ist Z = Z,, = {0, 1, 15 ... 1 1} =

{zg, ..., zn}, so gilt
1 1
f<n+1—j> _f<n+2—j>‘

n

V2(F) = 3 1) — Flag)l =Y

j=2 j=2
- 1
= Z ‘mcos(w(n +1-134)) i cos(ﬂ(ni— 2—17)) ‘
Jj=2 =(—1)n+1-j =(—1)n+2-3
S (i) e e e o)
= . ] = 7 T - )
= n+l—57 n+2—j k:lk k:zk
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also ist f nicht von beschriankter Variation auf [0, 1]. (Dasselbe gilt fiir jedes Intervall
[a,b] mit 0 € [a,b].)

Im folgenden Satz werden zwei einfache hinreichende Bedingungen fiir die Beschréinkt-
heit der Variation gegeben.

Satz 26.3 Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f : [a,b] — K.

1. Ist f stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b) mit beschrinkter Ableitung, so
ist f € BV]a,b].

2. Ist f (reellwertig und) monoton, so ist f € BV [a,b], und es ist

Beweis. 1. Essei M > 0 so, dass |f/(§)| < M fiir alle € € (a,b) gilt. Ist Z = {xg, ..., zn}
eine Zerlegung von [a, b], so existieren, falls f reellwertig ist, nach dem Mittelwertsatz

&1y €n € (@, b) mit
flag) = flaj) = f(E) (x5 —2jm) (G =1,..n).

Also gilt
Z|ij x]1’<MZ —zj1) = M(b—a)

und damit auch \

V) = sup Vz(f) < M(b ).

a
Ist f komplexwertig, f = u + iv wobei u,v reellwertig, so wendet man die gleiche
Argumentation auf v und v an.
2. Es sei 0.E. f 1 und es sei Z := {xy,...,x,} eine Partition von [a,b]. Dann gilt

n

=D (@) = flajo0)l =Y _(f(x5) = flaj-1)) = £(b) = f(a).
j=1

=1

Da Z beliebig war, folgt die Behauptung. O

Wir stellen einige einfache Eigenschaften der Klasse BV [a, b] zusammen.

Satz 26.4 Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Dann gilt
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1. BV]a,b] ist ein linearer Teilraum von B(la,b],K).
2. Mit f,g € BV]a,b] gilt auch f-g € BV]a,b].

3. Ist ¢ € (a,b), so gilt f € BVla,b] genau dann, wenn f € BVl]a,c] und f €
BV|e,b], und in diesem Falle ist

Beweis. 1. und 2. ergeben sich leicht aus der Definition 26.1 ([U]).

Wir zeigen die Aussage 3.

= “ Essei f € BV|[a,b]. Sind Z, . bzw. Z .}, Zerlegungen von [a, ¢| bzw. [c, b], so ist
Z = Zy. U Z.p eine Zerlegung von [a, b], und es gilt

b
Vo () + Vi, (f) = Va(£) <\ (£)

Also gilt: VE(f) < 00, V2(f) < oo und

»<=* Essei Z = {xo, ..., z, } eine Zerlegung von [a, b]. Dann existiert ein k € {0,...,n—
1} mit 2y < ¢ < 2p41, und damit ist Z, . = {zo, ..., zg, ¢} (bzw. Z, . = {x0, ..., T—1, ¢}
im Falle z, = ¢) eine Zerlegung von [a,c] und Z.}, = {¢, Tj41,...,2n} eine Zerlegung
von [a, b]. Es gilt

n k
Va(f) = Z|f<xj>— (51| Z f(ajn)l + 1f(c) = f(a)]

+  |f(zr1) — f()] + Z |f(z5) = fzj-1)|

Jj=k+1

= Vz, (f +VZcb <\/ \/

Also ist \/2(f) < oo (d.h. f € BV[a,b]) und

b c b
Vi<V +Vw

Als Konsequenz erhalten wir
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Satz 26.5 Es sei f € BV{[a,b]. Wir definieren V : [a,b] — R durch

Vie)=\/(f) (z€la)

(wobei \/5(f) :=0). Dann gilt:
1. 'V ist monoton wachsend.

2. Ist K=R so, sind auch V £+ f monoton wachsend.

Beweis. Die Monotonie von V ergibt sich direkt aus S. 26.4.3
(Denn: Ist 1 < x9, so gilt

V(zg) = V(z) =\/(H-VHO=NVH+VH-VFH =V =0)

Weiter gilt fir z1 < x2

|f(x2) = f(=)] <\ (),

also
T2

(V(x2) £ f(22) = (V(21) £ f(a1) = \/(F) £ (f(a2) = f(21)) 2 0,

x1

d.h. V 4+ f,V — f sind monoton wachsend. O

Damit ergibt sich unmittelbar folgende interessante Charakterisierung der Funktionen

von beschriankter Variation.

Satz 26.6 Ist K = R, so ist f € BV]a,b] genau dann, wenn monoton wachsende
Funktionen g und h auf [a,b] ezistieren mit

f=g9—-nh.

Beweis. Ist f = g — h mit monoton wachsenden Funktionen g, h, so ist f € BV]a,b]
nach Satz 26.3.2 und Satz 26.4.1.
Es sei f € BV]a,b]. Dann gilt fir V aus S. 26.5

1 1
fzi(v‘f‘f)—i(V—f),

dh. g=3(V+ f)und h = 1(V — f) sind wie gewiinscht. O
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Bemerkung 26.7 1. Ist MJa,b] :== {f : [a,b] — R : f 1}, so besagt S. 26.6
BV]a,b] = M[a,b] — M]|a, b

und

BV{a,b] = span (M]a, b))

(in B([a,b],R)).

2. Mit Hilfe von S. 26.6 lassen sich viele Ergebnisse iiber monotone Funktionen auf
Funktionen von beschrénkter Variation iibertragen. So ergibt sich etwa aus S. 12.16,
dass jedes f € BV|[a,b] hochstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen besitzt und dass
diese alle von 1. Art (also Sprungstellen) sind.

Da R[a,b] ein linearer Raum ist, folgt aus S. 17.7, dass jede Funktion f € BV]a,b]
eine Regelfunktion ist (also BV[a,b] C R|a,b]).

Wir kommen nun zum eigentlichen Thema dieses Abschnittes.

Definition 26.8 Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, und es sei (X, d) ein me-

trischer Raum.

1. Ist v : [a,b] — X stetig, so heifit v ein Weg (in X). Der Punkt ~y(a) heifit
Anfangspunkt des Weges und +(b) heifit Endpunkt des Weges. Gilt vy(a) = ~(b),
so heifit der Weg geschlossen. Ferner heifit v ein Jordanweg, falls 7,3 injektiv
ist.

2. Es sei I' C X. Dann heifit T eine Kurve (oder ein Bogen) in X, falls ein Weg ~

existiert mit
I'=7([a,b]) = {y(t) : t € [a,b]}.

In diesem Fall heiit v eine Parameterdarstellung (oder Parametrisierung) von I'.
Eine Kurve I' heiflit Jordankurve, falls eine Parameterdarstellung v so existiert,
dass der Weg v ein Jordanweg ist. Eine solche Parameterdarstellung heifit dann
auch Jordan-Darstellung von I'. Schlielich nennt man eine Jordankurve geschlos-

sen, falls eine Jordan-Darstellung existiert, die geschlossen ist.

Beispiel 26.9 1. Es sei ¢ : R — R? definiert durch

0= () em,

sint

Fiir [a,b] C R ist dann v = 7, = ¢j(q,) €in Weg. Also ist

r=r,={($0)) e}
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eine Kurve in R2. Ist dabei b — a > 2, so ist
P=T,={zcR?:|z|=1}

der Einheitskreis.
Fiir a =0,b = 27 ist

sl®) = 9(2) = () = 9(0) = rmsla).

also ist der Weg 79 2~ geschlossen.
Entsprechendes gilt fiir die Wege 74 g0k fiir & € Nya € R. Ist b — a # 2km fiir
alle k € Z, so ist v, nicht geschlossen. Weiter ist fiir alle a,b die Kurve I' = I'y;,
eine Jordankurve. (Denn: Man kann stets eine Parameterdarstellung so wihlen, dass
b—a < 2r gilt. Dann ist o[, ) injektiv, denn gilt

cost) cost

sint)  \sint
fiir ¢, € R, so ist t = t + 2k fiir ein k € Z.)
Man beachte aber dabei: Nicht jede Parameterdarstellung ~ fiir I" ist eine Jordan-

Darstellung! (Ist b — a > 2, so ist )|, ) nicht mehr injektiv.)
AuBerdem beachte man, dass I' viele weitere Parameterdarstellungen hat. So gilt etwa

Tor = {(cost,sint)T it e [O,W]} =

= {tV1-)T:te[-1,1]}

2. Wir betrachten die Funktion + : [0, 27] — R? mit

cost

A(t) = (1 + cost) <Smt> (t € [0,2x]).

Dann ist T' = ([0, 27]), die sogenannte Kordioide (vgl. [UU]), eine geschlossene Jordan-
kurve (denn [ 2y, ist injektiv und v(0) = ~(27)).

3. Es sei ¢ : R — C definiert durch ¢(t) = 49! = ¢te’®. Dann ist fiir jedes [a,b] C R

I' = ([a, b])

eine Jordankurve (,logarithmische Spirale®).

Definition 26.10 Sind ap < a1 < as < ... < a, reelle Zahlen und sind 'y(j) :
[aj_1,a;] — X Wege mit yU+Y(a;) = v (a;)(j = 1,....,n — 1), so heift der Weg
v : [ag, an) — X mit

y(t) ==~ (1), fallst € [aj_1,a,]
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wohldefiniert!) Summe der Wege vV, ..., 7™ . Wir schreiben dafiir auch
Y
Y= ®...0m=EP
j=1

Ist T; = v9)([aj_1,a;]) (also vU) eine Parameterdarstellung von T';) fiir j = 1,...,n,
so schreiben wir fiir I' = y([ag, ay]) auch

n
r=Te..el,=@T;.
j=1

Beispiel 26.11 Es seien z(0), ..., 2" € K% und 4 : [j — 1, j] — K% definiert durch
A @) = 20D 4 (£ — 5+ 1) (2 — 207Dy,
Dann gilt U+ (5) = 20) = 40) () und

U, = (Y91 :telj—1,5}

= 20-Dg0) U {201 20
(Strecke von 20U~ nach zU) mit Endpunkten). Die Kurve

nennt man den Polygonzug durch z(0, z(1) | 2™

Wir werden nun die Frage untersuchen, wie man einem Weg in sinnvoller Weise eine
Linge zuordnen kann. Dazu nihern wir einen gegebenen Weg « : [a,b] — K? durch
Polygonziige an: Ist Z = {tg, t1,...,t,} eine Zerlegung von [a, b], so betrachten wir den
Polygonzug durch 20 = ~(to), ..., z(™ = ~(t,).

Dessen ,Liange“ ist Z;‘:l |:c(j ) — g _1)|. Waihlt man nun immer feinere Zerlegungen
von [a, b], so sollten die Léngen der entsprechenden Polygonziige das annihern, was
wir als Linge von - betrachten wollen. Dies fiihrt zu folgender Definition.

Definition 26.12 Es sei v : [a,b] — K¢ ein Weg. Ist Z = {t,...,t,} eine Zerlegung

von |[a, b], so setzen wir

Lz(7) =Y Iv(ty) = y(ti-1)l -
j=1

Ist
L(v) :=sup{Lz(y) : Z Zerlegung von [a,b]} < oo,

so heifit v rektifizierbar und L(vy) heifit Linge von T
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Es gilt dafiir

Satz 26.13 Ist y = (71,...,74) : [a,b] — K¢ ein Weg, so ist v genau dann rektifizier-

bar, wenn alle Komponentenfunktionen 1, ...,vq von beschrinkter Variation auf [a, b

sind. Auflerdem gilt dann

b d b

max \/(y) < L(7) <>\ (w)-
= a

k=1

Beweis. ,,= ¢ Ist « rektifizierbar, so gilt fiir alle & € {1, ...,d} und alle Zerlegungen
Z ={to,...,t,} von [a,b]:

Vz(we) =D l(ty) = w(ti-0)] < Y Iv(ty) = v(t-1)| < L(),
j=1 =

also ist 7, in BV [a, b, und es gilt

b

\/(’Yk) < L(v).

a

s Ist v, € BV]a,b] fiir alle k € {1, ...,d}, so gilt fiir jede Zerlegung Z = {to, ..., tn}
von [a, b] (beachte: |z| < ||z||; = 2?21 |z;| fiir z € K?)

n n d d b
Lz(v) =Y It) = vl < DD ) = -0l <>V () -
j=1 j=1k=1 k=1 a

Also ist v rektifizierbar, und es gilt

d b
Liy) <Y Vw).

k=1

Bemerkung 26.14 Ist v = @?:17(j) die Summe von Wegen 71, ..., Vn, SO ist v genau
dann rektifizierbar, wenn alle 'y(l), s 7(”) rektifizierbar sind, und in diesem Falle gilt

L) = (@) =X £69).
j=1 J=1

(Der Beweis verliduft (fiir n = 2) wie der Beweis zu S. 26.4.3, wobei lediglich ,,Vz(f)“
durch ,,Lz()* ersetzt werden muss.)



26 WEGE UND KURVEN 277

Es drangt sich natiirlich die Frage auf, wie man Léngen von Kurven konkret berechnen
kann. Die Definition erweist sich schon in einfachsten Féllen als sehr ungeeignet dafiir.

Als wesentlich giinstiger erweist sich

Satz 26.15 FEs sei vy : [a,b] — K? ein Weg. Ferner sei v = (71, ...,7a) stetig differen-
zierbar auf [a,b] (d.h. v, existiert auf [a,b] und ist stetig auf [a,b] fir k = 1,...,d).
Dann ist v rektifizierbar, und es gilt

b
Liy) = / /(1) dt

Beweis. 1. Es sei Z = {tg, ..., t,} eine Zerlegung von [a,b]. Dann gilt nach dem HDI

(komponentenweise angewandt; vgl. Beweis zu S. 23.4)

() = (t-1)| = | / V()] < / YOldE (= 1mam),

also
n n t b
Lo =3t =it < Y / /(1) dt = / /(1) dt
=1 =17, .y

Da Z beliebig war, ist v rektifizierbar, und es gilt jedenfalls

b

L(y) < / /() dt.

a

2. Es bleibt noch die Gleichheit zu zeigen.
Dazu definieren wir s : [a,b] — R durch

s(t) == L(Wy)  (t€la,b])

mit L(7|(q,q)) = 0 (sog. Weglingenfunktion).
Dann gilt mit B. 26.14 fiir ¢ € [a,b), h > 0 (so, dass t + h < b)

s(t+h) —s(t) = L(vo,+n) — L(W0,0) = LOVte41)

(da MNiat+h] = V[a,t] D [t,t+h])- Folglich ist mit 1.

hv(t+ h})l — 0l %L(’mt,tw) = W : % / 7l
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Fiir h — 0 konvergieren die rechte und die linke Seite diese Ungleichung gegen |v/(t)]
(beachte: Ist F(t) := [ |7/(s)|ds, so ist nach dem HDI

0] = o) = Jig LENZE g L )

Also ist s rechtsseitig differenzierbar an der Stelle ¢ € [a,b) mit

Entsprechend sieht man, dass s linksseitig differenzierbar an allen Stellen ¢ € (a, b] ist
mit
. s(t+h)—s(t) ,
lim ————= = [y'(1)].
Jim W V(@)
Also ist s differenzierbar auf [a,b] mit s'(t) = |7/(¢)| (t € [a,b]). Wieder mit dem HDI

ergibt sich (beachte: s’ = |7/| ist stetig)

Beispiel 26.16 Fiir 0 < a < 3 sei v : [a,b] — R? definiert durch

1= (Gemy) et

Bsint

Dann beschreibt v eine Ellipse (fiir b — a > 27). Es gilt

2 1/2
W (t)] = (a?sin?t + B2 cos?t)1/2 = 5(1 . (1 - gg) sin t) ,

also

b
L(7) :5/\/1 — k2sin®tdt

mit k := /1 —a?/5? (sog. elliptisches Integral). Ist « = 8 (Kreis mit Radius j), so
ist

L(y) = B(b—-a),
also fiir a = 0, b = 27 insbesondere L(7y) = 27 0.
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Bemerkung und Definition 26.17 Es sei 7 : [a,b] — K? ein Weg. Existieren Wege
Y9 s ajo1,a] — K (5 =1,...,n) mit

N = év(j)
j=1

und so, dass jedes vU) stetig differenzierbar ist, so heiBt ~ ein Pfad. Nach B. 26.14 und
S. 26.15 ist jeder Pfad rektifizierbar, und es gilt

d Y
MﬂzzFW%ZE:/WW@W'
=,

Man wiirde natiirlich gerne einer Kurve eine Linge zuordnen, die in gewisser Weise
unabhéngig von der Parameterdarstellung ist. Dass dieses Vorhaben nicht unproble-
matisch ist, zeigt schon der einfache Fall des Kreises I' = {z € R? : |z| = 1}. Wir
hatten in B. 26.9 gesehen, dass gilt

' = ¢([a, b])

fiir alle a,b mit b — a > 27. Es gilt nach B. 26.16 dabei

L(p|jap) =b—a,

was jeden Wert > 27 annehmen kann.

Wenn man sich jedoch auf Jordankurven und Jordandarstellungen beschriankt, so kann
man zeigen, dass jeder Jordankurve I' in eindeutiger Weise eine Lénge L(T") (u.U.
= o0) zugeordnet werden kann, ndmlich die Linge einer (beliebigen) Jordandarstel-
lung (wichtig dabei: Man kann zeigen, dass fiir alle Jordandarstellungen die Lingen
gleich sind). Wir wollen auf den Beweis dazu hier nicht eingehen. Eine ausfiihrliche
Darstellung findet man etwa in Heuser, H., Lehrbuch der Analysis, Teil 2.

Fiir den Einheitskreis I' von oben ergibt sich dabei natiirlich

L(T) = L(¢j0,2x]) = 27 .
Wir wenden uns zum Abschluss dieses Abschnittes noch einem Begriff zu, der zu den

topologischen Grundbegriffen gezdhlt werden kann.

Definition 26.18 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

1. X heifit unzusammenhdngend, falls offene Mengen U,V C X existieren mit
X=UUV,U#0, V4D, UNV=0.

Andernfalls heist X zusammenhdngend.
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2. M C X heiBt unzusammenhdingend, falls (M, djprx ) unzusammenhéngend ist
(d. h. falls offene Mengen U,V C X existieren mit M C UUV,UNM #
0, VNnM=£0,UNnVNM={). Anderenfalls heift M zusammenhdingend.

Beispiel 26.19 1. Es sei (X,d) = (R,d),) und M = [0,1] U [2,3]. Dann gilt fiir die
offenen Mengen U = (—3,3),V = (3, I):

McUUV, UNnM#0, VNM#®  und UnvnM=0,
also ist M unzusammenhéngend.
2. Es sei (X,d) = (R,d;;) und M = Q. Dann gilt fiir die offenen Mengen U =
(—00,v/2),V = (v/2,00):

QcUuUV, UNnQ#D, VNQ#D und unvnQ=20,

also ist Q unzusammenhéngend.

3. In jedem metrischen Raum (X, d) sind die einpunktigen Mengen zusammenhéngend

([0D).
In (R, dy.) gilt

Satz 26.20 Eine Teilmenge M von R (mit iblicher Betragsmetrik d).) ist genau dann
zusammenhdngend, wenn sie ein Intervall oder einpunktig ist.

Beweis. ,=“ Essei M C R mit |[M]| > 2, und M sei kein Intervall. Dann existieren
Punkte a,b,c¢ mit a < b < cund a,c € M,b ¢ M. Folglich gilt fiir U := (—00,b),V :=
(b, 00)

McUUV, UnNnM#0, VNM#®  und unvnM=0,

also ist M unzusammenhéngend.
»<=“ Essei M ein Intervall. Angenommen, M ist unzusammenh#ngend. Dann existie-

ren offene Mengen U und V mit
McUUV, UNM#0, VNnM#0), UnNnVNM=0.

Esseiae UNM,b e VNM und o.E. a < b. Wir zeigen: (a,b) ¢ M, und damit ist M
kein Intervall (also Widerspruch!).
Wire (a,b) C M, also auch [a,b] C M, so wiirde fiir U N [a,b] und V N [a, b] gelten

UNla,b] =V°N]a,b und VNla,b)=U°N]a,b],
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also sind beide Mengen abgeschlossen. Insbesondere ist
¢ :=sup(UnNla,b]) € UNJa,b|.

Dabei muss £ # b gelten (sonst widre b € U NV N M). Nach Definition von & ist
(&, 0] C UC, also (&,b) C U°Na,b] = V Nla,b]. Da V N [a,b] abgeschlossen ist, gilt
¢ e Vnla,bl, also

EevVnUniabcVnUnNM.

Wieder Widerspruch!
Mit B. 26.19.3 folgt ,,<*. O

Der folgende Satz zeigt, dass der Zusammenhang einer Menge sich unter stetigen
Abbildungen auf die Bildmenge iibertrigt.

Satz 26.21 FEs seien (X, d) und (Y, e) metrische Riume. Ist M C X zusammenhdngend
und f: M —'Y stetig, so ist auch f(M) CY zusammenhingend.

Beweis. Wir konnen uns beim Beweis auf den Fall M = X und Y = f(M) be-
schrénken.
Angenommen, Y ist unzusammenhéngend. Dann existieren offene Mengen V;, Vo C M
mit

Y=WVUVy, Vi#£0, Vo0, VinVe=0.

Da f: X — Y stetig ist, sind
Ur=f(Vi)  Ua=f'(Va)
offen (in (X, d)). Es gilt dafiir
U #0, Us#0, UnUy=f'(VinVa)=f10)=0

und
UiUls = fH UL Uy = fH(Y)=X,

also ist X unzusammenhéngend. Widerspruch! O

Als Konsequenz aus S. 26.20 und S. 26.21 erhalten wir weitreichende Verallgemeine-
rungen des Zwischenwertsatzes und seiner Folgerungen (S. 12.1, B. 12.2):

Satz 26.22 Fs sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei M C X zusammenhdngend.
Ist f : M — R stetig und nicht konstant, so ist f(M) C R ein Intervall. Ist M iberdies
kompakt, so ist f(M) ein kompaktes Intervall.
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Beweis. Nach S. 26.21 ist f(M) C R zusammenhéngend, und da f # const ist,
ist f(M) nicht einpunktig, also ein Intervall nach S. 26.20. Ist M kompakt, so ist
auch f(M) kompakt nach S. 11.9 (angewandt auf den kompakten metrischen Raum

(M, djrrxnm))- O

Definition 26.23 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Menge M C X heifit
Bogen-zusammenhdngend, falls zu allen Punkten z,y € X eine Kurve I' existiert mit
z,yelund I' C M.

Wir zeigen, dass dieser Zusammenhangsbegriff strenger ist als der oben definierte.

Satz 26.24 FEs sei (X, d) ein metrischer Raum. Ist M C X Bogen-zusammenhingend,
so ist M auch zusammenhdngend.

Beweis. Wir kénnen uns wieder auf den Spezialfall X = M beschrianken.

Angenommen, X ist nicht zusammenhéngend, d.h. es existieren U,V C X offen mit
UuV =X, U # 0, V #0, unv =>0.

Esseiz € U,y € V. Da X Bogen-zusammenhéngend ist, existiert eine Kurve I" in X
mit z,y € I'. Es sei 7 : [a,b] — X eine Parameterdarstellung von I'. Wir betrachten

A:={t€la,b]:v(t) e U} =~"1U) '
B:={te[a,b:~v1t) eV}=7"YV)

Dann sind A und B abgeschlossen (und nicht leer).

(Denn: Ist (tx) eine Folge in A mit ¢, — s(k — o0), so ist jedenfalls s € [a,b]. Also
gilt auf Grund der Stetigkeit von  dann auch y(tx) — ~(s) € I'(k — o0). Wére
v(s) € U, so wére y(s) € V und damit y(tx) € V fiir k£ geniigend grof§ (da V offen),
also y(tx) € UNV = 0, was beim besten Willen nicht geht. Damit ist y(s) € U, also
s € A. Entsprechendes gilt fiir B.)

Da U,V offen sind, sind nach S. 10.12 auch A und B offen (im metrischen Raun
([a,0],d)) !). Da ([a,b],d||) zusammenhingend ist, muss damit A = B = [a, b] sein.
(Ist (Y,e) ein zusammenhingender metrischer Raum, so sind () und Y die einzigen

Mengen, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind ([U]).)
Dann ist aber I' € U N V. Widerspruch zu UNV = ! O
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Beispiel 26.25 I.a. folgt aus ,,zusammenhéngend“ nicht ,, Bogen-zusammenhéngend*.
So kann man etwa fiir die Menge M C R? mit

M= {(t,sin %) te (0, 1)} U ({0} x [=1,1])

zeigen: M ist zusammenhéngend ([U]) und M ist nicht Bogen-zusammenhéngend (oh-

ne Beweis).

In D. 20.7 hatten wir (fiir Teilmengen von R¢, dieselbe Definition verwenden wir fiir C%)
festgelegt, was ,,Polygon-zusammenhéngend“ und ,,Gebiet“ heifit. Offensichtlich ist
jede Polygon-zusammenhingende Menge auch Bogen-zusammenhingend. Also haben
wir (in K9):

Polygon-zusammenhéngend = Bogen-zusammenhéngend = zusammenhéngend.

Ist G C K? offen, so sind alle drei Begriffe gleichbedeutend, denn es gilt

Satz 26.26 FEs sei G C K% offen und zusammenhingend. Dann ist G auch Polygon-

zusammenhdngend, also ein Gebiet.

Beweis. Es sei (0.E. G # () und) z(?) € G fest. Wir setzen
M :={x € G : 3Polygonzug I'in G, der z, 2 verbindet }

und zeigen: M ist offen und abgeschlossen im metrischen Raum (G, d).). Da M # ()
ist, ist dann M = G ([U]), und damit folgt, dass G Polygon-zusammenhéngend ist.
Also: M ist offen, dann ist x € M, so existiert ein 6 > 0 mit Us(z) C G. Da man x
und z(© durch einen Polygonzug in G verbinden kann, gilt dies auch fiir z(®) und alle
y € Us(z). Also ist Us(z) C M.

M ist auch abgeschlossen (in (G, d|.|)), denn es sei (™) eine Folge in M mit y™) — y €
G. Es sei wieder 6 > 0 so ,dass Us(y) C G gilt. Dann existiert ein n mit y™ € Us(y).
Da 2 und 3™ durch einen Polygonzug in G verbunden werden kénnen, gilt dies

auch fiir (%) und y. Also ist y € M. O
Als eine Anwendung obiger Resultate ergibt sich etwa folgendes Ergebnis iiber die
,Gebietstreue“ gewisser C''-Abbildungen.
Satz 26.27 Es sei G C RY ein Gebiet, und es sei f € C1(G,R?). Ferner gelte

det Jp(xz) #0 (x € G).

Dann ist f(G) C R? ein Gebiet.
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Beweis. Da G ein Gebiet, also insbesondere (Polygon-)zusammenh#ngend, ist, ist
auch f(G) nach S. 26.21 zusammenhéngend.

Ist ¥ € £(G), also y© = f(z©) fiir ein (9 € G, so existiert nach S. 21.3 eine
Umgebung V von y(© mit V C f(G). Damit ist f(G) offen.

Nach S. 26.26 ist folglich f(G) ein Gebiet. O
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27 Lebesgue-Integral fiir Funktionen mehrerer Verinder-

licher

Integrale haben Sie schon an verschiedenen Stellen kennen gelernt. Zum einen haben
wir uns in Abschnitt 17 mit Integralen fiir Regelfunktionen, also gleichméafligen Grenz-
werten von Treppenfunktionen auf kompakten Intervallen [a,b] C R, befasst. Weiter
sind in Abschnitt 18 auch uneigentliche Integrale auf offenen Intervallen studiert wor-
den. Schliellich haben Sie in der Wahrscheinlichkeitstheorie den Begriff des Integrals
beziiglich eines allgemeinen Mafles kennen gelernt. Insbesondere wurde dabei das In-
tegral beziiglich des Lebesgue-MaBes auf R? untersucht.

Wir werden uns im Folgenden der dort erarbeiteten Ergebnisse bedienen, um insbe-
sondere Techniken zur Berechnung von (Lebesgue-)Integralen fiir Funktionen mehrerer

(reeller) Variablen zu entwickeln.

Zunéchst werden die wichtigsten Definitionen und Ergebnisse, die in der Wahrschein-

lichkeitstheorie ausfiihrlich dargestellt wurden, noch einmal in Erinnerung gerufen.

Definition 27.1 1. Es sei Q eine Menge. Ein Mengensystem S C Pot(€2) heifit
o-Algebra (auf ), falls gilt
(01): e S
(01): Aus A e S folgt A=MN\AeS

(01): Ist (Ap)nen eine Folge in S, soist |J A, € S.
neN

Das Paar (2,S) heifit dann Messraum.
2. Ist (2, 8) ein Messraum, so heift eine Abbildung i : S — [0, 00] Mafs auf (€2, S),
falls
(M1): p(@) =0

(M2): Ist (A,,) eine Folge in & mit A; N Ay = 0, fiir alle k # j (,A, paarweise
disjunkt“), so gilt

p(U An) =D u(An).
n=1

neN

Das Tripel (2, S, 1) heifit dann Mafraum.

Bemerkung 27.2 Ist S eine o-Algebra auf €, so gilt auch

e NecS
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e ABeS=A\BeS

o (A,) Folgein S= ) 4, €S
neN

Beispiel 27.3 (Unser ,Held*) Ist Q = R?, so heiit die o-Algebra
B? := N{S : S o-Algebra, die alle offenen Mengen enthiilt}

Borel o-Algebra (auf R?) (die ,kleinste“o-Algebra, die alle offenen Mengen enthiilt).
Dafiir kann man zeigen: Es gibt genau ein Ma A\ = \¢ auf B¢ mit

d d
A(H(awba’]) =TI —ap).

j=1 j=1
Dieses MaB heifit Lebesgue-Maf auf (R? BY). Es gilt dabei mit

d
= {1 (as.b; ta; <bj(j=1,..,d)}
]:
undV(I)::H 1(bj —aj) fur I € &
mf{z : (I) in & mit A C UIk} (AEIB%d).
keN keN

Wichtig fiir uns ist insbesondere das Verhalten des Lebesgue-Mafles unter affin-linearen
Transformationen: Ist A € R4 p € R und T : RY — R? mit T(x) = Az + b fiir
r € RY, so gilt

MT(M)) = |det(A)NM) (M €B).

Definition 27.4 Es sei f : R? — R™. Dann heit f (Borel-)messbar, falls
f(B)eB? (BeB™).

Fiir m = 1 ist es sinnvoll, allgemeiner Funktionen f : R — R := R U {#o00} und die
o-Algebra B! := {A C R: ANR € B'} zu betrachten. Eine solche Funktion heifit
(Borel-)messbar, falls

f~1(B) e B

fiir alle B € B! gilt.
Damit kann man wie folgt das Lebesgue-Integral in drei Schritten definieren.

1. Es sei f:R? — [0,00) messbar mit endlich vielen Funktionewerten ay, ..., o, €

[0,00), dh. f = 37 ajliz—q,y, wobei {f = a} = f~'({a}). (Eine solche
Funktion nennen wir Elementarfunktion.) Dann setzt man

[ ixti= 3 apiis =ash € 0.53],
j=1

wobei 0- 00 :=0 und o - 0o := oo fiir a > 0.
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2. Essei f: R? — [0, 00] messbar. Dann setzt man
/fd)\d = sup { /gd)\d : g Elementarfunktion mit g < f} .

3. BEs sei f: R? - R messbar und

= max(f,0), f~ i=max(—f,0).

Ist [ fTd\? < oo oder [ f~dA\? < oo, so heifit f (Lebesgue-) integrierbar (auf

RY), und man definiert
/fd)\d :z/f*dkd—/f‘d)\d

(wobei 0o — v := 00, — 00 := —o0 fiir @ € R). Ferner heifit f absolut (Lebesgue-)
integrierbar (auf R?), falls [ f+d\? < co und [ f~d\? < .

Ist allgemeiner A € B? und ist f1,4 (absolut) integrierbar auf R?, so sagt man,
f sei (absolut) integrierbar auf A, und setzt

Zfd)\d ::/flAd)\d.

Bemerkung 27.5 Man kann leicht zeigen: Ist f € R[a,b], so ist f : R — R mit

absolut Lebesgue-integrierbar, und es gilt

/fd)\: /fd)\:/bf(x)d:c.
[

a,b] a

AuBerdem gilt: Existiert das uneigentliche Integral faF I (bzw. ff+ f bzw. f;; f), so

ist f (definiert wie oben mit [a,b) bzw. (a,b] bzw. (a,b) statt [a,b]) messbar und im
Falle, dass f Lebesgue-integrierbar ist, erhélt man

/fd)\ = / fdx = 7f(x)da:
[a,b) a

(entsprechend fiir faf+ 1, f;; f). Also: Immer, wenn Regel- und Lebesgue-Integral beide
existieren, stimmen sie iiberein. Wir schreiben deshalb auch ff f= f; f(z)dz fir

Lebesgue-Integrale.
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Im folgenden ,,Mega-Satz“ fassen wir die fiir uns wichtigen Ergebnisse {iber Eigen-
schaften des Lebesgue-Integrals zusammen. Fiir die Beweise verweisen wir auch hier
auf die Wahrscheinlichkeitstheorie.

Satz 27.6 e (Satz von der monotonen Konvergenz; Levi)
Es sei (fn,) eine Folge messbarer Funktionen f, : R — [0, 00] mit f,, < fni1(n €
N). Dann gilt f : R — [0, 00] mit
f@)= lim ful@)  (aeRY

1st messbar und

/ fdx? = / (lim_ fn)dAd:nlgrolo / frdX?.

o (Satz von der dominierten Konvergenz; Lebesgue)
Es sei (fy,) eine Folge messbarer Funktionen f : R? — R, und es sei g : R* — R
absolut integrierbar. Ferner gelte

(i) fo(x) — f(x) fir alle z € RY,
(i) |ful <g auf R

Dann ist f : R* — R absolut integrierbar, und es gilt

/ fd\? = lim / frnd\?.

e (Satz von Fubini fiir Lebesgue-Integral)
Es sei f: R™™ — R messbar. Ist f absolut X™ integrierbar, so existiert eine
Menge N € B™ mit X™(N) =0 und so, dass

z— f(z,y)

fiir alle y € R™\ N absolut \-integrierbar ist. Auferdem gilt dann

x| [ e paxi@ar)

(wobei wir firy € N etwa [ f(z,y)d\(x) := 0 setzen). Entsprechend existiert
eine Menge M € B mit A4(M) = 0 und so, dass

y— f(z,y)

fiir alle x € R*\ M absolut \*-integrierbar ist, und dass gilt

[roxtm = [ [ fapax@ixiia)

(wobei [ f(z,y)dN™(y) :=0 fir xz € M).
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Oft beweist man Ergebnisse fiir integrierbare Funktionen (wie etwa den Satz von Fu-
bini) nach folgendem Schema: Man zeigt die Behauptung

1. fiir Indikatorfunktionen f, also f = 14, wobei A € B (hier ist [ fd\ = A(A)),
2. fiir Elementarfunktionen durch Summieren,

3. fiir nichtnegative messbare Funktionen durch Supremumbildung und

4. fiir integrierbare Funktionen durch Anwendung auf f*, f~.

Dieses Vorgehen heifit Standardschluss (der Integrationstheorie). Wir beweisen so auch
folgenden zentralen Satz.

Satz 27.7 (Substitutionsregel)

Es seien U,V C RY offen, und es sei ¢ : U — V bijektiv mit ¢ € C*(U,RY) und
det J,(z) # 0 (x € U). Ist f : R? — R messbar, so ist f genau dann Lebesgue-
integrierbar auf V., wenn (f o ) |det J,| auf U integrierbar ist, und in diesem Falle

/fd)\—/(focp)‘dethp]d/\.
14 U

Bevor wir zum eigentlichen Beweis der Substitutionsregel kommen, beweisen wir ein

gilt

Hilfsresultat, das auch fiir sich genommen interessant ist.

Satz 27.8 Es sei A C RY eine Borelmenge. Dann gilt
1. M(A) = inf{\YU) : U D A offen}

2. M(A) = sup{\(K) : K C A kompakt}.

Beweis. 1. Es sei € > 0 gegeben. Aus der Definition von A (vgl. B. 27.3) folgt die
Existenz offener Intervalle I, (k € N) mit |J I O A und

keN
> AIR) < MA
k=1
([0]). Fiir die offene Menge U := U i gilt dann: A C U und

AA) < AU) < f: AI) < AMA) + ¢
1

Da € > 0 beliebig war, folgt 1.
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2. Zunichst betrachten wir den Spezialfall einer beschrinkten Borelmenge A. Wir
wihlen ein offenes Intervall I € R? mit A C I. Dann existiert nach 1. zu jedem € > 0
eine offene Menge V =V, mit I\ A CV C I und

AV) < AI\A)+e.
Da A eine Borelmenge ist, gilt
AI) = MINA) + AT\ A) = AA) + A\ A),
also
MI\V) =A(I) = MV) > A(I) = NI\ A) — = = \(A) —¢.

Es sei K := I'\V. Dann ist nach obiger Konstruktion K abgeschlossen und beschrinkt,
also kompakt in R?. Da € > 0 beliebig war, folgt 2. (fiir A beschrinkt).
Es sei nun A € B? beliebig. Dann ist mit

Ap=An{z:n—-1<|z| <n} (n € N)

offenbar A,, N A4, =0 (m # n) und

A= UAn.

neN

Also ist
AA) =D AMAy).
neN

Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert in NV € N mit

N
AMA) —e , falls AM(A) <
Z/\(An)>{ (A) —e , falls A\(4) < o0
1 1/e , falls A(A) = o0

Da A,, beschrinkt ist, existiert eine kompakte Menge K C A, mit A\(K,) > A(4,) —
g/2". Also folgt fiir K := Y| K,, (da die K,, paarweise disjunkt sind)

N N N
AMA) —2e , falls A\(A) < o0
MK) = AMK,) > AMAR) —e ) 1/2" >
R it EYAE e
Da & > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Beweis zu S. 24.7.
1. Es sei fiir € = (&1,...,&3) € R und h > 0

Q:=Q¢n:= (& —h,& +h] x...x (& —h, &)
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der ,halboffene Wiirfel mit Zentrum £“ (und Kantenldnge 2h). Ferner setzen wir fiir
EelU

Te(w) = (&) + Jp() (@ —§) (v €R?).
Wir zeigen: Fiir alle kompakte Teilmengen K von U und alle ¢ > 0 existiert ein
§ = 0(K,e) > 0 so, dass fiir jeden Wiirfel Q = Q¢ C U mit Zentrum { € K und
Durchmesser < 26 (d.h. hv/d < §) gilt

0(Q) C Te(Qe (142)n) -

Beweis dazu: Es seien K C U kompakt und ¢ > 0. Nach S. 21.3 (Hauptsatz iiber

-1

Umkehrfunktionen) ist auch ¢~ stetig differenzierbar, und es gilt

Jo1(p(2)) = (Jp(2))™t  (z€U).
Da K kompakt ist, existiert
M = N7 .
max | (Jo(6) |

Wir zeigen: Zu n := ]\/[6\/8 existiert ein § > 0 so, dass fiir alle (z,£) mit £ € K und
x € Us(§) gilt

o) = Te(@)] <nlz — ]
(Denn: Zunéchst existiert eine beschrénkte offene Menge V' mit
Kcvcvcu
(vgl. Beweis zu S. 23.5). Fiir p > 0 geniigend klein gilt dann
U(§) v

fiir alle ¢ € K (da dist(K,V¢) > 0). Nach S. 19.13 ist fiir jedes j € {1,...,d} die
Funktion grady; stetig auf U, also gleichméfig stetig auf der kompakten Menge VcUuU.
Folglich existiert ein 0 € (0, p) so, dass

lgradp; (7) — grade; ()| < 7

fiir alle { € K, 7 € Us(¢) und alle j =1, ..., d.
Aus dem Mittelwertsatz (S. 20.4) folgt fiir alle { € K und z € Us(§) mit gewissen
75 € Us(§)

B

o(z) = Te(2)] < |pj(2) = (Te) ()]

<.
Il
—

I
M=~

|0j() = ¢;(§) — gradyp; () (z — &)

<.
Il
—

(grade;(7j) — gradp;(&))(z — &)

I
Fj&

IN
o,
a |l
—

e =&l =nlr—¢£l.)

n
d
1

<
Il
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Da Tg'ly = T 'z = (Jo(€)) ! (y — 2) fiir alle ¢ € K und y, 2 € R? gil, folgt hieraus
fiir alle ¢ € K und z € Us(§)

T o) — | = | T () = T H(Te(2))] < Mlp(a) = Te(@)| < Myle — €.
Ist also z € Q = Q¢,p, mit hvd < 6, so ist |z — &| < hv/d < 6 und damit

1T (o) = o] < eh.

Folglich ist

T; ' o(x) € Qe 1yepn
bzw.

p(2) € Te(Qe,(1+2)n) -
2. Wir zeigen: Ist A € B* A C U, so gilt

A(p(A) < /|det JoldA .
A

Beweis dazu: Es sei B eine kompakte Teilmenge von ¢(A). Nach S. 27.8 geniigt es, zu

zeigen:
A(B) §/|det JoldX.
A

Wir setzen K := ¢ }(B). Dann ist K € A C U kompakt (S. 11.9). Fiir j € N

betrachten wir

K; = {x s dist(z, K) < j} = U m

{eK
Dann ist K; kompakt fiir alle j (warum ?) und K; C U fir j > jo. AuBerdem ist K; \,
und () K; =K.
JEN

Weiter ist det J,, stetig auf U ([U]). Also ist fir j > jo

/\det Jold\ = n}(ax|det Jo| - AMKj) < o0
J
K;

Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz (gilt auch fiir fallende Folgen g,, mit
J gndX < 00) ergibt sich

/|det J@\dx_jggo/\deu@ydx.
K K

J

Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein j = j(¢) > jo mit

/\deth\dA</|detJ¢|d)\+a.
K; K

J
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Da det J, stetig auf der kompakten Menge K ist, ist det J, gleichméBig stetig auf
K. Also existiert ein 6 = 0. > 0 mit

| det J,(x) —det J,(y)| <€ fir alle z,y€ Kj, |[v—y| <6.

O.E. sei § < §(Kj, ), wobei 6(Kj,e) wie in 1., und § < (2j)~! (dann ist jeder Wiirfel
mit Durchmesser < 26, der K schneidet, in K; enthalten).

Da K beschrinkt ist, existieren endlich viele (halboffene) Wiirfel @1, ..., @Qn mit fol-
genden Eigenschaften

N
(@) K< U Qm,
(i) Qm N K # 0 fiir alle m € {1,..., N},

(iii) Durchmesser @, < 26 fur alle m € {1,..., N},

(iv) Qm N Qp = 0 fiir alle m,m’ € {1,..., N}, m # m’ (hierfiir haben wir , halboffe-
ne“ Wiirfel gewihlt).

Dann gilt B = ¢(K) (é) go(U%Zl Qm)- Ist Qu = Qg by 50 gilt hypV/d < 5, also

Qm C Kj, und

(o U Qm)) = > AG(@n)

m=1 m=1

<
=
A
>

A=
M=

MTe,, (Qe, (14+e)hm))
1

3
I

WE

‘ det JSO (fm) ‘)\(Qfm,(1+5)hm)

3
I

| det Jo(&m) (1 + )N (Qum)

[
M=

3
[

N
< 149"y [ (ldet ()] +)ana)

=G

@ (14 / (| det J,(2)] + £)dA(x)
Jan

< (1+5)d</|det Jw(x)\d)\(:c)—i-e)\(Kj)).
Kj

Da ij |det Jy(2)|d\(z) < [i | det Jy(x)]|dA(z) + ¢ gilt, erhalten wir

A(B) < (1+ g)d[/ | det J,(x)|dA\(z) + e(MI,) + 1)] .
K
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Da e > 0 beliebig war, folgt

AB) < /|det Jw\dAg/]detJ¢]dA.
K A

3. Mit Hilfe des ,,Standardschlusses der Integrationstheorie“ (s.0.) erhalten wir aus 2.
jedenfalls fiir alle messbaren nichtnegativen Funktionen f

/fd)\ < /(fogp)]detJdd)\
14 U

(man beachte dabei: die Abschéitzung aus 2. ist der Spezialfall f oy = 14 bzw. f =

Lo(a))-

4. Wir wenden die Abschitzung aus 3. mit ¢!

an Stelle von ¢ und mit (fo)|det J,|
an Stelle von f an. Dann gilt

/ (f o )| det J,|dA < / (f o pop ) (|det J | oo 1)| det T 1]dA

U 14
:/f|det,]g,w_1|d)\:/fd)\
|4 Vv

(man beachte: mit der Kettenregel gilt

Jcpocp*1 = (JSD © So_l)‘]go*1 )

also
det J 0,1 = det(J, 0 © 1) - det Jo1)

Folglich ist

/fd)\ = /(f o )| det J,|dA

\%4 U
fiir alle messbaren f : V' — [0, 00). Durch Anwendung dieser Identitit auf f™ und f~
erhalten wir schliefllich die Aussage des Satzes (beachte: (fop)t = fTop, (fop)™ =
f~ o). O

In Anwendungen der Substitutionsregel treten Transformationen mit Polarkoordinaten
besonders haufig auf.

Beispiel 27.9 (ebene Polarkoordinaten, vgl. B. 21.4).
Wir betrachten die Funktion f: U — V, definiert durch

o) =(15) (e,

rsin ¢
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wobei U = (0,00) x (0,27) und V = R?\ (][0, 00) x {0}).
Dann ist g : U — V bijektiv und g € C1(U) mit

det Jy(r,) =r >0

(siehe B. 21.4). Also erhalten wir mit S. 27.7 fiir alle messbaren f : R? — R:
f ist genau dann integrierbar auf V', wenn (r, ) — rf(g(r, ¢)) integrierbar auf U ist,
und dann gilt

/f(a:,y)d/\Q(x,y):/f(rcosw,rsingo)rd)\z(r,w).
\%4 U

Da A2(R2\ V) = A2([0,00) x {0}) = 0 und A2(([0, c0) x [0,27]) \U) = AL (QU) = 0 gilt,
folgt dann auch (mit dem Satz von Fubini)

2w oo

/fd)\2: / f(rcosgo,rsincp)rdAz(r,go)://f(rcoscp,rsingo)rdrdap.
00

[0,00] x[0,27]

Ist speziell f = 1y, (), so gilt

1, falls 0<r<R
f(g(w))z{ as Bersit

0, sonst.

also
27 R 27

2 R R2
A (UR(0)) = /fd)\Q - //Td?“d(p :/g)odgp: 2n- = mR?.
0 0 0
Fiir Mengen M C R? der Form
M = {rcosp,rsing): 0 <r < p(p), ¢ €[0,2n]},

mit einer (messbaren) Funktion p : [0,27] — [0, 00) ergibt sich allgemeiner

27 p(%ﬂ)

2
1
MN2(M) :/1Md)\2:/ / rdrdy = 2/p2(g0)dg0
0 0

0

(ist etwa M = S, 3 = {(cos p,sing) : @ < ¢ < [} ein Kreissektor, so ist

1, <p<
p(<ﬁ)—{ asesp

0, sonst.

also
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Beispiel 27.10 (Sphérische Polarkoordinaten)
Wir betrachten die Abbildung ¢ : U — V mit

7 €OS ¢ cos ¥

g(r,p,9) = | rsingcosd ((ryp,0) €U),
rsind
wobei
U= (0,00) x (0,2m) x (—7/2,7/2)
und

V = g(U) =R\ ([0,00) x {0} x R).
Man kann dafiir zeigen ([U]): Es ist g € C*(U,R3) und g : U — V bijektiv mit
|det Jy(r, ,9)| = % cos ) ((r,p,0) € U)

(Entwicklung nach der letzten Zeile). Also erhalten wir mit S. 27.7: Ist f : R — R

messbar, so ist f genau dann integrierbar auf V', wenn

(r,,9) — f(g(r, o, 19))7"2 cos v

auf U integrierbar ist, und dann gilt

/fdx\Z:/f(g(r,@,ﬁ))rQCosﬁd)\?’(r,go,ﬁ).
1% U

Da wieder A3(R3\ V) = A3(0U) = 0 ist, ergibt sich dann auch

/ fax = / F(g(r, i, 9) 12 cos 9 dN3 (1, 0, 0)
[0,oo)><[0,27r]><[777”,%
o2r /2 oo
Fubini / / / Flg(r, 0, 9)) 1% cos d drdddyp
0 —7r/2 0

Ist etwa f = g7, (in R3), so gilt

1, falls 0<r<R
f(g(T‘,(p,ﬁ)) = { )

0, sonst.
also
2r /2 R
N (UR(0)) = /fdA3—/ / /rQCosﬁdrdﬂde—

0 —m/2 0
R3 i 4T R3
= 3/ / cosvdidp = 3

0 —7/2

—_—
=2
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Manchmal lassen sich {iber den Umweg mehrdimensionaler Integration auch eindimen-

sionale Integrale elegant berechnen. Wir betrachten auch hierzu ein Beispiel.

Beispiel 27.11 Die Beta-Funktion B : (0,00) X (0,00) — R ist definiert durch

-
B(p.q) = / PN -1t (pg > 0)

0+

(man beachte: das uneigentliche Integral existiert). Substituiert man ¢t = cos? ¢, so
folgt

/2
B(p,q) =2 / cos® 1 (i) sin** " () dep .
0
Weiter gilt fir m > 0
0o 0o
/r2mler2dr = 1/tmletdt = 1F(m),
0 2 0 2

wobei I' die Eulersche Gammafunktion bezeichnet. Also ist
1 o
SBeal(p+a) = / B(p,q)r» e dr
0

oo7'('/2

= 2 / / (r cos )P~ (rsin go)zq_le_TQrd(pdr

B219 / pr_lyzp_le_xz_y2d)\2(x,3/)
(0,00) x (0,00)
Fubini 2/ w12 g\ (z /yQp LV dA(y)
0 0
1
= ST,
d.h.
T'(p)I'(q
B(p,q) = L)
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28 Fourier-Reihen

In den Abschnitten 14 und 16 hatten wir uns mit Taylor-Reihen und Potenzreihen
beschiftigt. Wir hatten gesehen, dass unter geeigneten Vorausetzungen an die Ablei-
tungen f(™ eine Funktion f einer reellen Variablen durch ihre Taylor-Reihe dargestellt

werden kann, genauer

© £(0)(y
fo) =3 L0 gy

V!
v=0
auf einem gewissen Intervall (I) (siche etwa S. 16.6). Wir wollen nun eine andere
Art einer Reihenentwicklung untersuchen, die den wesentlichen Vorteil hat, dass keine
Ableitungen von f benttigt werden. Dazu stellen wir zunéchst einige Voriiberlegungen

aln.

Bemerkung 28.1 Wir betrachten den linearen Raum

027r = {f € C([—W,’/T],C) : f(—’/T) = f(ﬂ—)}7

versehen mit dem Skalarprodukt
I
<fag>::% f(t)g(t)dt (fageCQﬂ')‘
(Dann ist bekanntlich (— lineare Algebra) durch

2
1fll = V<TF > = ( /\f!dt (f € Cor)

eine Norm auf Cy, definiert.)
Ist
f(t) == €™ (t € [-m,m],neZ),

so gilt damit

1 1 ei(n—m)t T -0

™
< foy fn > = 1 ciltn=mtgy — ) 2mi(n —m) —
) 27_[_ 9
1 , n=m

h. (fn)nez ist ein Orthogonalsystem in (Car, < .,. >).
Ist J,, die Menge der ,trigonometrischen Polynome vom Grad < n“, d.h.

Jn — Ijnspan{fy V= -—n, ...,0, ,n} C 0271—,

so gilt nach dem Projektionssatz (— Lineare Algebra) fiir alle f € Co,

1f = 22 < £ fo> follo = dist(f, Ju)(= min |If = gll2)

v=—n
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Definiert man
s

1

a, =< f,f, >= o / f(t)e ™tdt (veiZ)

und

Su(H)(t) =D ae™  (t€[-m 7], neN),

so ist S,(f) € Cyr die beste Niaherung an f aus J, bzgl. der 2-Norm. Auflerdem
impliziert die Besselsche Ungleichung (— Lineare Algebra) hier: Y~ |c,|? < ||f||3 fiir

v=—n

alle n € Ng.
Definition 28.2 Es sei f : [—m, 7] — C eine Regelfunktion. Dann heifit fiir v € Z

£ 1 f —ivt

a, = f(v):=— [ f(t)e""dt
27
—T
v-ter Fourier-Koeffizient von f. Weiter heifit fiir n € Ny
Su(H)E) =D ae™ =" fv)e™

v=-—n v=—n

n-te Fourier-Teilsumme von f und die (formale) Reihe

i aueiyt: i f(y)eiyt7

Vr=—00 V=—00

also die Folge der Teilsummen (S, (f))nen,), die Fourier-Reihe von f.

Bemerkung 28.3 Man beachte, dass fiir f € R[—m, 7] und v € Z auch die Funk-
tion t — f(t)e” ! in R[—m, 7] liegt, also existieren die Fourier-Koeffizienten fiir alle

Regelfunktionen.

Beispiel 28.4 Wir betrachten

@) =1t (tel-mn]).

Dann gilt fiir v # 0
™

2ra, = / |t| cos(—vt) dt + 2/ |t] sin(—vt) dt = 2/tcos(l/t) dt = = ((-1)" = 1)
-7 - 0

=0
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also
2

ag =

Folglich ist

00 . 9 X ikt
Vg;;“e -2 ﬂk2202k+1 -
T 2 | = cos((2k + 1)t 2. cos((—2k + 1)t
- g—ﬁlzém 3 el
k=0 k=1
2 /= sin((2k+ 1 2. sin((—=2k + 1)t)
_H(kzzo (2k + 1)2 +Zl (2k+1 )

=0
_7_7ZCOS ((2k — 1)t)
- (2k—1)2 °

(Da Y 1/(2k — 1)? konvergiert, ist die Fourier-Reihe (absolut und) gleichmiig kon-
k=1

vergent auf [—m,7].)

Bisher wissen wir nichts dariiber, unter welchen Bedingungen die Fourierreihe die
Funktion f darstellt, d.h. wann (und in welchem Sinne)

f= lim S,(f)
n—oo
gilt. Wenn wir etwa nach Konvergenz bzgl. || - ||2 fragen, so zeigen die Uberlegungen

aus B. 28.1, dass
1f = Sa(Hllz—=0  (n— o0)
schon dann gilt, wenn nur dist(f, J,,) — 0 erfiillt ist, m.a.W., wenn |J J,, (die Menge

neN
der trigonometrischen Polynome) dicht in (Car, || - ||2) ist. Da fiir alle f € Car

170 = (5 [ 172)" < 11flle (= max 1700

gilt, reicht es dafiir zu zeigen, dass |J J, dicht in (Car, || - ||o) ist.
neN

Satz 28.5 (Weierstrafischer Approximationssatz fiir trigonometrische Approximati-
on)
Es sei f € Cor. Dann existiert zu jedem € > 0 ein trigonometrisches Polynom P (also

pPe U J,) mit
neN
I = Pl = masx_ 1) = P(0)] <<

m.a. W. J:= |J Jp ist dicht in (Car, || - ||oo)-
neN
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Beweis.

1. Wir zeigen zunichst: Existiert eine Folge (Q) in J, so dass

(i) Qk(t) >0 (t € [—7[‘,71'],]{3 € N)a
(ii) ;T/Qk(t)dtzl (k€ N),

(iii) Fir alle § > 0 gilt Q — 0 gleichmaBig auf [—7, —d] U [0, 7],

so gilt die Behauptung.
Denn: Es sei f € Cy,. Wir definieren eine Folge (Pj) durch

1 ™
Plt) = 5 [ fE-9)@u(slds (ke Nte )
Mit der Substitutionsregel sieht man leicht, dass dann auch
1 ™
Plt) =5 [ F)Qult-wdu  (hENte [-ma)

gilt (wichtig dabei: f, Q konnen 2m-periodisch stetig auf R fortsetzt werden). Da Qy
ein trigonometrisches Polynom ist, hat 0y die Form

s

Qe(t) = > cpe™

v=—ny
mit gewissen cx, € C,ni € N. Also folgt

s

Plt) = > awge [ Fe)e s -

d.h. Py ist ebenfalls ein trigonometrisches Polynom.
Da f stetig auf dem kompakten Intervall [—m, 7], also gleichm#Big stetig ist, existiert
zu jedem € > 0 ein § = J. > 0

lf(t)— f(s)| <e fiir alle ¢, s mit |t —s| <.

Weiter ergibt sich mit (ii)

Plt) = 1) = o [{5(t=5) = FO)Qus)s (b€ [-mml.k e ),
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also mit (i)

Pu(t) = f()] < = /Ift—s £ ()] Qi(s)ds
1 4
_ 27T(/ju / )...::Il(t)+12(t).
-4 [—7,—8]U[d,n]
Dabei gilt
. d
L) < %/Qk(t)dt <e
s
und

1o(t) < 2| fllo - sup{Qi(t) : £ € [, ~0] U5} = 0 (k — o00).,
d.h. es existiert ein K. € N mit I1(t) < ¢ fiir k > K., t € [—m,7]. Also folgt

[P — flloo <26 (k> K.).

Da ¢ > 0 beliebig war, ergibt sich die Behauptung.
2. Es bleibt zu zeigen, dass eine Folge (Q) mit den Eigenschaften (i), (ii), (iii) existiert.
Eine mogliche Wahl ist die folgende:

Qr(t) = ci (#)k :

wobei ¢ so ist, dass (ii) gilt, d.h.

l_iﬂl—i—costk
o = o (72 )"dt.

—T

Dann sind (i) und (ii) erfillt. Es bleibt noch (iii) zu zeigen. Dazu beachten wir, dass
Qr gerade ist, also impliziert (ii)

1
1 t 1 t
k/ +cos Zk/ +cos sint di — k/
™ ™ T k—l—l)
0 0 0

Da @ monoton fallend auf [0, 7] ist, folgt fiir 0 < d < |¢t| < 7 (da ¢ < 7(k+1)/2)

Qult) < Qu(o) < TEFD(LECONE g o),

<1

also (iii). O
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Bemerkung 28.6 Wie oben bereits erldutert, impliziert S. 28.5 insbesondere, dass
fir alle f € Cor gilt
1f =Su(Hll2 =0  (n—o0)

d.h. S, (f) — f ,im Mittel“. Dies bedeutet jedoch noch nicht, dass stets auch
Sn(f)(t) — f(t)

fiir alle t € [—m, w] gilt. Wir werden spéter sehen, dass dies tatséchlich nicht fiir alle
f € Cop erfiillt ist (wir werden sogar sehen, dass Sy, (f)(¢) noch nicht einmal fiir alle ¢

konvergiert).
Als weitere Folgerung aus S. 28.5 erhalten wir

Satz 28.7 FEs sei f € Cor. Dann gilt

LIfI3= S |f()]? (Parsevalsche Gleichung).

2. Gilt f(l/) =0 fir allev € Z, so ist f =0.

3. Konvergiert Sy(f) gleichmafSig auf [—m, 7|, so gilt

Beweis.
1. Es gilt S,,(f) € J, und f — S,(f) € J;+ (— Lineare Algebra). Also ergibt sich aus
dem Satz von Pythagoras

I3 = I = Su(HIIF + [[Sn (I3

Nach B. 28.6 gilt ||f — Su(f)II3 — 0(n — o0), dh. [[Su(NIF — [IfI3 (0 — o).
AuBlerdem ist (wieder mit Pythagoras)

> Ifw)P.

v=—n

||Sn(f)||g = || Z <f>fu>f1/||% = Z |<fyfu>‘2

v=—n v=—n

1113 =
——"
=1

Damit ergibt sich 1.
2. Ist f(v) =0 (v € Z), so ist ||f]|3 = 0 nach 1., also f = 0.
3. Nach Voraussetzung ist g : [—m, 7] — C mit

g(t) = lim Su(f)(t) = D f(v)e”
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stetig auf [—m, 7| (S. 15.10) mit g(7) = g(—m), also g € Car. AuBerdem gilt

™

90 = o [ o a= 3" fv / Ry = f(k),

—r V=—00 —

S —
=0uk

d.h. f(k) — g(k) = 0. Nach 2. ist f — g = 0. O

Der folgende Satz liefert ein einfaches hinreichendes Kriterium fiir die gleichméBige

Konvergenz.

Satz 28.8 Es sei f € Con stetig differenzierbar auf [—m, w|. Dann gilt

Su(f) = f gleichmdf$ig auf [—m, ).
Beweis. Fiir v € Z,v # 0 gilt (partielle Integration, 27-Periodizitét)
™ 1 T
/f(t)ei”tdt = ./f/(t)ei”tdt,
iv
o e

d.h. f(v) = %f( ). Also folgt (mit Cauchy-Schwarzscher Ungleichung)

=—n v=—n v
v#0
jol + (22 5) (2 1Fwr)”
v=1 v=—n

o0 —~
Aus der Parsevalschen Gleichung folgt > |f/(v)|?

w ~
= ||f'||3, also ist > |f(v)| kon-
—0o0

v=—00
=S ~ .

vergent. Nach dem Weierstrafischen Majorantenkriterium ist Y. f(v)e®! gleichmiBig
—00

konvergent auf [—7, 7] (und nach S. 28.7.3 gegen f). O

Die Frage nach der (punktweisen oder gleichmifiigen) Konvergenz von Fourier-Reihen
ist nicht leicht zu beantworten. Es gibt weitere hinreichende Bedingungen, die z. T.
wesentlich feiner sind als die aus S. 28.8. Wir wollen hierauf nicht weiter eingehen.

Unser Ziel im weiteren Verlauf ist es, zu zeigen, dass Fourier-Reihen stetiger Funk-
tionen nicht stets (punktweise) konvergieren. Dazu beschéftigen wir uns zunéchst mit
weiteren allgemeinen Ergebnissen der Analysis, die auch fiir sich genommen von weit-

reichendem Interesse sind.
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Satz 28.9 (Buaire)
Es sei (X,d) ein vollstandiger metrischer Raum. Ist (On)nen eine Folge offener und

dichter Teilmengen von X, so ist auch (| Oy, dicht in X (also insbesondere # ().
neN

Beweis. Es sei zp € X und ry > 0 gegeben. Wir haben zu zeigen: Fiir U := U, (xg)
gilt
Un()On#0.
neN
Da O; = X gilt, ist UNO; # 0 und offen. Also existieren ein 1 € X und ein 7 € (0,1)
mit

Url (.1‘1) cUNO,. (*)

Nun kénnen wir genauso mit Uy, (z1) statt U und Og statt O; argumentieren. Induktiv
erhélt man so eine Folge () in X und eine Folge (r,,) in (0,1) (0.E. so, dass r,, < 1/n)

mit

UTn (.Tn) c U, (:Enfl) N On (n S N) . (**)

n—1

Ist n € N gegeben, so gilt dabei z; € U, (zn) C Uy (7y) fiir alle j > n, also gilt fiir
Jk>n

2
d(zj,x) < e

Damit ist (x,) eine Cauchy-Folge in X, also konvergent. Es sei

r:= lim z,.
n—oo

Ist wieder n € N gegeben, so ist z; € U,, (xy) fir alle j > n, also auch z € U, (xy).
Folglich ist = € O,, nach (*x). Aulerdem ist auch x € U nach (x). O

Wir werden den Satz von Baire verwenden, um einen der grundlegenden Sitze der
sog. Funktionalanalysis zu beweisen: den Satz von der gleichméfligen Beschrénktheit.
Dabei geht es um lineare Abbildungen, auf die wir erst kurz zu sprechen kommen.

Definition 28.10 Es seien (E,||-||)g) und (F,|| - ||r) normierte Rdume iiber K, und
essei T : E — F' linear. Wir setzen

T := sup{[[T|[p : x € E, ||z||p < 1} .
Ist ||T']| < oo, so heiBt T' beschrinkt. Weiter setzen wir

L(E,F):={T : E — F : T linear und beschrénkt} .

(Man kann zeigen ([U]): ||-|| ist eine Norm auf L(E, F'), die sogenannte Operatornorm;
vgl. S. 19.11 fiir den Fall E = K¢, F = K".)
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Bemerkung 28.11 Anders als im Fall endlich-dimensionaler Raume FE, F' sind im
unendlich-dimensionalen Fall lineare Abbildungen nicht immer stetig. Man kann zeigen

([U]): Sind (E,|| - ||g) und (F,|| - ||F) normierte Radume und ist 7' : £ — F linear, so

sind dquivalent
a) T ist beschénkt,
b) T ist stetig (auf E),

c) T ist stetig an xg = 0.

Beispiel 28.12 Es sei £ = Cla,b] und F = (K, | - |). Weiter sei fiir ein ty € [a, b] die
Abbildung T' =T}, : E — K definiert durch

Tf:=f(to)  (f€Clab]).

Dann ist T offenbar linear.
Ist || ||l = || - ||co, sO gilt fiir alle f mit || f]]oo < 1

Tf1 = [f @) < [l flloo

also ist ||T|| < 1. (Ist f =1, so gilt |[T'f| = 1, also ist genauer ||T|| = 1.) Damit ist T'
beschrankt, also auch stetig nach B. 28.11.
Es sei nun ¢g € (a,b) und || - ||z = || - ||1, wobei

b
1 f1] 2=/\f(t)|dt.

Dann gilt fiir f,, mit

2
n—nt—to] , [t—to|<1l/n
fn(t)_{

0 lt—to| > 1/n
b to+1/n
fn€Cla,blund [ f, = [ fo=1(n>ng),also||falli =1 (n > ng). AuBerdem
a to—l/n

ist Tf, =n(n € N), d.h. ||T|| = co. Also ist T" unbeschrinkt.

Definition 28.13 Es sei (E, ||-||g) ein normierter Raum. Ist (F,d).|) vollstéindig, so
heifit (E,|| - ||g) ein Banachraum.

Der folgende Satz zeigt, dass eine Familie beschrankter linearer Abbildungen entwe-
der ,gleichméfig beschrankt® ist oder dass fiir viele Punkte die Familie ,, punktweise
unbeschrankt® ist. Also:
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Satz 28.14 (Banach-Steinhaus; Satz von der gleichmdfigen Beschrinktheit)
Es seien (E,||-||g) ein Banachraum, (F,||-||r) ein normierter Raum und (T,),er eine

Familie beschrinkter linearer Abbildungen T, : E — F. Dann ist entweder

sup ||T,||F < o0
el

oder es ezistiert eine dichte Gs-Menge A C E (Gs-Mengen sind abzihlbare Durch-
schnitte offener Mengen) mit

sup ||T,z||p = o0 (x e A).
el

Beweis. Wir betrachten ¢ : E — [0, co] mit

o(z) = su? [|T,x||F (r € E)
Le
und
Vo ={z € E:p(x)>n} (neN).

Dann it V,, offen in FE.

(Denn: Es sei zg € V,, d.h. ¢(z¢) > n. Dann existiert ein ¢ € I mit ||T,z|| > n. Da
E >z — ||T,z||r € R stetig ist, existiert ein § > 0 mit ||T,z||p > n fir alle z € Us(xo).
Also ist auch ¢(z) > n fir alle x € Us(xo), d.h. Us(z) C V,.)

1. Fall: Es existiert ein N € N so, dass Viy # E ist (d.h. Viy ist nicht dicht in F). Dann
existieren ein zp € F und ein r > 0 mit Uy(xo) NV, = 0, d.h. ist ||z||g < r, so ist
xo + x ¢ V,,. Folglich ist (x4 ) < N, also

T (o +2)|F <N (eL|z|lg<r).
Aus z = (zg + x) — x¢ ergibt sich
ITllr < [1T(z0 + 2)l|F + [|T(z0)|[r < 2N (|lz]lp <7 e e ).

Hieraus folgt ||T,x||r < 2N/r fir ||z||g < 1und ¢ € I, d.h. ||T,|| < 2N/r fir alle ¢ € I.
Also ist sup||T,|| < 2N/r < .
el
2. Fall: Fiir alle n € N ist V,, dicht in E. Dann ist () V, nach S. 28.9 eine dichte
neN

Gs-Menge. Dabei ist p(z) = oo fiir alle x € ) V. O
neN

Nun wenden wir uns wieder weniger abstrakten Dingen zu: Es sei f € Co,. Dann ist

Sn()(t) = % / f(8)Dyp(t — s)ds (t € [-m,7],n € N), (28.1)
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wobei

(Dy, heifit Dirichlet-Kern). Wir verwenden diese Darstellung von S, (f), um folgendes
Ergebnis zu beweisen.

Satz 28.15 Es seitg € [—m,w]. Dann existiert eine dichte Gs-Menge Ey, in Car so,
dass

22§|Sn(f)(to)l =00 (f€Ey)

Insbesondere ist also (Syp(f)(to))n divergent fiir alle f € Ey,.

Beweis.
1. Wir betrachten o. E. tg = 0 und definieren T,, : Cy, — C durch

To(f) = Su(£)(0) (f € Can).

Dann ist T}, : (Cor, || - |loo) — (C,]| - |) linear, und es gilt

17 1
T = g [ 16D < 11l o [ 1Da(6) ds = 17l - 1Dull

also
| Tall < 1Dl
(insbesondere ist 7T}, beschrénkt).
Wir zeigen: ||T,|| — oo (n — o0), und dazu zeigen wir ||T,|| = |Dy||1 und ||Dy,|l1 —

Zunichst gilt fur ¢t € [—m, 7], t #0

27 sin (;) Dn(t) = eit/QDn(t) _ e—it/QDn(t) _

n n

_ Z i +H1-1/2)t _ Z iv=1/2)t _
— in+1/2)t _ Li(—n=1/2)t _ 9; i) ((n i %)t) ’

d.h. .
sin((n +
Dy(t)={  sin(t/2) t € [-m, 7]\ {0}
2n +1 , t=0



28 FOURIER-REIHEN 309

Aus |sinz| < |z| folgt

(n+1/2)7 J
2 . U
1Dalli > /mnn+ %f /|mwu
0
> —Z / \simu|alu:i . l—>oo (n — 00).
- km 72 k
(k—1)m k=1

Es bleibt noch ||Dy|l1 < ||T5|| zu zeigen.

Es gilt
1 1T
Hmm:/mmwz/%wm@m@w
s 2w N—————
- - =g(t)

Dabei ist g eine Treppenfunktion, genauer existieren (dquidistante) Punkte —m = ¢y <
t1 < ... <ty =mmit

gty =1 oder g(t)=—-1 auf (t;—1,1;).

Ist £ > 0 gegeben, so existiert eine Funktion g. € Cor mit |ge|oo < 1 und

/\g (t)]dt < e,

(ylineare Abénderung von ¢ in der Nihe der t; “). Also folgt (man beachte: D,, ist
gerade)

ITull > Ta(ge)] = |~ / :(5) Dy (~5)ds|

- ];ﬂ/ (5)Dn ds—/gs — §())Da(—5)ds

—T

> || Dnlly = €l[ Dnlloo -

Da e > 0 beliebig war, ist ||T,|| > ||Dn||1-
2. Nach dem Satz von Banach-Steinhaus und 1. existiert eine dichte Gs-Menge Fy C
Cor mit

sup [T, f| = sup |Sn(f)(0) =00 (f € Ep).
neN neN

Offensichtlich kann eine analoge Argumentation fiir beliebiges ¢o[—m, 7] an Stelle von
to = 0 gefiihrt werden. O
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Bemerkung 28.16 1. Man kann S. 28.15 noch dahingehend verschérfen, dass sogar
eine dichte Gs-Menge E C Co, existiert mit der Eigenschaft, dass fiir alle f € E die
Menge

Api={t € =] s sup |8, ()(0)] = o0)

eine dichte Gs-Menge in [—m, 7] ist. Insbesondere ist Ay dann auch iiberabzéhlbar
([0]). Es gibt also ,sehr viele“ stetige Funktionen, deren Fourier-Reihe auf einer
tiberabzéhlbaren Menge divergiert.

2. Auf der anderen Seite gibt es allerdings auch ein (sehr tiefliegendes) Resultat, das
o0 ~ .
besagt, dass fiir jede Funktion f € Cy, die Fourier-Reihe . f(v)e™! von f fiir alle

V=—00
t bis auf eine Ausnahmemenge mit Lebesgue-Mafl 0 gegen f(¢) konvergiert. Dies ist

der berithmte Satz von Carleson (1966).

Wir zeigen noch, dass die arithmetischen Mittel der Fourier-Teilsummen fiir alle f €
Cyr gleichmiBig auf [—m, 7] gegen f konvergieren. Betrachten wir also

n

nilgsum(t) (t € [l € No).

on(f)(t) =

Dann gilt offenbar o, (f) € T, fiir alle n € N. Es gilt dafiir

Satz 28.17 (Fejér)
Es sei f € Cor. Dann gilt

on(f) — f gleichmafig auf [—m, 7).

Beweis. Es gilt

) = iy o [ HeDE- s)as
v=0 .

n+1

_ ;r/f(s)<n}rl§;)1)y(t—s))ds (t € [-m,x]).

Wir setzen

Fo(t) = ni D) (e [-mln e N)
v=0

(sog. Fejér-Kern). Dann gilt

1 1 1 r
— [ F,(t)dt = — | D,(t)dt=1
2w ®) n+1yz:2027r/ ®)
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und weiter )
1 i 1)t/2
(T
F.,(t)=¢ n+1 sin®(t/2)
n+1 , t=20

(Denn: Es gilt fiir t # 0
_ sin(v +1/2)t)

b =—gam
also
Bt LS =t b S (4 1/2)0) sin(t/2)
. — L(t) = : sin((v sin
n+ 14 n+1 sin®(t/2) =
’= ’= :%[cos(llt)—cos((lf—i-l)t)}
1 1 1 1 sin?((n+1)t/2)
w1 sz 20 et D) = o )
und fiir t =0
1 n
= D=n+1.
F,(0) n+1;(2u+ )=n-+1.)
Hieraus folgt fiir jedes § > 0:
max  |Fu(t)] < ——— 1 0o (n—o0)
X n ~ 5, — —
[—m,6]U[6,7] n+ 1sin?(6/2)

und F),(t) > 0 auf [—m, 71]. Der Beweisteil 1. zu S. 28.5 zeigt nun, dass
(f)(t)—ljf( Falt = s)d —1]f(t— Fa(s)d
on =5 s)F, s)ds = s)Fy(s)ds

gleichméBig auf [—m, 7| gegen f konvergiert. O

Wir wollen zum Abschluss noch ein dem Fejérschen Satz entsprechendes Ergebnis fiir

die Approximation mit algebraischen Polynomen herleiten.

Bemerkung und Definition 28.18 Fiir n € Ny betrachten wir die Funktionen T, :
[—1,1] — R mit
T, (x) := cos(n arccos ) (x € [-1,1]).

Dann gilt fiir n € N
Thii1(x) = 22T (x) — Th—1(2) (x e [-1,1]).
(Denn: Fiir n € N folgt aus den Additionstheoremen

cos((n+ 1)¢) + cos(((n — 1)¢) = 2 cos ¢ cos ne (p €R).
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Fiir z € [-1, 1] ergibt sich mit ¢ = arccos z daraus
cos((n + 1) arccos x) = 2 cos(arccos x) cos(n arccos z) — cos((n — 1) arccos ) ,

also die Behauptung.)

Mit To(x) = 1 und Ti(x) = z auf [—1,1] sieht man damit induktiv, dass 7), ein
Polynom vom Grad n (mit fiihrendem Koeffizienten 27! fiir n # 0) ist. Das Polynom
T, (fortgesetzt auf R) heifit n-tes T'schebyscheff-Polynom.

Wir zeigen damit

Satz 28.19 (Weierstrafischer Approxzimationssatz fir polynomiale Approzimation)
Es sei f € Cla,b], und es sei e > 0. Dann existiert ein Polynom P mit

I|f = Plloc = max |f(z) — P(x)| <e.
z€la,b]

Beweis.
1. Es sei zunéchst [a,b] = [—1, 1], und es sei f € C[—1, 1]. Wir definieren ¢ : [-7, 7] —
C durch

g(t) i= fleost)  (t€ [-m ).
Dann ist g € Ca, (beachte: cos(m) = cos(—m)). Da g eine gerade Funktion ist, gilt (mit
ay, = g(v))

Sn(g)(t) = ao + 2 Z a, cos(vt)

v=1
([0]) und damit
@0 = ——> S0 =
on\g T ot s v\g =
= ap+ ] Z Z 2a,, cos(ut) =
v=1p=1
1 n n
= ap+ p—— 22% cos(put) - Z 1
pn=1 V=H
~——
=n—p+1
= ag +22 (1 S )a cos(ut) .
] n+1/7"

Fur
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gilt dann: P, ist ein Polynom vom Grad < n, und fiir alle x € [—1, 1] ist mit x = cost
[f(2) = Pa(z)] = [g9(t) — on(g) ()] < [lg = on(9)llc =0 (n—00).
Da die rechte Seite unabhingig von x ist, folgt
lf = Pafle =0 (n— 00).

2. Durch eine geeignete affin-lineare Transformation l&sst sich der Fall eines beliebigen

Intervalls [a, b] leicht auf den Fall [a, b] = [—1, 1] zuriickfiihren ([U]). ]

Bemerkung 28.20 Ist f reellwertig, so ergibt sich aus dem Beweis, dass auch P reell
(also mit reellen Koeffizienten) gewéhlt werden kann.
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29 Holomorphe Funktionen

Bereits in Abschnitt 13 haben wir uns mit der Differenzialrechnung von komplexwerti-
gen Funktionen beschéftigt. Dort haben wir uns allerdings auf den Fall von Funktionen
f einer reellen Variablen beschrénkt, d.h. f : M — C, wobei M C R war. Unser Thema
wird im Folgenden die Untersuchung von Funktionen einer komplexen Variablen, d.h.
f: M — Cmit M C C sein. Natiirlich sind die Ergebnisse, die wir in den Abschnitten
10 und 11 fiir Funktionen auf auf metrischen Rdumen hergeleitet haben, insbesondere
in diesem Spezialfall anwendbar.

Auch die Definition der Differenzierbarkeit (D. 13.1) iibertrégt sich sofort, in dem
man ,M C R“ durch ,M C C*(oder ,M C K*) ersetzt. Schliellich gelten die Sétze
13.3 (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit), 13.4 (Summen, Produkt-und Quotien-
tenregel), 13.6 (Zerlegungsformel) und 13.7 (Kettenregel) in analoger Wiese (beim
Beweis der Zerlegungsformel hat man sign(z — x¢) durch (z — zg)/|x — x¢| zu erset-
zen). Auch die Umkehrregel gilt unter geeigneten Voraussetzungen. Wir werden spéter
noch genauer darauf zu sprechen kommen. Soweit also alles analog. Wo liegen aber
die Unterschiede zur reellen Differenzierbarkeit? Bekanntlich ist C nichts anderes als
der lineare Raum R?, versehen mit einer geeigneten Multiplikation als zusitzlicher
Struktur: In Abschnitt 19 hatten wir uns mit Differenzialrechnung von Funktionen
g: M — R™ wobei M C R fiir m,d € N ist, beschiftigt. Also haben wir insbeson-
dere ein Konzept der Differenzierbarkeit von Funktionen g : M — R?, wobei M C R?
ist, erarbeitet. Man konnte nun auf den Gedanken kommen, dass fiir eine Funktion
f:M — Cmit M C Cgilt: Ist f(z) = u(z,y) +iv(z,y) mit u: M - R, v: M - R
(und M als Teilmenge von R? aufgefasst), also f zerlegt in Real- und Imaginirteil, so
ist f differenzierbar an zy € M, falls g = (u,v) : M — R? differenzierbar an (zq, yo)
(mit zg = xo + iyo) ist. Dies ist jedoch i.a. nicht der Fall:

Beispiel 29.1 Es sei f: C — C definiert durch
f(z) = Re(z) (z€C).
Hier gilt

((z,y) € R?).

Dann ist natiirlich g = (u,v) : R? — R? differenzierbar (da du/dz = 1, Ou/dy =
Ov/0x = Ov/dy = 0 stetig auf R? sind; vgl. 19.13). Aber:

i 1) = SC0)

220 Z — 20

existiert fir kein zg € C.
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(Denn: Ist zg € C, so gilt fiir h € R,h > 0

f(2) = f(20)  xo+h—20 _
T T ; =1—1 (h—0")

und fiir z = 29 +ih = xo +i(yo + h)

f(z) = f(z0) _wo—wo _ .
z—2y  ih =0-0 (h—07),

also existiert der Grenzwert lim (f(z) — f(20))/(# — z0) nicht. Damit ist f an keiner
z2—20

Stelle zp € C (komplex) differenzierbar!

Anders als im 2-dimensionalen reellen Fall impliziert die (komplexe) Differenzierbarkeit
eine starke ,, Kopplung®“ zwischen Real- und Imaginérteil der Funktion.
Wir beschrinken uns ab nun auf Funktionen, die auf einer offenen Menge definiert

sind.

Definition 29.2 Es sei ) C C offen und es sei f : 0 — C. Dann heiit f holomorph
(oder reguldr) (in ), falls f differenzierbar in jedem Punkt zg € €2 ist. Wir setzen

H(Q):={f:Q— C: f holomorph in Q}.

Beispiel 29.3 1. Wie in B. 13.5 sieht man: Ist P : C — C ein Polynom, P(z) =
n

>~ a,2¥, so ist P holomorph in C, und es gilt:

v=0

n n—1
P'(z) = Z va,z’! (= Z(V + Day+12")
v=1 v=0

2. Es sei ¢ € C fest und f : C — C definiert durch

f(z) =¢€“ (z€C).
Dann ist f holomorph in C mit

f'(z) = ce® (z€C).

(Denn: O.E. sei ¢ # 0. Nach B. 10.6.1 ist

im &
z—0 (674
bzw. I
lim ———=c (= f(0)
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Fiir beliebiges zg € C ist

) eC% — C%0 o 1 ec(z—20) _ 1
lim ——— =¢e°*° lim ——— = e,
z—z0 2 — 20 z—z20 2 — 2

also ist f differenzierbar an zg mit f’(zg) = ce®*.)
3. Die Funktionen cos : C — C und sin : C — C sind definiert durch

1 . 4
CoS 2 1= 5(6” +e ")

(z€C).
sin z := Q—i(eiz — %)
(Nach D. 7.12 gilt fiir x € R
. 1 . p
cosx = Re(e'®) = i(ech +e ')
, : 1 . o
sinz = Im(e"”) = ?(em —e )
i

also stimmt die neue Definition fiir reelle Argumente mit der bestehenden {iberein).

Es gilt: sin und cos sind holomorph in C mit

(sinz) = cos z (z€C)

(cosz) = —sinz

(ergibt sich aus 2. mit Summen- und Kettenregel).
4.Esseiac C,Q:=C\{a} und k € N. Dann ist f: Q — C mit f(z) = 1/(a — 2)*
fiir z # a holomorph in  mit

PG = o (eC\a)

(ergibt sich aus der Quotientenregel und 1.).

Es gilt folgender wichtige Zusammenhang zwischen 2-dimensionaler reeller und kom-
plexer Differenzierbarkeit.

Satz 29.4 Es sei 2 C C offen, und es sei f: Q2 — C mit

f(z) =u(z,y) +iv(z,y) (z=z+iyeQ)

und u,v : @ — R (d.h. u = Ref,v = Imf). Ist zog € Q, so sind folgende Aussagen

dquivalent:

a) f ist (komplex) differenzierbar an zy.
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b) u und v sind (reell) differenzierbar an (xo,yo) mit

ou ov

8?(1707%) = a*y(woayo) (29.1)
0 5]
({Tz(fvo,yo) = _87::(%0’ Y0)

(sog. Cauchy-Riemannsche Differenzialgleichungen).

Auferdem gilt in diesem Fall

5] .0
[(20) = ETZ(UCO,!JO)JFZ(TZ(%O,Z/O)

ov Ou
( = %(x07y0) —1 @(x07y0)) :

Beweis. a) = b): Ist f differenzierbar an zp, so gilt einerseits fiir z = 2o + h, wobei h

reell ist,
: + ) — f(20)
/ - ] f (=0
f'(20) lim -
h - h _
~ Jim u(zo + ,yo})L u(zo, o) +z‘v($0+ ,yoli v(o, 40)

Also existieren die beiden (reellen) Grenzwerte

lim u(':UO + h7 yO) - U(afo, yO) und lim ’U(QZ’O =+ hv yO) B U(l‘o, yO) )
h—0 h h—0 h

Nach D. 19.3 existieren die partiellen Ableitungen %(xo, yo) und %(mo, Yo), und es

gilt
ou v
/ _ _ 7 y
F(z0) = 5 (x0,50) + 15 (20, %0)
Andererseits gilt mit z = zg + ih und h reell auch

f(z0 +ih) — f(20)

! — 1
I (z0) hlg%) ih
— lim u(zo, yo + h) — u(wo, yo) + v(zo,yo + h) — v(zo, yo)
h—0 ih h

= —z%(az )—|—@(m )
= By 0, Y0 ay 0,%0) -

Damit ergibt sich die Zusatzbehauptung und durch Vergleich von Real- und Ima-
ginérteil auch die Giiltigkeit von (29.1).
Nach der Zerlegungsformel (S. 13.6 mit C statt R) existiert eine an zy stetige Funktion
€:Q — C mit

f(2) = f(20) + f'(20)(2 — 20) +£(2) |2 — 20
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und e(zp) = 0. Ist e(2) = a(x,y) + if(x,y) mit a, 8 : Q@ — R, so bedeutet dies fiir den
Realteil (da f'(z29) = g—’;(xo,yo) - i%(ﬂfo,yo))

0 0
u(z,y) = u(zo, yo) + a—Z(xo, yo)(z — xo) + a*Z(wo, Y0)(y — yo) + oz, y)|(z — z0, y — vo)|

v

und fiir den Imaginirteil (da f'(z9) = ay (T, 90) + i%(xg, Yo))

o(a,1) = o0, 90) + 5 0, 0 = 0) + 5 20,10y = 0) + B )= 0= )]

Da a(z,y) — 0 und B(z,y) — 0 fir (z,y) — (20, yo) gilt, sind v und v differenzierbar
an (zo,yo) nach D. 19.6.

b) = a): Sind u,v differenzierbar an (x¢,yo) und gelten die Gleichungen (29.1), so
ergibt sich aus D. 19.6, B. 19.7.2 und S. 19.10 die Existenz einer Funktion (o, ) :
Q) — R? mit

(b S I ORTES] () R (e} [ )

U(xay) _U(x()?y()) Y—%Yo /8({177y)
mit a(z,y) — 0, f(z,y) — 0 fiir (x,y) — (xo,y0). Nach (29.1) ist
ou ov
%(960,3/0) —%(ﬂfo,yo)
J(u,v) (I07 yO) = )
ov ou
%(900,3/0) %(1’07?/0)

also in komplexer Schreibweise mit &(z) := a(z,y) + i6(x,y)

f(z) = f(z0) = (gg(xo, yo) + @ :(;Z(xo,yo»(z —20) +&(2)]z — 20] -

Dae(z) — 0(z — zp) gilt, ist f differenzierbar an zy nach der Zerlegungsformel (S.13.6
mit C statt R), und es gilt

ou . O0v 20.1) Ov . Ou
1(z0) = g (x0,0) i 5 (ro,0) = e, o) — i 5 w0, 30).

Bemerkung 29.5 1. Insbesondere ergibt sich aus S. 29.4, dass f :  — C genau dann
holomorph in € ist, wenn « und v differenzierbar auf 2 sind mit

ou Ov ou ov
—_—= d —_—=—— fQ.
dr Oy b oy Ox at

Hinreichend fiir die Differenzierbarkeit von v und v auf €2 ist nach S. 19.13 die Existenz

und Stetigkeit der partiellen Ableitungen %, %Z’ %, gz auf €.



29 HOLOMORPHE FUNKTIONEN 319

2. Die Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen (29.1) lassen sich auch durch eine
(komplexe) Differenzialgleichung ausdriicken: Definiert man fiir f : Q@ — C, f = u+iv,
und zg = zg + iyp € Q (im Falle der Existenz)

31 (a) = (Gt +i 5 ()

1 <8u o) <8u ov

5 %"‘1%4‘2 aﬁy"‘lgy))(ﬂﬁ'o,yo),

so gilt (29.1) genau dann, wenn
df(20) =0
erfiillt ist.

In Abschnitt 16 haben wir uns bereits recht intensiv mit Potenzreihen beschéftigt.
U. a. haben wir gezeigt, dass Potenzreihen stets stetig in ihrem Konvergenzkreis sind
und dass sie im reellen Fall beliebig oft differenzierbar sind. Wir zeigen nun eine
entsprechende Aussage fiir den komplexen Fall.

oo
Satz 29.6 Es sei Y a,(z — z0)"” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, und

v=0
oo

es sei A(z) == Y a,(z — z)". Dann existieren die Ableitungen A%®) fiir alle k € N im
v=0

Konvergenzkreis Ug(zg) (also A% € H(Ug(z)) fir alle k € Ny), und es gilt

o0

AB ) =3 W+ D)W +2) . (v + F)aysn(z — )"
v=0

in Ur(20). Insbesondere ist
Klag = AW (z0) (ke Ny,

also

0 40)(,
A= @)y e Una)).

Beweis. 1. Wir zeigen A € H(Ug(zp)) und

[e.9] o0
Al(z) = Z va,(z — zp)" 1 = Z(V + Day+1(z — 20)" (z € Ur(20)) -
v=1 v=0
O. E. konnen wir zg = 0 annehmen.
o0
Zunichst hat auch die Potenzreihe > va,z” den Konvergenzradius R. Also konver-
v=1

giert > vla,|rv~! fiir alle r < R (S. 16.2).

v=1
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Es sei z; € Ugr(0) fest. Wir wihlen ein r € (|z1], R) und setzen § := r — |z]. Fiir
z € Ug(0) gilt

00 0o v—1
A(z E ay (2 —z2{) = (2 — 21) E ay E zfz”fl*k .
v=1 v=1 k=0
—_————
=:¢u(2)

Ist |z — 21| < &, so ist |2|] < 7 (und |z1| < 7), also |¢,(2)] < vrY"l. Nach dem
o0

Weierstrafischen Majorantenkriterium (S. 15.6) konvergiert » a,¢,(2) gleichmiflig

v=1
auf Us(z1). Folglich ist ¢(z) := > a,¢,(2) stetig auf Us(z1) (S. 15.10), und es gilt
v=1

tim A=A _ g0 = ga) = S va

zZ—2z1 z— 21 z—21

2. Durch Anwendung der gleichen Argumentation auf A’ sieht man: A" € H(Ug(2p))

und
oo

A'(2) = Z(I/ + 1) (v + 2)ay42(z — 20)" (z € Ur(20)) -
v=0

Induktiv erhilt man: Fiir alle k € N ist A®~Y € H(Ug(z9)) und

AR () =3+ D) +2) ... (v + k)ayr(z — 20)” .
v=0
Die Zusatzbehauptung kla, = A(k)(zo) ergibt sich fiir z = 2. O

Definition 29.7 Es sei 2 C K offen, und es sei f : 2 — K. Dann heifit f analytisch
(in Q), falls zu jedem zp € 2 ein R = R(zp) > 0 so existiert, dass

= Zal,(z —29)” (2 € Ur(20))
v=0

fiir eine gewisse Folge (a,) (abhingig von zp) in K gilt (d.h. f ist in jedem Punkt
»lokal“ durch eine Potenzreihe darstellbar). [Dann ist natiirlich notwendigerweise a, =

F) (z0) /1]

Bemerkung 29.8 Aus S.29.6 ergibt sich mit dieser Sprechweise: Ist 2 C C offen und
[+ Q — C analytisch, so ist insbesondere f holomorph in 2.

Von fundamentaler Bedeutung fiir die gesamte Funktionentheorie ist die Tatsache, dass
auch die Umkehrung dieser Aussage wahr ist. Dies werden wir im néchsten Abschnitt

beweisen.
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Eine grofle Klasse analytischer Funktionen liefert

Satz 29.9 Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, und es seien ¢, : [a,b] — K
Regelfunktionen. Ferner sei Q C K offen mit QN ([a,b]) = 0. Wir definieren f : Q —

K durch ,
()
z):= | —/——dt z€Q).
= [ g en)
Dann ist f analytisch in Q, und es gilt

b
f<k>(z):k!/w(t;0f)z)mdt (z€Q, keN).

a

Beweis. Es sei zp € Q und Ug(zp) C Q. Aus

)<
fiir alle z € Ur(z0) und alle t € [a, b] folgt, dass die Reihe
i (z — 20) B 1 ‘ 1 B 1
O By ST () B R () B

fiir jedes feste z € Ur(z0) gleichméBig auf [a, b] konvergiert. (Weierstraisches Majo-
rantenkriterium; S. 15.6). Also erhalten wir mit S. 17.20

v=0

b . . b
f(z):/@(t)ZMdt z—zo / —z0V+1dt

b
a, = / (w(t)so—(t,zg)”“ dt (v € Np)

a

gilt fiir alle z € Ug(20)
z) = Zal,(z —20)”
v=0

Folglich ist f analytisch in 2. Auflerdem erhalten wir fiir z = zg

f(k)(zo) = klaj, = k! / (zb(t)(p—(tz)o)’m dt (k € Ng)

a

nach S. 29.6. O

Zum Abschluss beweisen wir eine Eigenschaft, die analytische Funktionen wesentlich
gegeniiber ,,gewohnlichen“ C'°°-Funktionen auszeichnet.
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Satz 29.10 FEs sei G C K ein Gebiet, und es sei f : G — K analytisch. Wir setzen

Z(f) =={z0 € G: f(20) = 0}.

Dann gilt: Entweder ist Z(f) = G (d.h. f =0) oder Z(f) hat keinen Hiufungspunkt
in G. Im zweiten Fall existieren zu jedem zy € Z(f) eine eindeutig bestimmte Zahl
m =m(z9) € N und eine auf einer Umgebung U von zy stetige Funktion g mit g(z9) #
0 und

f(z)=(z-2)"9(z) (z€U).
Beweis. Es sei zgp € Z(f) fest, und es sei R = R(z9) > 0 so, dass
F(2)=> a(z—2)" (2 € Ur())
v=1

(mit a, = f*)(20)/1!) gilt. Nun sind zwei Fille moglich: Entweder ist a, = 0 fiir alle
v € Ny, also f(z) = 0 auf Ur(z9) oder es existiert eine kleinste Zahl m € N mit a,, # 0.

In diesem Fall setzen wir

B { (z — 20)"™f(2) fiir z € Ur(20) \ {20}
9(2) =

am fir z = 2

Dann gilt f(z) = (z — z9)™g(z) fiir alle z € Ur(zp), und auBerdem ist
9(z) = Zaeru(Z —20)" (2 € Ug(20)) -
v=0

Insbesondere ist g stetig auf Ugr(zp). Aus g(z0) = am, # 0 und der Stetigkeit von g
folgt, dass g(z) # 0 auf einer Umgebung von zy gilt. Damit gilt im Falle a,, # 0 fiir
ein m € N die Zusatzbehauptung und z ist ein isolierter Punkt von Z(f).

Es sei A:= H(Z(f)) NG die Menge der Haufungspunkte von Z(f) in G. Da f stetig
auf G ist, gilt A C Z(f).

Also: Ist A # () und 2 € A, so tritt notwendigerweise der erste Fall auf, d.h. f(2) =0
auf einer Umgebung von zp. Damit ist zg € AY, also A offen. AuBlerdem ist A auch
abgeschlossen (in (G, d).|)) als Menge von Héufungspunkten ([U]). Da (G, d,.|) zusam-
menh#ngend ist, gilt schon A = €. Dies war zu zeigen. O

Als Folgerung erhalten wir unmittelbar folgendes fundamentale Ergebnis.

Satz 29.11 (Identitdtssatz fiir analytische Funktionen)
Es sei G C K ein Gebiet, und es seien f,g : G — K analytisch. Fxistiert eine Folge
(zn) in G mit Haufungspunkt in G und so, dass

f(zn) = g(2n)
fiir allen € N gilt, so ist f =g in G.
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Beweis. Mit f und g ist offenbar auch f — g analytisch in G. Aus z, € Z(f — g) fir
alle n € N ergibt sich die Behauptung sofort aus S. 29.10. a
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30 Cauchyscher Integralsatz und Cauchysche Integralfor-

mel

Wir kommen nun zu den zentralen Ergebnissen der sogenannten Cauchyschen Funk-
tionentheorie. Dabei werden wir, wie bereits oben angedeutet, insbesondere sehen, dass
jede holomorphe Funktion analytisch und damit beliebig oft differenzierbar ist — eine
Art ,mathematisches Wunder*!

Vorbereitend beschiftigen wir uns kurz mit dem Konzept komplexer Wegintegrale.
Wir werden uns dabei auf Integrale lings Pfaden beschrianken (vgl. B/D. 26.17).

Definition 30.1 Es sei v : [, 5] — C ein Pfad, d.h. v ist stetig, und es existieren
a =ty <t <..<t,=pso,dass yy, ., stetig differenzierbar auf [t;_1,t;] ist
(j = 1,...,n) [Man beachte dabei: an den Punkten t,...,¢,—1 kénnen rechts- und
linksseitige Ableitung unterschiedlich sein.|. Ferner sei I' = 7([«, f]) die Kurve mit
Parameterdarstellung ~. Ist f : I' — C stetig auf T, so ist f o~ -9 € R|a, ] nach
S.17.6. Wir definieren das Integral von f lings v durch

[ 1= [ sz = i foy o = i P (bt

(wobei 4/ beliebig definiert ist an den Stellen t;).

Bemerkung 30.2 1. Es seien [a1, 41] und [a, §] Intervalle, und es sei ¢ : [aq, 1] —
[av, (] stetig differenzierbar mit () = «, p(B1) = B. Ist v : [a, f] — C ein Pfad, so ist
auch v; := yo g ein Pfad (mit I' = v([e, B]) = 71([ea, £1]), d.h. beide parametrisieren
die selbe Kurve). Mit der Substitutionsregel (,,stiickweise“ angewandt) gilt dann

B1 B1 B
/fz/fovl-vi:/fovocp-v’ww’:/fov-’/z/f-
7 a1 [e%1 o ~

Sind v; und 2 Pfade, die beide die selbe Kurve I' parametrisieren, so sagen wir, y;

Jr=]
7 72

fiir alle f € C(T) gilt. Insbesondere zeigt obige Uberlegung, dass zu jedem Pfad v und

und 72 seien C(I')-dquivalent, falls

zu jedem kompakten Intervall [o, 7] ein zu v C(I')-dquivalenter Pfad 4 : [o,7] — C
existiert. Wir konnen also das Parameterintervall stets nach Wunsch wéhlen.
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Man beachte jedoch: Ist v wie oben und ¢(t) = o+ 3 —t(t € [, []), so gilt fir
y1 =70 (also v (t) =v(a+ 5 —1t))

/fz/ﬁfom-viZ/ﬂfovow-v’oso-sﬁ’z/(lfov-v’:—/f-
" a a B Y

Wir schreiben fiir den Weg v, deshalb auch —v. Es gilt damit sehr suggestiv

/f— /f (feC().

2. Eine einfache, aber oft sehr niitzliche Abschétzung fiir das Integral von f lings
ergibt sich (mit || f|lco = sup|f(¢)|) als
cer

B B
1] = | [revr|= [ireain
Y [e} «

B
e [ 11727 150e - 20

IN

n

3. Ist v = @ ) die Summe von Pfaden 1), ... ~(™ so folgt aus D. 30.1 unmittel-

bar ff Z J [ fiir alle stetigen f: ' — C.
[NE))

Beispiel 30.3 1. Es sei v : [«, 3] — C ein beliebiger Pfad, m € Ny und f(z) = 2™
(z € C). Dann gilt nach dem HDI (stiickweise angewandt)

B 8
1
miy = N (#)dt = ——— ML (1) dt
[ema: = [ymanwa = fomy
ol (07 o
1
_ m+1 _  m+1

wobei y(a) = a,v(8) = b. Also: Der Wert des Integrals hiingt nur von den Anfangs- und
Endpunkten von 7 ab, nicht aber vom Weg ~! Insbesondere gilt fiir jeden geschlossenen

Pfad v
/zmdz =0.

5
2. Esseizg € C,R > 0und ~: [0,27] — C mit v(¢) = 20+ Re® (dann ist T = ([0, 27])
der Kreis mit Radius R um z¢). Hier gilt fiir m € Z

/( g {0 , falls m # —1
z— 29 z =

2mi , falls m = —1
¥
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(Denn: Fiir m # —1 ist

27 o
[y = [retyrinet = immt [ o
Y 0 0
1 i 2T
— jRm*l__ -~ it(m+1) -0
T iment
und fiir m = —1 ist
d 2T 2
/ — = /(Re“)1 iRe" dt = i/dt = 2mi.)
zZ— z
Y 0 0 0

Man beachte auch hier: der Wert des Integrals héngt nicht vom Radius R ab.

Bemerkung 30.4 Oft werden wir Integrale lings Kreisen oder Polygonziigen be-
trachten. Wir schreiben daher fiir v : [0,27] mit y(t) = 29 + Re' wie in B.30.3.2

e [ o= f—/f (f e ).

|z—z0|=R Kgr(20)
Dabei ist
Kr(z0) :={z:|z— 20| = R} (= 0Ug(20))
der Kreis mit Radius R um zp).
Ist ferner T' der Polygonzug durch (9, ... 2 wie in B.26.11, und ist v = é ()

j=1
wie dort, so setzen wir fiir f € C(I")

/f—/} =]14f)

Ist insbesondere I' ein Polygonzug durch z(©), () also die Strecke von z(®) nach z(!)
(inklusive Endpunkten), so schreiben wir auch

L

Da der Ubergang zu dquivalenten Parametrisierungen den Wert der Integrale nicht
andert, ergibt sich insbesondere fiir den Polygonzug T' durch z(©), ... z(™

/f > [ 1 uweom
I= [pG-1) o))

Wir werden nun zeigen, dass unter geeigneten Bedingungen Integrale léings geschlos-
sener Pfade — so wie in B.30.3.1 — verschwinden.
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Satz 30.5 Es sei G C C ein Gebiet, und es sei f: G — C stetig. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent:

a) Es existiert eine Funktion F € H(G) mit F' = f in G (d.h. F ist eine Stamm-
funktion zu f in G).

b) Fiir alle geschlossenen Pfade v in G gilt

[=0.
5

Auferdem gilt dann: Ist F' eine Stammfunktion zu f in G und ist v ein Pfad in G mit
Anfangspunkt a und Endpunkt b, so ist

/f:F(b) — F(a).
]

Beweis. a) = b): Es sei v : [, f] — G mit y(«) = a und () = b. Dann gilt

B B8
/f - /fov-v’z/(FO’y)’=F(v(ﬂ))—F(v(a))=
v «a a
— F(b) - F(a)

nach dem HDI (stiickweise angewandt).

b) = a): Es sei z, € G fest. Wir definieren F' : G — C durch
Fe) = [ 1Qdc = [ fode 6,
Zx Vz

wobei v, ein beliebiger Pfad in G mit Anfangspunkt z, und Endpunkt z ist (ein solcher
existiert stets, da G Polygon-zusammenhéngend ist).

Wichtig ist dabei, dass die Definition unabhéngig von der speziellen Wahl von ~, ist!
(Denn: Sind v; und 72 Pfade in G mit Anfangspunkt z, und Endpunkt z, so kénnen
wir 0.E. annehmen, dass v; etwa auf [—1,0] und ~, auf [0, 1] definiert sind. Dann ist
der Pfad 1 @ (—72) geschlossen, und deshalb gilt

o= [ g [i+[i=[i-]1
71®(—72) M 2 m V2
also [ f= [ £

Y1 2
Nun sei zg € G fest. Wir zeigen: F ist differenzierbar an zp mit F'(z9) = f(zo). Fiir

21,22 € C setzen wir 7, ,,(t) := 21 + t(z2 — 21), wobei t € [0, 1]. Ist 7, ein Pfad in G,
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der z, und 2o verbindet (o. E. auf [—1, 0] definiert), und ist » > 0 so, dass U,(z0) C G
ist, 80 ist v, = Yz, B Va0, flir z € Up(20) ein Pfad in G, der z, und z verbindet. Es gilt

Fe)-Fe= [1- [1= [ 1(= [ p.

Vzg,2 [20,7]

Also ergibt sich weiter fiir z # zg (beachte: [ cdz = ¢(z — 20)),

[ZO 72]

FELZE0) ey = 2 [ 1510 - staollic,

z — 2o zZ— 2
[2077‘]

Ist € > 0 gegeben, so folgt aus der Stetigkeit von f an zy die Existenz eines ¢ € (0,7)
mit [f(¢) — f(z0)| < € fiir |¢ — 20| < . Damit ist

1
- d{| < ———e-|z— 2| =€.
= [ VO feoi| € e =zl =
[Z(),Z]
Dies zeigt, dass F' differenzierbar an zy ist mit F’(z9) = f(z0). O

Definition 30.6 Es sei G C C ein Gebiet. Dann heit G sternformig (beziiglich z,),
falls ein z. € G so existiert, dass die Strecke [z, 2] = {2z« +t(z — 2+) : t € [0,1]} in G
liegt fiir alle z € G.

Bemerkung 30.7 Offensichtlich ist jedes konvexe Gebiet auch sternférmig. Ein Bei-
spiel eines nicht-konvexen, sternférmigen Gebietes ist etwa G = C \ [1,00). Damit
beweisen wir folgendes Ergebnis, das von fundamentaler Bedeutung fiir die komplexe
Analysis ist.

Satz 30.8 (Cauchyscher Integralsatz fiir sternférmige Gebiete)
Es sei G C C ein sternformiges Gebiet, und es sei f stetig in G und holomorph in
G\ {p} fir einen Punkt p € G. Dann ist

=
Y

fiir alle geschlossenen Pfade in G.

Beweis. 1. Es seien a,b,c € C. Wir bezeichnen mit A = A, ;. das abgeschlossene
Dreieck mit den Eckpunkten a,b,c (also die konvexe Hiille von a,b,c) und fassen
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OA = 0A, . als Polygonzug durch a, b, ¢ auf.
Wir zeigen nun: Ist A = A, . ein Dreieck in G, so gilt

I:= [ f=0. (30.1)
I

Wir betrachten zunichst den Fall, dass der Ausnahmepunkt p nicht in A liegt.
Sind o, V', ¢ die Mittelpunkte von [b, ], [c, a] bzw. [a, b], so betrachten wir die 4 Drei-

ecke
Aa,c’,b’v Ab,a’,c” Ac,b’,a’ und Aa’,b’,c’ .
Dann gilt (beachte [ f= J f nach B.30.2.1)
[21,22] [32721
R IRAARAN SEAY B
Aba” cb’ ’ 8A/b//

Also ist der Betrag zumindest eines der Integrale auf der rechten Seite > |I|/4. Das
entsprechende Dreieck heifle Aj.

Nun gehen wir analog mit A; an Stelle von A vor. Induktiv erhalten wir so eine Folge
von Dreiecken A, mit A D A; D Ay D ... und Linge (0A,) = L/2", wobei L die
Léange von OA bezeichnet, und so, dass gilt

11| < 4| f] (neN).
/

Es gilt

ﬂ An = {ZO}

neN
fiir ein z9p € A C G. Da zy # p ist, ist f differenzierbar an zy. Es sei ¢ > 0 gegeben.

Dann existiert ein § > 0 mit

|f(2) = f(20) = f'(20) (2 = 20)| < €|z — 20

fiir alle z € Us(zg) (Zerlegungsformel). AuBerdem ist A,, C Us(zp) fiir alle n > ng. Fiir
diese n gilt

[ P 1@ - o) = £ o - ) d]

oA, 0An

< 5/\2—20]§E-(2”L)2.
——

Also erhalten wir
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Da e > 0 beliebig war, ist I = 0.
Nun betrachten wir den Fall p € A. Ist p ein Eckpunkt von A, etwa p = a, so wihlen
wir Punkte z,, € a,b und ¥, € @,¢ mit 2, — a,y, — a(n — co). Dann gilt mit dem

bereits Bewiesenen

[ii=1 [ e [ e [ IS Ules Linge@an) 0.
oA 0A 0A

a,Tn,Yn Tn,b,yn 8Ayn,b,c
~——
=0 =0

also [ f =0 auch hier.
OA
Ist p € A% so wenden wir das eben Bewiesene auf die Dreiecke Agpp, Dcapund Ay

an. Ist p € A kein Eckpunkt, etwa p € a, b, so betrachtet man A, . und Acpp
2. Es sei G sternférmig beziiglich z,. Wir definieren F' : G — C durch

F(z)::/f (z€G).
[2.2]

Es sei zg € Q gegeben. Da G offen ist, existiert ein » > 0 mit U,(z9) C §2. Dann gilt
auch: Ist z € U,(zp), so liegt das Dreieck A,, ., in G (da G sternformig ist). Also

erhalten wir mit
o= [ r=fie [ ]

YN 2] [220]  [2e20]
~ F@) - F)+ [ f
[#,20]
d.h.
Fe)-Fa=- [ f= [ 1.
[2,20] [20,2]

Genau wie im Beweis zu S. 30.5 sieht man nun: F ist differenzierbar auf G mit F’ = f
auf G. Aus S.30.5 folgt die Behauptung. O

Bemerkung und Definition 30.9 Man sieht leicht, dass die Aussage von S. 30.8
nicht fiir jedes Gebiet G C C gilt: Ist etwa G = C\ {0} und f(z) = 1/2 (2 € G), so ist
f holomorph in G, aber es gilt
/ dz =27 #0.
z

=1

Wir sagen, ein Gebiet G C C' sei (homologisch) einfach zusammenhdngend, falls fiir alle
f wie in S.30.8 und alle geschlossenen Pfade v in G gilt [ f = 0 (also die Aussage von
¥



30 CAUCHYSCHER INTEGRALSATZ UND CAUCHYSCHE INTEGRALFORMEL331

S.30.8). S. 30.8 zeigt, dass sternformige Gebiete jedenfalls einfach zusammenhingend
sind.

Als erste Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes beweisen wir eine wichtige Inte-
graldarstellung fiir holomorphe Funktionen. Dazu gibt es vorbereitend

Bemerkung und Definition 30.10 Es sei (X,d) ein metrischer Raum, und es sei
M cC X. Fir x € M heifit

Zy(z) = U{A C M :z € A, A zusammenhéingend}

(Zusammenhangs-)Komponente von M (beziiglich 2). Man sieht leicht ([U]): Zs(z)
ist zusammenhéngend, und fiir z,y € M gilt entweder Zy;(x) = Zas(y) oder Zys(x) N
Zu(y) = 0.

Ist speziell 2 C C offen, so existieren hochstens abzéhlbar viele paarweise disjunkte
Komponenten (Gg)aer von £ mit

Q=|]JGa
acl
([0]). Die Gy, sind dann jeweils Gebicte.

AuBerdem gilt: Ist K C C kompakt, so hat die offene Menge C\ K genau eine unbe-
schrinkte Komponente (ndmlich die, die {z : |z| > sup{|(| : ( € K}} enthilt).

Satz 30.11 Es sei vy : [a, 5] — C ein geschlossener Pfad, und es sei I' := v(|o, 5]).
Dann ist ind, : C\I' — C, definiert durch

I S
2t ) (— =z
¥

ind,(2) := (ze C\D),

eine analytische Funktion mit ganzzahligen Werten (d.h. ind,(C\T') C Z). Aufer-
dem gilt ind(z) = const auf jeder Komponente von C\ T' und ind,(z) = 0 auf der
unbeschrinkten Komponente von C\T'.

Beweis. 1. Es gilt

\/

B
ind, ( 21/ -~ (zeC\T).
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Also ist ind, nach S.29.9 analytisch in C\ I'. Fiir w € C sieht man leicht ([U]), dass
w/2mi € Z dquivalent ist zu e = 1. Also ist die Aussage, dass ind, ganzzahlige Werte
hat, dquivalent dazu ¢ = ¢, : [a, ] — C mit

o(t) := exp (/ v(fi’/)(s—)zd8> (t € la, A])

fiir alle z € C\ I' die Bedingung ¢(3) = 1 erfiillt.
Es gilt
P A
p(t) () -2
fiir alle t € [, 8] bis auf eine endliche Ausnahmemenge S. Fiir die stetige Funktion
o/(y — z) gilt also

e N _P0 =9 i
(’7—2)_ (v — 2)? =0 Flos A1\ S

Hieraus folgt, dass ¢(t)/((t) — z) = const auf [«, §] ist. Aus ¢(a) = 1 ergibt sich
V(t) — 2
p(t) = ———— tela,p
m=20"2 e
und, da 7 geschlossen ist, erhélt man ¢(5) = 1.
2. Es sei G eine Komponente von C\I'. Da G zusammenhéngend und ind, stetig und

ganzzahlig auf G ist, ist ind(z) = const in G nach S.26.22.
Da I kompakt ist, existiert weiter R := r?alg IC|. Es gilt fiir |2| > R
€

. 1 L(y)
d < —.
‘111 ’Y(Z)| — |Z| . R 2t

Also ist |ind,(2)| < 1 fiir |2| geniigend groB. Nach Beweisschritt 1 muss dann ind, (z) =

0 fiir |2| geniigend groB sein. Da ind(2) = const auf der unbeschrénkten Komponente
von C\ T ist, ist ind(z) = 0 dort. O

Damit kénnen wir die angekiindigte Integraldarstellung fiir holomorphe Funktionen,
jedenfalls in sternférmigen Gebieten, formulieren.

Satz 30.12 (Cauchysche Integralformel)
Es seien G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet, f € H(G) und v ein ge-
schlossener Pfad in G. Dann gilt

feind, ) =5 [ Mac cean
il

(wobei I' das Bild von ~y ist).
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Beweis. Es sei z € C\ T fest. Dann gilt fiir die Funktion ¢ : G — C mit

f(Q) = f(2)

NS

9(¢) =
f'(2) , C==z

nach Voraussetzung: g ist stetig auf G und holomorph in G \ {z}.
Da G einfach zusammenhéngend ist, folgt

0 - 7/f“g:f(z)dc:7/g(_ozdg—f(z)/<d_CZ=

Y

und damit die Behauptung. O

Bemerkung 30.13 Ist speziell y(t) = zo + Re® fiir t € [0,27], also I' = Kg(z) =
{z: |z — 20| = R}, so ist
1 d
ind,y(Zo) = —— / ( = 17

2mi C— 2
|¢—20|=R

also ist nach S. 30.11

. 1, falls|z—2| <R
ind,(2) =
0 , falls|z—2z| >R

Ist © eine beliebige offene Menge mit Ug(z9) C Q und ist f € H(Q) so folgt aus S.
30.12 (angewandt auf ein sternférmiges Gebiet G mit Ug(zp) C G C Q)

1

(=5 [ a eevna) (30.2)
I¢—=20|=R

Man beachte: (30.2) zeigt insbesondere, dass die Funktionswerte in Ug(zg) bereits

vollsténdig durch die Werte am Rand Kr(zg) festgelegt sind!

Wahlt man speziell z = zg, so ergibt sich

27 . 27
1 fleo+Re™) 1 / it
Flz0) = 50 / i iretar = o [ fot RAa (303)
0 0

Also: Der Funktionswert im Kreismittelpunkt ergibt sich als , Integralmittel* der
Funktionswerte am Rand des Kreises.
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Mit der Cauchyschen Integralformel zur Hand kénnen wir reichlich ernten. Als erstes
formulieren wir den schon eingangs des Abschnitts angekiindigten

Satz 30.14 FEs sei Q) C C offen, und es sei f : Q — C. Dann gilt
f holomorph in Q < f analytisch in 2.
Auperdem gilt dann: Fiir alle zo € Q ist (mit dist(zg, ) := oo)

x© f@)
flz) = Z fi('zo)(z—zo)” in |z — zo| < dist(zg,09).
v=0 ’

v

Beweis. 1. Es sei f holomorph in €2, und es sei zgp € Q. Ist R < dist(zg, 09), so gilt

Ur(z0) C Q. Also besagt (30.2), dass fiir alle z € Ur(zo) gilt

21
_ 1 f© . 1 [ flzo+Re") 5
f(Z)—% / g—de_Zﬂ'/ZO_i_Reit_zRe dt
|C—20|=R 0

Nach S. 29.9 (angewandt mit [a,b] = [0,27],9(t) = 20 + Re und ¢(t) = f(z0 +
Re®t)Re' /27) gilt

00 2 rW)(,
FE =Y e -y =3 L) (e
v=0

vl
v=0

fiir alle z € Ur(z0). Da R < dist(zp, 0f2) beliebig war, gilt die Darstellung in |z — zp| <
dist(zp, 0€2). Insbesondere ist f auch analytisch in Q.
2. Ist f analytisch in §2, so ist f holomorph in €2 nach B.29.8. O

Bemerkung 30.15 Kombiniert man S. 30.14 und S. 29.6, so ergibt sich insbesondere,
dass jede Funktion f € H() beliebig oft differenzierbar auf € ist. Auflerdem gilt
dann auch folgende verallgemeinerte Cauchysche Integralformel: Ist G C C einfach

zusammenhéngend und v ein geschlossener Pfad in G, so gilt fiir alle k£ € Ny

F®(2)-ind, (2) = M /(Cf(?f))k“dc (ze G\T),

211
2

wobei I' das Bild von v ist. Insbesondere ergibt sich wieder fiir alle zyp € Q und
R < dist(z0,00)

FO) () = QLm / _ Q) d¢ (2 € Ur(zo)).

|¢—20|=R
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(Denn: Ist v : [a, f] — G ein geschlossener Pfad in G, so gilt nach der Cauchyschen

Integralformel

8
£(2) - ind 1/ FOOW®

2m C— z " 2mi ~y(t) —

fir alle z € G\T. Ist z € G\ T, so ist ind(w) = const = ¢ auf einer Umgebung von z
(S. 30.11). Also folgt aus S. 29.9

B
k! FOy)A (¢ k! J(¢
190-c =5 | oo = g |
« Y

Da z € G\ T beliebig war, ergibt sich die Behauptung.)

Wir haben oben gesehen, dass das Verschwinden der Integrale iiber den Rand von
Dreiecken fiir holomorphe Funktionen, also die Gleichung (30.1), der Schliissel zum
Beweis des Cauchyschen Integralsatzes ist.

Interessanterweise gilt auch eine gewisse Umkehrung dieses Ergebnisses:

Satz 30.16 FEs sei ) C C offen, und es sei f :  — C stetig. Fxistiert zu jedem zg € €2

einr >0 so, dass
=
0A

fiir alle Dreiecke A in U,(zo) gilt, so ist f holomorph in ).

Beweis. Es sei zp € 2 und G := U,(z). Dann ist insbesondere G sternformig. Im
Beweisschritt 2 zu S. 30.8 haben wir lediglich die Stetigkeit von f und die Bedingung
(30.1) verwandt. Da beides jetzt nach Voraussetzung gilt, existiert nach erwihntem
Beweisschritt 2 ein F' € H(G) mit F' = f auf G. Also ist f € H(G) nach B. 30.15. Da
2o € Q2 beliebig war, ist f € H(). O

Bemerkung 30.17 Insbesondere ergibt sich aus S. 30.16 auch, dass jede Funktion
f:Q — C, die stetig auf Q und holomorph in Q \ {p} fiir ein p € Q ist, bereits
,automatisch“ holomorph in € ist.

(Denn: Ist zg € Q und G = U,(z9) C €2, so gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz

[
O0A
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fiir alle Dreiecke A in G. Also ist f holomorph in G nach S. 30.16.)

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir uns mit Logarithmen und allgemeinen
Potenzen in C beschéftigen.

In Abschnitt 7 hatten wir die reelle Logarithmusfunktion als Umkehrung der (reellen)
Exponentialfunktion erkannt. Schon die Tatsache, dass die Exponentialfunktion im
Komplexen nicht mehr injektiv ist, deutet an, dass die Situation hier komplizierter

wird. Es gilt jedenfalls

Satz 30.18 FEs sei G C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet, und es sei g €
H(G) mit g(2) # 0 fiir alle z € G. Ferner sei zg € G und g(z) = roe'?°. Dann gilt

1. Es existiert eine Funktion f € H(G) mit f(z9) = Inrg + ipg und

e’ = g(2) fir alle z € G .

2. Ist f: G — C stetig mit ef(2) = g(z) fir alle z € G, so existiert ein k € Z mit

f(z) = f(z) + 2kmi (z€@G).

Beweis. 1. Da g(z) # 0 ist, ist ¢’ /¢ holomorph in G. Da G einfach zusammenhéngend
ist, existiert nach S. 30.5 eine Funktion f € H(G) mit f' = ¢’/g. Dann gilt

() =el - f'=elg/g G,
d.h.
(efYg—elgd=0 inG.

Also ist

9(2)
Ist zo € G und g(zg) = roe’¥?, so kénnen wir f so wihlen, dass f(z9) = Inrg +ipq gilt

= const in G.

(Addition einer geeigneten Konstante). Dann erhalten wir
ef(z0) — Toewo = g(z0)

und damit
e’ = g(2) fiir alle z € G.

2. Ist f € C(G) mit ef = g, so gilt

I D=1 = of () /ef@ = 11 G.
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Damit ist

fiir alle z € G. Da G zusammenhéingend und ¢ stetig auf G ist, ist ¢(z) = const auf
G, d.h. es existiert ein k € Z mit

f(z) = f(z) + 2kmi (z € G). O

Bemerkung und Definition 30.19 Jede Funktion f € H(G) mit e/ = g in G heifit
Zweig des Logarithmus von g in G. Ist f ein solcher Zweig, so ist auch f mit f (2) =
f(2) + 2kmi fir ein k € Z ein Zweig. Nach S. 30.18.2 sind durch diese (abzéhlbar
unendlich vielen) Funktionen alle Zweige gegeben. Aulerdem zeigt S. 30.18.2 auch,
dass jede stetige Funktion f mit e/ = ¢ , automatisch® holomorph in G ist.

Beispiel 30.20 Es sei
G_:=C\ (—00,0].
Dann ist G_ sternformig, also einfach zusammenhéngend nach dem Cauchyschen Inte-
gralsatz. Ist g(z) = z (z € G_), so existiert nach S. 30.18.1 eine in Funktion f € H(G_-)
mit f(1) =0 und
ef?) = fiir alle z € G_.

Ist 2 € G_, so existieren eindeutig bestimmte r > 0 und ¢ € (—m,7) mit z = re’¥.
Die Abbildung p : G_ — (0,00) X (—m,7) mit

p(z) = (rp)  (z=re¥eG.)

ist stetig auf G_ (vgl. B.21.4). Setzt man arg z := ¢, so ist auch f:G_ — C mit

f(z)=Inr+ip=In|z|+iargz (z € G-)
stetig. Weiter gilt natiirlich auch
eI ) = ertie — peiv — (zeG-).

Also ist f ein Zweig des Logarithmus in G_, und da f(1) = 0 = f(1) gilt, ist f(z) =
f(2) in G_. Fiir z = r > 0 haben wir insbesondere f(r) = Inr, d.h. dieser Zweig setzt
den ,reellen Logarithmus“ In holomorph auf G_ fort.

Wir nennen f den Hauptzweig des Logarithmus (von z) in G_ und schreiben dafiir

auch

f(z) =logz (zeG-).
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Nach S. 30.18.2 sind alle weiteren Zweige von der Form
z +—logz + 2kmi = Inr + i(¢ + 2kn)

fiir ein k € Z.
In B.14.12.1 hatten wir gesehen, dass fiir z € (—1,1) gilt

0 (—1)'/_1.%”
In(1+2z) = -
(1+x) ; V
Da z — log(1+z) holomorph in C\ (—oo, —1] ist, gilt nach dem Identitétssatz (S.29.11)
allgemeiner
& (_1>uflzu
log(1+2) = R —
g(1+2) ;1 V
fir alle z € C mit |2] < 1.
Wie steht es mit der Giiltigkeit der Funktionalgleichung S.5.16.2 fiir komplexe Zahlen
z und w?
Ist z = re’?, w = pe® mit ¢, 9 € (—r,7) und @ + 9 € (=, ), s0 ist zw = roelet?),
Es gilt also

log(zw) = In(ro)+i(p+9)=Inr+ip+Ing+id =

= logz+logw.
Ist jedoch etwa ¢ + ¥ > 7, so ist zw = roett9=2m) also
log(z2w) = In(ro) +i(p+9—2m) =

= logz+logw — 2mi.

Es kommt also ein ,Korrekturterm® 27¢ hinzu. Das Beispiel zeigt, dass Vorsicht im

Umgang mit komplexen Logarithmen angebracht ist!

Wie im Reellen definieren wir allgemein Potenzen mit Hilfe von Logarithmen. Wir
beschrianken uns dabei auf Potenzen, die unter Verwendung des Hauptzweiges definiert

sind.

Definition 30.21 Es sei G_ = C\ (—00,0], und es sei b € C. Wir setzen
20 = bl (zeGo).

Ist speziell b= 1/k fiir ein k € N, k > 2, so schreiben wir auch {/z an Stelle von z/*,
und ist k = 2, so schreiben wir kurz /z. Die Funktion z — {/z heiit Hauptzweig der
k-ten Wurzel (fir k = 2 Hauptzweig der Wurzel) (von z) in G_.

Fir z = r > 0 stimmt diese Definition nach B.30.20 mit der aus D. 7.8 {iberein.
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Bemerkung 30.22 1. Fiir z € G_ und b1,by € C gilt

Shitba — Jbi b

Weiter ist z — 2% holomorph in G_ mit
(%) =b- 2L,

2. Ist z = re™” € G_ mit ¢ € (—m,7), so gilt ¥z = &re®?/k. Andere Zweige der k-
ten Wurzel erhélt man durch Verwendung anderer Zweige des Logarithmus. Auflerdem
kann man allgemeine Potenzen auch in anderen einfach zusammenhéngenden Gebieten
betrachten.
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31 Anwendungen der Cauchyschen Integralformel

Wir werden nun einige zentrale funktionentheoretische Konsequenzen aus der Cauchy-

schen Integralformel herleiten.

Eine erste, einfache Folgerung ist

Satz 31.1 (Cauchysche Ungleichung)
Es sei Q C C offen, f € H(Q), und es seien zy € Q und R > 0 so, dass Ur(zp) C Q
gilt. Dann ist fir 0 <r < R

k'R

(k) __BR _
IOE) < ey e O] (ke Noy 2= 0] <7).

Beweis. Nach B. 30.15 gilt fiir |z — 29| <7

k! f(©)
(k) N AV
9@ = o [ g
Kr(20)
< K 2R
S Jax |f(<)|27r(R—r)k+1 TR,
also die Behauptung. O

Bemerkung und Definition 31.2 Eine in C holomorphe Funktion f heifit ganze
Funktion. Ist f ganz, so gilt nach S. 30.14 fiir alle zy € C (da dist(zg, ) = o)

2 fW)(5
f(z)zzf EO)(Z—ZO)V (z€C).
v=0

1%

Satz 31.3 (Liouwille)
Ist f ganz und nicht konstant, so existiert eine Folge (z,) in C mit f(z,) — oo fir
n — 00, d.h. f(C) ist unbeschrinkt.

Beweis. Angenommen, es existiert ein M > 0 mit |f(z)| < M fiir alle z € C. Wir
zeigen: Dann ist f = const.
Nach der Cauchyschen Ungleichung gilt fiir alle k € N, R > 0

k!
FPO) < Zp M =0 (R—o0).
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Also ist f*)(0) = 0 fiir alle k € N, d.h.

© )
fo=>TWr 0 ceo.
v=0

Bemerkung 31.4 Aus dem Satz von Bolzano-Weierstraf§ ergibt sich sofort, dass fiir
jede Folge (z,) mit f(z,) — oo auch z, — co gelten muss.

n

Beispiel 31.5 1. Es sei P(z) = ) a,z” ein Polynom vom Grad n > 1. Dann ist
v=0

P ganz und P # const. Also existiert eine Folge (z,) mit P(z,) — oo (n — o0).

Tatséchlich gilt bei Polynomen viel mehr; denn mit b, := a, /a,, ist

P(z2) =y,
anzn:1+;)zny—>1 (z — c0),
=

—0 (z2—00)
d.h. zu jedem e > 0 existiert ein R > 0 mit
lanl[2]" (1 + &) > [P(2)] > |anllz["(1 —¢)  (lz] > R).
Insbesondere gilt also P(z) — oo (z — 00).
2. Ist f(z) = sinz, so gilt etwa fiir 2z, = in

flen) = 5 =) =00 (n—o00).

Als interessante Folgerung aus S. 31.3 erhalten wir

Satz 31.6 (Fundamentalsatz der Algebra)
n
Es sei P(z) = > ayz” ein Polynom vom Grad n € N. Dann ezistieren zi, ..., z, € C
v=0
mit

P(z) = ay H(z — 2K) .
k=1

Beweis. 1. Wir zeigen: P hat eine Nullstelle z; € C.
Angenommen, nicht, d.h. 1/P ist eine ganze Funktion. Dann existiert nach S. 31.3
eine Folge (zy,) in C mit 1/P(z,) — oo (n — 00), also P(z,) — 0 (n — o). Auflerdem
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gilt z, — oo nach B. 31.4. Dies widerspricht aber P(z) — oo (n — 00).
2. Ist z1 eine Nullstelle von P, so gilt

P(z) = P(z)—P(z)= Z ay(z¥ — ) =

n

= (z—2 Za,,szz” 17k — (2 — 2)Q(2),
v=1

wobei @ ein Polynom vom Grad n — 1 mit fiihrendem Koeffizienten a,, ist. Induktiv
erhélt man damit die Behauptung. O

Wir untersuchen nun Folgen holomorpher Funktionen. Es gilt folgendes ,,angenehme*
Resultat:

Satz 31.7 Es sei Q C C offen, und es seien f, : Q@ — C stetige Funktionen. Ferner
gelte f,, — f lokal gleichmdfig auf Q. Dann gilt

1. Ist v ein Pfad in €2, so ist
/ = lim fn
n—oo
5

2. Sind die f, holomorph in Q, so ist auch f holomorph in Q, und es gilt fiir alle
keN

9~ fO (s oo)
lokal gleichmafig auf ).

Beweis. 1. Zunéchst ist f als lokal gleichméfBiger Grenzwert stetiger Funktionen eben-
falls stetig (B. 15.11).

AuBerdem gilt: Ist K C Q kompakt, so konvergiert (fy,) gleichméBig auf K.

(Denn: Zu jedem z € Q existiert ein § = §(z) > 0 mit f,, — f gleichméBig auf Us(z).
Da

K C U Ug(z)

zeK

gilt, existieren z1,..., 2z, € K mit

K C U U5(Zj).
j=1

Ist € > 0 gegeben, so existieren N;(e) € N mit

[fu(2) = f(2)l <e (2 €Us(z), n= Nj(e))
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fiir j =1,...,m. Also gilt fiir n > N, := max Nj(e)
7=1,...m

[fu(2) = f(2) <& (€ K;n>N(e) )

Ist v : [a, B] — Q ein Pfad, so ist I' := v([a, B]) kompakt in Q. Aus S. 17.20 und der
Definition von Pfadintegralen folgt

/ f=lm [ f,.
v 2
2. Nach 1. ist f stetig auf 2, und es gilt fiir alle Dreiecke A in

/ f= lim -
n—oo
OA OA

Aus dem Cauchyschen Integralsatz (angewandt etwa auf ein konvexes Gebiet G mit
ACGcCQ)folgt [ fp, =0 fiir alle n € N, also auch [ f = 0. Nach S. 30.16 ist f
0A 0A

holomorph in €.

Ist zp € , so existiert ein R > 0 mit f, — f gleichméBig auf Ug(zp). Aus der
Cauchyschen Ungleichung folgt fiir alle festen &k € N

m (k) (k) F12M l,

— < — In 0 .
max 1O = AP < S max 170 = fa(O) (n — o)
Also gilt f,sk) — f) lokal gleichmiBig auf Q. O

(e8]
Beispiel 31.8 1. Ist ) a,(z — 20)” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0,
v=0

so konvergiert die Folge der Teilsummen f,(z) = > a,(z — 29)” lokal gleichméBig auf
v=0

Ur(20) nach S. 16.5. Da die f,, hier Polynome sind, ist f(z) = > a,(z — 20)" nach S.
v=0
31.7 holomorph in Ug(zg), und fiir die Ableitungen gilt

n—k
fP() = lm fP(2) =S+ 1) . 0+ R g (=2 — 20)"
v=0

lokal gleichméBig auf Ug(zg). Dies ist wieder S. 29.6.
2. In B. 15.2.2 hatten wir die Riemannsche Zeta-Funktion ¢ : (1,00) — R definiert.

Wir setzen nun allgemein fiir z € C mit Rez > 1

o0 o0

1 1
C()=2_ (ZZW)
v=1 v=1
Dann konvergieren die Teilsummen s,(z) = > -- lokal gleichméfig auf Q = {z :
v=1

Rez > 1} ([U]). Da die Teilsummen ganze Funktionen sind, ist ¢ holomorph in  nach
S. 31.7.



31 ANWENDUNGEN DER CAUCHYSCHEN INTEGRALFORMEL 344

Bemerkung 31.9 Ist fir Q C K
A(Q) :={f: Q2 — K: f analytisch in Q},
so gilt im Falle K = C nach S. 30.14
AQ2) =H(Q).

Also gilt nach S. 31.7 insbesondere: Aus f,, € A(Q) und f,, — f lokal gleichméBig auf
Q folgt f € A(2). Eine entsprechende Aussage gilt nicht im Falle K = R.

Ist etwa Q@ = R und ist f € C(R) beliebig, so existiert nach dem Weierstrafischen
Approximationssatz zu jedem n € N ein Polynom FP,, mit

max |f(z) — Pa(x)| < %

[7'”’7”]

Also konvergiert die Folge (P,) lokal gleichméfig auf R gegen f, d.h. jede auf R stetige
Funktion ist lokal gleichméBiger Grenzwert in R analytischer Funktionen.

Eines der zentralen Themen der reellen Analysis ist die Frage nach Extremstellen von
Funktionen (mit Werten in R). Da wir keine Ordnung in C haben, macht eine solche
Fragestellung fiir komplexwertige Funktionen keinen Sinn. Wir kénnen jedoch nach
Extremstellen von |f| suchen.

Bei holomorphen Funktionen bleibt diese meist erfolglos. Es gilt ndmlich

Satz 31.10 (Mazimumprinzip; negative Formulierung)
Es seien G C C ein Gebiet und f € H(G), f # const. Dann hat |f| kein lokales

Mazximum.

Beweis. 1. Wir zeigen zuniichst: Existieren ein zp € G und ein r > 0 so, dass
|f](2) = const

auf U, (z9) ist, so ist f(z) = const auf G.

Nach dem Identitédtssatz (S. 29.11) geniigt es dazu zu zeigen, dass f(z) = const auf
Ur(zp) ist.

Ist |f| = 0 auf U,(zp), so ist dies klar.

Es sei also |f| = const # 0, o. E. |f| = 1 auf U,(20).

Dann existiert nach S. 30.18 eine Funktion g € H(U,(zp)) mit €9 = f. Hierfiir gilt

s = |ef| = |f] = 1.

also Re g = 0 in Ugr(2p). Aus den Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen (29.1)
folgt, dass g = const und damit auch €9 = const auf U, (zp) ist.
2. Es sei zg ein lokales Maximum von |f|, d.h. es existiert ein r > 0 mit

|f(z0)] > |f(2)] fiir alle z € U, (20) .
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Angenommen, es existiert ein z; € U, (29) mit |f(z1)| < |f(z0)]. Ist 0 = |21 — 20|, so gilt
auf Grund der Stetigkeit von t — f(20 + 0e') auf [0, 27] und |f(20 + 0€)| < |f(20)|

27 27
3 [ 1o+ eetlde < |f ol 5 [ dt =70l
0 0

also mit der Mittelwertformel (30.3)

27

1

1< 5 [ 1o+ eedt <Gl
0

Widerspruch! Also ist |f| = const auf U, (zp). O

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir

Satz 31.11 (Mazimumprinzip; positive Formulierung)
Es sei G C C ein beschrinktes Gebiet, und es sei f : G — C stetig auf G und
holomorph in G. Dann existiert ein zg € 0G mit

|/ (20)] = max[f(z)].

zeG

Beweis. Da G beschrinkt ist, ist G = G U G kompakt. Also existiert ein zg € G
mit |f(20)| = max |f(z)| (beachte: |f| stetig auf G). Ist f = const, so kann natiirlich
eG

29 € OG gewihlt werden. Ist f # const, so gilt zg € G nach S. 31.10, also zg € 0G. O

Bemerkung und Definition 31.12 Es sei f : C — C ganz. Wir setzen

M(r, f) == max|f(z)]  (r=0).

|2|=r

Dann ist

M(r, f) = max|f(z)]

|z|<r
nach S. 31.11, also ist M (-, f) monoton wachsend.
Beispiel 31.13 Wir betrachten

f(z) =cosz.

Hier gilt: Ist z = = + iy, so folgt

1 1
|cosz| < = (\e”| + le7]) = 2(e_y + e¥) = cosh(zy) = cos(+iy) .
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Da cosh auf [0, co) monoton wichst, folgt fiir |z| < r
| cos z| < cosh(r) = cos(ir)

d.h.
M(r, f) = cosh(r) = cos(ir) .

Bemerkung 31.14 Ist G C C ein Gebiet und ist f € H(G), so gilt natiirlich fiir alle
Nullstellen zy von f

[f(20)l =0<f(2)]  (2€G),
d.h. Nullstellen sind Minima von | f|. Ist aber f(z) # 0 fiir alle z € G (d.h. Z(f) = (), so
hat f im Falle f # const auch kein lokales Minimum in G (Minimumprinzip; negative
Formulierung).
Auflerdem existiert dann im Falle, dass G beschriankt ist, stets ein zg € G mit

| (20)| = min |£(2)]

zeG

(Minimumprinzip; positive Formulierung).

Beides ergibt sich unmittelbar durch Anwendung obiger Maximumprinzipien auf 1/f.

Wir wollen nun das lokale Abbildungsverhalten einer holomorphen Funktion etwas
genauer beleuchten. Das Maximumprinzip wird sich dabei auch noch einmal als Kon-

sequenz eines allgemeineren Resultats ergeben.

Satz 31.15 Es sei Q@ C C offen, und es sei f € H(QY). Ist zo € Q mit f'(z0) # 0, so
existieren offene Umgebungen U von zy in Q und V von wo = f(20) in f(Q) so, dass
fiv : U — V bijektiv ist mit f'(z) # 0 in U. Auferdem ist dann f = (f|U)*1 V-
U holomorph mit

YW =m  (weV).

Beweis. Es seien u = Ref,v = Imf. Dann folgt aus (29.1) unmittelbar ([U])

‘f’(Z)|2 = det J(u,v)($7y) )

wobei z = x + iy € . Also ergeben sich der erste Teil der Aussage und die Stetigkeit
von f~1 durch Anwendung von S. 21.3 auf g = (u,v) : Q — R2,

(Man beachte: Da f holomorph ist, ist f’ stetig auf  und damit ist g € C*(Q, R?)
nach S. 29.4).

Ist w € V fest und ist w, eine Folge in V mit w, — w, w, # w, gilt fiir z, = £~ (wy,)
und z = f~!(w) (da z, # z fiir alle n und z, — 2)

fHwn) = f7Hw) Zn =2 1

= — (n — o).

Wy, — W flzn) = f(2) f'(2)
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Folglich ist f~! differenzierbar an w mit

Da w € V beliebig war, ist f~! holomorph in V. O

Beispiel 31.16 Wir betrachten f(z) = 2% (z € C). Dann gilt f'(z) = 2z # 0 fiir alle

z # 0. Ist also zg # 0, so existieren offene Umgebungen U von zg und V von 2(2) S0,

dass fjy : U — V bijektiv ist.
Man beachte jedoch: f ist nicht injektiv auf C\ {0} (da f(z) = f(—=) fiir alle z € C
gilt).

Bemerkung und Definition 31.17 Es sei Q C C offen, und es sei f € H(Q2). Ein
Punkt z € Q heifit Nulilstelle der Ordnung m € N von f (oder m-fache Nullstelle),
falls m wie in S. 29.10 ist, d.h. es existiert eine auf einer Umgebung U von zy stetige
Funktion ¢g mit g(zp) # 0 und

f(2) =(z=20)"g(2)  (2€0).

Der Beweis zu S. 29.10 zeigt: ¢g kann stets in H(Q2) gewéhlt werden, und auflerdem
ist zp genau dann m-fache Nullstelle, wenn fU)(zy) = 0 fiir j = 0,...,m — 1 und

£ (20) # 0 gilt.

Satz 31.18 Es sei  C C offen, und es sei f € H(S). Ferner sei zg € Q und
wo = f(20), wobei zy eine Nullstelle der Ordnung m von f — wyq ist. Dann existieren
eine offene Umgebung U von zg und eine in U holomorphe Funktion ¢ mit folgenden

Eigenschaften

1. Fiir alle z € U ist
f(2) = wo+ ¢ (2).

2. ¢ hat keine Nullstelle in U und ¢ ist eine bijektive Abbildung von U auf U,(0)
fiir ein r > 0.

Beweis. 1. Es sei G C  eine offene, sternformige Umgebung von zg so, dass f(z) # wo
fiir alle z € G \ {20} (existiert nach S. 29.10). Ist g : G — C definiert durch

) (z=20)7"(f(20) —wo) fiir z € G\ {20}
9(z) ==

£ (29)/m! fiir z = 2z
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so ist g € H(G) (vgl. Beweis zu S. 29.10) mit g(z) # 0 in G. Also existiert nach S.
30.18 eine Funktion h € H(G) mit " = g. Ist ¢ : G — C definiert durch

p(z) = (z = 20)"D™ (2 €@,

so gilt

meh(z)

¢"(2) = (2 = =) =(z=2)"9(2) = f(z) —wo  (2€G).

2. Nach 1. gilt insbesondere ¢(z9) = 0 und ¢'(20) # 0. Da ¢’ stetig ist, erhilt man
die Aussage 2. durch Anwendung von S. 31.15, wobei man V' dort gegebenenfalls zum
Kreis U, (0) ,,verkleinert*. O

Als unmittelbare Konsequenz erhalten wir

Satz 31.19 (Gebietstreue holomorpher Funktionen)
Ist G C C ein Gebiet und ist f € H(G), f # const, so ist auch f(G) ein Gebiet.

Beweis. Es sei wg = f(29) € f(G), und es seien U und ¢ wie in S. 31.18 (man beachte:
jede Nullstelle von f —wg hat endliche Ordnung nach S. 29.10). Dann ist insbesondere
Urm(wg) = f(U) C f(G), also ist f(G) offen. Da f insbesondere stetig auf G ist, ist
f(G) auch zusammenhéngend nach S. 26.21. O

Bemerkung 31.20 Ist G C C ein Gebiet und ist f € H(G), f # const, so ist fir
alle wg € f(G) und alle r > 0 mit U,(29) C G die Menge f(U,(20)), wobei zy so, dass
f(20) = wo, offen. Also existiert insbesondere stets ein wy € f(U,(20)) mit |wy| > |wp].
Damit hat | f| keine lokalen Maxima in G. Dies zeigt, dass S. 31.19 das Maximumprinzip
umfasst.
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32 Isolierte Singularititen und Laurent-Reihen

Bisher haben wir uns mit dem Verhalten holomorpher Funktionen f : @ — C in
der Menge 2 beschéftigt. Oft ist aber das Verhalten holomorpher Funktionen bei
Anniherung an Randpunkte von {2 besonders interessant. Der einfachste Fall eines
solchen Randpunktes ist der eines isolierten Punktes, mit dem wir uns jetzt genauer
befassen.

Definition 32.1 Es sei Q@ C C offen und a € Q. Ist f € H(Q\ {a}), so heifit a eine

isolierte Singuarlitdt von f.

Beispiel 32.2 1. Es sei f: C\ {0} — C definiert durch

e?—1

1) = (: £ 0).

z

Dann ist a = 0 eine isolierte Singularitéit von f, und es gilt

lim f(z) =1.

z—0

(Nach B. 30.17 ist dann f zu einer in C holomorphen Funktion fortsetzbar, indem man
£(0) := 1 setzt.)
2.Esseia € C,peNund f:C\ {a} — C definiert durch

1
(z—a)P

f(z) = (= # a).

Dann ist a eine isolierte Singularitit von f und es gilt

llgcllf(z) = 00.

3. Essei f:C\ {0} — C definiert durch

fz)=€*  (z#0).

Dann ist a = 0 eine isolierte Singularitidt von f. Hier existiert lim f(z) nicht.
zZ—a

Wir zeigen im Folgenden, dass sich isolierte Singularitdten in natiirlicher Weise in
drei Typen einteilen lassen. Dabei gehoren obige Beispiele zu jeweils unterschiedlichen
Typen.

Definition 32.3 Es sei Q C C offen, und es sei f € H(Q2\ {a}) fiir ein a € 2. Dann
heifit a
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1. hebbare Singularitit von f, falls f zu einer in {2 holomorphen Funktion fortgesetzt

werden kann.

2. Pol (der Ordnung p), falls eine in einer offenen Umgebung U von a holomorphe
Funktion g existiert mit g(a) # 0 und

f)= 290 ev\fa)).

3. wesentliche Singularitdt, falls a weder hebbare Singularitéit noch Pol von f ist.
Zunéchst gilt folgende Charakterisierung hebbarer Singularititen.

Satz 32.4 (Riemannscher Hebbarkeitssatz)
Es sei Q C C offen und f € H(Q\ {a}) fir ein a € Q. Dann sind dquivalent

a) f hat an a eine hebbare Singularitit.

b) Es existiert ein r > 0 so, dass f in Uy(a) \ {a} beschrdinkt ist.

Beweis. a) = b): Ist a eine hebbare Singularitét von f, so existiert eine Funktion fo
in H(Q) mit f(z) = fo(z) fiir alle z € Q\ {a}. Insbesondere gilt dann

lim f(z) = lim fo(2) = fo(a).

Also existiert ein 7 > 0 so, dass |f(2)| < |fo(z)| + 1 fiir alle z € Uy(a) \ {a}.
b) = a): Es seien 7 > 0 und M > 0 so, dass [f(z)| < M fir 0 < |z —a| < r. Wir
definieren h : Q — C durch h(a) := 0 und

h(z):=(z—a)’f(z)  (z€Q\{a}).

Dann gilt fiir 0 < [z —a| < r

h(z) —h
MO ZMD) (e —apf) < Mz —al 0 (2 0).
Also ist h differenzierbar an der Stelle a mit h'(a) = 0.

Damit ist h € H()), und es gilt nach S. 30.14

h(z):ih(:)'( (z —a)” Zal,z—a

v=0

in U,(a) (wobei a, := h")(a)/v! fiir v > 2). Folglich ist

g a,(z —a)” E ay42(z —a)”

in Uy(a) \ {a}. Da die rechte Seite holomorph in UT(a) ist, ist f (durch f(a) := ag)
holomorph nach €2 fortsetzbar. O

Fiir Pole der Ordnung p gilt folgende Charakterisierung.
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Satz 32.5 Es sei Q2 C C offen, a € Q und f € H(Q\ {a}). Dann sind dquivalent:
a) f hat an a einen Pol der Ordnung p.

b) 1/f ist holomorph (fortsetzbar) auf einer offenen Umgebung U von a mit Null-
stelle der Ordnung p an der Stelle a.

Beweis. a) = b): Es sei g € H(U) wie in D. 32.3.2. O. E. gelte g(z) # 0 in U. Dann
ist

LI a
w5 = (z—a) e (z€U\{a}).

Also ist 1/ f holomorph fortsetzbar an der Stelle a, und die Fortsetzung hat nach B./D.
31.17 eine Nullstelle der Ordnung p an a.
b) = a): Nach Voraussetzung gilt

1
f(2)

mit einer Funktion h € H(Q2) mt h(a) # 0. Dann ist auch h(z) # 0 auf einer offenen
Umgebung U von a. Also ist

=(E-a)-n(z)  (2€9Q\{a})

1/h(z)
fe) = ooy e {a),
d.h. f hat einen Pol der Ordnung p an a. a

Als Folgerung erhalten wir

Satz 32.6 Es sei Q C C offen, a € Q und f € HQY\ {a}). Dann hat f an a genau
dann einen Pol, wenn gilt

lim f(2) = o0

(dh. Jim |F(2)] = o).

Beweis. Hat f an a einen Pol, etwa der Ordnung p, so gilt mit g € H(U) wie in D.
32.3.2 (da g(a) #0)

)] = é%i;p s (2—a).
Gilt umgekehrt
[f(Z)] =00 (2= 00).

so existiert eine offene Umgebung U von a mit f(z) # 0 in U und

lim —— =0.

:=a f(z)
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also ist 1/f nach S. 32.4 (oder B. 30.17) holomorph fortsetzbar an der Stelle a mit
Nullstellen, etwa der Ordnung p. Dann hat f nach S. 32.5 einen Pol der Ordnung p.
O

Beispiel 32.7 Die Funktionen cot : C\ Z(sin) und tan : C\ Z(cos) sind definiert
durch

Ccos z
= Z (si
cot z g (z € C\ Z(sin))
und )
sin z
t = C\Zz .
anz = —— (z € C\ Z(cos))

Es gilt dabei ([U])
Z(sin) = {kn: k € Z}, Z(cos) = {(k + %)w ke,

und alle Nullstellen sind von der Ordnung 1. Damit hat auch tan an den Stellen
km Nullstellen der Ordnung 1 und cot an den Stellen (k + 1/2)w. Nach S. 32.5 hat
cot = 1/ tan Pole der Ordnung 1 an den Stellen k7 und tan = 1/ cot Pole der Ordnung
1 an den Stellen (k + 1/2)7.

Nach S. 32.6 gilt fiir alle k € Z

lim cotz= lim tanz= 0.
z—km z—>(k+%)7r

Bleibt noch, das Verhalten in der Ndhe von wesentlichen Singularitdten zu charakte-

risieren. Bitte schon:

Satz 32.8 (Casorati-Weierstraf)
Es sei Q C C offen, a € Q und f € H(Q\ {a}). Dann sind dquivalent:

a) f hat an a eine wesentliche Singularitdt.

b) Fiir alle offenen Umgebungen U von a in § gilt

f(UN\A{a}) =C,
m.a. W. zu jedem w € CU{oco} existiert eine Folge z, in Q\ {a} mit z, — a und

f(zn) — w fiirn — oo.

Beweis. b) = a): Gilt die Bedingung b), so ist f unbeschrinkt in jeder Umgebung von
a, und es gilt sicher nicht f(z) — oo fiir z — a. Folglich hat f an a weder eine hebbare
Singularitét noch einen Pol (S. 32.4 bzw. S. 32.6). Also hat f an a eine wesentliche



32 ISOLIERTE SINGULARITATEN UND LAURENT-REIHEN 353

Singuarlitét.
a) = b): Angenommen, es existiert eine offene Umgebung U von a mit

fU\{a}) #C.

Dann existieren ein w € C und ein § > 0 so, dass |f(z) —w| > 0 fiir alle z € U \ {a}
gilt. Wir definieren ¢ : U \ {a} — C durch

1
9(z) == O -w (z€U\{a}).

Dann ist g € H(U \ {a}) mit |g(z)| < 1/0 fiir alle z € U, z # a. Also hat g an a eine
hebbare Singuarlitit nach S. 32.4 (wir schreiben auch fiir die Fortsetzung wieder g).
Ist g(a) # 0, so ist f(z) = w+ 1/g(z) beschrinkt in einer Umgebung von a, also hat
f wieder nach S. 32.4 eine hebbare Singuarlitdt. Widerspruch!

Ist g(a) =0, so gilt

1
fz)—w=——— 00 z—a),
(B -w=— (= —a)
also auch
f(z) = o0 (z—a).
Damit hat f an a einen Pol nach S. 32.6. Widerspruch! O

Beispiel 32.9 Wir betrachten die Funktion f: C\ {0} — C
fzy=e€V* (z#0).

Fiir die Folge (1/n) gilt f(1/n) — oo (n — oo) und fiir die Folge (—1/n) gilt
f(=1/n) — 0o (n — 00). Ist w € C,w # 0 und w = re™ mit ¢ € (—m,7), so

gilt fiir die Folge

2y = [In7 +i(p 4 2nm)]

zp, — 0 (n — o00) und
f(zn) — elnr+i(<p+2n7r) — re'? — .

Also gilt hier sogar f(z,) = w fiir alle n € N (und damit natiirlich insbesondere
f(zn) — w (n — o0)). Es ist also hier tatsichlich

FUN\A{0}) =C\ {0}

fiir alle Umgebungen U von 0, d.h. in jeder (noch so kleinen) Umgebung von 0 wird
jeder Wert w € C\ {0} (unendlich oft) als Funktionswert angenommen!
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Wir wollen nun die Typen von isolierten Singularititen noch in einer weiteren Form

charakterisieren. Dazu betrachten wir zunéchst holomorphe Funktionen in Kreisringen
Vir(z0) ={z€C:r <|z— 2| <R},

wobel zp € Cund 0 <r < R < .

Definition 32.10 Es sei (a,),ez eine Folge in C. Dann heifit die (formale) Reihe

oo n
> au(z — 2)”, d.h. die Folge der n-ten Teilsummen ( Y a,(z — ZO)V)nGNo’ eine
v=—00 v=—n

Laurent-Reihe (mit Entwicklungsmitte zp € C und Koeffizientenfolge (a,)).
o0
Die (Potenz-)Reihe ) a,(z — 20)” heifit Reguldrteil (oder auch Nebenteil) und die

v=0
-1 00
Reihe > ay(z—20)" = > a_,(z — 20) 7" heifit Hauptteil der Laurent-Reihe.
v=1

V=—0Q

Bemerkung 32.11 Man sieht leicht: Ist

S 1 S
lim \/|ay| = = und lim \/|a_,| =7,
V—00 R V—00
o o0
so konvergiert > a,(z—zp)" lokal gleichméflig in |z—zo| < R (S.16.2) und ) a_,(z—
v=0 v=1

20)"Y lokal gleichméBig in |z — 29| > 7 (Anwendung von S. 16.2 auf ) a_,¢” mit
v=1

¢ = (z—20)71). Also ist im Falle r < R die Laurent-Reihe lokal gleichmiiBig konvergent
im Kreisring V;. gr(20). Nach S. 31.7 ist

o n

flz) = Z ay(z —zp)" = nlLH;O Z ay(z — zo)"

V=—0o0 v=—n

(= iay(z—zo)y-i-ia—u(z—zo)_'/)
v=0 v=1

holomorph in V;. r(z0).

Beispiel 32.12 Fiir a, := 1/|v|! (v € Z) gilt

lim </|a,| =0 und lim /|a_,| =0,

V—00

also r = 0 und R = oo. Hier ist

o) oozl, oo 1
_ v o_ ~ _ 1/z
= 3 o =3 TS o
v=

V=—00 v=0

holomorph in V) «(0) = C\ {0}.
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Wir zeigen nun, dass umgekehrt jede in einem Kreisring holomorphe Funktion durch

eine Laurent-Reihe dargestellt wird. Vorbereitend zeigen wir

Satz 32.13 Es seien 0 <r < R < 00,29 € C, und es sei f € H(V, r(20)). Dann gilt

firr<op<o<R
[ ] s
K

KQ(ZO) U(ZO)

Beweis. O. E. kénnen wir zy = 0 annehmen.

Wir wéhlen o, 8 € R mit e® = p, ¢’ = ¢ und betrachten den Polygonzug I' durch
a—am,  —im, B+ im,a + im, «a — iw. Ist v die Parametrisierung aus B. 26.11, so gilt
fiir 4, :=expoy:[0,4] — C

[t [ [s-]1- /f=/4f0’71'71
] K,(0) M 0

[-o—0 Ko (0) [—0,—0]

4
- /foexpov-expov"/Z/foexp‘exp.
0 Y

Da f o exp-exp holomorph ist in einem konvexen Gebiet, das das Rechteck {w : o <
Rew < 3,—7 < Imw < w} enthélt, gilt [ f o exp-exp = 0 nach dem Cauchyschen

)
fi=]7
K0)  K0)

Integralsatz. Also folgt

Satz 32.14 FEs seien 0 <r < R < 00,29 € C, und es sei f € H(V; r(20)). Ferner sei

1 £(0) )
Gy = — / gk veD)

— zo)VH1
[¢—20]|=0

fiir ein o € (r, R). Dann gilt

o0

f(Z) = Z au(z - ZO)V

mit lokal gleichmdfiger Konvergenz von Reguldr- und Hauptteil in V;. r(20), Auferdem
o0
ist die Darstellung eindeutig, d.h. ist Y. b,(z — z0)" = f(2) lokal gleichmiflig in

V=—0o0

Vi r(20), so ist b, = a, fir alle v € Z.
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Beweis. 1. Es sei p € (r, R) fest. Wir betrachten die Funktion ¢ : [0, 27] — C mit

g(t) == f(z0+ 0e™)  (t€0,27]).

Dann ist g € Cyr (d.h. stetig mit g(0) = g(27)) und g € C[0,27] (es gilt ¢'(t) =
f'(20 + 0€™) - gie® auf [0,27]). Also hat g nach S. 28.8 eine gleichméfig konvergente
Fourier-Reihen-Darstellung

= Z cp et (t €10,2n])

mit
21 21
_ 1/ ( ) —iusd 1/f( + is) —il/sd
Cy = o g(s)e S = o 20 oe e S
0 0
o f(Q)
= £ A VS T Z).
w | Tk weD)
|¢—20]|=0

Wir zeigen: Die Laurent-Reihe ) a,(2—2p)” konvergiert lokal gleichmé&Big in V,. r(20).

V=—00

Denn: Es gilt fiir 7 < o < Rnach S. 32.13 (beachte: ¢ — f(¢)/(¢—20)**! ist holomorph
in V;»,R(Zo))

wl=lor [ ] < o o max 1fOI= 5, (e

20 21 oVt ¢ z)=0 o

|¢—z0|=0

mit M := max |[f(¢)|. Also folgt

[(—20|=c
1 o
Tim {/|a,| < = und lim {/|a_,| < o.
V—00 o V—00
Da o € (r, R) beliebig war, ist

Tlim {/|a,| < und lim v/|a—,| <r.

V—00 V—00

Aus B. 32.11 folgt die Behauptung.
Essei f(2):= Y. ay(2—20)". Dannist f € H(V,.r(20)), und es gilt fiir z = 2o+ ge’*

V=—00

F(2) = Fz0 + 06 ZCLQV " g(t) = £(2).

I/_—OO

Nach dem Identitiitssatz (S. 29.11) ist f = f in V. r(20).
2.Ist f(z) = > bu(z— 20)” lokal gleichméBig in V;. r(20), so gilt fiir o € (r, R) und

k € Z nach B.:i’)6.3.2
1 f(Q) . / —k—1
= — —d( = b, — —20)" d¢ = by, .
=5 / (€= 20T ¢= 2 o (¢ — 20) ¢ =bg
[¢—z0]=0 [¢—z0|=0
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a

Nach S. 32.14 hat eine holomorphe Funktion um jede isolierte Singularitéit eine Laurent-
Entwicklung. Wir zeigen nun, dass sich die drei Typen isolierter Singularitdten auch in
natiirlicher Weise durch die Hauptteile dieser Laurent-Entwicklungen charakterisieren

lassen.

Satz 32.15 Es sei Q C C offen, a € Q und f € H(Q\ {a}). Ist R := dist(a, 09), so
hat f in Vo r(a) = Ur(a) \ {a} eine Laurent-Entwicklung

[e.9]

f(z)= Z a,(z—a)’ = Zal,(z —a)’ + Za_,,(z —a)™"
v=0 v=1

gemdf S. 32.14. Dabei gilt fir h(z) = > a—,(z —a)™"
v=1

1. a ist hebbare Singularitit genau dann, wenn a—, = 0 gilt fir alle v € N (d.h.
h=0).
2. a ist Pol der Ordnung p genau dann, wenn a—, # 0 und a—, = 0 fir allev > p

gilt (d.h. h(z) = é 0 (z—a)").

3. a ist wesentliche Singularitit genau dann, wenn a—_, # 0 fiir co viele v € N gilt.

Beweis.

1. f hat genau dann eine hebbare Singularitit an a, wenn f eine Potenzreihenentwick-
o0

lung f(z) = > ay(z —a)” in Ugr(a) \ {a} hat. Nach der Eindeutigkeitsaussage von S.
v=0

32.14 ist dies genau dann der Fall, wenn h(z) = 0 auf Ug(a) \ {a} ist.

2. f hat an a genau dann einen Pol der Ordnung p, wenn eine Umgebung U von a
sowie eine Funktion g € H(U) mit g(a) # 0 und

1= 290w v ()

existieren. Dabei kann stets g € H(Ugr(a)) angenommen werden (man setze g(z) :=
(z—a)Pf(z) in Ur(a) \ {a}). Somit hat g eine Potenzreihendarstellung

9(2) =Y by(z—a)” in Ug(a).
v=0

Also: Hat f einen Pol der Ordnung p, so gilt in Vp r(a)

F) =S bz =)' P = 3 bz — ),
v=0

v=—p
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1 P
alsoist h(z) = Y buip(z—a)’ = >  bp—n(2—a)™ der Haupttteil der Laurent-Reihe,
v=—p v=1

und es gilt a_, = by = g(a) # 0.
Ist umgekehrt

f(z) = Z ay(z—a)” in Vyg(a)
v=—p
mit a_, # 0, so ist
92) = 3 =) =3 0z - a)f
v=—p l/:O

holomorph in Ur(0) mit g(a) = a—, # 0 und

9(2)
(z—a)p

3. Ergibt sich aus 1. und 2. f(2) = in  Vor(a). |

Beispiel 32.16 Wir betrachten noch einmal die Beispiele aus B. 32.2.
1. Fir f(2) = (e = 1)/z gilt

o0 v

z .
f(z) = VZ:_O w+1)! in Vo,00(0),
0. d.h. a_, = 0 fiir alle v € N (vgl. S. 32.15.1). 2. Fiir f(z) =
= (z—a)P(= f(2)) in yo(a), dh. a_p =1 und a_, = 0 fiir

also ist hier h(z) =
)
B. 32.15.2). 3. Fiir f(2) = /7 gilt

)
(z —a)7P gilt h(z
veNv#p (vgl

< q o
f(z):1+2 i in Vo,r(0),
also ist hier h(z) = > z27"/v!= >  a_,z7", dh.a_, =1/|v|! # 0 fir alle v € N (vgl.
v=1 v=1
S. 32.15.3).

Bemerkung 32.17 Eine ganze Funktion f heif3t transzendent, falls f kein Polynom
ist. Durch Ubertragung des Satzes von Casorati-Weierstrafl sicht man: Ist f transzen-
dent, so existiert zu jedem w € C U {oo} eine Folge (z,) in C mit 2z, — oo und
f(zn) = w(n —oc).

(Denn: Es sei f(z) = > ay,2” (2 € C). Dann hat g : C\ {0} — C,
v=0

902 =1(2)  (#0),
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die Laurent-Entwicklung
> a
) =a+ D% (z£0).
v=1

Da a, # 0 fiir co viele v gilt (beachte: f ist kein Polynom), hat g an 0 eine wesentliche
Singularitéit nach S. 32.15. Also existiert nach S. 32.8 zu jedem w € CU{oo} eine Folge
() in C\ {0} mit ¢, — 0 und ¢({,) — w(n — o). Die Folge (z,) mit z, = 1/,
erfiillt dann z, — oo und f(z,) — w(n — 0).)

Man sagt auch, eine ganze Funktion habe eine ,jisolierte Singularitidt an oco“. Konstante
Funktionen haben dann eine ,jhebbare Singularitit an oo, Polynome vom Grad >
1 haben einen ,,Pol an oo, und transzendente Funktionen haben eine ,, wesentliche
Singularitdt an oco.
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33 Der Residuenkalkiil

Wir wollen nun den sogenannten Residuensatz beweisen, ein Ergebnis, das man als
Verallgemeinerung der Cauchyschen Integralformel auffassen kann. Im weiteren wer-
den wir den Satz nutzen, um gewisse (z. T. reelle) Integrale bequem zu berechnen.

Zunéchst zum Begriff des Residuums.

Definition 33.1 Es sei Q C C offen, a € Q und f € H(Q\ {a}). Ferner sei f(z) =

[e.°]
> ay(z — a)¥ die Laurent-Entwicklung von f mit Entwicklungsmitte a geméaf S.
v=—00

32.14. Dann heif3t

Res(f,a) :==a_1 ( = ZLm / f(Q)d( fiir 0 < r < dist(a, 8(2))
|¢—al=r

Residuum von f an der Stelle a.

Beispiel 33.2 (vgl. B.32.16)
1. Hat f an a eine hebbare Singularitit, so gilt

1
Res(foa) a1 =5 [ £ =0
i
I¢—al=r
nach S. 31.15 (oder dem CIS).

2. Es sei f(z) =1/(z — a)? fiir ein @ € C und ein p € N. Dann gilt

0, fallsp>1
Res(f,a) = a_; = Lep
1, fallsp=1
3. Es sei -
f(z)=e'? = 14—2:li
— vl zv

fiir z € C\ {0}. Dann gilt
Res(f,0) =a_; =1.

Es gilt

Satz 33.3 (Residuensatz)
Es sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, und es sei A C G endlich.

Ferner sei f holomorph in G\ A. Dann gilt fir alle geschlossenen Pfade vy in G\ A

/f = 2mi Z ind, (w) - Res(f,w).
2!

weA
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Beweis. O. E. kénnen wir A # () annehmen (vgl. D.30.9).
Wir wihlen § > 0 so, dass Us(w) C G fiir alle w € A und

|lw—w| >4

fir alle w,w € A, w # w gilt. Dann hat f fiir alle w € A nach S.32.14 in Vj 5(w) eine
Laurent-Entwicklung, d.h. es existieren a, = a,(w) € C mit

o0

f2)= ) a(w)(z—w)

V=—00

lokal gleichméBig in Vj s(w). Der Hauptteil

hyw(z) == Z a_p(w)(z —w)™"
v=1

konvergiert dann lokal gleichméfig in C\ {w} (vgl. B. 32.11 und Beweis zu S. 30.14).
Also folgt fiir w € A

S d
/hw(z)dz = Z a—_y(w) / ﬁ = a_1(w)-2mi ind, (w) = 27 ind,(w)-Res(f, w).
gt v=1 v
(Man beachte dabei: Fiir v > 1 ist z — (2 — w)'7”/(1 — v) eine Stammfunktion zu
z— (z—w)™ in C\ {w}, also ist [(z — w) ¥dz = 0 nach S.30.5.)

v

Die Funktion g: G\ A — C

9(z) = f(z) = ) huw(z) (2 €G\A4)

weA

ist holomorph in G\ A, und fiir w € A gilt in Vj s(w)

9(z) = Y ay(w)(z = w)” = Y ha(2).
v=0

wWEA
wWHD

Da die rechte Seite holomorph in Us(w) ist, hat g an w eine hebbare Singularitdt. Also
ist g holomorph fortsetzbar nach G. Damit gilt, da G einfach zusammenhéngend ist,

[o=0.

v

Folglich ist

Z/hw:/fQTriZind.Y(w)-Res(f,w).

weA 5 5 weA

o[ 1
¥
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Bemerkung 33.4 Der Residuensatz kann als Verallgemeinerung des CIS und der CIF
aufgefasst werden:
Ist f holomorph in G und A = (), so gilt (mit > =0)

0

=
v

fiir alle geschlossenen Pfade 7 in G, also die Aussage des CIS (vgl. D.30.9).
Ist z € G und A = {z}, so hat die Funktion ¢ : G \ {z} — C mit

9(¢) e (CeG\{z})

an der Stelle z eine isolierte Singularitit. Es gilt dabei
f u+1

Z 1/+1 —2)

fiir |¢ — z| gentigend klein, also Res(g, z) = f(z). Damit erhalten wir aus S.33.3 fiir alle
geschlossenen Pfade v in G

/ 9(Q)d¢ = ind,(2) - Res(g, 2) = indy(2) - ().

y

2m C — z ~ omi

d.h. die CIF.

Um den Residuensatz anwenden zu koénnen, ist es wichtig, Techniken zur Berechnung

von Residuen zur Verfiigung zu haben. Fiir Pole gilt:

Satz 33.5 Es sei Q C C offen, a € Q und f € H(Q\ {a}).

1. Hat f an a einen Pol der Ordnung p, so ist (z — a)P f(z) holomorph fortsetzbar
nach €, und es gilt

-

Res(f,a) = (p—ll)' ;lirlll W((z —a)’f(z)) .

2. Ewistieren eine offene Umgebung U wvon a und Funktionen g,h € H(U) mit
g(a) #0,h(a) =0,k (a) #0 und f = g/h in U\ {a}, so gilt

Res(f,a) =
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Beweis. 1. Es gilt nach S.32.15 fiir 0 < |z — a| < r, wobei Ugr(a) C €,

(=)= 3wz a) " =3 (e —a)".
v=—p v=0
Also ist (da die rechte Seite holomorph in U, (a) ist)

1 a!
T

Res(f,a) =a_; = (z—a)’f(z)) .

2. Nach Voraussetzung hat h/g eine Nullstelle der Ordnung 1 an a, also hat f einen
Pol der Ordnung 1 an a. Nach 1. ist

. g(z . 1 gla O
Res(f, a) = ;E}%(z - a) hEZ% = ;li% g( ) ;ILI}I h(z)—h(a) = h’((a)) :

zZ—a

Beispiel 33.6 1. Es sei f(z) = cotz = cosz/sinz (z € C\ {kn : k € Z}). Dann gilt
mit g(z) = cos z, h(z) = sin z nach S.33.5.2

g(km) = (=1)k,  h(kn) =0,  K(kn)=cos(kr) = (—1)F

und damit

g(km)
R (k)
2. Essei f(z) =1/(1+2%) (z € C\ {£i}). Dann gilt mit g(z) = 1, h(z) = 1+ 22 nach
S.33.5.2

Res(f,km) =

=1 (keZ).

1 .
Res(f, i) = +— = :Fi .

2i 2
Dies sieht man auch leicht direkt mittels Partialbruchzerlebung: Es gilt
1 i1 i 1
f(z) = (z+i)(z—1i) 2z+i 2z—1i’

also 1 d ]
i z i
R - = —=
es(f,7) / 1z T2 o / 2—i 2

\z i|=1 |z—i|=1

(und entsprechend fiir —7).
3. Es sei f(z) = 1/(1 + 22)% (2 # 0). Dann hat f an +i Pole der Ordnung 2. Es gilt
nach S.33.5.1

N .oody o1 o2 1
Res(f,i) = lim o (= = i)/ () =tim - (o) =m o =

Wir werden nun zeigen, dass man den Residuensatz insbesondere dafiir nutzen kann,

uneigentliche Integrale der Form

zu berechnen.
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Satz 33.7 Es sei E := {z € C: Im(z) > 0}, und es sei A C E° endlich. Ferner sei
fe HG\ A), wobei G ein konvexes Gebiet mit E C G ist, und so, dass Konstanten
Ry, M >0 und o > 1 existieren mit

Iﬂwsﬁﬁ (= € B, |2 > Ro)

oo
Dann existiert [ f(z)dz, und es gilt

—00

/f dac—QMZResf,

wEA

Beweis. Zunichst folgt aus |f(x )\ < M/|z|* fir x € R,|z|] > Ry und der Exi-

stenz der Integrale f dx/x® und f dz/|x|* auch die Existenz der Integrale f flx

—0o0
und f f(z)dx nach S.18.4 (man beachte dabei: f ist stetig auf R, also existiert
—00

Ry
—Ro
O.E. konnen wir davon ausgehen, dass |w| < Ry fiir alle w € A gilt. Fiir R > Ry

betrachten wir den Pfad vg = 'yl(%) D 7( )

VW)=t (te[-R,R]

wobel

und
V2(t) = RéP  (t e [R,R+]).

Dann gilt ([U]) ind,,(w) = 1 fiir alle w € E |w| < R. Also erhalten wir nach dem

Residuensatz

/ f=2mi Y Res(f,w) fiir alle R > Ry.

weA
Weiter gilt
R
[ 1= [ t@s
’Y}(-{l) —-R

und

M M
‘/f(z)dz‘ — 7R = iT -0 (R — ).
®
Also erhalten wir

/Rf(:c)dx = /f—/—27mZResfw /f
—-R YR 75?/2

weA (2>

— 27 Z Res(f,w) (R — o0),

wEA
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woraus die Behauptung folgt. O

Bemerkung 33.8 Insbesondere ldsst sich S.33.7 bei Integranden der Form

P(z) P(x) P(x)

Q(z) Q(x) Q(z)

anwenden, wobei a > 0 ist und wobei P und () Polynome sind mit deg(Q) > deg(P)+2
und Q(x) # 0 (x € R).

(Denn: Es sei

flw) = e

+ i sin(ax)

= cos(azx)

A:=2Z(Q)NnE°
die Menge der Nullstellen von @ in der oberen Halbebene E°. Dann ist
P(z)
Q(2)
holomorph in Gs \ A, fir G5 := {z : Im(2) > —d0} mit einem ¢ > 0. AuBlerdem gilt fiir
Imz > 0,2 = x 4 iy mit einem M >0

f(z) = e

o PO PG M
TOIZ 2 ot = lec) = P

fiir |z| geniigend grof. Damit sind alle Voraussetzungen von S.33.7 erfiillt.)

Beispiel 33.9 Fiir a > 0 sei f: C\ {+£i} definiert durch

iaz
e

1= 10

Dann ist f wie in S.33.8. Also gilt nach S.33.7

(z € C\ {£i}).

cos(ax) , elar B . .
/ T 22 de = Re/ T2 dx = Re(2miRes(f,1)) .

Weiter ist (etwa nach S.33.5.2)

1az

e e
R s ) — e -,
es(f.7) 22 lz=i 21
also
oo
/ cos(ax) P
1+ 22
— o0

(Klar ist, dass [ sin(az)/(1+ 2?) = 0 gilt, da der Integrand ungerade ist).

—0o0
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Fine weitere interessante Klasse von Integralen, die mittels des Residuensatzes oft

leicht berechnet werden koénnen, sind Integrale der Form

21 2m
/R(cos t)dt bzw. /R(sin t)dt.
0 0

wobei R eine rationale Funktion ist. Beachtet man, dass

1 1 ) 1 1
cost:§(z+;), smtzﬂ(z—;)
fir z = e gilt, so ergibt sich mit
o= Lp(Lios ! SPRIS 92
R*(z) = ;R(Q(z—{— ;)) bzw. R™(z) = . R<2i (2 z)>

dabei (falls R* bzw. R** stetig auf |z| = 1 sind)

2
/R*(z)dz = z/R(é(z—l—i))LZ = i/R(Cost)dt (33.1)
0

|z|=1 |z]=1

bzw.
z

/R**(z)dz - i/R(;i(z—l)>?j - 2‘7R(sint)dt (33.2)
0

Dies beweist schon im Wesentlichen folgenden

Satz 33.10 Es sei R eine rationale Funktion.

1. Ist . )
()= CR(5(+2)
holomorph in Us(0) \ A* fir eine endliche Menge A* C D := {|z| < 1} und ein
6 > 1, so gilt
2m
/R(cos t)dt = 2w Z Res(R*,w).
0 wEA*
2. Ist ) ) )
R*(z) = R(5(: 7))
holomorph in Us(0) \ A** fiir eine endliche Menge A*™* C D und ein 6 > 1, so
folgt

2m
/R(sint)dt =27 Z Res(R™,w) .
0

weA**
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Beweis. Die Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus (33.1) bzw. (33.2) und dem
Residuensatz, angewandt auf R* bzw. R** und G = Us(0) sowie v(t) = €% (t € [0, 27]).
|

Beispiel 33.11 1. Fiir 0 < r < 1 betrachten wir das Integral

21

/ dt
1—2rcost+r2’
0
Ist
R(cost) = !
"~ 1—2rcost+1r2
und
1 1 1 1 1 1
R* = 7R<7 — ) = = R
(2) z 2(Z+z) z 1=r(z+1/2)4+r2  (z—7r)(1—1r2)

so hat R* die beiden einfachen Pole r < 1 und 1/r > 1. Also gilt nach S.33.10 und
S.33.5.1

21
dt 1 2
— 27 . Res(R*,r)- = 21 - _ 2
/1—27°cost+r2 7+ Res(R", ) T 1 —72)=r 1 —r2
0

[Fiir die Funktion

1— 72
P(rt) = 0 <1,0<t<2
(r,) 1—2rcost + 72 (O<r<1,0<t<2n)
folgt also
2m
1
— [ P(r,t)dt =1
27
0

fiir alle r. Diese Funktion, der sogenannte Poisson-Kern, spielt eine wichtige Rolle in
der Theorie harmonischer Funktionen, wie wir spéter noch sehen werden.]
2. Fiir p € N und a > 1 betrachten wir das Integral

2m
/ dt
(a+ cost)P’
0
Hier ist )
R(cost) = ————,
(a + cost)P
also
1 1 2P P! 2PzP~1
z (a+(z+1/2)/2)p  (2+2az+1)P (22— 2})P(z—25)P
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mit w; = —a+vVa? —1€ (-1,0) und we = —a — vVa? — 1 < —1.
Also ergibt sich aus S.33.10 und S.33.5.1

2w
dt 27 ar—t opp—1
L Res(Rh ) = ( )
/ (a + cost)P ™+ Res(R", i) (p—1)! dzP=1 \(2 — wa)P/ |z=w;
0
Fiir p = 1 erhalten wir
27
/ dt 2 2T
— =27~ = ,
a + cost 2a2 —1 Va2 —1
0
und fiir p = 2 folgt
2w
/ dt d 4z
" = op. = (7)
(a + cos t)2 dt \(z — w2)2 [z=w1
0
_ 9r4. —wl—w23: 27ra3.
(w1 — wg) a2 —1

Wir kommen zum Schluss dieses Abschnittes zu zwei interessanten funktionentheore-

tischen Anwendungen des Residuensatzes.

Definition 33.12 Es sei ) C C offen. Eine Funktion f heif3t meromorph in €2, falls
eine Menge A C 2 ohne Haufungspunkt in Q existiert mit f € H(2\ A) und so, dass
f an den Stellen a € A (falls A # ) Pole hat.

Bemerkung 33.13 1.Ist f € H(Q), so ist f auch meromorph in  (da A = () zuléssig
ist).

2. Indem wir formal f(a) := oo fiir alle a € A (im Falle A # () setzen, konnen wir f
auch als auf ganz €2 definiert betrachten. Man beachte dabei: Es gilt stets li_I)n f(z) =0
fiir a € A (S.32.6). o

Beispiel 33.14 1. Die Funktionen cot und tan sind meromorph in C, denn mit A =
{km : k € Z} gilt: cot € H(C\ A) und cot hat an den Stellen a € A Pole (1. Ordnung).
Entsprechendes gilt fiir tan mit A = {(k + 2wk € Z} (vgl. B. 32.7). Man beachte
dabei: A bzw. A haben keine Haufungspunkte in C.
2.Essei f:C\ ({1/(km): k€ Z}U{0}) — C, definiert durch
1
1(z) = sin(1/z)

Dann ist f meromorph in Q@ = C\ {0} (mit Polstellenmenge A = {1/(kn) : k € Z}),
jedoch nicht in C (da 0 ein Hiufungspunkt von A ist).

(z#%,z;é()).
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Als Folgerung aus dem Residuensatz erhalten wir

Satz 33.15 (Argumentprinzip)

Es sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, und es sei f meromorph in G.
Ferner seien Z(f) := { Nullstellen von f in G} und P(f) := {Polstellen von f in G}endlich.
Ist v ein geschlossener Pfad in G\ (Z(f) U P(f)), so gilt

% ‘;I = Z ind (w) - n(w) — Z indy (w) - p(w)

5 weZ(f) weP(f)

wobei n(w) = ny(w) die Ordnung der Nullstelle w von f und p(w) = pr(w) die

Ordnung der Polstelle w von f bezeichnet.

Beweis. 1. Ist a eine Nullstelle von f der Ordnung n(a), so existiert eine in einer

offenen Umgebung U von a holomorphe Funktion g mit g(z) # 0 in U und

f(2)=(G-a"Yg() (z€U).

Also folgt

f'(z) _ nla) 4G .
= + inU\A{a}l.
o) " z-a g Mo
d.h. f’/f hat an a einen Pol der Ordnung 1, und es gilt

Res(J;l, a) =n(a).

2. Ist a ein Pol der Ordnung p(a) von f, so existiert ein in einer Umgebung U von a

holomorphe Funktion ¢ mit ¢g(z) # 0 in U und

fe = % eu\qa)).

Aus
w9 o GeU\ @)

folgt

f'(z) _ g'(z) _ pla)
) " g " zoe  GEVOD
d.h. f’/f hat wieder einen Pol 1. Ordnung an a mit

/

Fo) -
Res(7,a> = —p(a).
3. Ist «y ein geschlossener Pfad in G\ (Z(f) U P(f)), so gilt nach S. 33.3 und 1. und 2.
1 f! . .
wmi| 7T > indy(w)-n(w) — > indy(w) - p(w). O

5 weZ(f) weP(f)
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Bemerkung und Definition 33.16 Es sei v : [a, 3] — C ein geschlossener Pfad.
Dann heifit v einfach geschlossen, falls C \ I', wobei I' := v([a, 8]) nur zwei Kom-
ponenten hat (d.h. nur eine beschréinkte Komponente; vgl. B/D.30.10), und falls
lind,(z)| = 1 in der beschrénkten Komponente gilt. Dann nennen wir die unbeschrank-
te Komponente das Auflengebiet Ext(y) und die beschréinkte Komponente das Innen-
gebiet Int(v). AuBerdem sagen wir, v sei positiv orientiert, falls ind,(z) = 1 fiir alle
z € Int(v) gilt. Fiir positiv orientierte, einfach geschlossene Pfade v in G\ (Z(f)UP(f))
ergibt sich unter den Voraussetzungen von S. 33.15

% J;: Yo o)~ Y pw) (33.3)

y weZ(f)NInt(v) weP(f)NInt(y)

d.h. das Integral auf der linken Seite gibt die Differenz zwischen der Anzahl der Null-
stellen und der Polstellen von f in Int(v) (inkl. Vielfachheiten) an.

Bemerkung 33.17 Ist unter den Voraussetzungen von S. 33.15 zusétzlich f holo-
morph in G (m. a. W. P(f) = 00) und ist -y ein positiv orientierter, einfach geschlossener
Pfad in G \ Z(f), so erhalten wir aus (33.3)

1 [f
wi] 7o > @) (33.4)

y weZ(f)NInt(y)

d.h. das Integral auf der linken Seite ,z&hlt“ die Nullstellen von f in Int(y) (inkl
Vielfachheiten).

Als Folgerung aus dem Argument-Prinzip (bzw. (33.4)) erhalten wir

Satz 33.18 (Rouché)
Es sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, und es seien f,g € H(G) mit
nur endlich vielen Nullstellen in G. Ferner sei v ein einfach geschlossener Pfad in G

so, dass

() = 9(2)| < |f(2)| fir alle 2 €T .
Dann haben f und g die gleiche Anzahl von Nullstellen in Int(vy) (incl. Vielfachheiten),

d. h.
Yoo o) = > ng(w).

weZ(f)NInt(~y) weZ(g)NInt(vy)

Beweis. Fiir t € [0, 1] betrachten wir die Funktionen ¢, € H(G) mit

pi(2) = f(z) = t(f(2) —9(x))  (2€Q).
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Fir z € I gilt

lpe(2)| = [f(2)] =t f(2) = 9(2)| = | F(2)] = |F(2) = 9(2)| > 0,

so dass ¢ auf I' keine Nullstellen hat. Nach (33.4) gilt fiir ¢ € [0, 1]

1 [ ¢i(2)
— dz = Z n(w) = N()-
271 J ei(2) wEZ(p¢)NInt(y)

Die Funktion N : [0,1] — Ny ist stetig.
(Denn: Sind t1,ts € [0, 1], so gilt mit h(z) := (f — g)(2)

(ta —t1)( f'h fr) fr' -
2mi(N() - N ()| = | wonl [ LI .
‘ 7TZ 1 | / _tlh tQh) —| 2 — 1’ ’f‘ ’h‘ 0,7 (7)
Dies zeigt die (Lipschitz-)Stetigkeit von N.)
Da [0, 1] zusammenhéngend ist, ist N (¢) = const auf [0, 1], also insbesondere
1 ! /
L@ - vy = N /fz
2mi 9(z) " omi (2)
¥
d.h.
> mw) = Y ngw),
weZ(g)NInt(y) weZ(f)NInt(vy)
O

Wir geben einige typische Anwendungsbeispiele zum Satz von Rouché.

Beispiel 33.19 1. Wir beweisen noch einmal den Fundamentalsatz der Algebra. Also:

n
Es sei P(z) = Y a,z” ein Polynom vom Grad n € N. Dann ist ) n(w) =mn, d.h.
v=0 weZ(P)
P hat n Nullstellen inkl. Vielfachheiten.

(Denn: Ist Q(2) := a,2z", so gilt fiir R geniigend grofl
n—1
1P(2) = Q(2)| = | > az"] < lanz"| = [Q(2)] (2] = R).
v=0

Also ergibt sich aus S. 33.18 (mit v(¢) = Re®)

S onpw) = Y ngw) = ng(0)=n.)

weZ(P)NUR(0) weZ(Q)NUx(0)

2. Wir betrachten die (transzendente) Gleichung

e =1+2z.
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Wir suchen alle Losungen in . Offensichtlich ist z = 0 eine Losung. Mit f(z) = 2z
und g(z) =142z — e* gilt fir |2| =1

1f(2) =g(2)| = |e* = 1] < 2=1f(2)|
(beachte: fiir |z| < 1 gilt

:_ 1A e _
le 1|§E - =c 1<e—-1<2).
v!
v=1

Also haben f und g die gleiche Anzahl von Nullstellen, ndmlich eine in D. Folglich ist
z = 0 die einzige Losung der Gleichung in D.

Wir studieren zum Abschluss einige Auswirkungen des Satzes von Rouché auf Funk-

tionenfolgen.

Satz 33.20 FEs sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, und es seien f, €
H(G) mit f, — f lokal gleichmdfig auf G.
Ist v : [a,b] — C ein einfach geschlossener Pfad in G und ist f(z) # 0 fir alle
z € T' := v([a,b]), so haben f und f, fir n geniigend grofi die gleiche Anzahl von
Nullstellen (inkl. Vielfachheiten) in Int(7y).

Beweis. Da f stetig auf I ist, gilt
4 := mi 0.
min|f(z)| >
Da I" C G kompakt ist, existiert ein N = N(d) > 0 so, dass
max | f(z) — fu(2)| <6
zel

fiir alle n > N gilt. Damit folgt die Behauptung aus dem Satz von Rouché (S. 33.18).
O

Beispiel 33.21 Es sei

v

‘ I

i (z€C).

<

fley=e=3
v=0

n

Dann gilt fiir die n-ten Teilsummen s,(z) = ) 2”/v! nach S. 33.20 (angewandt mit
v=0

v(t) = Re(t € [0,27]): Es existiert ein N = N(R) so, dass s, fiir alle n > N in

|z| < R keine Nullstelle hat (d.h. die Nullstellen, die nach dem Fundamentalsatz der

Algebra ja existieren, riicken mit wachsendem n immer weiter ,,Richtung co*).
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Als Folgerung aus S. 33.20 erhalten wir insbesondere

Satz 33.22 (Hurwitz)
Ist G C C ein Gebiet und ist (fy,) eine Folge in G holomorpher Funktionen mit f, — f
lokal gleichmdfSig auf G und fn,(z) # 0 in G, so ist entweder f =0 in G oder es ist

f(z)#0inG.

Beweis. Es sei f # 0 in G. Angenommen, f habe eine Nullstelle 2y € G, etwa der
Ordnung m € N. Ist 7 > 0 so, dass f(z) # 0 in U,(20) \ {20} gilt, so folgt aus S. 33.20
(angewandt auf y(t) = 2o + re’), dass f, fiir n geniigend grof in U,.(z) ebenfalls m
Nullstellen hat. Widerspruch! O

Definition 33.23 Es sei G C C ein Gebiet, und es sei f € H(G). Dann heifit f
schlicht in G, falls f injektiv ist.

Satz 33.24 Es sei G C C ein Gebiet und sei (f,) eine Folge in G schlichter Funk-
tionen mit fn, — f lokal gleichmdf$ig auf G. Dann ist entweder f = const oder f ist
schlicht in G.

Beweis. Ist zp € G fest, so sind nach Voraussetzung die Funktionen f,, — f(20) null-
stellenfrei in G \ {z0}. Also ist nach S. 33.22 entweder f — f(z9) =0, d.h. f = f(20)
in G, oder f — f(zp) ist nullstellenfrei in G \ {20}, d.h. f(z) # f(20) fiir alle z # 2.
Ist also f # const in G, so gilt fiir alle zp € G die zweite Alternative. Folglich ist f
injektiv (und damit schlicht) in G. O
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34 Der Rungesche Approximationssatz mit Anwendun-

gen

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit einem Ergebnis, mit dessen Hilfe viele
Aussagen der sogenannten konstruktiven Funktionentheorie einfach bewiesen werden
konnen: der Rungesche Approximationssatz. Es geht um die Frage, unter welchen
Bedingungen holomorphe Funktionen durch Polynome oder rationale Funktionen an-
gendhert werden konnen.

Ist etwa G = U,(29) und f € H(G), so gilt bekanntlich

lokal gleichméBig in G. Ist also
") (g,
P.(z) := Z f(z0) 1/(! 0) (z —20)",
v=0

so konvergiert die Polynomfolge (P,,) gleichméBig gegen f auf allen kompakten Teil-
mengen K von G. Auf der anderen Seite haben wir

Beispiel 34.1 Essei G = C\ {0} und f(z) = 1/2 (2 € G). Dann existiert keine Folge
(P,) von Polynomen mit P, — f gleichméfig auf K = {z : |z| = 1}, also insbesondere
keine Polynomfolge mit P, — f lokal gleichméaBig auf G.

(Denn: Angenommen, doch. Dann gilt nach S. 31.7

Oz/Pn(z)dz—> /de = 2mi.

|z|=1 |z|=1

Widerspruch!)

Entsprechende Probleme treten nicht mehr auf, wenn man mit rationalen Funktionen
statt mit Polynomen approximiert.

Satz 34.2 (Rungescher Approzimationssatz fiir rationale Approximation)

Es sei K C C kompakt, und es sei f € H(Q) fir eine offene Menge Q D K. Dann
M

existiert zu jedem € > 0 eine rationale Funktion R der Form R(z) = Y ax/(z — k),

k=1
wobei ai,...,apy € C und (y,..., y € C\ K, mit

ma | £(2) — R(:)| <.
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Als Vorbereitung fiir den Beweis zu S. 34.2 brauchen wir eine allgemeine Version der

Cauchyschen Integralformel:

Satz 34.3 (Cauchysche Integralformel fiir allgemeine Kompakta)
Es sei K C C kompakt, und es sei Q C C offen mit K C . Dann existieren (ori-
entierte) Strecken I'y,..., Ty, in Q\ K so, dass fir alle f € H(Q) und alle z € K

gilt
IS
f<z>—2mj21/<—zd<-

Beweis. Da K C 2 kompakt ist, gilt
0 :=dist(K,00) > 0.

Legt man iiber die Ebene C ein achsenparalleles Gitter aus kompakten Quadraten
mit Maschenweite d so, dass dv/2 < § gilt, so wird K von nur endlich vielen dieser
Quadrate getroffen. Wir bezeichnen diese mit Q1,...,QxN-

Behauptung: Es gilt

N
K C UQjCQ.
j=1

N
(Nach Definition der Q1,...,Qn gilt K C |J Qj.
j=1
Ist j € {1,...,m} und z; € Q; N K, so gilt Us(z;) C © nach Definition von 6. Da Q)

Durchmesser dv/2 < § hat, gilt auerdem Q; C Us(z;). Also ist Q; C 2.)

Wir betrachten nun die Strecken, die zum Rand genau eines der Quadrate Q1,...,Qn
gehoren (als nicht gemeinsame Seiten zweier der Quadrate). Die Rénder der Q1, ..., QN
seien positiv orientiert. Damit ergibt sich eine Orientierung fiir die entsprechenden
Strecken. Wir nennen die (so orientierten) Strecken I'y, ..., I'y,. Es gilt dann

m

Urkco\k.

k=1

m

(Denn: Wiirde eine der Strecken aus |J I'y, die Menge K treffen, so hitten die beiden
k=1

an diese Strecke angrenzenden Quadrate gemeinsame Punkte mit K, was der Auswahl

m N
der Q1,...,Qn widerspricht. Auflerdem gilt |J 'y C 2, da |J Q; C Q ist.
k=1 j=1

Da jede Seite, die zum Rand zweier der Quadrate @1, ..., Qn gehort, entgegengesetzt
durchlaufen wird (wenn 0Q); positiv orientiert ist), folgt

N

Z/Cf(_cldczz/ﬁ“dc fﬁrallezeﬂ\‘t\[]@j-

P — ]:1
7=1 8Qj k=1 T
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Ist z € Q? fiir ein j € {1,..., N}, so gilt nach der CIF (S. 30.12)
1 Q)
2mi / ¢ — zdC = /)
0Q;

und nach dem CIS (S. 30.8)

1 fQ) . _ . ~
27”,/C_ng_o (E=1,...,N;L+#3j).
0Qy

N
Also gilt die Behauptung fiir alle z € |J Q?(HK ).
j=1

m
Ist z€ KNOQ; fiirein j € {1,...,N},soist z ¢ |J I'x. Nach S. 29.9 ist
k=1

S

k=11,

m
analytisch in C\ |J I'k. Ist (z;,) eine Folge in Q? mit z, — z, so gilt fiir n — oo

k=1
IR f(Q) 1« [ f©
f6) =t =5 3 [ D a3 [ T8
k=17 k=1p
Damit gilt die Behauptung fiir alle z € K. O

Nun zum
Beweis zu S. 34.2. Es seien I'y, ..., I',, (abhingig von K und ) wie in S. 34.3.

m
Dann betrachten wir (mit: I' :== |J I'y) die Funktion v: I' x K — C
k=1

v((,2) = Cf(—oz ((C,z) el x K) .
Da v stetig auf I' x K und I" x K kompakt ist, ist v gleichméBig stetig auf I" x K (S.

11.19).
Ist € > 0 gegeben, so existiert ein J; > 0 mit

[v(¢, 2) — (', 2)] < e fiiralle ¢, ¢’ €T, |¢ — (| < d. und fiir alle z € K.

Wir unterteilen I" in Teilstrecken Si,..., Sy der Linge < 0. (und jeweils gleicher
Orientierung wie vorher). Wahlt man ¢ € Sk, so gilt

IS £(G)
\S/C_zdc—s 29 ag] < LS,
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wobei L(Sy) die Léange von Sy bezeichnet. Also erhalten wir insgesamt mit

o= —f(G) - / dc

2mi
Sk
aus S. 34.3
M M
X L QO 1 / F(G)
’f(z) Zz—gk’ N ‘QWZZ/C—ZdC QWZZ Ck—zdc‘
L | [ J© fG) | o =
< — —_
_27”'2‘/(—de e — k1l — 2m L(T)
F=S Sk
M
(beachte: L(I') = >  L(Sk) ist unabhéngig von ¢). Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die
k=1
Behauptung. O

Wir werden nun sehen, dass wir die Polstellen in einem gewissen Rahmen verschieben

konnen.

Satz 34.4 (Rungescher Approzimationssatz fiir rationale Approzimation mit vorge-
schriebenen Polstellen)

Es sei K C C kompakt, und es sei A C C\ K eine Menge mit der Eigenschaft, dass
ANG # 0 gilt fiir jede beschrinkte Komponente G von C\ K. Ist f € H(Q) fiir eine
offene Menge Q O K, so existiert zu jedem € > 0 eine rationale Funktion R, deren
Pole alle in A (bzw. 00) liegen, und fir die gilt

ma | £(2) — R(:)| <.

Bevor wir zum Beweis des Satzes kommen, zeigen wir, dass man als einfache Folgerung

auch eine Aussage iiber polynomiale Approximation erhélt:

Satz 34.5 (Rungescher Approzimationssatz fiir polynomiale Approzimation)
Es sei K C C kompakt und so, dass C\ K zusammenhdngend ist. Ist f € H(Q) fir
eine offene Menge Q2 D K, so existiert zu jedem € > 0 ein Polynom P mit

max | f(z) — P(z)] <e.

Beweis. Da C\ K zusammenhiingend ist, kann man A = () in S. 34.4 wihlen. Rationale
Funktionen, die keine Pole in C haben, sind Polynome. Also ergibt sich die Behauptung
aus S. 34.4 O
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Doch nun zum Beweis zu S. 34.4 selbst. Im Wesentlichen wird es darum gehen, bei
rationalen Funktionen wie in S. 34.2 Pole zu ,,verschieben“.
1. (,,Polverschiebung in C*)

Wir zeigen: Ist G eine Komponente von C\ K und ist a € G, so ist fiir alle ( € G die
1

Funktion z — Zi—( auf K ,gleichméfig durch Polynome in =,

approximierbar® (d.h.
fiir jedes € > 0 existiert ein Polynom P mit

1 1
max —P( )‘<6).
2€K 1z —( z—a

Dazu definieren wir
V :={( € G : ¢ hat diese Eigenschaft}

und zeigen: V = G.

Da G zusammenhéngend ist, geniigt es wiederum zu zeigen, dass V' offen und abge-
schlossen in G ist (beachte: V # 0, da a € V).

Also: V ist abgeschlossen, denn ist (¢,) eine Folge in V' mit {, — ¢ € G, so gilt

1 1
—
z2—=Cn z2—C

(Denn: Ist § := dist(¢, K)(> 0), so gilt dist((,, K) > /2 fiir n > ng, also folgt

gleichméfig in z € K .

1 1 Cn_c ‘ 2
=i P z—C‘ e o oo e § B A (n = c0).)
Fiir alle n € N existiert ein Polynom FP,, mit
1 1 1
()<
Izne%{ z—C(n "\z—-a n
und damit
1 1 1 1 1
- (=) < -gltn -
rznez}? z—C "\z—-a _Iglez}? z—C z—Cp +n_>0 (n = o0)

Folglich ist ¢ € A.
Um zu zeigen, dass V offen ist, sei {y € V' gegeben. Dann ist ¢ := dist((p, K) > 0. Ist
¢ e U5/2(<0), so gilt fir z € K

I 1 1 ¢ =G\
z=C  z2=G+G-C z-C( ;)(Z—Co) '
Dabei ist Co¢ )
— G0 ..
R g
Z—Co‘_Q fiir alle z € K,

also ist die Reihe gleichméflig konvergent auf K. Da die Teilsummen Polynome in
(z — (o)~ ! sind, ist auch ¢ € V' (Man beachte: Mit (z — (p)~! ist auch jedes Polynom
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in (z— (o)~ ! auf K gleichméBig durch Polynome in (z —a)~! approximierbar.). Damit
ist Us/2(Co) C V, also V offen.

2. (,,Polverschiebung nach oco*)

Nichste Behauptung: Ist G die unbeschrénkte Komponente von C\ K, so ist fiir alle
¢ € G die Funktion z — ﬁ auf K gleichméflig durch Polynome approximierbar.
Denn: Es sei € > 0 gegeben. Ist a > 0 so, dass {|z| > a} C G gilt, so existiert nach 1.

)<
max — —.
zeK 1z —C( z—a 2

Da ¢(2) := P(-X) holomorph in |z| < a ist und da K C {|z| < a} kompakt ist,

zZ—a

ein Polynom P mit

existiert ein n € N mit

Also ist

1 =~ ¢"(0) ,
mex| =7 - X S <

3. Es sei ¢ > 0 gegeben. Dann existieren nach S. 34.2 Punkte (1,...,{y € C\ K und
i, ...,apy € C mit

M
L 9
max |f(z) — < —.
zeK )f( ) Z
Ist G die Komponente von C\ K, die (i enthilt, und ist G beschrénkt, so existiert
ein a; € AN Gy. Nach 1. existiert also ein Polynom g in (z — az) ! mit

Qe 9

— gk(z)‘ < -

max
z€K | 2 — Ck

Ist GG}, unbeschrankt, so existiert nach 2. ein Polynom g mit

Qe 9

2M

max
2€K |z — (g,

- gk(z)‘ <

Die Funktion R := Z]sz1 gk ist eine rationale Funktion, deren Pole alle in A liegen,
und fiir die gilt

M
15
max |f(z) = R(2)] < 5 + ) max

Also ist R wie gewiinscht. O

Im Folgenden werden wir uns mit diversen Anwendungsbeispielen zum Runge-Satz
beschiéftigen. Dabei geht es meist um die Konstruktion gewisser Funktionen oder Funk-

tionenfolgen mit vorgegebenen Eigenschaften.
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Beispiel 34.6 1. Es existiert eine Folge (P,) von Polynomen mit
P,(0) — o0 und P.(z) —0 fiir alle z £ 0.
Denn: Fiir n € N sei
Ly :={z=re¥:

und

Ky :=Us(0)ULy.

Dann ist K,, C C kompakt und C\ K zusammenhingend. Also existiert nach S. 34.5,
angewandt auf die Funktion f, : K,, — C mit

0, ze€ Ly,
n, zGUQL(O)

falz) =

(man beachte: f, € H(K,) fiir alle n € N), ein Polynom P, mit

1
P -,
gelgglfn(Z) n(2)] < .

Ist z #£ 0, so ist z € L, fiir n geniigend grofi. Also gilt fiir n geniigend grof
Pa) = 1P2) = ful) < - = 0 (1= 00).

Ist z =0, so gilt fiir alle n € N

[Pn(0)] = [fn(0)] = [fn(0) = Pu(0)] > n —1/n — 00 (n — o0).
2. Es existiert eine Folge (P,) von Polynomen mit

P,(z) —0 fiir alle z € C
und
g1‘2%>(§|Pn(z)| — o0 fiir alle ¢ > 0.

Denn: Es sei

Ln:={z:]z|<n; Im(z) <0 oder Im(z) >

g

S|

1 2
M, = : <n; —<I < —
n {z |z| < mn; T mz_?m}

und K, := L, UM,. Dann ist K, C C kompakt und C\ K,, zusammenhéngend. Also
existiert nach S. 34.5, angewandt auf f,, : K — C mit

0, z€lL,
fu(z) = {
n, z¢€ M,
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zu jedem n € N ein Polynom P,, mit

1
- P, —.
;g?{)§|fn(z) w(2)| < n
Ist zp € C, so existiert ein ng € N mit zy € L, fiir alle n > ng. Also gilt P,(z9) —

0 (n — 00). Andererseits gilt: Ist ¢ > 0, so existiert ein n; € N mit

M, NU,0) #0 (n>mn1).

Hieraus folgt mit z, € M, N U,(0) fir n > ny

|m|zix|Pn(z)| > |Py(zn)| > n—1/n — o0 (n — 00).
z|<q

Wir zeigen im folgenden Satz, dass es (in D) holomorphe Funktionen gibt, die ein sehr
kompliziertes Randverhalten aufweisen.

Satz 34.7 Es existiert eine Funktion f € H(D) so, dass fir alle ¢ € (0,27 und alle
w € CU {oo} eine Folge (rj) existiert mit 0 < r; T 1 und

flrje®) — w  (j = o0).

Beweis. Es sei (s,) eine Folge mit 0 < s,,, T 1, und es sei
Iy, = {smem c0<9<2m(1-1/m)}.

Ferner sei {wy, : k € N} eine Abzdhlung der Menge Q + iQ(:= {u +iv : u,v € Q}).
Da Q+1Q dicht in C ist, erhalten wir damit: Fiir alle ¢ € (0,27 und alle w € CU{o0}
existiert eine Folge (k;);jen in N mit skjei‘p € I'y; und wy, — w (j — 00).

Wir definieren zunéchst induktiv eine Folge (P,,) von Polynomen. Dazu setzen wir
Py(z) = 0 und gehen davon aus, dass Py, ..., Py,_1 bereits konstruiert sind. Da K,, :=

I, UUs,, (0) kompakt und C\ K, zusammenhéngend ist, existiert nach S. 34.5 ein

Sm—1

Polynom P, mit

und
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konvergiert lokal gleichméfig in .
(Denn: Ist ¢ < 1, so gilt Uy (0) C Us,, ,(0) fiir m > my, alo nach Konstruktion

Pa(2) = Pua(3)] < 5

fiir alle z mit 2| < ¢ und alle m > m,. Somit ist die Reihe nach S. 15.6 gleichméBig
konvergent in |z| < q.)

Nach S. 31.7 ist insbesondere f € H(D). Aulerdem gilt

)-
iP PI/l

also

sz (P = Py1).

v=m++1
Damit erhalten wir fiir z € I,
> 1 =1 1
’f(z)_wm‘ S‘Pm<z)_wm‘+ Z ‘PV(Z)_PV—I(Z)‘ S27m+ Z 27: om—1°
v=m+1 v=m+1
Sind ¢ und w gegeben, so folgt mit r; := s, von oben
\f(rjei"”) —w| < \f(rjew) — wi,| + |wg; —w| — 0 (j — o0).

In den bisherigen Anwendungsbeispielen hatten wir es mit Funktionen bzw. Funk-
tionenfolgen auf D bzw. C zu tun. Wir betrachten nun allgemeinere offene Mengen (2.
Wichtig ist dabei, geeignete ,, Ausschopfungen, bestehend aus kompakten Mengen,
zur Verfiigung zu haben.

Satz 34.8 Es sei Q) C C offen. Dann existiert eine Folge (K,,) kompakter Mengen mit

Q= | K, und folgenden FEigenschaften:
neN

(i) K, C K2, fir allen € N.
(ii) Ist K C Q kompakt, so gilt K C K, fir n geniigend grofs.

(i1i) Ist G eine beschrankte Komponente von K¢, so existiert eine (beschrinkte) Kom-
ponente E von C\ Q mit E C G.

Beweis. Wir setzen (mit dist(z, () := c0)

K, :={z€Q:|z] <n, dist(z,Q°) > —} (neN).

SEES



34 DER RUNGESCHE APPROXIMATIONSSATZ MIT ANWENDUNGEN 383

Dann ist K,, C  kompakt ([U]) und K,, C K., fiir alle n € N (ist z € K, so ist
Ui_1 (2)=U - )(z) C Kp+1). Damit gilt (i).
n n+1 n(n+1

Ist ferner K C Q kompakt, so ist dist(K, 2¢) > 0 und K beschriankt. Also ist K C K,
fiir n > n(K), d.h. (ii) ist erfiillt (und es gilt natiirlich auch | K, = Q).

neN
Schliefllich gilt

K =Va(OU |J U
ceqe

L) (men).

Insbesondere enthilt die unbeschréinkte Komponente von K}, die Menge V;, o(0)).
Ist also G eine beschrinkte Komponente von K¢ (falls existent), so folgt G C {z :
|z| < n}, und es existiert ein ¢ € Q¢ mit U1 (¢) C G, also insbesondere ¢ € G. Also
ist G = Zg:(¢). Da Q° C K, gilt, ist weiterhin Zge(¢) C Ze(¢) nach Definition (vgl.
B/D. 30.10). Also ist E := Zq<(¢) C G. O

Damit erhalten wir

Satz 34.9 ( Rungescher Approximationssatz fir offene Mengen)
Es sei Q C C offen, und es sei f € H(Y). Dann gilt

1. Ist A C QF° so0, dass A jede beschrinkte Komponente von Q° trifft, so existiert
eine Folge rationaler Funktionen (R,) mit R, € H(C\ A) (d.h. simtliche Pole
liegen in A) und

R,—f lokal gleichmdfig auf €.

2. Hat Q° keine beschrinkte Komponente, so existiert eine Folge (P,) von Polyno-

men mait

P, f lokal gleichmdafig auf ).

Beweis. 1. Ist (K,) die Folge aus S. 34.8, so trifft nach Voraussetzung und Eigenschaft
(iii) aus S. 34.8 die Menge A jede beschriankte Komponente von K (n € N). Also
existiert nach S. 34.4 zu jedem n € N eine rationale Funktion R,, mit R, € H(C\ A)

(also alle Pole in A) und

s [£(2) — Ra(2)] <

3

Ist zp € Q, so existiert ein ¢ > 0 mit K := Us(z9) C Q. Also ist K C K, fiir alle n
geniigend grof} (S. 34.8 (ii)). Damit gilt

max|£(2) = Ral2)] < ©
fiir n geniigend grof}, d.h. R,, — f gleichmiBig auf K. Da zy € Q beliebig war, gilt die
erste Behauptung.
2. Ergibt sich als Spezialfall mit A = () (vgl. S. 34.5). O
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Bemerkung und Definition 34.10 Ist 2 C C offen, so nennen wir eine beschréank-
te Komponente von ¢ (falls existiert) ein Loch von Q. Der zweite Teil von S. 34.9
besagt dann, dass fiir jede offene Menge 2 ohne Locher jede Funktion f € H(Q)
»lokal gleichméflig auf €2 durch Polynome approximierbar ist“. Eine fiir uns wichtige
Folgerung hieraus:
Ist G C C ein Gebiet ohne Lécher, so ist G einfach zusammenhiingend.

(Denn: Ist f € H(G), so existiert eine Folge (P,) von Polynomen mit P,, — f lokal
gleichméflig auf G. Ist v ein geschlossener Pfad in G, so folgt aus S. 31.7

0= [P [ o).

also [ f = 0. Damit ist G einfach zusammenhéingend (man beachte, dass der ,,Aus-

gl
nahmepunkt“ in S. 30.8 nach B. 30.17 keine Rolle spielt).)

Damit haben wir eine angenehme (topologische) hinreichende Bedingung fiir den ein-
fachen Zusammenhang eines Gebietes. Man kann zeigen (ohne Beweis!): Ein Gebiet G

ist genau dann einfach zusammenhéngend, wenn G keine Locher hat.

Als weitere Anwendung des Runge-Satzes beweisen wir, dass meromorphe Funktionen
zu beliebig vorgeschriebenen Hauptteilen existieren.

Satz 34.11 (Mittag-Leffler)
Es sei QQ C C offen, und es sei A C ) ohne Hdaufungspunkt in Q. Ferner seien Py, fiir
w € A Polynome. Dann ezistiert eine in 2\ A holomorphe Funktion f so, dass fir

alle w € A der Hauptteil der Laurent-Entwicklung um w gerade P,((1/(z —w)) ist.

Beweis. Es sei (K,,) eine Ausschopfung von Q wie in S. 34.8. Fiir n € N setzen wir
B, = AN (Ky+1 \ Ky) und

z) = P, ( ! ) z€C\ B
o= 3 R(=y)  Gecim)
(beachte: By, ist endlich, da A keinen Haufungspunkt in Q hat).
Dann ist f, € H(C\ By), und es gilt K,, C C\ B,.
Da jede beschréinkte Komponente von K, einen Punkt aus (2 enthélt, existiert nach
S. 34.4 zu jedem n € N eine rationale Funktion R, mit R, € H(2) (also alle Pole
auflerhalb von €2) und

1
n _Rn an -’
max | fn(2) @) < 5

Mit fo(z) :== Y. Pu(L) gilt:
weANK,

f(2) = folz) + ) _(fu(2) = Ru(2)) (€ Q\A4)
v=1
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konvergiert gleichméfig auf jeder kompakten Teilmenge K von 2\ A (S. 15.6, und
K C K, fur n geniigend grof). Damit ist f € H(Q2\ A). Da fir allen € N

F=>f+ > (fh-R)-D R
v=0 v=n+1 v=1

= gn

(o) o0
mit g, € H(Q\ U By)gilt, und da K, 11 C Q\ |J B, ist, hat f in K, genau
v=n-+1 v=n+1
die vorgeschriebenen Pole mit entsprechenden Hauptteilen. Da n € N beliebig war,

folgt die Behauptung. O
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35 Harmonische Funktionen

Im letzten Abschnitt beschéftigen wir uns mit einer Klasse von Funktionen, die in
gewisser Weise an der Schnittstelle zwischen reeller und komplexer Analysis zu finden

sind.

Definition 35.1 Es sei 2 C R? offen. Eine Funktion u :  — R heit harmonisch (in
Q), falls u € C%(Q) ist, und falls

d

9% 2.\ —
Au::; " (zZ@u) =0

Q

NV

7j=1
auf € gilt. Wir setzen

Har(Q) := {f : Q@ — R : f harmonisch in Q}.

Wir werden uns im Folgenden auf die Untersuchung harmonischer Funktionen von
zwei Variablen beschrinken (also Q2 C R?). In diesem Fall ergibt sich ein sehr direk-
ter Zusammenhang zwischen harmonischen und holomorphen Funktionen. Wir fassen

dazu €2 wieder als Teilmenge von C auf.

Satz 35.2 Es sei G C C ein Gebiet. Dann gilt:
1. Ist f € H(G), so ist u = Re(f) € Har(G).

2. Ist u € Har(G) und ist G einfach zusammenhdingend, so existiert eine Funktion
f € H(G) mit u = Re(f). Dabei ist f bis auf eine additive Konstante (der Form
ic mit ¢ € R) eindeutig bestimmit.

Beweis. 1. Es sei f = u+ iv mit u,v =: Q — R. Dann gilt nach S. 29.4

,  Ou  Ov  Ov Ou auf G

f—%+1%—@—lay

Da f analytisch in  ist, zeigt die neuerliche Anwendung von S. 29.4 auf f/, dass alle
partiellen Ableitungen 2. Ordnung von u und v auf G existieren und stetig sind. Also
gilt u,v € C%*(G). AuBerdem ergibt sich aus den Cauchy-Riemannschen Differenzial-
gleichungen (29.1) und S. 20.12

dy

Z:;Jrgzg aax(av)_ 8(81}

— — ) = fG.
By ax) 0 auf G

2. Wir betrachten
_ Ou Ou

g:—%—Z@.
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Dabei sind du/0x, du/dy € C1(G), und es gilt
0 Ou Au=0 g( B (lu) sowie 2 0uS2012 0 (_ @)
ox ox Oy oy oy 0z Ox ’

Also erfiillt g die Cauchy-Riemannschen Gleichungen (29.1), und damit ist g € H(G).
Da G einfach zusammenh#ngend ist, existiert nach S. 30.5 eine Stammfunktion f zu
g, d.h.

ou ou
!/ _ o
f —g——aaj z—ay auf G.
Fiir @ := Ref gilt
ou 2,311 S.29.4 f ou . Ou

dx Oy 9T 0 oy
also Ou/0x — 0t/0x = 0 und 0u/0y — Ou/dy = 0 auf G. Damit ist © — @ = const auf
G. Durch Addition einer geeigneten Konstante konnen wir weiter f(zg9) = wu(zp) fiir
ein zp € G erreichen. Dann ist aber schon u = @ auf G, d.h. u = Ref. Ist f € H(G)
eine weitere Funktion mit u = Re f , so gilt nach S. 29.4
5 Ou Ou

=22 _ ;2= 2 £
o Zay g auf G,

also ist f ebenfalls eine Stammfunktion zu g auf G. Damit unterscheiden sich f und
f nur um eine additive Konstante. |

Bemerkung 35.3 Der Beweis zu S. 35.2.2 zeigt genauer: Ist G ein beliebiges Gebiet
in C und ist v € Har(G), so ist

oo
Oz Z@y

holomorph in G. Eine Funktion f € H(G) erfiillt genau dann v = Ref in G, wenn f
eine Stammfunktion von g in G ist mit Ref(z9) = u(zp) fiir ein 29 € G.

g:

Insbesondere zeigt dies auch, dass die Aussage von S. 35.2.2 im Allgemeinen falsch wird
fiir nicht einfach zusammenhéngende Gebiete. Ist etwa G = C\ {0} und u(z) = In 2|

fiir z # 0, so ist u € Har(G), und es gilt ([U])

92) = Go) — i) = 1

z

Jedoch hat bekanntlich g keine Stammfunktion in C\ {0} (S. 30.5 und [ dz/z =
|z]=1
271 # 0). Also existiert keine Funktion f € H(G) mit u = Ref.

Aus der Tatsache, dass harmonische Funktionen sich (lokal) als Realteile holomorpher
Funktionen ergeben, lassen sich viele wichtige Eigenschaften von holomorphen auf

harmonische Funktionen {ibertragen. Wir sammeln einige im folgenden Satz.
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Satz 35.4 Es sei G C C ein Gebiet, und es sei u harmonisch in G. Dann gilt

1. (Mittelwert-Figenschaft)
Ist 29 € G und Uy(20) C G, so gilt fir 0 <r <p

27

u(zp) = % /u(zo + re)dt (35.1)
0

2. (Identititssatz)
Ist v harmonisch in G und gilt u(z) = v(z) auf einer offenen Menge U C G,U #

0, soistu=wvin G.

3. (Maximumprinzip / Minimumprinzip)
Ist u # const in G, so hat u kein lokales Mazimum und kein lokales Minimum.

Ist G beschrinkt und u stetig auf G, so existieren zy,z1 € OG mit

u(zp) = maxu(z) und u(z1) = minu(z).
zelG@ z€G

Beweis. 1. Da U,(z9) einfach zusammenhingend ist, existiert eine Funktion f €
H(U,(20)) mit u = Ref. Nach der Mittelwertformel (30.3) gilt

2 2
u(z0) = Re(f(z0)) = Re(% / Flzo + rei)dt) = % / Ref(z0 + re)dt .
0 0

2. O. E. sei v = 0 (sonst betrachten wir & = u — v). Es sei

_ou_ o
9= ox oy

Dann ist g € H(G) (siehe B. 35.2), und es gilt g(z) = 0 fiir alle z € U (da u = 0 auf U
nach Voraussetzung). Nach dem Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen ist g = 0
auf G, also du/dx = du/dy = 0 in G. Folglich ist v = const auf G, und aus u(z) =0
auf U folgt w =0 in G.

3. Genau wie im Beweisteil 2. zu S. 31.10 sieht man (unter Verwendung der Mittel-
wertformel (35.1)): Hat U an zp € G ein lokales Maximum, so ist u(z) = u(zg) auf
Ur(2p) fiir ein r > 0. Nach 2. ist dann v = u(zp) in G.

Die zweite Aussage ergibt sich genau so wie S. 31.11 sich aus S. 30.10 ergibt.

Da mit u uach —u harmonisch in G ist, gelten entsprechende Aussagen auch fiir Mi-

nima. O
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Bemerkung 35.5 Fiir analytische — und damit fiir holomorphe — Funktionen gilt
bekanntlich eine stérkere Version des Identititssatzes (S. 29.11). Ein entsprechendes
Resultat ist i. A. nicht giiltig fiir harmonische Funktionen.

So gilt etwa fiir
u(z) = Rez, v(z) =0 (z€C).

offenbar u = v auf iR, aber es ist u Z v in C.

Eine der zentralen Fragestellungen im Zusammenhang mit harmonischen Funktionen
ist die nach der , harmonischen Fortsetzbarkeit* stetiger Funktionen, die am Rande

eines Gebietes vorgegeben sind. Genauer:

Definition 35.6 Es sei G C C ein Gebiet, und es sei ¢ : 0G — R stetig. Unter dem
Dirichlet-Problem D(G, ¢) versteht man die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit

in G harmonischer Funktionen v mit

lirré u(z)( = lin} u(z)) = ¢(Q) fiir alle ¢ € 0G,
= zeG

m. a. W. man sucht Funktionen u € C(G) mit Au =0 in G und ujpe = @.
Die Frage nach der Eindeutigkeit ist fiir beschrénkte Gebiete leicht zu beantworten:

Satz 35.7 Ist G C C ein beschrinktes Gebiet, so existiert zu jedem ¢ € C(0G)
héchstens eine Lésung des Dirichlet-Problems D(G, ).

Beweis. Sind u, v Losungen von D(G, ¢), so ist u — v € C(G) harmonisch in G, und
es gilt w —v = 0 auf dG. Nach S. 35.4.3 ist damit u —v =0 in G. O

Bemerkung 35.8 Mit einem dhnlichen Argument sieht man auch, dass nicht jedes
Dirichlet-Problem D(G, ¢) losbar ist. Ist etwa G =D\ {0} und

)0, ¢ € oD

so existiert keine Losung von D(G, ¢).
(Man kann zeigen (ohne Beweis): Ist u € Har(G) und stetig auf D, so ist u € Har(DD).
Aus u = 0 auf OD folgt dann nach S. 34.5.3 schon v = 0 in D, also u(0) =0 # 1.)
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Die Frage nach der Existenz von Losungen erweist sich als recht diffizil. Die Antwort
héngt wesentlich von der Struktur von G ab. Wir untersuchen den einfachen Fall eines
Kreises G = Up(20) fiir 29 € C, p > 0. Dabei reicht es i. W., den Fall 2o =0 und p = 1,
also G = D zu kléren.

Dazu stellen wir eine kleine Voriiberlegung an: Angenommen, die Randfunktion ¢ sei
darstellbar durch ihre Fourier-Reihe, d.h.

00 27
. . 1 o
Lp(ew) = g a,e™? mit a, = o /go(e’t)e“’tdt
v=—00 0

(vgl. Abschnitt 28). Dann wiire eine ,sinnvolle* Erweiterung u von ¢ fiir z = re? € D

gegeben durch

o

i@) — Z a,,r""ei”g

V=—00

00 27
— Z <21/¢(6it)e—iutdt>,r|u|ei1/9
s
0

V=—00

2w
1 o , A
_ 27T/ Z le‘ew(e_t)(p(ezt)dt

0 v=—
(aus |rle@=Dp(eit)| < rM||p||s folgt mit S. 15.6 die gleichmiBige Konvergenz der
Reihe auf [0, 27] bei festem z = re'?). Mit

e .
P.(s) := Z rlvleivs (r<1,s€]0,2n])

V=—00

ist also
1 27
u(z) = Py /PT(H — t)p(e)dt (z = ret ¢ D).
T
0

Nun wire es schon, wenn v harmonisch in D wére. Bevor wir zeigen, dass dies tatséchlich

der Fall ist, stellen wir P,.(s) geschlossen dar: Es gilt

o0 oo
PT(S) — § ,,,VeZVS + § T,Ve—'LVS
v=0 v=1

1 re— s 1—r2

1 —reis + 1—re~  1—2rcos(s)+r2

0

oder auch in komplexer Schreibweise mit z = re’
Re ezit +2) _ pe (et + g)(e_“ )
et — » |e”—z\2

1— 7] B 1—r2 B 1—r2 _ POt
leit — 2|2 et —re®2 1 —2rcos(d—t)+r2 "

(35.2)
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Diese Dinge gieflen wir in eine Definition

Definition 35.9 1. Die Funktion P : D x 9D — R, definiert durch

1—[z2 <eit+z)
|€it_2’2 -

P(z,e") = (z e D,t € [0,2n])

et — 2

heifit Poisson-Kern.
2. Ist t — p(e') eine Regelfunktion auf [0, 27], so heifit T : D — R mit

Poisson-Integral von .
Wir notieren zunéchst einige wichtige Eigenschaften des Poisson-Kerns.

Satz 35.10 Es gilt

1. P(z,e%) >0 fir €D, t € [0,27],

27 27
~ 1
2. — /P(z,e’t)dt =5 /Pr(s)ds =1 fir z € D.

7T
0 0

3. Fiir (o € 0D und § > 0 ist

lim  sup P(ze")=0.
z—Co leit—(o|>6

Beweis. 1. Ergibt sich direkt aus (35.2).
2. Siehe B. 33.11.
3. Ist |z — (o] < 0/2, so gilt mit (35.2) fiir alle ¢ mit |e — (o] > &

1—|2f? 1— |2
(le* = ol = I¢o —2)*> = 462/4

P(z,e") <

Damit kénnen wir das Dirichlet-Problem (ID, ¢) 16sen:

— 0 (z — (o).

391
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Satz 35.11 Es seit — @(e') eine Regelfunktion. Dann gilt:
1. Ty ist harmonisch in D.
2. Ist ¢ stetig an oy € ID, so ist ling} To(z) = p(Co).

z—Co

Insbesondere ist im Falle p € C(9D) die Funktion Ty (die) Lisung von (D, ).

Beweis. 1. Fiir z € D gilt mit (35.2)

2 it(i
1 ep(e z
T =Re| — . —
plz) = Re 27r/ at—z o /
0 0

Nach S. 29.9 ist

£ _ 1] et 12
z)'_Qﬂ/e"t 2/
0

0

analytisch (also holomorph) in . Damit ist T'p € Har(D) nach S. 35.2.
2. Es sei ¢ stetig an (p € 0D. Ist € > 0 gegeben, so existiert ein § > 0 mit

p(¢) = w(Co)l <& fiiralle ¢ € 9D, |¢ — ol < 6.

Fir z € D erhalten wir

2m
Toz) = plco)l P02 | PGttt — ol de
0
2
S.35.10.1 ) .
< o [ PEelete) - p(l .
0

Wieder mit S. 35.10.2 folgt

1

o / P(z,e")|p(e) — p(Co)ldt < e.

leit—(o|<d

AuBerdem existiert nach S. 35.10.3 ein ¢’ > 0 mit

sup P(z,e) <e fir alle z € D mit |z — (o| < 0.
le**—Co[=>6

Also gilt fiir |z — (o] < ¢":

L / Pz, ¢")|ple™) - @MK/W“ (Co)dt

0
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und damit insgesamt

2

To(z) - ol < 1+ 5= [ leteldt + lo(G)l)
0
Da e > 0 beliebig war, gilt lim Tp(2) = ¢((o)- O

z—Co

Bemerkung 35.12 Es ist klar, dass sich S. 35.11 leicht auf beliebige Kreise G =
Up(z0) fiir p > 0,29 € C iibertragen 1dBt: Ist ¢ stetig auf K,(z0), so ist Tgp : G — R,
definiert durch

21
1 zZ—20 ;
Tap(z) = Dy P( p O,e”>g0(zo + pe't)dt (z € G)
0
2m

1 P —r?

<_ o p2—2rpcos(0—t)—|—r2¢
0

(20 + pe't)dt (z=20+ rew)>

Losung des Dirichlet-Problems (G, ). Als Konsequenz erhélt man die sogenannte

Poisson-Integralformel: Ist « harmonisch in einer offenen Umgebung von U,(zp), so ist

2

@ =5 [ P (0 + pey dt
u(z) = — u(z e
21 | p2 —2rpcos(60—t) +12 " P

0

fiir alle z = 2o +re? € Uy(20). (Dies ergibt sich aus S. 35.7, da sowohl u als auch TG
mit ¢ = ujgg das Dirichlet-Problem (G, ¢) losen.)
Speziell folgt fiir z = zg

1 A
Mmz%/WMMWL

also wieder die Mittelwertformel (35.1).

Wir zeigen, dass die Mittelwertformel harmonische Funktionen charakterisiert:

Satz 35.13 Es sei Q C C offen, und es sei h € C(Q2,R). Existiert zu jedem w € Q

ein p(w) > 0 so, dass
2
1

h(w) = Py /h(w%—peit)dt
0

fir 0 < p < p(w) gilt, so ist h harmonisch in ).
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Beweis. Es sei zp € 2 und R > 0 mit Ug(z9) C . Wir definieren mit G := Ur(zp)
die Funktion k : G — R durch

k(z) = h(z) —Tgh(z) ,z€G
' 0 , 2 € 0G

Dann ist k stetig auf G nach B. 35.12. Auflerdem ist Tgh harmonisch in G (vgl. S.
35.11.1). Ist also w € G, so gilt nach Voraussetzung und (35.1) fiir p geniigend klein:

27

1 .
k(w) = o / k(w + pe't) dt,
0

d.h. k erfiillt ebenfalls die Mittelwert-Eigenschaft (lokal). Da der Beweis des Maximum-
/Minimumprinzips lediglich die Mittelwert-Eigenschaft verwendet (vgl. Beweis zu S.
35.4), ergibt sich genau wie dort: Es existieren zg, 21 € G mit
k(zp) = max k(2) und k(z1) = max k(z)
z€G zeG
aus k(z9) = k(z1) = 0 folgt k = 0 auf G, d.h. h stimmt auf Ug(zo) mit der (harmo-
nischen) Funktion Tzh iiberein. Damit ist h harmonisch in Ug(zp), und da zp € Q
beliebig war, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 35.14 Als wichtige Konsequenz erhalten wir ([U]): Ist Q C C offen und
sind wu,, € Har() mit u,, — u lokal gleichméfig auf €, so ist auch u € Har(£2).
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